Nevlastni integral

Pti vypoctu urcitého integralu jsme predpokladali, Ze
e integracni interval je ohrani¢eny, nebot” se jednalo o uzavieny interval <a,b> , kde meze a,
b byla konec¢na Cisla,

e funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani¢ena.

Pokud néktera zuvedenych podminek nebude splnénd, dostaneme integral, ktery budeme
nazyvat nevlastnim integralem vzhledem k mezi intervalu nebo nevlastni integral vzhledem k
neohranicenosti funkce.

Integral nevlastni vzhledem k mezi intervalu (tzv. vlivem meze)

b
Uvazujme ur€ity integral I f(x)dx, kde napt. b =o0. V souladu s geometrickou interpretaci

a

ur¢itého integralu budeme poZadovat, aby integral I f(x)dx vyjadioval obsah plochy

ohrani¢ené grafem funkce f(x) na intervalu <a,oo). Zvolime-li ¢islo ¢ € (a,»), vyjadiuje
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Nevlastni integral vzhledem k mezim intervalu

Definice : Necht' funkce f(x) je spojita na intervalu <a,oo) .

t—w

t
Existuje-li limita L = limj f(x)dx, nazyvame ji nevlastnim integralem funkce f(x) na

intervalu <a,oo) a znacime ji I f(x)dx.

a
Je-li limita konecna, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje.
Jestlize limita neexistuje nebo je nevlastni, fikdme, Ze nevlastni integral diverguje.




Poznamka: Analogicky by se definoval pro funkci f(x) spojitou na intervalu (—oo,b>

b b
nevlastni integral I f(x)dx jako L = lim I f(x)dx.

Priklad: Vypoctéte | Ly
X
1
Reseni: Funkce f (x) = iz je spojita na intervalu <1, oo). Nevlastni integral vzhledem k mezi
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Limita je rovna 1, tedy zadany nevlastni integral konverguje.

Poznamka: Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu (— oo,oo) a konverguji-li oba nevlastni

integraly L, = J. f(x)dx, L, :I f(x)dx, kde c je libovolné cislo z intervalu (—oo,oo),

klademe I f(x)dx =L, +L,. Pokud alesponi jeden z nevlastnich integrald diverguje, fikame,

ze nevlastni integral I f(x)dx diverguje.
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Priklad: Vypocitejte nevlastni integral I

Reseni : Funkce f (x)z je spojita na intervalu (— oo,oo). Zvolme cislo, lezici uvnitt
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intervalu (— oo,oo), napfiklad ¢ =0. Zadany integral pak pocitame jako soucet nevlastnich
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Vzhledem k tomu, Ze oba nevlastni integraly konverguji, konverguje i zadany integral a plati
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Integral nevlastni vzhledem k neohrani¢enosti funkce (tzv. vlivem funkce)

Uvazujme nyni plochu ohrani¢enou grafem funkce f(x) a osou x pro xe <a,b). Zvolime-li
t b
Cislo ¢ € (a,b), vyjadiuje hodnota integralu I f(x)dx hodnotu I f(x)dx tim pfesnéji, ¢im

vice se bude ¢islo ¢ blizit ¢islu b zleva (viz obrazek).
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Nevlastni integral vzhledem k neohranicenosti funkce

Definice : Necht' funkce f(x) je spojitd na intervalu <a,b) a neni ohranic¢enda v levém okoli

bodu b. Existuje-li limita L = lim I f(x)dx, nazyvame ji nevlastnim integralem funkce f(x)
t—b"

b
na intervalu <a,b) a znac¢ime ji I f(x)dx.
a
Je-li limita konecna, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje.
Jestlize limita neexistuje nebo je nevlastni, fikdme, ze nevlastni integral diverguje.

Poznamka: Analogicky by se definoval pro funkci f(x) spojitou na intervalu (a,b> a

b b
neohranicenou v pravém okoli bodu a nevlastni integral I f(x)dx jako L = lim I f(x)dx.
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Priklad: Vypocitejte integral _[
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funkce neohrani¢ena, jde proto o nevlastni integral. Budeme ho pocitat jako limitu

2
lim .[ X2 dx. Nejprve vSak ur¢ime primitivni funkci F (x) k funkci f (x) =2z 2 .
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Reseni: Funkce f (x) = je spojitd na intervalu (1, 2>. Ale vbodé¢ b =1 je integrovana
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Je-li integral nevlastni soucasné¢ vzhledem k mezim i neohraniCenosti funkce, mluvime o
nevlastnim integralu smiseného typu.

Nekonecné meze a body v jejichz libovolném okoli je integrovand funkce f'(x) neohranicena,
nazyvame singularitami pfisluSného nevlastniho integralu. Ma-li nevlastni integral v
integraCnim intervalu vice singularit, rozdélime interval na vice dil¢ich intervala tak, aby
dany nevlastni integral mé¢l v kazdém z nich jedinou singularitu, a to bud’ v dolni nebo v horni
mezi. Konverguji-li nevlastni integraly ve vSech téchto dil¢ich intervalech, hodnotu daného
integralu uré¢ime jako soucet hodnot nevlastnich integralli na vSech dil¢ich intervalech. Je-li
aspont jeden znevlastnich integrali na dil¢ich intervalech divergentni, je dany nevlastni
integral divergentni.
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Piiklad: Vypoctite [— dx
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Reseni: Integral I — dx ma singularitu v dolni (pro neohranicenost funkce) i horni (pro
X
0
neohranicenost integra¢niho intervalu) mezi. Zvolime libovolné ¢islo ¢ € (O, 00). Napt. c=1.
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Zadany integral pak pocitame jako soucet nevlastnich integralt '[ —dx+ j—zdx .
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Tedyj;dx diverguje, protoze jeden z dil¢ich nevlastnich integrala diverguje.
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