Nevlastni integral vlivem meze

dx

Priklad 1: j 1
X+

1

Na intervalu (1, o) je funkee f(x)= !
x+1

spojita. Funkci k ni primitivni uréime ptimo
1
x+1

pomoci vzorce j dx = 1n|x + 1| + C . Tedy

Todx . pode (L
!x+1:}gq3!x+l:}Lrg[ln|x+1|]l:}Lrg[ln|t+l|—ln2]:oo

Zadany integral diverguje.

2
Priklad 2: j e dx

Na intervalu (— 00, 2> je funkce f (x) = e**spojita. Neuréity integral nemusime poéitat, protoze
mame k dispozici vzorec.
2 2 1 2
J-ezxdx = lim |e”*dx = lim [—e“} = lim [—e" ——ez’}
t

t—-0 t—>—o| ) t—>-m
—o0 t

Zbyva dofesit limitu. Protoze pro t ——oo plati e — 0, je

Zadany nevlastni integral konverguje.

Priklad 3: j%
X" +ix+

—0

Funkce f (x): je spojitd na intervalu (— oo,oo). Zvolime cislo, lezici uvnitt

X2 +2x+2
intervalu (— oo,oo), naptiklad ¢ =0. Zadany integral rozd€lime na soucet nevlastnich integralt
T dx ff dx

x*2x+2 x° +2x+2

—00 —00

T dx

+[=

) X" +2x+2

Pro ptehlednost vypocitame kazdy zvlast, ale nejdiive vypocteme funkci primitivni
k integrované

j%dxzj ! dx :J-;zdx:arctg(x+l)+C
xX“+2x+2 (x+1)"—1+2 (x+1)"+1
Potom

e dx e dx

— = —lim | ———— = lim [arctg(x + 1)|° = lim [arcte(1) — arctg (¢ +1
J.x2+2x+2 t—>°°~! xP+2x+2 H*OC[ glx+D]; H*DO[ e ge+)]

—0

Protoze pro t - — oo plati arctg(¢ +1) > —% ,je



lim [arctg(l) —arctg (¢ + 1)] =T (— EJ = E7z-

4 2) 4
]E # = limj ZL =lim [arctg (x+ 1)]; =lim [arctg (t+1) - arctg(l)] =
) XT+2x+2 ey xXT+2x4+2 e e
:%—%2% , protoze arctg(t+l)—>%pr0 t—>o.
Celkem j —j +I =§7Z'+£=7Z'.
Jox? x+2 Jox? +2x+2 0x +2x+2 4 4

Zadany nevlastni integral konverguje.

Poznamka:

Kdybychom zadany integral na zacatku vypoctu rozd¢lili napt. v bod€ ¢ = 3, dostali bychom
po dosazeni mezi arctg(3). Konkrétni ¢iselnou hodnotu nepotiebujeme, protoze jednou ma
znaménko + ( horni mez) a podruhé znaménko — (dolni mez). Tedy funkéni hodnoty v bodé¢ ¢
se vzdy odectou!

Priklad 4: j
X - n X

Funkce f (x): je spojita na intervalu <2, oo). Abychom se vyhnuli slozitym

1
x-In®x
formalnim zapisim a transformacim mezi (u substitu¢ni metody), vypocCitime nejprve

neurcity integral

mx—u

1
dx du| j du=——=-1—%C

u Inx

1
jx-lnzx dr =

Je tedyj = lim d—’i:lim{—i} =1im(—i+LJ=0+i=L
x - In'x owe x-Inx = Inx], == Inz In2 In2 In2

Zadany nevlastni integral konverguje.
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.[ al dx

“Axt =1

Funkce f(x) = i
S(x) e

Neur¢ity integral vypocitdme substituci.

Piiklad 5:

je definovana pro |x|> 1, tedy je na intervalu (— 00, V2 > spojita.

xt-1=
2xdx = dt

=Nt=vVx*-1+C

—dt—

e M S,

N\'—‘|m\~



A 7
Potom dex =1 j
t

SNxt -1 o

integral diverguje.

dx—hm[\/x - ] —hm[l—\/t - ] , tedy
’ [—>— —>—00

Integral nevlastni vlivem funkce

Priklad 1: j LS

e

Integral ma singularitu v dolni mezi, protoze f(x)= je definovana pro x € R — {0} Na

1

vypocet primitivni funkce pouzijeme vzorec.

1
1

(1 (1 X
j%/? = lim [ dv = lim | “~| = lim[3-4x], = lim [s-3-3/7]=3
0 t
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Piiklad 2: [ tgxdx
0

Integral ma singularitu v horni mezi, protoze f(x)=tgx neni v tomto bod¢ ohranicena.

Pro integraci f(x)=tgx nemame vzorec, proto si neurcity integral vypocitame.

jtgxdxzjsmx dx :—I_Sinxdx: —1n|cosx|+C.
COS X COS X

z

Tedy .[tgx dx = lim .[tgx dx = lim [— 1n|cos x|] = lim [— 1n|cos t| +1n1]

—»Z —»Z —»Z
2 2 2

Pro t —>% plati cost — 0, tedy lim [— 1n|cos t| +Inl ]: —(—0) = 0. Integral diverguje.

t—>—
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Priklad 3: j xInx dx

0

Integral ma singularitu v dolni mezi, protoze f(x)= xInx je definovana a spojita pro x > 0.

Na vypocet neurcitého integralu pouzijeme metodu per partes, funkce zvolime tak, aby se Inx
derivovala.



jxlnxdx =

2 2 2
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=L x-L =L Qx-D+C
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J-xlnxdx =lim | xInxdx = llm{T(ﬂnx—l)} = lim{%(ﬂnl—l)—%(ﬂnt—l)} =
t—0"

0 t

t—0" p t—0"

- imlrem)

Zbyva doftesit limitu, ale jde o neur€ity vyraz typu || 000 || . Musime nejdiive soucin v zavorce

upravit na podil, abychom mohli pouzit 1’Hospitalovo pravidlo.

1 1. | 2lnr-1 ‘
=————Ilim =..
4 4150 i
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Integral konverguje.
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Priklad 4: j

! dx
,I‘Vl—xz

Funkce f(x) = je definovana pro | X | <1, integral ma tedy singularitu v obou mezich.

1
Ji-x
Je tfeba rozlozit dany integral na dva, aby singularita byla pouze v jedné z mezi. Zvolit
libovolny bod ¢ € (~1,1), napt. ¢ = 0. Primitivni funkci uréime pomoci vzorce, miizeme tedy
pfimo pocitat
0

I;dx+j ! — dx = hm
0

ro 1 0ol
——dx = —=dx+lim | ——dx =

= lim [arcsin x|, + lim [arcsin x]; = hm [0 — arcsin 7]+ lim [arcsin z - 0]; = (— Ej +% =r

t—>-1" z—>1" z—>1"

Integral konverguje.
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Piiklad 5: dx

[ —=
1 (x=2)
Integrovana funkce neni ohrani¢end v bod¢ x = 2. Dany integral proto rozepiSeme na soucet

dvou nevlastnich integralti, které budou mit v mezi singularitu:
3 1 2 3 t 3

1 1 1 1
L S ey o TR Y

Zbyva dofesit limity vyraza typu | —| . Budou nevlastni, o jejich znaménku rozhodneme na

zéklad¢ porovnani znaménka Ccitatele a jmenovatele, ale uz ted vime, ze integral bude
divergovat.

Pro Gplnost :  lim —L-‘FL + lim —1+L =—(-0)-1-14+00=m
= =2 —1] =2 1 z-=-2

Nevlastni integral smiSeného typu

o0

1

Integral T

1

dx ma singularitu v horni mezi (neohranicenost integra¢niho intervalu), ale

také uvnité integraéniho intervalu v bodé x =2 (neohrani¢enost funkce). Musime tedy
rozd¢lit integracni interval na tfi podintervaly pomoci délicich bodii x =2 a zvolené¢ho bodu

napft. ¢ = 3. Na kazdém ze tii intervali <1, 2), (2, 3>, <3,00) bude mit integral funkce y = 3
x —

uz pouze jednu singularitu.

21 | o 21 PO 1|
j dx=j dx+j dx+j dx = lim dx + lim dx +
1 1 2 X~ 3x—2

x—=2 x—=2 h2 X —2 no2" Y x—2
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= 11m(1n|t —2|—1n1)

tH—2"
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+ lim dx = lim [1n|x 2|] + hm

t3—>°03x—2 4 —2"

+ 11rr21(1nl—1n|t —2|)+ 11m(1n|t —2|—1n1) (=0 =0)+(0+ ) + (0= 0).
t—>

Vzhledem k tomu, ze nevlastni integraly na dil¢ich intervalech diverguji, diverguje i zadany
integral.



