LIMITA FUNKCE

Pojem limity funkce charakterizuje chovéani funkce v blizkém okoli libovolného bodu, tedy

1 téch bodu, ve kterych funkce neni definovana.
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Ptesnéji to vyjadiuje definice:

Funkce y = f(x) ma v bod€ x,limitu L, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje J > 0 tak, Ze pro

vSechna x zryziho okoli bodu x, plati | f(x) —L| <e.

Poznamka: Nahradime-li v definici pojem ,,ryzi okoli bodu x, ,, pojmem ,,pravé ryzi okoli

bodu x, “, dostaneme definici limity zprava, piSeme lim_f(x) = L. Analogicky se definuje
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limita zleva, piSeme lim f(x)=L.
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Pro limitu zprava a limitu zleva se uziva oznaceni jednostranna limita.
Pfipomenime si jesté, Ze limita v bod€ x, existuje praveé tehdy, kdyZ existuji ob& jednostranné

limity a jsou si rovny.

Vypocet limit:

1. Limity elementarnich funkci v bodech, ve kterych jsou tyto funkce definovany, existuji

a jsou rovny funk¢ni hodnoté. Pocitame je tedy dosazenim x, za x .
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2. Pokud neni funkce v bod¢ x,definovana, miiZe po dosazeni vzniknout vyraz typu
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Nazyvame ho neurcitym vyrazem a jeho limitu pocitdme Gpravami funkce, kracenim a
opétovnym dosazenim.
Jiny zpUsob urceni této limity spociva v pouziti tzv. L’Hospitalova pravidla (viz limity

feSené pomoci derivace).




Priklad:

Jde-li naptiklad o podil dvou polynomt, miizeme oba rozloZit na soucin a spolecnym

kofenovym Cinitelem (x —x,) kratit.
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Priklad:

Dalsi moZnou Upravou je v pfipad¢ iraciondlni funkce vhodné funkei rozsifit (vyrazem s

odmocninou s opa¢nym znaménkem).
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3. lJestliZze po dosazeni x = x, dostaneme vyraz | —|, kde k& # 0, jde o nevlastni limitu.

Jeji hodnota, pokud existuje, je bud’ + o nebo —oo. Je tieba vypocitat nejprve jednostranné
limity. Pokud jsou stejné je limita rovna jejich spole¢né hodnoté, pokud se 1iSi, dana
oboustranna limita neexistuje.

Je-1i funkce definovand v okoli bodu x,, miiZe nastat jeden z nésledujicich 4 ptipadi :
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L=4c0 =P L=-0=P L =400 # P = -0 L =-00# P =+
limita existuje limita existuje  limita neexistuje limita neexistuje

Poznamka : Jestlize aspoil jedna z jednostrannych limit funkce f(x) ve vlastnim bodé

X, existuje a je nevlastni, fikdme, Ze pfimka x = x, je asymptotou bez smérnice grafu



funkce f'(x). (viz asymptoty)

Pfi vypoctu nevlastni limity lim S E ; je tedy tfeba rozhodnout o znaménku podilu S gxg
gl glx

zvIast v pravém a levém (ryzim) okoli bodu x,, .

Je-li v okoli bodu x, podil f Ex; >0, tj. Citatel 1 jmenovatel ma stejné znaménko, je
glx
—f X = +00 .
X = Xy (x

Je-li v okoli bodu x, podil <0, tj. Citatel a jmenovatel maji znaménka opacna, je
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Priklad: lim

x=2x—=2

Po dosazeni lim

H H Jde tedy o nevlastni limitu. Ur¢ime obé& jednostranné limity a je-
x-2 x —

jich porovnanim rozhodneme o existenci a hodnoté zadané limity.
. 1 1

— P = lim =|l—

x-2" x — 2 + 0

=00

L =1lim —‘
x-2x=2

Protoze L # P, dana limita neexistuje.
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Poznamka: Z geometrického hlediska tento vysledek znamena, ze graf funkce y = 5
Y-

asymptotu x =2, pficemz v levém okoli tohoto bodu funkce neohranic¢ené¢ klesa a v pravém

okoli neohrani¢ené roste.



Priklad: lim ">
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Protoze L = P, dand limita existuje a plati lim =
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Priklad: lim|3x — >
x-2 (X - 2)
Po dosazeni x =2 je lim [Bx—ﬁ} =6 —H%H . MlZzeme vyraz v zévorce pfevést na
x-2 X —

spolecného jmenovatele nebo rozepiseme limitu na dve ¢asti a vyieSime kazdou zvlast’. Tento

postup je mén¢ pracny.
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Dale musime vyiesit jednostranné limity:
Letim 2] -
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ProtoZze L = P, limita existuje a plati lim -—— =
x-2 (x - 2)



To znamena, ze pro zadanou limitu plati:
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lim|{3x———5|=6-lim — =|[6 — 00| = —00.
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4. Pokud x — *o0, jde o limitu v nevlastnim bod¢.

Hleddme hodnotu funkce, jestlize jeji argument roste (nebo klesa) nade vSechny meze.

Pro hodnotu limit polynomu a racionalni lomené funkce v nevlastnim bodé¢ jsou rozhodujici
¢leny s nejvyssi mocninou (veetné koeficientu).
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Priklad: lim(6x° —5x> —4x-3)=lim6x’ =oo.
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Piiklad: lim (1 +7x-5x*)= lim (=5x*) = —e0.
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Poznamka : U elementdrnich funkci miZzeme hodnotu limity v nevlastnich bodech a bodech
nespojitosti vycist z grafu.

Piiklad: Urcete chovani funkce y =2" v nevlastnich bodech.



Z grafu je vidét, ze lim 2" =0, lim2" = +o0 .
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Priklad: Urcete lim log, x .

x-0"
Z grafu funkce y =log, x je vidét, Ze pro x — 0" se hodnoty funkce blizi k —co, tedy

lim log, x = —c0.
x-07%

Limita slozené funkce

Nejdiive vypocfteme limitu vnitini slozky a potom aplikujeme vysledek na vnégjsi slozku.

Potom lim /(@ (x)) = f (lim $(x)).

Priklad: lim arccos

x=0 1+x°
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=arccos()=—.
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= arccos(lim
Pokud o hodnoté limity vnitini sloZzky pro dané x, nelze jednoduSe rozhodnout, vyieSime
nejdiive tuto limitu a potom vypoclteme limitu vnéjs$i slozky pro x jdouci k ziskanému

vysledku.

Priklad: limIn >
=3 x(x-3)
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Vnitini slozka funkce je pro x =3 vyrazem HKH Vytesime proto nejdiive limitu vnitini

slozky : limL2 .
=3 x(x—3)



L=limL2: 2‘200, P=lim4—x2: 2‘ZOO.AprotoieL=P,
x-3 x(x=3) +0 x-3" x(x —3) +0
4x 4x

lim———— =o0. Ozname si ———— =1.
=3 x(x=3) x(x=3)
Vypocitali jsme, ze pro x — 3 plati ¢ — oo . Zbyva urcit limlIn¢.
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ProtoZe limInz = o, mizeme napsat limIn 0,

(e 3 x(x-3)7

Priklad: lim arctgl
x

x-0"

ProtoZze vnitini sloZzka je pro x =0 vyrazem Ha , vyfeSime limitu vnitini slozky zvlast

a vysledek potom pouZzijeme pro vypocet zadané limity slozené funkce.

liml=
x-0" x

. | 7l
= —oo. Proto lim arctg— = lim arctgs = ——.
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