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Anotace

Diplomové prace ,,Aplikace diferencidlniho poctu funkci jedné proménné ve slovnich
ulohach® je rozd¢lena na Ctyti hlavni Casti.

V uvodni ¢asti prace jsou shrnuty zékladni historické souvislosti infinitezimalniho
poctu s diirazem na diferencialni pocet.

V hlavni ¢asti jsou uvedeny zékladnimi pojmy diferencidlniho poctu, jejich
interpretace na stiednich skolach a ukazky aplikace diferencialniho poc¢tu v bézném zivote.

Vyvrcholenim mé diplomové prace je sbirka feSenych a nefeSenych problémovych

uloh, které mohou pomoci pfi vyuce na stfednich Skolach.

Abstract

Diploma thesis ,,Applications of differential calculus of functions of one variable to word
problems* is divided to four main parts.

In the introductory part an elementary historical overview of infinitesimal calculus
with emphasis on differential calculus is given.

The main part of the work deals with basic concepts of differential calculus, their
interpretation at high school and its applications in real life.

The goal of this diploma thesis is the collection of exercises, which can help during

an educational process at high school.
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UvVOD

S nové zavedenymi reformami Skolstvi a tim vzniklého Skolniho vzdélavaciho
programu se ve své diplomové praci snazim doplnit osnovy uciva stiedoSkolské
matematiky. Konkrétné jsem se zamé&fil na ucivo diferencidlniho poctu.

Zde se nabizi otdzka, zda maji byt zdklady infinitezimalniho poctu zarazeny
do osnov stfedoSkolského uciva? Myslim si, ze alespoil se zdkladnimi metodami
diferencialniho a integralniho poctu by méli byt seznameni vSichni studenti stiednich Skol.
Uvédomuji si, ze dané ucivo je pro zaky prili$ abstraktni a tudiz obtizné. Ze své zkusenosti
ovSem vim, ze pokud se studenti ,,proberou* tim mnozstvim definic a vét, stava se pro né
tato partie jednou z nejzajimavéjSich ¢asti celé matematiky.

Ve své diplomové praci se proto zaméfuji na priiblizeni (,,polid$téni*) uciva
studentiim. Své v ni mohou také najit ucitelé stfednich Skol a zijemci o matematiku,
pouziji-li ji jako inspiraci k vykladu nebo k naslednému hlubsimu studiu.

Dil¢im cilem mé diplomové prace je piiblizit historické souvislosti vyvoje
infinitezimalniho poctu s vétsim diirazem na diferencidlni pocet. Nejprve se zamétuji na
historické osobnosti, kde popisuji jejich zédkladni metody a ulohy, které pozdéji vedly
k objevu infinitezimalniho poctu, jak jej zname dnes. Uvedenim stru¢ného vyvoje
a zékladl infinitezimalniho poctu bych rad ptispél ucitelim ke zkvalitnéni vyuky.
Interpretace historickych objevli jsou prevdzné metodami stfedoskolské matematiky.
Coz byl také mlj zamér, aby byl predklddany text pro studenty i ucitele, co mozna
nejsrozumitelngjsi. ,,Sttedoskolské™ postupy zpracovani myslenek nejvyznamnéjSich
myslitelt infinitezimalniho poctu chéapu jako predstupent ke studiu dané¢ho uciva a k jeho
patfiénému pochopeni. Jsem si védom, Ze i maly rozsah vyuky dané problematiky na
sttedni Skole vyzaduje zavedeni mnoha novych pojmu. Jelikoz urcitd presnost a systém
matematiky musi byt zachovany, uvadim také nezbytné zékladni definice, véty a jejich
interpretace. Tyto nové pojmy se daji na Skolach interpretovat pomoci vhodnych
aplikac¢nich, motivacénich i1 konkrétnich ptiklada, které ve své diplomové praci uvadim.

Hlavnim cilem mé diplomové prace jsou ukédzky aplikaci diferencidlniho poctu
s vyuzitim problémovych ptikladi. Vytvofenim souboru feSenych a nefeSenych ptiklada
chci ukazat vyuziti diferencidlniho poctu v konkrétnich redlnych situacich.

Jednotlivé historické a Zivotopisné udaje byly Cerpany z rliznych prament, jejich

vycet je vzdy uveden na konci kazdé kapitoly nebo odstavce.



1.  UVOD DO INFINITEZIMALNIHO POCTU

Svét, v némz zijeme, je v neustalém pohybu. Pohyb je vSudyptitomny, bez néj by
zadny zivot neexistoval. Nékteré druhy pohybil se zdaji chaotické, ale vétSina z nich jsou
pravidelné pohyby a maji svij vnitini fad. Tudiz by mély byt pfistupné matematickému
studiu. Matematické nastroje jsou ale ve své podstat¢ statické, v zadném piipadé
nezahrnuji pohyb. Abychom mohli tento pohyb zkoumat, bylo nutné nalézt zplsob, jak
pomoci statickych ndstroju zachytit proces zmény. Lidstvu to trvalo téméef 2 000 let —
vysledkem byl vyvoj infinitezimalniho poctu ve 2. pol. 17. stoleti. Tento jedine¢ny objev
znamenal jeden z nejvétSich meznikll ve vyvoji lidstva a mél na nas zivot stejné¢ revolucni
dopad jako tieba vynalez kola nebo knihtisku.

Infinitezimalni pocet zahrnuje diferencidlni a integralni pocty, které k sobé
neodd¢litelné patii. Ve své podstaté se sklada z fady metod, které popisuji a zpracovavaji
struktury, vnichz je obsazeno nekone¢no, a to struktury jak nekonecné velkych, tak
1 nekonecné¢ malych veli¢in. Struktury pohybu a zmény, popisované infinitezimalnim

poctem, odpovidaji pohybu a zménam pozorovanym v okolnim redlném prostiedi. [2]

2.  INFINITEZIMALNI POCET — ZAKLADATELE A OBJEV

Anglicky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton (1643 — 1727) a némecky
matematik, fyzik, filosof, pravnik a diplomat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
vytvorili, nezavisle na sobé, infinitezimalni pocet, ktery se stal zdkladni matematickou
metodou soucasnosti. Tyto metody nalezly fadu pouziti nejen v samotné matematice, ale
1 v ptirodnich védach a technice. Newton, ktery k celé problematice piistupoval predevsim
jako fyzik, zformuloval zakladni problémové tlohy v letech 1665 — 1666. Newton trpél
chorobnym strachem z mozné kritiky a tak vétSinu svych praci nepublikoval. Oproti tomu
Leibniz ke svym vysledkiim sice dospél pozd¢ji, az v letech 1673 — 1676, ale prvni vyklad
infinitezimalniho poctu (s dodnes uzivanou symbolikou) publikoval jiz v roce 1684. Mnozi
britSti matematici se ohradili a natkli Leibnize z toho, ze ptebral Newtonovy myslenky.
Koncem 17. stol. vznikl neptijemny spor o prvenstvi (o kterém podrobnéji pojednavam
nize). Ackoliv Leibniz zcela jisté ziskal n¢které¢ své myslenky studiem Newtonovy prace,
jeho pfinos byl natolik vyznamny, Ze v soucasné dobé povazujeme za zakladatele oba

zminéné muze. [1,7,8,19]



2.1 Spor o prvenstvi objevu infinitezimalniho poctu —

G. W. Leibniz nebo I. Newton ?

G. W. Leibniz a I. Newton jsou dnes povazovani za dva zakladatele
infinitezimalniho poctu. Newton byl o 3 roky star$i, a v oblasti matematiky vzdélanéjsi.
Pravé pii prvnim vzijemném setkani vroce 1672 v Londyné si Leibniz uvédomil
nedostatky ve svém matematickém vzdélani a zacal systematicky pracovat na jejich
odstranéni. V kratkém case tii let se mu to podafilo v takové mife, Ze vysledkem byl objev
zakladnich tvrzeni nového kalkulu.

Newton formuloval svlij princip o 10 let diive za Upln€ jinych okolnosti —
na anglickém venkové, kam se uchylil v dobé morové epidemie. Za pozornost stoji
skutecnost, ze Newtonovi bylo tehdy pouhych 22 let, a zaroven i to, ze pii jeho objevu
sehrala velkou tlohu mechanika.

Spor o prvenstvi objevu infinitezimalniho zneptijemnil Leibnizovi posledni roky
zivota. Sedmdesatilety hannoversky knihovnik Gottfried Wilhelm Leibniz umira opustény
a ukiivdény. Zato Isaac Newton ho piezil o plnych 11 let a byl pochovan s poctami
nalezicimi ¢lenim anglického kralovského rodu.

Dalsi vyvoj postupoval na kontinentu po Leibnizové linii. Kontinentalni vyvoj Sel
nezadrziteln¢ vpied. Kulminoval sice jiz v 18. stoleti, ale diferencidlni a integralni pocet se

postupné stal jednim z pevnych zakladl nejen matematiky, ale celé védy vibec. [1,7,8,19]

2.2 Historicky vyvoj infinitezimalniho poétu od pocatku az po

soucasnost

Cela historie infinitezimalniho podtu zalina jiz ve starovékém Recku. Recka
matematika byla obecnd; byla to zcela jind matematika nez tfeba tehdej$i matematika
egyptska nebo babylonskd. Egyptané a Babylonané byli matematiky praxe. Oproti tomu
Rekové nepocitali proto, aby néco zméfili. Poéitali proto, aby zaroven filosofovali.
Jiz staroveky tecky filosof Zénon nékolika drazdivymi paradoxy ukazal, Ze pochopeni
nekoneéna je klitem k porozuméni podstaty pohybu a zmény. Recky filosof Anaxagoras
vyslovil tvrzeni: ,, V malém neni nejmensiho, nybrz je vzdy jeste mensi. Avsak také

ve velkeém je vzdy jesté néco, co je vetsi.* To je formulace zcela odpovidajici mySlenkam

infinitezimalniho poctu, ktery se zacal rozvijet o celych 2000 let pozdéji.
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Recky uéenec Eudoxos byl sice Zakem Platénovym, ale uchyloval se spise k udeni
Anaxagora. Eudoxos pfekonal v matematice rozpor mezi kone¢nym a nekonecnym. Docela
moderné zvladl pojem libovolné malé veliciny. ProhlaSoval totiz: ,, Odecteme-li od néjaké
veliciny polovinu nebo vice nez polovinu a opakujeme-li tento postup dostatecné casto, pak
se vzdy miizeme dostat k velicine, ktera je mensi nez néjaka dana velicina téhoz druhu.
S Eudoxovymi myslenkami se ztotoznil i Euklides, nebot’ se diva na kruznici jako na
pravidelny mnohouhelnik o nekone¢né velkém poctu stran. Dlkazy uzivajici této
myslenky nazyvame exhaustivni (vycerpdvaci), z latinského exhaurire = vycerpavat. Jako
by se totiz dany obrazec, tim Ze se mu jinymi obrazci stale vice a vice priblizujeme,
postupné vycerpaval. Asi nejvyznamnéjsSi vysledky prace pro vyvoj infinitezimalniho
poctu polozil Archimédes ze Syrakus. SnaZzil se, co nejvice, pfiblizit skutec¢nosti a jak
matematicky vystihnout ono nepiimé a nepravidelné, totiz kiivky a kfivé plochy. Tehdy
se ovSem neobesel bez pomoci nekonecna, protoze chceme-li kiivé pokladat za piimé,
musime to kiivé rozdélit na nekone¢né malé dilky, které jiz mizeme povazovat za piimé.
Chceme-li pfejit od nepravidelného k pravidelnému, musime pouZit vySe zmifiovanou
exhaustivni metodu. Starovéka matematika se stala nejen zdkladem dalSich praci, ale ¢asto
i vzorem hodnym nasledovani.

Velké etapa rozvoje matematiky ve staroveéku, kterd vyvrcholila dilem Archiméda,
skoncila ptiblizn€ v 2. stol. pt. n. 1. Vyvoj matematiky po feckych myslitelich jiz nebyl tak
jednoznaény. Rimané ani pozd&ji Arabové piili§ nepochopili feckou kulturu a vétsinu
feckych knih znic¢ili. Nastésti n¢kteii arabsti kalifové pochopili smysl fecké kultury. Dali
posbirat pozustalé fecké spisy a nechali je pielozit do arabStiny. Nova etapa rozvoje
matematiky pokracuje v Ciné a v Indii, a odtud se pfes Arabii dostiva do stfedovéké
Evropy.

Pokud jde o matematiku stfedoveéku, opakovalo se v ni mnoho z toho, co se davno
predtim feSilo ve starovéku. V tomto obdobi je matematika na relativné nizké urovni.
V Evropé existovaly Ctyfi hlavni oblasti, které¢ se podileli na rozvoji matematiky: Italie,
Némecko, Francie a Anglie. Tyto zem¢ se nejvice snazily o vyvoj v matematice, bohuzel
jejimu vyvoji branil vliv fimskokatolické cirkve. Stfedovéci scholastikové se zabyvali
spojitosti, ale vyhybali se kontroverznimu problému nekonec¢na. Jako ptiklad za vSechny
uvedu uceného frantiSkdna TomaSe z Bradwardinu, ktery napsal Dilo o spojitosti.
Poprvé se hovoii o tom, ze existuje néco jako cCasovy prubéh né¢jaké veliCiny,
coz nasvédcuje prichodu nového mysleni v matematice, z néhoz vyrtstd nd$ dnesni svét

védy a techniky.
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Temno vyvoje matematiky ve stfedovéké Evropé bylo vystfidano renesanci.
Obzvla§té matematika v 16. stoleti zrekonstruovala ztracené poznatky Recka, Ciny, Indie a
Arabie, ale také sama k témto poznatklim netrividlné pfispéla. V obdobi renesance se
v Italii vytvarelo vhodné spolecenské prostiedi pro rozvoj uméni a vibec vSeobecné
vzdé¢lanosti, tedy 1 matematiky. Proto se italSti uCenci zacali zabyvat prvnimi kvadraturami
(vypoCty obsahli, objemtl). Mezi nejvyznamnéjsi patfili Galileo Galilei (1564 — 1642) a
jeho zak Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647). V této dobé byla PafiZ povaZovana
za evropské centrum uméni a vzdélanosti. Mezi nejvyznamnéj$i predstavitele patfili
toulousky soudce Pierre de Fermat (1601 — 1665), filosof René Descartes (1596 — 1650) a
parizsky matematik Blaise Pascal (1623 — 1662). Na Fermata, Descarta a Pascala navazal
Leibniziv ucitel v PafiZi, holandsky védec Christian Huygens (1629 — 1695). Je tu jesté
anglicka stopa odvoditelnd od Archiméda. Zac¢ina u Johna Wallise (1616 — 1703), ktery byl
samouk a vychoval svétu Isaaca Barrowa (1630 — 1677), Newtonova ucitele a zaroven
velkorysého cloveka. Barrow totiz Newtonovi uvolnil misto profesora na univerzité
v Cambridgi.

Nyni pfichazi jiz zminovany prioritni spor mezi Newtonem a Leibnizem
(podrobnosti v kapitole 2.1). Vitézstvi Angli¢ant v tomto prioritnim sporu (o kterém sami
rozhodovali) nic nepfineslo. Dals§i vyvoj pokracoval rychlym tempem po ,,Leibnizove
linii*. M¢li na tom zasluhu zejména SvycarSti matematici bratfi Jacob (1654 — 1705) a
Johann (1667 — 1748) Bernoulliovi. Jejich pfi¢inénim vznikla 1 prvni ucebnice
diferencialniho poctu, kterou napsal jejich zZdk Guillaume de 1"Hospital (1601 — 1704).

V 18. stoleti se do historie matematické analyzy zapsali Joseph Louis de Lagrange
(1736 — 1813), Leonhard Euler (1707 — 1783) a Pierre Simon de Laplace (1789 — 1827).

V 19. stoleti zavedl francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
pojem limita funkce a spolecné s Bernardem Riemannem (1826 — 1866) podstatné ptisp€li
k uptesnéni zdkladnich pojmi matematické analyzy. Aritmeticky zéklad ji dal némecky
matematik Karl Weierstrass (1815 — 1897), ktery svym ,,€ —0 “ jazykem vyrazn& ovlivnil
dalsi vyvo;j.

Ve druhé poloviné 20. stoleti Abraham Robinson (1918 — 1974) zalozil

tzv. nestandardni analyzu.
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Naznak historického vyvoje by byl jisté neuplny, pokud bych neuvedl néktera
jména naSich matematikt, ktefi také urCitou mérou, at’ uz vétsi ¢i mensi, prispéli k rozvoji
matematické analyzy. Cesky matematik a astronom Joseph Stepling (1716 — 1778) vydal
vroce 1751 knihu ,Exercitationes geometrico-analyticae, prvni plavodni préci
z matematické analyzy v Cechach. Uroven univerzitniho vyudovani matematiky pozvedl
profesor prazské Karlovy univerzity Jan Tesanek (1728 — 1788). Nesmazatelnou stopu
zanechal i matematik, filosof a logik Bernard Bolzano (1781 — 1848) piisobici v Cechach,
profesor teologie na univerzit¢ v Praze v letech 1805 — 1820. Mnoho vysokoskolskych
ucebnic napsal profesor Univerzity Karlovy v Praze FrantiSek Josef Studnicka (1836 —
1903). Ve 20. stoleti dosahl svétového ohlasu prof. Eduard Cech (1893 — 1960), ktery také
vyznamné ovlivnil rozvoj €eské matematiky a jeji vyuky. Matematickou analyzou se
zabyvali 1 dal§i vyznamni ¢eS§ti matematici Matya$ Lerch (1860 —1822) a Vojtéch Jarnik
(1897 — 1970), autor vysokoskolskych ucebnic. [1,3,4,5,7,10,19]
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3. NEJVYZNAMNEJSI MYSLITELE INFINITEZIMALNIHO
POCTU, JEJICH MYSLENKY A DILA

3.1 Eudoxus z Knidu (asi 408 — 355 pr. n. 1.)

«e Zavedl tzv. exhaustivni (vylerpavajici) metodu. Tato metoda byla
zaloZzena na principu umoznujici aproximaci kruhu mnohothelniky.
Vyuzil pfitom znalosti, ze obsah plochy, kterd je vymezena danou

¥ - kiivkou (napf. kruZnice) je roven obsahu néjakého mnohothelnika a

plati:

1. Je — i Gtvar 4 obsaZen v jiném utvaru B, pak obsah S(4) je men$i nebo roven
obsahu S(4).
2. Je—liutvar C sjednocenim nepiekryvajicich se utvart 4 a B, pak pro jejich obsahy

plati S(C) = S(4) + S(B).

Eudoxus se tedy snazil plochu nezndmého obrazce ziskat pomoci mnohouhelnik
Py, Py,..., kterymi dany obrazec ,,vyCerpaval“. Podstatou jeho ptistupu bylo to, zZe obsah
tohoto mnohouhelnika snadno vypocitali tim, Ze jej rozdélili na vzdjemné se nepiekryvajici

trojuhelniky. [4,8,10]
Motivaéni priklad: Eudoxova exhaustivni (vy€erpavajici) metoda.
ZADANI: Uréeme obsah S(C) daného kruhu C, jestlize zname jeho polomér.
RESENi: Necht Py je jemu vepsany tverec,

P, je jemu vepsany pravidelny 8 — tthelnik obsahujici Py,

P, je jemu vepsany 16 — thelnik obsahujici P; ...

P, je jemu vepsany n— uhelnik obsahujici Py.y,..., P; P, kde n L N,,.
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Nyni ozna¢me doplnék A, = S(C) - S(P,) —na obr. I a obr. 2 - oblast vyplnéna cerné.

Ao =S(C) - S(Py) A1 =S5(C) - S(P1)

Obr. 1 Obr. 2

Potomplati: ~ Ag—A; = S(C) - S(Po) — [S(C) - S(P1)] = S(Py) —S(Py)  (viz obr. 3).

Obr. 3



Dale Eudoxus ve svém vypoc¢tu pokracoval konstrukci pomocného obdélniku

EFKL (viz obr. 4), takto:

P
L K
E F
H G
Obr. 4

Necht’ E, F jsou dva sousedni vrcholy ¢tverce Py. Bod P je vrchol osmitihelnika P

a nachdzi se mezi body L a K. Pfi tomto oznaceni plati:

A,- A, =S(P,)- S(P,) = 4.S(EFP)=2.S(EFKL) > 2.S(EFP):%(S(C)-S(P0)):%AO

1
AO_AI > Eon
1
EAO > A,

Podobné dostaneme nerovnost %Al > A,, %Az > A, .

Exhaustivni metoda je zaloZena na nekoneéném déleni veliciny a jejim zakladem je
nasledujici tvrzeni:

Jestlize od dané veliciny odecteme jeji cast vetsi nez jeji polovina a od zbytku opét
jeho cast vétsi nez jeho polovina a budeme tak cinit ddle, zbude néjaka velicina, jez bude
mensi nez libovolna kladna velicina (1j.,,chyba “).

Z téchto nerovnosti dochazi Eudoxus k zavéru, ze pro libovolné r > 0 existuje

takovén LU N, pro které plati: An <,
S(C)-S(Py) <.

ZAVER: Kdyz piedepiseme uréitou, jakoukoliv malou kladnou ,,chybu® r, pak existuje
n-thelnik, ktery ,,vyplni“ dany kruh tak, ze se dopln€¢k do kruhu neli§i o vic nez je
pfedepsand chyba r.

Exhaustivni metodu mizeme povazovat za starovékou limitni metodu, ktera jiz
umoznuje pomérné piesné vypocty obsahll resp. objemt a je povazovana za prvopocatek

infinitezimalnich tivah. [1,8,10]
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3.2 Archimédes ze Syrakus (okolo 287 — 212 pr. n. |)

Je povazovan za nejvétsiho matematika starovéku. Archimédes
Siroce uzival svych znalosti v praxi. Na rozdil od Eukleidovy
snahy o soustavné uspotfadani dosavadnich poznatkti, Archimédes
vnesl do matematiky predevsim své vlastni objevy, zejména pfi

stanoveni velikosti ploch kiivocarych Utvart v roviné. Tyto jeho

objevy jsou zacatkem myslenek, na kterych byl budovan po dvou
tisic letech infinitezimalni pocet.

Podobné jako pojednéni vétSiny antickych autord, ani Archimédovy prace
neukazovaly analytické metody, jimiz se smétovalo k ziskani vysledkl, nybrz vysledky
predkladaly v hotové podobé — synteticky.

Archimédes obohatil a vylepsil Eudoxovu exhaustivni metodu. Kromé vepsanych
mnohothelnikl zavedl 1 opsané mnohouhelniky. Plocha kruhu je tedy ,,stlaCovdna® mezi

plochy opsanych a vepsanych mnohouhelniki (viz obr. 5).

Archimédovym nejvyznamnéj$Sim piinosem v matematice jsou véty o obsahu
rovinnych utvarti a o objemu téles. Archimédovy prace zabyvajici se obsahy, objemy a
délkami jsou: Mereni kruhu, Kvadratura paraboly, O kouli a vdalci, O spirdldch,
O konoidech a sféroidech a Metoda.

Prvnich pét rozviji exhaustivni metodu, kterou Archimédes aplikoval na Sirokou
Skalu problému. Tyto matematické problémy jsou dnes typickymi aplikacemi integralniho
poétu. Sesta prace, neznama do roku 1906, popisuje heuristickou infinitezimalni metodu.

Parabola patfila mezi oblibené Archimédovy kiivky, proto o jeho praci Kvadratura

paraboly pojednam trosku podrobnéji.
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3.2.1 ,,Kvadratura paraboly“

Archimédes jako prvni uskutecnil kvadraturu tsece paraboly neboli vypocet jejiho
obsahu obrazce. Vyuzil pfi tom Eudoxovu exhaustivni metodu. Pivodné, jak sam fika,
dospél k vysledku ,,mechanicky‘ metodou rovnoramenné paky a teprve potom jej dokazal

geometrickymi prostredky.

Motivaéni priklad: Archimédova metoda vypoctu kvadratury usece paraboly.

ZADANI: Mg&jme &tverec ABCD se stranou |[AB| = 1, ktery nam tento ¢tverec rozdéli Gast
paraboly y = x°. Vypo&itejme obsah obrazce ABC (viz obr. 6). Soudet obsahi obou
obrazct je ziejmé roven 1, tedy S(ABC) + S(ACD) = 1. V polovin¢ usecky AB vzty€ime
kolmici, ktera protne oblouk paraboly v bod¢ E (viz obr. 6). o c

Obr. 6
RESENI: Nejprve si étverec ABCD vlozime do kartézské soustavy soufadnic s podatkem

v bodé¢ A. Rozdélime ho funkei y = x na dva shodné trojuhelniky ACD, ABC. Obsah

trojuhelnika ACD je zfejmé % . Obsah trojuhelnika AEC je % (viz obr. 7).

A o
D[0.1] Y C[1.1] =1
’ Ziejme:
y=0, 5x
S(AEC) = S(AES) + S(ECS) =
5
=S(AES) + (S(EXCY)/2 — S(SCY)) =
1 31 1 1
. =4 - ———=[=—.
E 16 (8 2 8) 8
A[0,0] 0,5 B[1,0]

Obr. 7
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Ze stredi usecek AE, EC vzty¢ime kolmice, které protnou oblouk paraboly

v dalSich dvou bodech (viz obr. 8). Dostavame tak dalsi dva trojuhelniky, obsah kazdého

2
z nich bude [%j . Dalsim obdobnym postupem sestrojime dalsi Ctyfi trojuhelniky, obsah

3
kazdého z nich bude (%j atd.

Tyto trojuhelniky postupné vyplni obrazec AECD nad obloukem paraboly. Pro jeho

obsah dostaneme

S(AECD):l+l+2.i+23.i4+...:l+l+l.l+%.l+L.l+.. =
2 8 g8 '8 2 8 48 48 4°'8
11(111 J111 1 14 1 1 4 2
=+ - +—+—+ . |==—+—- —— =+ —=—+_=—==_
2 84 4 &4 281_12832663
4
ZAVER: Obsah obrazce ABC jetudiz S(ABC)=1-S(AECD)=1 - % = % [10]

Jiz zde lze nalézt zéklady infinitezimalniho poctu, ale na rozdil od Newtona a
Leibnize, Archimédes o téchto pojmech vyslovné nemluvi a nepouzivd ani odpovidajici
symboliku. Archimédes uzival své metody jen ve specidlnich ptipadech, kdezto
v 17. stoleti se tato metoda stala obecnou.

V dalsi kapitole strucné uvadim, jak ptichazel ke svym objeviim, které¢ ovlivnily

dalsi vyvoj matematiky.

19



3.2.2 Archimédova mechanicka metoda pro vypocet kvadratur

Jiz ve starovéku bylo zndmé, ze kdyz na jednu stranu vahy umistime
ve vzdalenostech d;, d» ..., d, konefny systém bodli o hmotnosti m; my .., mq a
na druhou stranu ve vzdéalenostech d’;, d’», ..., d’, hmotnosti m’;, m’5, ..., m’, (viz obr. 9),

tak soustava bude v rovnovaze pravé tehdy, kdyz plati:

m, m, m, m, ms
T d1 d‘;
e - =
d; ,
L] dz
d3
Obr. 9

Tento znamy fakt z fyziky pouzil Archimédes pro vypocet obsahii rovinnych

mnozin. Na jednu stranu paky umistil rovinny utvar, jehoz obsah urcoval, a na druhou

2%

paraboly.[10]

Motivacni priklad: Archimédova mechanicka metoda pro vypocet kvadratur

ZADANI: Méame vypoditat obsah mnoZiny A= {(x, Y)OR?*; 0<x<1, 0<y< xz}.

Na opacénou stranu osy x naneseme trojihelnik B = {(x,y) OR*;-1<x<0, +§ <y< —g} ,

ktery ma tézist€ v bodé T = (—%,0) (viz obr. 10).
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[y et

9 S~
ik N
-1/T['_§',0

]
) 2

Obr. 10

RESENI: Archimédes, jako vynikajici mechanik a praktik, si predstavoval kartézskou
soustavu soufadnic jako rovnoramennou paku. V libovolném bodé¢ x, J(-1,0) protina
pfimka y = xp mnozinu B vuseéce CD délky x¢. Je to stejné, jako kdyby byla
na rovnoramenné pace do bodu X, dana hmotnost xo Celkovy piinos k momentu sil

Zm,.di je tedy x,.x, =x..1, a to je zase to stejné, jako kdybychom do bodu P = (1, 0)

umistili hmotnost x;.

2%

2%

S(A).1= S(B)%,
2

1

S(4)==.%,
(=7 3

1

T

S(4) =

Charakteristickym rysem Archimédovy matematické prace bylo chéapani
vzajemného vztahu rtiznych tloh. To mu dovolilo fesit jednim a tymz formalnim postupem
ulohy rizného obsahu. Archimédes obratil svou pozornost, nikoliv na samotné veli¢iny, ale
spiSe k proménnym velicinam. Sledoval jejich zménu a zfeteln¢ tak zavadél do geometrie
pohyb. Timto zkoumani veli¢in pozvedl na vyssi stupent abstrakce a mohl odhlédnout
od konkrétnich zvlastnosti zkoumanych veli¢in. Dnes bychom fekli, Ze dokazal pochopit

vnitini funkcionalni vztahy mezi veli¢inami.
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Ve svych pojednanich podstatné rozvinul exhaustivni metodu na urceni obsahi a
objemt. Tim se nepiimo zabyval zkoumanim dolniho a horniho souctu omezujiciho danou
veli¢inu. Déle objevil metody na stanoveni teCen ke kiivkdm a na urceni extrémii funkci.
Tedy Archimédes rozpracoval pojmy, které po dvou tisiciletich vedly k zakladim
diferencialniho a integralniho poctu.

Nejzietelnéjsi zvlastnosti Archimédova matematického ptsobeni je jeho vztah
k mechanice, sblizeni teorie s praxi. I zde umél Archimédes ptekonat aristokratické a
idealistické pfedsudky o ,,nizkosti* praktickych znalosti. Postavil matematickou metodu do
sluzby pfirodnim védam a technice a vytvofil ve svych pracich vyznamny vzor toho
»presného a systematického zkoumani®. Archimédovy prace mély Siroky vliv na cely dalsi
rozvoj matematiky. Metody a ideje obsazené v téchto pracich, i kdyz nebyly vyjadieny
jasnymi pojmy a symbolikou, se uchovaly prostfednictvim arabskych piekladi

do novoveku a staly se vychodiskem k vytvoreni matematické analyzy. [1,4,5,8,10]
3.3 Johannes Kepler (1571 — 1630)

Némecky matematik, astrolog, zndmy predevSim jako
astronom, vydal vroce 1615 pojednani Nova stereometria
doliorum vinariorum (Nova stereometrie vinnych sudii), kde
zabyval problémem urceni objeml téchto nadob. Kepler
postupoval metodou rozdéleni télesa na nekonecné mmnoho

nekonecné malych , kusu®, jejichz objem Ize vypoctem

jednoduse urcit. Pouzil tedy ten druh uvahy, které se tika infinitezimalni avaha. Postup si
osvétlime na Keplerové zpusobu uréovani obsahu kruhu, ale jesté predtim mala zajimavost

ze zivota, ktera ho pfivedla k zdkladnim myslenkam infinitezimalniho poctu.

Zajimavost z Keplerova zZivota

V Linci, kde Kepler v roce 1612 bydlel, byla toho roku velka tiroda vina. Kepler si
tehdy pro sebe vydrazil nékolik sudii tohoto bozského moku a byl velmi ptekvapen, kdyz
prodavac¢ str¢il do otvoru v zatce proutek a ze vzdalenosti otvoru od protéjsi strany
vypocital objem sudu. Zacal hloubat, jak je mozné, Ze jednim méfenim na dalku lze urcit
objem. Tento problém sudu vedl Keplera k tomu, ze vypocitava objem velkého mnozstvi
sudl riznych tvari, tedy feceno matematicky - objem rtiznych rotacnich téles. UZ zakladni
Keplerova tuloha o idedlnim sudu, ktery by mél pfi minimdalni spotfebé materidlu

maximalni obsah, je svou podstatou tlohou nového typu.
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Motivaéni priklad: Keplerova metoda vypoctu obsahu kruhu
ZADANI: Vypotitejme obsah kruhu S(K) s polomé&rem -

RESENI: KruZnice, ktera ohrani¢uje kruh K, obsahuje tolik &asti, kolik ma bodi - tedy
nekonecné mnoho. Kazdou z (nekone¢né malych) ¢asti kruznice povazujeme za zakladnu
BA rovnoramenného trojuhelnika s ramenem SA4, které se rovna poloméru r kruhu a jehoZz
vrchol lezici proti zakladné je umistén ve stfedu kruhu S. Obsah kruhu S(K) je pak roven
souctu obsahil vSech takovych rovnoramennych trojuhelnikit SBA.

Na obr. 11 je kruznice se sttedem S rozvinuta do usecky AC tak, ze polomér S4 je
kni kolmy. Nekonecné¢ malému BA na kruznici odpovidad dilek DC na usecce AC.
Trojuhelniky BAS, DCS maji spolec¢nou vysku AS a zakladnu stejné délky, tedy maji stejny
obsah. Tuto proceduru lze zopakovat pro kazdou nekoneéné malou ¢ast kruznice.
Po secteni nekonecného poctu nekonecné malych trojihelnik Kepler spravné usoudil, ze

obsah trojuhelniku ACS je roven obsahu kruhu a dostal tim zndmy vzorec:

).

podle kterého je obsah kruhu roven poloviné soucinu poloméru a obvodu kruhu o(K),

S(K)=S(ACS) = %QSAHAC

4. S(K) :%r. o(K) 2%;’.2717” = 1tr’

e

8 A o C

Obr. 11

ZAVER: JiZ tento jednoduchy piiklad ukazuje, Ze v pozadi avahy stoji infinitezimalni
technika ,,souctu nekonecného poctu nekonecéné malych veli¢in“. Kepler ji nijak zv1ast
nezduraznoval, slouzila mu vSak k ur€ovani objemt rtiznych téles a ve zminéné praci
vyustila v praktickou metodu, jiz se objem sudu uré¢i pomoci hilky, kterou se zjisti

potiebné délky. [1,8]
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3.4 Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Vsestranné nadany ¢loveék a vynikajici soudce, ktery cely svilj zivot
stravil ve francouzském meésté Toulouse. Studiu matematiky se
vénoval ,jen”“ ve svém volném case. Vé&tSina jeho matematickych
objevi je znama pouze z jeho korespondence se svymi soucasniky.
Polozil spolu s Descartesem zdklady analytické geometrie v rovine,
ktera byla kli¢em k dalSimu rozvoji infinitezimalniho poctu. V tomto

obdobi se diferencidlni pocet vyvijel nezavisle na integralnim poctu.

Fermat péstoval obé zminované discipliny.

Hlavnim tématem mé diplomové prace je diferencidlnimu poctu, zminim se proto
o Fermatové metod¢ hledani tecen. Tato metoda je popsdna v jeho rukopise z roku 1637
Methodus ad Disquirendam et Maximam et Minimam (Metoda nalezeni maxim a minim).

Motivacni priklad: Fermatova metoda hledani tecen

ZADANI: Necht je dana kiivka y = f{x) a na ni libovolny bod P.
Hledame te¢nu PT k této kiivce v bod¢ P (viz obr. 12).

P

Obr. 12

T 0 E O

RESENI: Fermatv postup je zaloZen na nalezeni délky tsecky |70, tj. bodu 7. Spojenim
bodt T a P lze ziskat hledanou te¢nu. Fermat urc¢il pozadovanou délku tsecky |7Q)| takto:
Necht' usecka QQ; délky E je Casti pfimky 7Q. Trojuhelnik TOP je podobny

trojuhelniku PRT}, tedy
70| _ E

POl TR
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Podle Fermata je tisecka TR ,,téméf stejné dlouha™ jako useCka P;R (jsou-li body
0O, 0O, ,,dostate¢né blizko*), tzn. Q; —»Q, P; — T, a proto:
ol E
PO |Ro|-IPOl

Pouzijeme — li dnes$niho zapisu (|PQ| = f(x)), dostaneme

Ef(x)
(x+E)= f(x)

TO| =
rol=-

ZAVER: Dale Fermat (po dosazeni konkrétnich hodnot) vydglil ¢itatel i jmenovatel &islem
E a nakonec polozil E=0, tak obdrzel délku |7Q| a tim hledanou te¢nu uré¢enou body P a T.

Konkrétni ptiklad: UZiti Fermatovy metody na hledani te¢ny K f(x) = x’.
ZADANI: Hledame te¢nu k funkei f{x) = x° v libovolném bod& P[xq, x¢°] (viz obr. 13).

Y

flx) =x°

Obr. 13

RESENI: Podle vy3e odvozeného vztahu je

|TQ| _ E.xo2 _ E.xo2

2 2 2
(x,+E)’ —x, x, +2Ex,+E’ —x,

2
Xo

2x, + E

Vydélime — 1i cely zlomek ¢islem E, tj. |T Q| = . Nakonec polozime E = 0, pak

dostavame vysledek |T Q| = x—zo
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ZAVER: Na zakladé tohoto vysledku zname prise¢ik T hledané teény s osou x a tim i
samotnou tecnu, kterd je ur¢ena dvéma body T a P.

Fermatova metoda teCen inspirovala mnoho dalSich matematiki. Podle slov
d’Alemberta je Fermat dokonce prvnim, kdo pouzil diferencialy k nalezeni tecny. Newton
v jednom dopise napsal, ze jeho myslenky o diferencidlnim poctu byly motivovany prave

studiem Fermatovy metody tecen. [1,8,10,14]

3.5 Isaac Newton (1643 — 1727)

Newton vytvofiil tzv. teorii fluxi a fluent v letech 1665 —1666, v dob¢
svého pobytu na venkové, kdy uprchl z Cambridge pfed morem.
Vyuzitim Descartesovych znalosti o analytické geometrii si Newton
predstavoval rovinnou kiivku jako mnozinu prusecikd vzdy dvou pfimek

rovnobéznych se souradnicovymi osami x, y, pohybujicich se rychlostmi

x"ay’ (x" je okamzita rychlost pohybu pfimky rovnobézné s osou x a 'y’
je okamzita rychlost pohybu pfimky rovnobézné s osou y).
Okamzitd rychlost pohybujiciho se pruseciku, tj. vektor rychlosti pohybu tohoto

bodu, vznikne slozenim obou slozek pohybu x’, y” podle rovnobéznikového pravidla.

Podil L je smérnici teCny ke kiivce opsané priseCikem zminénych pohybujicich
X

se ptimek (viz obr. 14).

]

Obr. 14

Z naseho pohledu jsou fluenty funkce, které popisuji zavislost drahy pohybu na
case. Fluxe x’, y’ rychlosti (derivacemi podle ¢asu), jakymi rostou fluenty a momenty
fluxi (x"0, y’0) jsou nekone&n& malé ptiristky veliin. Cas je u Newtona jen pomocnym
pojmem a slouzi spiSe jako piiklad nezavisle proménné veli¢iny. Nekonecné¢ malé

ptiriistky takové veli¢iny oznacuje pismenem ,,0%.
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$ni i ; _ dx , dy
Ve dnes$ni symbolice: Pro fluxe plati: =, y=-=,
dt dt
. . . y' B dy
pro jejich pomér plati: - ==
X dx

Newton formuloval zdkladni lohy své matematické analyzy takto:

1. Ze znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdém okamziku Ize nalézt rychlost
tohoto pohybu v urcitém ¢ase — vypocet derivace.
2. Ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku urcit drahu, kterou tento

bod urazi za urcity ¢as — vypocet integralu.

Motivaéni priklad: Newtonova metoda fluent a fluxii.

ZADANI: Vypotitejme pro fluentu y = x* jeji fluxi.

RESENI: Newton si vzal tzv. nekonecné malou velicinu o. Za ¢as, za ktery se x zméni na
X + o, se veli¢ina x* zméni na (x + 0)%, tedy
y+oy =(x+0) =x>+2x0+ 0.
ProtoZe y = x°, dostavame
oy =2xo0+ o’
y =2x+o.
Veli¢ina o je viak nekoneéné mala a proto ji mizeme zanedbat, tudiz pro fluentu y = x*

dostaneme fluxi (rychlost) y” = 2x.

PoznamKa. Jiz zmifiovany Archimédes v&dél, 7e parabola y = x> vytvoii spolu s Gise¢kami

y =0, x =1 utvar o obsahu 1/3 (viz obr. 15). y
1._
y=x?
.
| 0 1
Obr. 15
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Konkrétni priklad:

3

ZADANI: Necht je dan obrazec o obsahu S(z) = %(ViZ obr. 16), urCeme fluentu, které

odpovida?

RESENI: Zméni — li se x na x + o, tak se zméni S(z) na S(z + ov) (jelikoz y = BC, v = EF,
pric¢emz obsah obrazce S(BEGC) je roven obsahu obdélnika S(BEFD)).

1 3
3,2 2,0
+ +—=—x"+x"0+x0" +—.

1 ; 3x% 3x0° o’
X+

Proto: S(z+ov) :i(x+o)3 =3

r v 3
ZAVER: ProtoZe o je nekone¢né malé, tedy $(z)= % je obsah odpovidajici fluenté y = x°.

[1,6,7,8]
3.6 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)

I Leibniz mél své nekonecné malé veliCiny — diferencidly, které na
rozdil od Newtonovych lezatych ,,0¢ek™ oznacoval znakem dx
(diferencial). Lebniz studoval systematicky pomoci diferenciala
teCny ke kiivkam. V Pafizi se Leibniz sezndmil s Pascalovou ideji

tzv. charakteristického trojuhelnika, kterou zobecnil pro libovolné

ktivky.
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Motivacni priklad: Leibnizova metoda hledani tec¢en

ZADANI: Odvodme smémici teény kke kiivece y = f{x) pomoci charakteristického

trojuhelnika.

RESENI: Te¢na je urena trojthelnikem BTC (viz obr. 17), ale zaroveii miniaturnim

trojuhelnikem B T;C s nekone¢né malymi stranami dx = |B;C|, dy = |[B,T}|.

y=f) S

T

dy

C dx
/ ) B
Obr. 17
- - o |BT] _dy _
ZAVER: Z podobnosti téchto trojuhelnikil vyplyva, ze m = k
X

Lebnizovo oznaceni (napt. derivace f'(xy) funkce y = f{x) jako podilu dy/dx) se
ukazalo byt tak ucelné, ze pietrvalo veky.

Alesponn naznakem uvedu zékladni tlohu integralniho poctu, na kvadraturu, to
znamena na vypocet obsahu mnoziny uréené grafem funkce f'a intervalem <a, b>.

Leibniz postupoval takto: Vzal nekonecné maly usek na ose x délky dx. Potom
obsah nekonecné uzkého obdélniku se Sitkou dx a délkou f(x) je f(x) dx (viz obr. 19).

Zbyva scitat nekoneéné mnoho takovych malych veli¢in (viz obr. 20). Tento soucet se

nazyva integral. Od Leibnize pochazi i jeho oznaceni pro integrovani J. . Tento symbol

vznikl protazenim pismene S (z latinského Summa = soucet).
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b
Tedy obsah dané mnoziny je I f (x)a’x.

a

AT, ]

1)

£(x)

i

Obr. 19 Obr. 20

Lebniz umél timto zplsobem vypocitat 1 jiné miry geometrickych objekti,
naptiklad délku kiivky:

Vzal si nekone¢né maly Usek kiivky ds (grafu funkce f(x) na obr. 21) a byl schopen
jeho délku vypocitat pomoci Pythagorovy véty:

ds =1/dx2+dy2, /f

s=I\/dx2+dx2, ds
dy

2 + 2
5= /de,

dx dx

2 f(x)
K =I l+[d—y) dx. X
dx x x+dx

Obr. 21

Uvédomil si, ze délka celé¢ kiivky bude souctem nekone¢né mnoha takovych

b 2
malych veli¢in, tedy integral j 1+ (%) dx. [7,8,10]
X
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4. ELEMENTARNI POJMY DIFERENCIALNIHO POCTU

Diferencidlni pocet je soucasti jedné ze zékladnich matematickych disciplin —
matematické analyzy.

Metody matematické analyzy umoziiuji pfesny popis a feSeni fady slozitych jevia
v pfirod¢, které by nebylo mozné popsat metodami elementarni matematiky. Znalosti
diferencialniho poctu jsou nezbytné u mnoha védnich odvétvi. Neobejde se bez nich zadny

inZenyr v oboru strojirenstvi, stavebnictvi, elektrotechniky, ekonomie a;.

4.1 Zakladni pojmy zavddéné na SS

4.1.1 Smérnice pfimky

Budeme hledat vhodnou veli¢inu, kterd ndm umozni popsat, jak rychle se méni
jedna veli¢ina pii zménach veli¢iny druhé. U pfimky je takovouto vhodnou veli¢inou
smérnice (zpravidla oznaujeme symbolem k):

Je-1i smérnice kladna, ptimka roste, je-li zaporna tak klesa. Je-li smérnice blizka
k nule, pfimka roste pozvolna, je-li mnohem vétsi nez jedna, pfimka rychle roste, je-li

mnohem mensi nez minus jedna, pfimka rychle klesa.
Motivacni priklad: Urceni smérnice a rovnice primky dané dvéma body.

ZADANI: Mé&jme dany dva rizné body A[x;, y;] a B[xs v.], uréeme rovnici piimky,
na niz tyto body lezi (viz obr. 22).

Obr. 22

RESENI: Piedpokladejme, e ptimka svira s kladnou poloosou x thel ¢ =71/2, takze ma

smysl hovotit o smérnici piimky, tedy o Cisle k, pro které plati, ze

k:tg¢:y2_yl.

X, =X
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Zname — li smérnici k&, mizeme vyslovit podminku pro to, aby bod X[x, y] lezel na

dané piimce AB (viz obr. 23):

YNk kde x #x addleplati: y—y =k(x—x,).
X=X

Obr. 23

ZAVER: Obecny zapis hledané ptimky je y =y, = HTh (x—x).
X, X

Konkrétni priklad:
ZADANI: Napiste rovnici ptimky, ktera prochazi body 4[1, y;], B[2, y-] paraboly y = x°.

RESENTI:
Dle obr. 24 ziejmé plati: yi=x =1=1,

y2=x22=22=4.

Pro rovnici hledané piimky plati: y=—y =k(x—x), L - x
y=1=k(x-1). -2 4 0‘/1 2
-1 9o
h2}_3x y-2=0
Obr. 24
A pro smérnici k plati: r=22"N :4_12523
x,-x, 2-1 1 7
y—1=3.(x-1),
y—1=3x-3.

ZAVER: Hledana rovnice piimky je 3x—y-2=0. [6,7]
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4.1.2 Smeérnice tecny

Motivaéni priklad: Odvozeni smérnice te¢ny k parabole.
ZADANI: Mg&me danu paraboly y = x* a kni te¢nu v dotykovém bod& TTxy x/°]

(viz obr. 25). Naleznéme smérnici tecny.

RESENI: Obecné pro te¢nu plati nasledujici piedpis: y — yo = k..(x — xg). Bod TTxy, xo°] je
jedinym spolecnym bodem paraboly a teCny a pro tento jejich prisecik plati néasledujici

dvé rovnice:

Y=y, =k(x—xy) T
y=x’ y-y,=k(x-x)

x?=x," =k(x=x,)

X —k(x=x,)-x," =0 T

_ kK -4k, = x,) 14 T
2 . 00
0 / 1

Obr. 25

X2

Ptedpokladame pouze jeden spolecny bod, proto pro diskriminant plati:

D=0,tedy k° —4.(kr, —x,") =0,
k* = 4kx, +4x,” =0,

P +,/16x,” —16x,’

1,2 — s
2

k =2.x,.

ZAVER: Hledana smérnice te¢ny k dané parabole y = ¥’ v bodg Txo, x(}z 1je 2xo.
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4.2 Limita

Limita funkce patfi k zdkladnim pojmim matematické analyzy. Vystihuje lokalni
chovani funkce v okoli jisttho bodu, v némz ani jeji funkéni hodnota nemusi byt
definovana. Pochopeni a pouziti tohoto terminu ndm umozni ptesnéji popsat vlastnosti
1 formalné jednoduchych funkci v okoli bodl, kde funkéni ptedpis nedefinuje funkéni
hodnotu, nebo ji stanovi odlisné od ostatnich bodi, nebo kde dochazi v okoli takového

bodu k obtizn¢ kontrolovatelnym rychlym zménam funk¢nich hodnot. [16]

4.2.1 Motivace limity
Na obr. 26 je znazornén graf funkce f, kterd neni definovana v bod¢ x = 2.
Vezméme hodnoty x; = 1, x> = 1,5, x3 = 1,8, ... nezavisle proménné, které se budou ¢im dal

vice pfibliZzovat k hodnoté 2 (z levé strany), a podivejme se, jak se chovaji funkéni hodnoty

v téchto bodech.
A S
0 X X2 X3 2 X
Obr. 26
Je vidét, ze se tyto hodnoty, tj. f{x;), f(x2), f(x3), . . ., ¢im dal vice ,,priblizuji“

k ¢islu y = 3. Pti ptiblizovani zprava k x = 2 je situace analogicka. [17]

Intuice ndm napovidd, Ze funkce ma v bod¢ xy limitu L, jestlize pifi x - x,
pro posloupnost hodnot této funkce plati f(x) — L. Proto pojem limity funkce v bodé
zavedeme nejprve pomoci definice, kterd zpiesiuje toto intuitivni pojeti s pomoci pojmu

limity posloupnosti (Heine).[16]
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4.2.2 Definice limity — Heineho

Funkce f{x) ma v bod¢€ xy svého defini¢éniho oboru D(f) limitu L [ R, jestlize pro
kazdou posloupnost boda {xn} O D(f),x, # xo,{xn} — X, a posloupnost funkénich hodnot
{ f(x, )} konverguje k ¢islu L.

Pouzivany symbolicky zplsob zapisu je

lim f(x) =L, nebo f(x) - L pro x - x,. (Heine)

XX,

Pfi vySetfovani limit funkci je vzhledem k obtizné kontrole splnéni ptedpokladi
této definice (... pro kazdou posloupnost ...) ¢asto vhodnéjsi jina, ekvivalentni formulace

definice limity funkce (Cauchy). [16]

4.2.3 Definice limity - Cauchyova
Cauchyova definice limity vyuziva pojem tzv. okoli bodu.
Okolim bodu x, 0 R nazyvame libovolny otevieny interval (xy — r, xo + r), kde r je

kladné redlné Cislo (polomer okoli), ktery znacime O(xy). Ryzim (téZ prstencovym) okolim
bodu x¢ rozumime mnozinu O(xg) \ {xy/}.

Necht' funkce f(x) je definovana v ur¢itém okoli bodu xy, s vyjimkou bodu xy.
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xo0R limitu LOR, jestlize ke kazdému €> 0 existuje

6 > 0 takové, ze pro vSechnax [ (x, —9,x, +9),x Z x,,, plati f(x)J(L—-¢&,L+¢).

Pouzivany symbolicky zptsob zapisu je

|f(x) - L| < &, jakmile |x - x0| <0, x#ux, (bodxglezivtzv. O- okoli bodu x),

a piseme lim f (x) =L. (Cauchy)

X—-Xp

Objasnéme si smysl piedchozi definice:
Zvolime libovolny (libovolné Gzky) pas o Sifce 2¢€ kolem piimky y = L. K nému

musime umét najit interval (x, —9,x,, + 0)o $ifce 20kolem bodu x, tak, aby graf funkce 1

na mnoziné (x, — 90, x, +0)\ xy lezel cely ve zvoleném pasu. [16,17]
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Poznamka (”experimentalni stanoveni limity”). Chceme-li odhadnout, zda jista limita
existuje €i nikoliv, 1ze pouzit nasledujici postup: zvolime né¢jakou posloupnost Cisel, ktera
se blizi k Cislu xy a postupné pocitdme funkéni hodnoty funkce f'v téchto Cislech. Méla by
vychazet posloupnost ¢isel, které se piiblizuji k jistému cCislu L. Pokud toto skutecné
vychazi, je pravdépodobné, zZe toto ¢islo L je limitou funkce /v bodé xy ve smyslu vyse
vedené definice. Toto pfiblizovani miize byt poruseno v bodech, které jsou jiz “znacné
blizko” bodu xy, coz byva zplisobeno omezenou ptesnosti kalkulatort.

Nasledujici vlastnost ndm déva informaci o vztahu limity v bod¢ a funkéni hodnoty
v tomto bod¢. Ty mohou byt zcela nezdvislé, mohou existovat obé soucasné a byt rtizné,
nebo kterakoliv z nich existovat nemusi. Pokud vSak ob¢ existuji a jsou stejné, je funkce

spojitd. [15]

4.3 Spojitost

4.3.1 Motivace spojitosti

Zakladnim pojmem matematické analyzy je pojem spojitost funkce. Spojitost
funkce uptesiiuje intuitivni predstavu funkce, jejichz graf se ,,neptetrhava®. To jest takovou
ktivkou, ktera je nepieruSovana (spojitd). Jde o jeji ’spravedlivé chovéani” v okoli daného
bodu. Spravedlivost pomuize zjistit pribliznou hodnotu funkce v daném bod¢ pomoci

hodnot funkce v blizkych bodech. [15]

4.3.2 Definice spojitosti

Rekneme, Ze funkce fje spojita v bodé xy, pokud ke kazdému € > 0 existuje & > 0
tak, ze pro Llx O D(f") plati

X — x| <0 = |f(x) — fixo)| < €.
(K. Weierstrass 1861 )

Dale fekneme, ze funkce fje spojitd na otevieném intervalu (a,b) 0 D(f), pokud

je spojita v kazdém bodé¢ tohoto intervalu.
4.3.3 Definice spojitosti pomoci limity

Rekneme, Ze funkce f': R — R je spojita v bodé x, 0 D(f), jestlize plati

lim f(x) = f(x,).

X-Xg
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4.4 Derivace

Derivace funkce patii spolu s predchozimi pojmy limita a spojitost funkce
k zakladnim pojmiim diferencidlniho poctu. Historickou motivaci k zavedeni tohoto pojmu
byl problém urceni smérnice teCny ke grafu funkce v geometrii, popis zakonii pohybu
v mechanice (okamzita rychlost, zrychleni), vySetfovani prib&hu funkce a jejich vlastnosti
(monoténnost, konvexnost, konkévnost, extrémy). V definici derivace funkce se pouzije

op¢t limitniho ptechodu - limity pro podil ptirastku funkce a ptirastku jejiho argumentu.
441 Geometricka motivace derivace

Jednou z nejstarSich geometrickych uloh, které vedly k formulovani pojmu derivace
funkce je uloha o nalezeni teCny ke grafu spojité funkce v daném bod¢ (resp. nalezeni
rovnice, smérnice této te¢ny). Jestlize body [xy, f(xo)], [x, f(x)] na grafu funkce f(x) vedeme
seCnu, pak jeji smérnice je podilem ptirtstku (diference) funkéni hodnoty k pftiristku
fG)= )

Y-

Xo

(diferenci) argumentu (viz obr. 27): tg(@) =

Geometrickd pfedstava nam fika, ze f'(x,) limitni pfipad smérnice secny grafu
(druhy se¢ny bod se neomezené blizi k [xy, f(xy)]).
f7(x,)]je tedy smérnice tecny ke grafu funkce y = f{x) je geometrickou interpretaci

derivace.

f(x)

Obr. 27

Vezméme si libovolnou funkci y = f(x) (viz obr. 28). Zvolme si na této kiivce
né&jaky bod Py[xy, yy], Protoze bod Py lezi na kiivce, musi platit yy = f(x). Dale si zvolime
na ktivce n¢jaky jiny bod P;[x;,y;] # Py. Spojime nyni body Py a P; pfimkou p;. OznaCime
jesté a; thel, ktery svira ptimka p; s osou Ox. [15,16,17]
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S

Ya

Obr. 28

Ptimka p; se bude ovSem obecné liSit od ptimky ¢ (ob€ vSak prochazi bodem Py) a
také tihel a; nebude stejny jako uhel a. Z obrazku lze vidét, ze kdyz se bude P; ,,blizit*
po kfivee k bodu Py, bude se ptimka p; ,,blizit* k ptimce ¢, tedy také uhel o, thlu a.

Uvédomme si nyni, ze uthel o; dovedeme vzdy snadno spocitat pomoci

goniometrické funkce tangens.

Y™V _ S(x) = f(x)

tga = .
X, — X, X, — X,

Definujme nyni tedy uhel a (tj. sklon tecny v bod¢ Pj) pfimo jako ten thel,

ke kterému se blizi uhel a;. Potom také zg a; se bude blizit tg a a piSeme:

ga = lim tga, = limM: lim f(xl)_f(x()).

R-FK MY X T X, Xp = X X, — X,

Cislo tg o zavisi jednak na tvaru kiivky, tj. na funkci y = f{x), jednak na bodu Py,
tj. na jeho soufadnici xy. Je to Cislo nesmirn¢ dulezité a je zakladem celé tzv. vyssi
matematiky. Davame mu proto zvlastni oznaceni y ‘(xy) nebo f"(xy) a nazyvame je derivaci

funkce f(x) v bodé€ xo. [9]
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4.4.2 Fyzikalni motivace derivace

Jestlize se hmotny bod pohybuje po piimce a funkce s = f(#) popisuje jeho polohu
v zévislosti na Case ¢, pak jeho primérna rychlost v ¢asovém intervalu <to,t> je urcena
podilem [f(?)—f(t))]/(t—ty). Limitnim ptechodem pii ¢ — ¢, v tomto podilu, ktery je az
na oznaceni nezavisle proménné analogicky k vyrazu pro smérnici seCny — pak zfejmeé
dostaneme hodnotu okamzité rychlosti takového bodu v Case 7. [16]

Vidime tedy, Ze fyzikdlni interpretaci takové limity (tedy derivace funkce popisujici
polohu bodu) je okamZita rychlost takového pohybu.

Motivaéni priklad: Rychlost a zrychleni auta.

ZADANI: Necht auto vyjede v &ase ¢ = 0 zbodu P. Piedpokladejme, Ze se pohybuje
piimocare. Specidlné v dobé ¢; do ¢, stoji auto na kiizovatce. Oznacme s(?) drahu, kterou

ujede od okamziku 0 do okamziku ¢. Odvod’te pomoci derivace rychlost a zrychleni auta.

RESENI: Z matematického hlediska je tedy s(z) funkce ¢asu £, nebot’ v kazdém okamziku ¢

je s(t) vzdalenost od vychoziho bodu P. Ptiklad grafu takové funkce je na nésledujicim
obrazku 29.
S(t) | 7
Bt + h, s(t + h)]
Alt, s@)] 7 | S+ h) —s(t)
|

’ |
|
|
|
|
|
|
|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 |
| |

+¥

P tll tlz t t+h

Obr. 29
Uvazujme na casové ose body ta ¢t + h, h # 0. Na grafu funkce s(z) jim odpovidaji body
Alt, s(t)], B[t + h, s(t + h)]. Secna prochézejici body 4, B méa smérnici

i = st +h)=s() _ s(e+h)=s()
(t+h)-1 h '

Fyzikalnim vyznamem Ccisla kpro 4 > 0 je tzv. priimérnda rychlost auta v Casovém

intervale <t, t+h>.
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ZAVER:

- , , ds _.. slt+h)-sl¢
Prvni derivace funkce s(#) definovana vztahem s'(t) = e = %Hl;)l%
t -

se nazyva tzv. okamZitd rychlost uvazované¢ho pohybu (tu ndm ukazuje tachometr) a znaci
se v(t), v obecném piipadé je opé€t funkci Casu z.
d’s . slt+n)-slt

sl n)=s)
dt* -0 h

Druha derivace funkce s(¢) definovana vztahem s°'(¢) =
se nazyva tzv. grychleni uvazovaného pohybu a znaci se a(z), v obecném piipadée je opét

funkci Casu ¢. [14]

Motivacni priklad: Okamzita rychlost télesa.

ZADANI: Uréeme okamZitou rychlost télesa p¥i volném padu v &ase t.

RESENI: Vychazejme zprimémé rychlosti vp télesa v &asovém intervale (f, £) a

. 1
ze znamého vztahu pro vypocet drahy télesa pii jeho volném padu s = 5 gt’.

U R |
gt ——gtl  —g(t®-t}) —gt—t,)t+t

; ZEZS(f)‘S(fo)zzg 2g0 :2g( o):2g( o) 0):_g(t+t)'

.Y -1, -1, -1, -1, 2 °

ZAVER: Priméma rychlost se bude tim vice piiblizovat k okamzité rychlosti v v &ase t,

¢im bude 7 blizsi k #.

v=limM=lim%g(l+to)=gt0 =5'(t,), kde s'(t,)je derivaci drahy podle casu
t-1 t_to )

v Case 7y a dale plati: v + Av = g.(tp +dt). [6]

Pro konkrétni hodnoty napf. pro ) = 5s, Av = 0,Im.s” plati: 50,1=10.(5+dr)
0,1=10A¢
dt<0,01.

Poznamka. Veli¢ina Av urCuje tolerovanou ,,chybu.“ Je zfejmé, ze ¢im mensi, tim je
vysledna rychlost v pfesnéjsi. Z ptedchoziho vypoctu vyplyva, Ze at zvolime Av
sebemensi, vZdy dokaZeme nalézt nekone¢né¢ malou veli¢inu dr - zakladni mySlenka

infinitezimalniho poctu.

40



4.4.3 Definice derivace

Rekneme, ze funkci y= f{x) ma v bodé¢ x,0D(f) derivaci f'(xy)
(e diferencovatelna), prave kdyz existuje limita

i LX) = ()

X - X, x—xo

Pak tuto limitu nazyvdme derivaci funkce f{x) vbodé x, a oznaCujeme ji

symbolem f”(xy), nebo (Lebnizlv tvar) @
X

Ekvivalentni zéapis limity v definici derivace funkce f{x) v bodé¢ x ma tvar
(viz obr. 30)

hmf(x+h2-f(X)'

¥ .f/ .,-.-.f{x)

P |prx+h)

N S X
x+h
Obr. 30

Rekneme, Ze dana funkce ma v bodé X prvni derivaci. Zna¢ime f '(x), tedy

Jx

h-0

Y2 @y Serh) — /)
dx h

Druha derivace je pak definovana vztahem

d*f) _ o Slerh) - 1)
? h

dx h=0

S = )

obdobn¢ definujeme derivace vyssich radu.

Poznamka. Funkce mliZze mit derivaci jen tehdy, je-li definovéana i v jistém okoli tohoto

bodu. Libovolné funkce mtize mit v daném bod€ nejvyse jednu derivaci.
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Konkrétni priklad:
Mgjme danou funkci f{x) = x’. Vypotitejme uzitim definice prvni a druhou

derivaci této funkce v libovolném bodé.

—_ 2 _ 2 2 2 2
f'(x):df(x):limf(x"‘h) f(x)=lim(x+h) SN Sh 2 L ek S
dx "= h h=0 h h=0 h

2
:limM ==1lim(2x +h) = 2x.
h0 h h

f'(x) = 2x je opét funkci proménné x, takze mizeme opét mluvit o jeji derivaci.

Derivaci funkce f'(x) = 2x nazyvame druhou derivaci funkce f{x) = x* a piseme /”"(x).

_Af@) Sl k)= ) L 20c+h)-2x
x2 h=0 h h=0 h '

S
4.5 Diferencial funkce

Smérnice tecny v bodé€ [xy,f(xg)] je f '(xo) a tato smérnice je tangentou smérového

uhlu. Z obr. 31 vypocitame

() =%, tedy df = f"(x, ).

Af

X

i

|

|
>;0 Xy + AX
Obr. 31
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Cislo df = f "(x,)Ax se nazyva diferencidl funkce v bodé x,. Diferencial zavisi i
na hodnoté Ax, je to tedy funkce. Ale pfi daném Ax je to realné cislo. Uvazujeme — li
funkei f(x) = x, jeji derivace v libovolném bodé€ xy je rovna ziejmé 1, tedy diferencial je

dx = 1. Proto se v oznaceni diferencialu ¢asto piSe df = f"(x,)dx anebo dy = f’(x,)dx.

Piseme () = dy ~————  diferencial funkce
diferencial proménné

Poznamka. Diferencidl umoznuje nahradit n¢které komplikované vyrazy jednodusSimi,
které¢ se s uspéchem vyuzivaji jak pfi rychlych numerickych vypoctech. Hovoiime pak,
vzhledem k tadu chyb, kterych se t€émito ipravami dopoustime, o pFibliZeni prvniho iadu

nebo téZ o linedrni aproximaci (pribliZeni).

4.6 Zakladni definice a véty diferencialniho poctu

V této kapitole se budu vénovat takovym vlastnostem spojitych a
diferencovatelnych funkci, které nam umozni oveéfovat a upfesiiovat si nékteré jejich
vlastnosti - monotdnnost, existenci a lokalizaci maximalnich a minimalnich (extremalnich)
hodnot s pomoci jejich prvni derivace. Budeme zjiStovat, zda veli¢ina popisovand danou
funkci méa rostouci nebo klesajici tendenci, pro kterou hodnotu proménné nabyva

maximalni nebo minimalni hodnoty atd.

4.6.1 Lagrangeova véta (o stfedni hodnoté)

v

Derivace je pojem lokalniho charakteru. Tim pozoruhodnéjsi je moznost vystihnout
pomoci derivace celkovy charakter funkce. Zprostiedkovatelem je véta o stfedni hodnotg,

ktera dostala jméno podle francouzského matematika J. L. de Langrangea.
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Motivace: Spojme body [x;, f(x;)], [x2 f{x2)] useCkou (viz obr. 32). Langrange zjistil, Ze
pak existuje asponi jeden takovy bod cU(x,,x,),Ze te¢na v bod¢ [c, f(c)] je rovnob&zna

s touto tecnou. Smérnice teCny v bod€ ¢ je derivace f ‘(c). Dale smérnice piimky p je

SfOo) = f(x)

Xy, =X

tangens smérového uhlu (viz obr. 33) a proto ftga = . Jelikoz se obé¢

NEARTICY
- X

Xy 1

smérnice rovnaji, tak plati, Ze: f"(c

= f(x) = f(x)=f()(x, —x).

fx,)-

Véta: (Lagrangeova) — ,,0 stiedni hodnoté“

Necht' funkce f{x) ma derivaci vkazdém bod¢ intervalu (@, b). Necht

x,,x, U(a,b),x, <x,. Pak existuje takové cU(x,,x,),ze f(x,)—f(x,)=f"(c)x, —x,). 6]

4.6.2 Monotonnost a derivace

Véta: Rekneme, Ze funkce f{x) je v bodé x, rostouci, jestlize pro viechna x # x, z uréitého

(dostatecn€ malého) okoli bodu x plati:

x>x, = f(x)>f(x,) C x<x, = f(0)<f(x0);

f x> 0.

A funkce f(x) je vbodé x, klesajici, jestlize pro vSechna x# x, zurcitého

(dostatecné malého) okoli bodu x, plati:

x>x, = f(x)<f(x,) L x<x, = f(x)>f(x,);

S (xg) <0.
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4.6.3 Extrémy - lokalni maxima, minima

Definice: Funkce f(x) nabyva v bod¢ xy lokdlniho maxima jestlize existuje takové jeho

okoli O(xy), ze plati:
L 0O(xp) : f(x) < f(x) 5

Funkce f(x) nabyva v bod€ x, lokdlniho minima_ jestlize existuje takové jeho okoli
O(xy), ze plati:
Cx 0 O(x) : f(x) 2 f(x,) 5
Véta (nutna podminka existence lokdalniho extrému):

Necht’ mé funkce f vbodé xy.Ma-1i f vbodé xy lokalni extrém, je nutné tato

derivace nulova a takovému bodu x, fikdme staciondrni.

S (x) =0.
Véta (postacujici podminka existence ostrého lokdlniho extrému):

Necht ma funkce f v bod¢ xj prvni a druhou derivaci. Je-li prvni derivace nulova
a druha derivace nenulova, ma funkce f v bod¢ x, ostry lokalni extrém. Je-li f "(xg) <0,

jedna se o lokdlni maximum, je-1i f "'(x¢) > 0, jedna se o lokalni minimum.
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5. APLIKACE DIFERENCIALNIHO POCTU

e Tecna ke kiivce

* Vzdalenost bodu od ptimky

» Ptiblizné feSeni rovnice - metoda tecen
* VySetfovani prub¢hu funkce

* Linearni aproximace (ptiblizeni)

* Praktické vySetfovani extrémi

* Vypocet rychlosti objektl

* Optimaliza¢ni ulohy (optimalizace vzdalenosti, optimalizace rychlosti)

5.1 Tecna ke krivce

Konkrétni priklad: Urceni rovnice te¢ny k parabole.

ZADANI: Najdéme rovnici teény k parabole y = x” v jejim dotykovém bod& Ty[1, y;].

RESENI: 7, je dany bod paraboly y = x° a druhd soufadnice dotykového bodu je
y; = 12 = 1. Tedy dotykovy bod je T, [1,1]. Libovolny bod T na k¥ivce y = x° (obr. 34) ma

soufadnice T[x, x°].

b4
4 y:)(2 ij
2
L
I
I
Jode !
|
st
|
24 |
| 1
1" =l Ta :
| | X
2 @ /1' 2 X 0
Obr. 34 Obr. 35

Proto je smérnice seny ks (obr. 35), tzn. tangens uhlu, ktery tato sec¢na svira s kladnou

poloosou x) a plati: 2 _ -
ky = x" -1 _(x=D(x+1) N

x—1 x—1
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Smérnice seCny bude tim ,,bliz$i* smérnici tecny kr, ¢im kratsi bude usek x — 7,

tedy ¢im bude x ,,bliz*“ k 1. Smérnice te¢ny ks bude tedy limita, pro kterou plati:

K =lim(x+1)=2. i
4 e
T . C 37
ZAVER: Nyni jiz neni problém napsat rovnici tecny:
Y =y Tk (x—x), & y=2x-1
y=1=2.(x-1). 1T Ty
40 / 12
Anebo po upravé na obecnou rovnici (obr. 36) -1/
2x-y-1=0.[6,7]
Obr. 36

5.2 Vzdalenost bodu od pfimky

Konkrétni priklad: Urceni vzdalenosti bodu od piimky.

ZADANI: Uzitim diferencidlniho poétu vypoéitejme vzdalenost bodu A[1,1] od piimky

p:2x—-y+3=0.

RESENI: Hledame nejmensi ze viech vzdalenosti dvou bodti:  4[1,1]
BUp L Blx, 2x + 3]

1

Vzdélenost|AB| =v= \/(x—l)2 +(2x+3-1)° =\/5x2 +6x+5 =(5x" +6x+5)2.

- + +
1. derivace v(x): v (x) =l(5x2 +6x+5) 2.(10x+6)= 10x+6  _ Sx+3 :
2 2\/5x2+6x+5 \/5x2+6x+5

+
Lokalni extrém: Vv'(x)=0 ... 5)C—3=0 = 5x+3=0 .. x=—§.

V5x* +6x+5

445

ZAVER: Vzdalenost bodu A[1,1] od piimky p: 2x—y+3=0je v= -
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5.3 Priblizné reSeni rovnice - metoda tec¢en
Motivaéni priklad:

ZADANI: Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce f(x) v bodé [xy, f{xo)] a najdéte priseéik

[x7,0] této tecny s osou x.

RESENI: Jestlize v bodg [x,, f{xy)] sestrojime te¢nu, pak pro jeji prasecik [x;,0] s osou x

plati rovnice tecny:

0= f(x0) = f"(xo)(x; — ),

X, — X, :_f(xo),
J(x)
X, =X, —M (vizobr.37).
S (x0)

Dostali jsme vzorec 1 pro pfipadné opakovani celého postupu. Jestlize v bod€ [x; f(x;)]

sestrojime tecnu, pak pro jeji prisecik [x2,0] s osou x zfejmé plati

X, =X —& (vizobr.38).
S ()

Y Y

Obr. 37 Obr. 38
ZAVER: Reseni rovnice f{x) = 0 aproximujeme
X, =X, —M, kden=1,2,3, ...
S (x,)

Poznamka. Kofen rovnice nelze vzdy timto zpisobem piesné vypocitat! [7,12]
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Konkrétni priklad: Nalezeni kofenu dané rovnice tj. priseciku te€ny s osou x.

ZADANI: Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce /> y = x* + ¥ — x> — 2x = 2

v bodé¢ [2, f{xy)] a pokuste se najit prisecik [x;, 0] této tecny s osou x.
RESENI: Jelikoz xg =2, je fixy) =2"+2°-2*-22-2=14.
Déle pro smérnici te¢ny plati: () = 4x)" +3x° 2 x9-2,

f'2)=42°+32"22-2=38.

Tedy tecna ma rovnici: Y= f(x) = f(x)(x; —x,),
y—14=38(x—2).
0-14 =38(x, —2),

Pro prisecik [x;, 0] leZici na tecné plati: x, —2= _E,
38
X, =2 L 1,63...
38

ZAVER: Rovnice te¢ny zadané funkce vbodé [2, 14] je y—14=238.(x—2)hledany

prusecik s osou x je po zaokrouhleni [1,63; 0].

5.4 Postup pri vysSetiovani priibéhu funkce

Vysettit prubéh funkce znamena zjistit vSechny jeji charakteristické vlastnosti a

nasledn¢ jsme schopni konstrukce grafu funkce.

1. UrCeni defini¢niho oboru funkce, ptipadné oboru hodnot.

2. Rozhodnu, zda funkce neni suda, licha nebo periodicka. V téchto piipadech se omezime
pouze na cast definicniho oboru.

3. Ur¢im limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

4. Vysetfeni spojitosti funkce (ur¢im intervaly spojitosti, najdu body nespojitosti funkce a
rozhodnu o druhu nespojitosti v danych bodech).

5. Ur¢im body, ve kterych neexistuje prvni derivace funkce a staciondrni body (f " (x) = 0).
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6. Ur¢im intervaly monotdnnosti:
* Pokud f " (x) > 0 pak je funkce rostouci
* Pokud f " (x) <0 pak je funkce klesajici v daném intervalu
7. Ur¢im body, ve kterych je druha derivace funkce rovna nule (nalezneme tzv. inflexni
body - f"'(x) =0) a ur¢im intervaly konvexnosti a konkavnosti.
e Pokudf " (x) > 0 pak funkce je konkavni
e Pokudf " (x) <0 pak je funkce konvexni v daném intervalu
8. Ovéiim, jestli ve staciondrnim bod¢ nastdva lokéalni extrém. Bud 1uvahou
0 monotonnosti, nebo uzitim druhé derivace.
9. Najdu funkéni hodnoty ve vyznamnych bodech (lokdlni extrémy, inflexni body,
pruseciky s osou x a osou y)

10. Na zaklad¢ ziskanych vysledka nacrtnu graf [12]

Konkrétni priklad: VySetieni prabéhu funkce.

ZADANI: Vysetiete prabeh funkce f* y = 1 Y anacrtnite jeji graf. Dale proved'me

+x2

diskuzi o poctu kotenti rovnice = p, kde p je redlny parametr.

+)c2

RESENI:

1. Defini¢nim oborem funkce fje mnozina R.

2. Plati: f{~x) = - f(x), protoze 7 = al . A funkce fje tedy licha.
1-(—x) I+x
1
3 lim%:th:L=O,
xoto ]+ x XH+°°1+1 0+1
X
1
lim —— = lim —% -0
¥ ]+ x x~—°°l+1 0+1
X

4. Funkce fje spojitd v R.
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1+x2—2x2: 1-x7 :(l—x)(1+x)

(1+x2)2 (1+x2)2 (1+x%)’
(1—x)(1+x):0
(1+x%)

5. Prvni derivace: f'(x)=

Staciondrni body: f'(x)=0
x=-1 L x=1.

6. Monoténnosti: f(x)>0 (1=-x)1+x)>0.
Funkce je rostouci na intervalu x J(—-1,1),
f(x)<0 (1-x)1+x)<0,
Funkce je klesajici na intervalu x [J(—c0,—1) [J (1,+00).

(—2x).(1+x%)> = (1= x*)*.2(1 + x*).2x

7. Druh4 derivace: fx)=

(+)
Inflexnibod:  f(x)=0 .. (2x).(1+x>) =(1-x)>201+x*).2x=0
x=0.
8. Ovefeni lokalniho extrému: f7'(-1) :% >0 lokdlni minimum.
. 1 o .
o= —5 <0 lokdlni maximum.

9. Funk¢ni hodnoty ve vyznamnych bodech:  f(-1) =-0,5, (1) =0,5, £(0) =0

Priisecik s osou x 1 s osou y je zfejmé bod O[0,0].

10. Graf:

Obr. 39

ZAVER: Z naértnutého grafu (viz obr .39) je patrné, Ze pro rovnici " +x ~ = p, plati:
X

* Prop=-0,5;0; 0,5 ma rovnice jedno feSeni.
* Prop=(-0,5;0) U (0; 0,5) ma rovnice dv¢ feSeni.

e Prop=(-0,-0,5) [I(0,5;+0c) nema rovnice feseni. [6]
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5.5 Linearni aproximace a télesna hmotnost — Odhad idealni vahy

Teorie: Index télesné hmotnosti (BMI - Body Mass Index) je ¢islo pouzivané jako méfitko
obezity, umoziujici statistické porovnavani lidi s riznou vyskou. Index télesné hmotnosti

B je veli¢ina vypoctena podle vzorce

m
B = — , kde m je hmotnost ¢loveka v kilogramech a v jeho vyska v metrech.
v

Vseobecné je idedlni BMI vrozmezi 19 az 24. BMI pod 18,5 je povaZovano
za podvahu a BMI vyssi nez 30 znaci obezitu.
Povazujme hodnotu BMI rovnu 22 za zcela idedlni. Potom odpovidajici idealni

hmotnost m ¢lovéka (o vySce v) mize byt vypoctena podle vzorce

m=22-v. (1)
Nevyhoda tohoto vzorce je, Ze po dosazeni je nutno pouzit kalkulator. Budeme se
snazit najit piiblizny vzorec, kterym by bylo mozné vzorec (1) nahradit a provést vypocet

zpaméti.

ZADANI: Chceme aproximovat idealni hmotnost m &lovéka, tedy funkci proménné v -
f(v) = 22 - v* pomoci linearni funkce v okoli bodu vy = 1,8 - (coz pfedstavuje typickou

lidskou vysku vyjaddfenou v metrech).

RESENI: Nejvhodngjsi linearni aproximace funkce y = f (x) v okoli bodu xy je
Y =f(xo) + fo'(xo)(x = x0).

fvo) =22 vg* ... f(1,8)=7128.

Jo ' (vo) =44 vy ... fo'(1,8) =79,2.

Yy =1vo) * fo" (vo)(v — o),
y=7128+792.(v—1,8).
Odsud m ~ 71.28 + 79.2(v — 1,8) = 79,2v — 71,28.
Tento vzorec je mozno piepsat do tvaru: m~0,792.(100v — 89.1) ~ 0,8.(100v — 90).

ZAVER: Rychly odhad idedlni télesné hmotnosti je tedy nasledujici: Od vysky

v centimetrech odeCteme hodnotu 90 a od ziskané hodnoty odecteme jesté¢ 20%.

Tim ziskdme idedlni vahu dané osoby. [18]
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5.6 Praktické vysSetrovani extrému — Tuhost nosniku

ZADANI: Mgjme devénou kulatinu délky L a poloméru r. Nasim tkolem je vy¥iznout
z kulatiny nosnik obdélnikového prifezu (viz obr. 40), ktery bude co nejtuzsi (bude se co
nejméng prohybat).

e —

F

w

——
Obr. 40

RESENI: Uvazujme nosnik obdélnikového prifezu w x h, délky L, vyfiznuty z kulatiny o

poloméru r a zatizeny shora tlakem p. Nosnik se timto zatiZenim prohne o S (viz obr. 41).

w Predpoklady:
h 4
s=cPt
wh
2 2
Obr. 41 AR I L
2 2
Hledame w a A tak, aby prihyb S byl minimalni. o= m
7
§=C P 7 ——>» minimum,
wh
Prihyb S je minimalni, pokud je jmenovatel wh’ co nejvétsi.
wh’ > maximum,

Dosadime za w (z ptfedpokladit). Prithyb je nyni funkci jedné proménné 4.
\/m w maximum,
Predtim nez zaéneme derivovat, tak si vyraz umocnime a tiloha se zjednodusi.
((4r2 =22 )1 Y= (4r2R° = n* )= 2472n° = 8K = 81* (31> - 1),
necht’ (wh')" =0, pak 8%°(3r* —*) = 0.
h=3.r ~ 1,73r.

ZAVER: Tuhost nosniku bude maximalni, pokud je vy3ka nosniku rovna 1,73 — ndsobku

poloméru, tj. pfiblizné¢ 0,866 — nasobku priméru. [18]
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5.7 Vypocet rychlosti objektli — Rychlost pohybujiciho se stinu lampy

ZADANI: Z vrcholku 15i metrového lampy sviti reflektor. Deset metrt pred reflektorem
je ze stejné vySky puStén mic, ktery padd volnym padem (viz obr. 42). Jak rychle se

pohybuje stin mice pil sekundy po jeho upusténi?

RESENI: -
Reflektor T

|

|

Lampa I ,
Stin
L

Obr. 42

Pomoci podobnych trojahelnikli a vztahu pro drahu volného padu vyjadiime vzdalenost L

stinu od paty stozaru, plati: L d
[ s’
d.l
L=—.
S

Prod=10m, /= 15m, s = 5¢ je vzdalenost stinu od paty stoZaru v ase ¢ je:

10.15 _ 30
502 1F

L(t) =

Rychlost pohybu v stinuje v(z)= ‘Z;_L = —22 = _6_?,
t t t

60
(0,5)°
ze se stin pohybuje ve sméru opacném proti kladnému smyslu osy x).

V ¢ase t=0,5s je rychlost rovna v(0,5) = — =-480 m.s" (znaménko minus nam ¥ika,

ZAVER: Pil sekundy po upusténi mice se jeho stin pohybuje rychlosti 480 m.s™. [18]
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5.8 Optimalizac¢ni ulohy
Motivacni priklad — hledani optimalni drahy — Ztraceny turista

ZADANI: Turista se ztratil a nachazi se vbodé A. Ma se dostat do uréené¢ho bodu B
(viz obr. 43). Aby se zorientoval, musi nejprve pfijit na kraj lesa (na obrdzku - osa x) a

teprve potom je schopen prejit do bodu B. Jakou cestou ma jit, ma — 1i byt jeho cesta co

nejkratsi?
A
B
a
b
d d
Kl X L ¢x M
Obr. 43
RESENI: f(x) =Jx? +d> +\/(c—x)2 +b7,
() = 2x 4 —2c+2x
2\/x2 +a’ 2\/(0—x)2 +52
c—x X
f(x)=0.. = .
\/(c—x)2 +b’ \/x2 +q’

Ulohu budu fesit dvojim zptisobem:

1. Geometricky (z obrazku) — z goniometrickych a z podobnosti trojahelniki

c—x _ X
\/(c—x)2 +b° \/x2 +a?

cosa =cosa’,

Vychézim z rovnosti

a=a.
Trojuhelniky AKL a LMB jsou podobné (podle véty UU): ¢ _ b ,
X c—x
ac —ax = bx,
x=5 = [k
a+b
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2. Algebraicky (pocetné)

c—Xx _ X
\/(c—)c)2 +b° \/x2 +a?
(c—x)° _ x’
(c—x)*+b> x*+a*’
b’ a’
_(c—x)2+b2: _x2+a2’

(x2 + az).b2 = az[(c —x)2 +b2],

x’b* =a’*(c-x)°,

=) ()

Zavedeme substituci: d = ¢ ,
c—Xx
a 2
d-1’=|—|,
@ =[4]
2
d’ —2d+(1—— =
+ — —
2+ 1[4 4.1 2+21[1 ( \/7 4 b 4
1+ l+ .
I II.
c _b+ta c _b-a
c—Xx b’ c—Xx b’
bc=ac+bc—bx—bx, bc=-ac+bc—bx+ax,
_ac _ac
= ) xX= .
a+b a-b
Ztejmé: € < 4 ,proa,b>0.
atb a-b

ZAVER: Aby turista urazil nejkratsi drahu, musi Ghel ptichodu a odchodu na kraj lesa byt

stejny a vzdalenost x = a—fb = |KL| (podle oznaceni v obrazku).
a
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Motivaéni priklad — hledani optimalni rychlosti — Plavani ryb proti proudu

Snazime-li se dostat proti proudu feky z bodu A do bodu B, musime plavat (¢i
plout) dostatecné rychle, aby nas nestrhaval proud, ale ne pfilis rychle, abychom se brzo
nevycerpali (nespotfebovali mnoho paliva a ,,nezavafili“ stroje). Je vhodné znat optimalni

rychlost x., kterd umozni se do cile dostat s vynalozenim minimalni energie.

ZADANI: Uvazujme rybu, ktera plave proti proudu v fece. Reka tede rychlosti ¥. Ryba
popluje takovou rychlosti X, aby vydala, co nejméné energie E. Rychlosti jsou méteny

vzhledem k biehu.

RESENI: Energic £ vydand za ¢asovou jednotku na plavani je Gmérnad vyrazu
E~ (X + ¥ )’ (tfeti mocning relativni rychlosti ryby vzhledem k vodg).

Vhodnou volbou jednotek dosahneme toho, ze v =1. Tedy energie vynaloZena na
plavani je piimo umérna vyrazu (X + 1)’ a dobé 1, kterou plave. Proto E ~ (¥ + 1)’t.

vzdalenost k uplavani

Ryba popluje dobu ¢ = [Casovych jednotek], doba plavani je

rychlost

tedy nepiimo umérna rychlosti pohybu x vzhledem k biehu. Proto ¢ ~ é
X

Energie k ptepluti z bodu A do bodu B mé byt minimdlni:

X+’ L
E= Q —> minimalni,
X

E,:(3x+1fj _3EHD) EHEHD D (EHD BE-GE D] F+D)N2E-D)

=2 =2 =2 )

X X X X

necht £"= 0, pak

F+D.25-D _
X '

.1 . :
X = > tj. kdyz ryba plave vzhledem k biehu poloviéni rychlosti, nez
jakou proudi voda. Z povahy ulohy je zfejmé, Ze se jedna

0 minimum.

ZAVER: Migrujici ryby umi ,,vyfedit* tuto optimalizatni lohu (nebo aspoi znaji jeji

feSeni) - plavou proti proudu polovi¢ni rychlosti, nez je rychlost proudu feky. [18]
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6. RESENE PROBLEMOVE SLOVNI ULOHY

Ve slovnich ulohach budeme vzdy hledat hodnotu proménné, pro niz nabyva jista
funkce extrémni hodnoty. Zda v dané hodnoté proménné lokalni extrém existuje, ovétime
pomoci druhé derivace jisté funkce.

Postup:

1. Volba proménné a urceni jejiho oboru.

2. Vyjadreni extremalizované veli¢iny jako funkce zvolené proménné.
3. Vysetfeni extrému funkce v daném oboru.
4

. Kontrola, zda se jedna o pozadovany extrém.

6.1 Problém stavby bazénu
ZADANI: Bazén ma mit &tvercové dno a objem 256000 1. Vypogitejte jeho rozméry tak,

aby spotieba materialu na vyzdéni jeho stén a dna byla co nejmensi.

RESENI: ;

M¢jme ¢tvercové dno bazénu o strané x a hloubku 4. %

Bazén mé tvar kvadru a objem 256 m’.

Podle vzorce pro objem kvadru plati: "4
V=x. h,
256 =x". h,

256 o
h= 7 tedy hloubka % bazénu je funkce 7 (x). X

Pro povrch stén a dna bazénu plati vztah: P =x"+ 4xh,

P=x2+4x.2i26.
X

1024 _

2
X

Hledame lokalni extrém funkce P(x): P'(x)=0..2x- 0,

x=8m.
Ovéfime pres druhou derivaci, jestli se opravdu jedna o lokalni minimum.

P'(x)=x+ 24?8 = 8+% =45,625 > 0 - lokalni minimum.
X

256

Pro hloubku bazénu plati 4(8) = Y =4 m

ZAVER: Velikost podstavy bazénu je 8 m a hloubka bazénu je 4 m. [11]

58



6.2 Problém parniho kotle
ZADANI: Uréete rozméry parniho kotle tvaru vélce tak, aby pii daném objemu bylo

ochlazovani pary ve valci nejmensi, tj. aby povrch valce byl minimalni.

RESENI: m
Povrch vélce: P =2m/ + 2mrv. k’_/

14
Z daného objemu valce V= mv vyjadiime v:
4
, 2 V
A dosadime do vztahu pro povrch: P=2m" +2nr —,
o, , 2V
po upraveé dostdvame funkcei P(7): P(r)=2mnr+ —.
r
, . , 2V
Hleddame minimum funkce P(r): P'(r)=0...4nr- —=0,
r
r=3—.
2
Uzitim druhé derivace se presvédcime, zda se jedna o minimum:
P’ (r)=4n + 4V
| 31/1 =4n +4—V=47:+8n—127t > (0 —jednd se o minimum.
21 14

27

Dosazenim r do vySe uvedeného vztahu pro v dostavame:

/{\/7] 773V m\/i

ZAVER: Rozméry hledaného valce jsou r =1/2L a v=1/4—V, takze ziejme v = 2r.
T m

Jedna se tedy o rovnostranny valec. [11]
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6.3 Problém stavby silazni jamy
ZADANI: Silazni jama ma tvar pravouhlého rovnob&Znosténu s objemem 200 m’.
Délka je &tyfnasobkem $itky; 1 m” zakladny je dvakrat levn&jsi nez 1 m” stény. Jaké maji

byt rozmeéry silazni jamy, aby jeji stavba byla co nejlevné;si?

RESENi: V=4x.x.y

200= 4x.x.y X
,= 0 4x 50
x’ X2
v N , 50
Pro povrch ptedni (resp. zadni) stény plati: Pi=4x. —.
X
< ox , 50
Pro povrch bo¢ni stény plati: Py=x.—.
X
Pro povrch zakladny plati: P;=4x .x.
Pro povrch sildzni jamy plati: P =2P; + 2P, + P3,
P=2. 4x. 5—(2)+2.x. ¥+4x.x.
X X

Jelikoz stény jsou dvakrat draz8i nez zakladna, tak pii vypoctu celkovych ndklada

na stavbu je musime zohlednit tak, ze povrch stén vyndsobime 2.

Pro celkové nédklady plati: C=2. (2.4x.¥ + 2.x.¥j +4x . x,
X X
C= @ + & +4x2 ,
X X
C— 1000 s
X
, s . , 1000
Hledame lokélni extrém funkce C(x): Cx=0.. ———+8x =0,
X
8x” = 1000,
x=23.

Ov¢étime pies druhou derivaci, jestli se opravdu jedna o lokalni minimum:

2000

C"(x) = —5— *+8=24> 0 — lokalni minimum.
X

v

ZAVER: Rozméry silazni jamy, aby stavba byla co nejlevnéjsi, jsou 20 m x 5 m x 2 m.
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6.4 Problem liného kosa

ZADANI: Na plot&, jehoz vyska je 1 m, sedi kos. Ve vzdalenosti 15 m od plotu roste

strom, ktery ma vétev ve vySce 3 m. Na zemi mezi plotem a stromem jsou husté rozesety

zizaly. V jaké vzdalenosti od plotu ma kos sezobnout zizalu, aby proletél trasu

plot — zizala — vétev po ptimkach a po nejkratsi draze? [20]

im
A o

3m

RESENI: f(x)=+vx> +1+,(15-x)>+9

2x =30

Hledame prvni derivaci: , _ X
P v fx)=

Hled4ame stacionarni body £ (x)=0

funkce f(x):

Z podobnosti trojuhelnik plati: x _15-x
1 37
3x=15—1x,
4x =15,

x=3,75m

+
VP +1 24J(15-x)2+9

X

N J(A5-x)7+9

=sina

ZAVER: Aby kos sezobnul ZiZalu a pfitom se nejmifi ,,nadiel* (tzn. ulet&l, co nejkratsi

dréhu), musi ji sezobnout 3,75 m od plotu.
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6.5 Problém lomu svétla
ZADANI: Podle Fermatova principu se svétlo §ifi z bodu A do bodu B po takové draze,
aby doba Sifeni byla minimalni. Bod A lezi v prostfedi, v némz je rychlost svétla ¢;, bod B

v prostiedi, v némz je rychlost svétla c,. Urcete drahu paprsku z bodu A do bodu B.

RESENI:

Doba, za kterou urazi svételny paprsek drahu

|AP|=\/a2 +x° je t, :ﬂ.

¢

Doba, za kterou urazi svételny paprsek drahu

[ N2 .12
PB/=\(d-x)*+b* je t _Vd-x) +b"
|PB] :
¢y

Celkova doba (zavisla na poloze bodu P) je ¢ =¢, +1,, po dosazeni dostadvame funkeci:

Va2 +x2 _|_\/(d—x)2 +b°
c

1(x) =
1 G
Hledame lokalni minimum funkce #(x):
, X d—x
t'(x)=0... — - — =0.
clx/a +Xx cz\/(d—x) +b
Plati ——% =sing a L=sinﬁ' sma_smﬂ:O.

a’ +x’ Jd—-x) +b° . ¢ )

ZAVER: Vztah S0 = sinf

je znamy Snellitv zakon lomu svétla. [11]
G G
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6.6 Problem vnuka

ZADANI: Predpokladejme, e jste Sikovny dédetek. Va§ vnuk za vami pfijde
s nasledyjicim ukolem. Chtél by ze ctvercového kusu tuhého papiru o rozméru
60 cm ud¢lat krabici bez vika s co mozna nejvétSim objemem. Vasim tkolem je tedy

zjistit, jak moc je nutno plech nastfihnout, aby z néj utvorena krabice méla nejvetsi mozny

objem.
T T
| |
I I
NESH - e
| i
I I
| !
: |
i |
‘ I (R
B B 1777
l 1
' I
1 L
X 60-2x X
RESENI: Pro objem krabice plati: V =(60—-2x)*. x.
Hleddme prvni derivaci funkce V(x) : V'(x)=2. (60 - 2x) . (-2x) + (60 — 2x)*,

V’'(x)= (60 — 2x) . (60 — 6X).
Hledame lokalni extrém funkce V(x):
V'=0...0=(60-2x) . (60— 6x),
x =30 CLx=10.

Ovéfime ptes druhou derivaci, jestli se opravdu jedna o lokalni maximum:

V7'=(-2).(60-6x)+ (60— 2x) . (-6x),
V7' (10) =-20 < 0 — lokalni maximum,

V’"’'(30) = 240 > 0 — neni lokalni maximum.

ZAVER: Je tieba nastiihnout 10 cm, aby krabice méla nejvétsi mozny objem. V nagem

konkrétnim piikladé V(10) = 16000 cm’. [12]
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6.7 Problem stredovékého stavitele

ZADANI: Predstavte si, 7e si vas pozve znamy sttedoveky stavitel, ktery potiebuje poradit
s timto problémem: Mé Zelezny pds o délce 200 palct a chtél by z néj ud€lat ram
romanského okna. Jakou ma zvolit Sifku okna, aby do chramu prochazelo, co nejvice svétla

(resp. aby okno mélo co nejveétsi plochu)? [20]

RESENI:

Pro obvod ramu romanského okna plati:

o=Tr+x+2y,
2x+xJT

200277%+x+2y =  y=100-

Pro obsah romanského okna plati: X

¥ 2
. )
7 2

S="txy = S(x)=—=2-+100
S Ey (x) 5 x

2+

Hleddme prvni derivaci funkce S(x):  S'(x) = X 1100- X,

+
sm=0 .. 2 nx:%+IOO:>(4+27T).x=7T.x+400,
Hledame stacionarni body: _ 400
X = .
4+
Jelikoz na intervalu (— W,ﬂj je funkce S'(x) rostouci a na intervalu (ﬂ, 00)
4+ 4+

4
je S'(x) klesajici, ma funkce S(x) v hodnoté 2 _(:0 své maximum.
T

400
® = O
— : + 00

ZAVER: Aby do chramu prochédzelo, co nejvice svétla musi byt $itka romanského okna

400
4+

~ 56 palcti (1 palec je cca 2,5 cm) = 140 cm.

64



6.8 Problem naruziveho kafare

ZADANI: Jako milovnik kivy mate nasledujici problém. Mate papir na kavovy filtr
kruhového tvaru o poloméru 10 cm, vysttihnutim kruhové vysece o uhlu ¢ vznikne kdvovy
filtr. Jak zvolite thel ¢, aby se do né&j veSlo co nejvice kavy? Kolik si budete moci

[cm’] maximalnd prefiltrovat kavy? [20]

RESENI: Pro objem kavového filtru plati:

v=Lnrv=Lnr (2 -R?)
3 3

Z obrazku I, II plyne 0=27.R, o=r¢.
L.
Tedy plati = 9
2
Po dosazeni a uprave dostaneme funkci jedné proménné ¢: “
— ”3¢2 2
Vig)= V4T — ¢
2417
I1.
3 42
Hledame prvni derivaci funkce V(p): V' (@) = ! ¢(8772 3¢ )
24784 - §°
3 A2
Hledame stacionarni body: V’'(¢) =0 ... " ¢.(8n2 3¢ ) =0
247174 - ¢
s8> -397)=0

_ P a—L
¢1_OD¢2_ \/;D¢3 \/;

Kofeny @,,¢, nemaji prakticky vyznam. Druhy kofen @,, dosazeny do druhé derivace

funkce V' (¢) da hodnotu zapornou, nastava tedy lokalni extrém.

ZAVER: Kdyz vystiihneme kruhovou vyse¢ o uhlu ¢ = ﬂ\/g , vleze se ndm do vzniklého

kavového filtru nejvice kavy. Poloméru » = 10 cm papiru kadvového filtru odpovida

maximalnimu ¥ =403 cm’ kavy.
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6.9 Problém gondoliéra

ZADANI: Piedstavte si, Ze jste v Benatkach a ¥idite gondolu plnou turistd. Néhle pred
sebou vidite ostrou pravouhlou zatac¢ku. Piedpokladejme, Ze se nachdzite v kanalu Sitky a
a druhy kanal ma sitku b. Najdéte nejdelsi moznou ty¢, kterou se mizete dostat z jednoho

kanalu do druhého.

RESENI: Pro délku ty&e, kterou je jestd mozno splavit
se z jednoho kanalu do druhého, plati: s
. -
2 2 2 2 _—a—
[=1 +1, =~x* +a® + /b +3?, : ‘
o \
a B |
soucasn¢ plati z podobnosti trojuhelnikt, ze % =—, : : I;
X
odtud y = a_.b.
X

Takze dostaneme

21,2
I(x)=+x* +a’ +\/b2 +2 12) +yx* +a’ +2\/x2 +a> =+/x* +a2~(1+2).
x x x

To znamena, ze nejvetsi délka tyCe nesmi byt vEtsi neZ minimum funkce /(x).

2 3 2
b x -ab
2

3 2
x> —a'b

2
X~ - X - )
\/x2+a2 \/x2+a2 xz.x/x2+a2

2x D)y ST (- x+b=b=°
o) :—{1 +—j N e .(——j
2.\/x2+a2 X x’

Polozime — 1i /'(x) = 0, dostaneme x’—a’h = 0, odkud x, = a’b.

© W &

— 00 + 00

JelikoZ na intervalu (-o,3/a’bh)je funkce /'(x) klesajici a na intervalu (/a’h,)je

['(x) rostouci, ma funkce /(x) v hodnoté A/ a’b své minimum.
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Pro nejvétsi délku / tyCe tedy dostaneme:

2 2
4 2 3 3
4z b b3 b3
Z=\/(3\/a2bi+a2.1+3 - ]=Va3.b3+a2.1+ — |=| @’ 5+ ||| 1+— | =
ab 313 3 3
a’b? a’ a’l
3
3 2 2\2
22V ala’+b? 3
3 3 2 2 \>
a’*+b P
a. 5 = =(a3+b3J
2 a
a3

N | W

2 2
ZAVER: Nejdelsi ty¢, kterou je mozno feku splavit, je / = (eﬁ +b3J .
[11]
6.10 Problém letecké spole¢nosti
ZADANI: Cena letenky vyhlidkového letu je 100 €, zu¢astni — li se ho 50 — 100 turistd.

Za kazdého pasazéra nad 100 se snizuje jeho cena o 0,5 € kazdému z nich. Letadlo ma 200

mist. Pfi jakém poctu tcastnikl bude mit letecka spole¢nost maximalni zisk?

RESENI: Funkce / na obrazku znazoriuje zavislost ceny letenky y na po&tu pasazéri x

a lze ji vyjadrit takto (povazujeme — li X za spojitou proménnou):

\
L. f>y=100 pro x[1<50,100 >
‘)OO.. L s
1 | | f

I1. fry= ISO—Ex pro x[1(100,200 > S T

I i

S N
Zaved'me funkeci zisku Z(x) =y . x. 0 50 100 150 200

I. Pro x[U<50,100> bude zifejmé maximalni zisk Z =100 . 100 = 10.000 €
II. Pro x[0(100,200> je Z(x)=x. (150 —%x)z 150x —%xz.

Pro maximalni zisk musime najit lokalni extrém Z’(x) = 150 —x ... x = 150.
A jelikoz Z"'(x) = -1, pak se opravdu jedna o lokalni maximum.

ZAVER: Leteckd spoletnost bude mit maximalni zisk 11.250 €, zaastni — li se

vyhlidkového letu 150 pasazéri.

67



6.11 Problém stavitele silnic

ZADANI: Pramyslovy zavod Z je vzdalen 5 km od cesty vedouci do mésta M, vzdalenost
Zod M je 13 km. Zjistéte, pod jakym thlem je nutné vybudovat ptipojku k cesté, aby
doprava materidlu ze Zdo M byla co nejlevnéjsi. Ptritom piedpoklddané naklady na

piepravu 1 tuny materidlu na 1 km jsou po staré cesté 50 halétti, po nové cesté tiikrat vetsi.

RESENI:

0 N M

Z Pythagorovy véty plati: |OM|=+13" —=5> =12.Ptedpokladejme, Ze: |ON|=x, zfejmé
tedy|NM| =12-x.

Pro cestu z primyslového zdvodu Z do mésta M plati: |ZN | + |NM | =\x>+25+(12-x)

Pro predpokladané naklady plati funkce: f(x)=1,54/x" +25+0,5.(12-x)

Pro minimalni ndklady musime nejprve vypocitat derivaci fix): f'(x) = # -0,5
24x" +25
1 , , , 1L5.x

Pro lokalni extrém plati: f(x)=0 0,5=——=
Nx* +25

VX7 +25 =3x

@ 1977 @ x? +25=9x"

| x=1,77

— 00 ' + 00

Jelikoz na intervalu (—o0; 1,77) je funkce f '(x) klesajici a na intervalu (1,77; + ) je f "(x)

rostouci, ma funkce f{x) v hodnoté 1,77 své minimum.
ZAVER: Pro thel « plati: tga = é Prox=1,77 je o ~ 70,5°.
X
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6.12 Problém dvou radioamatéru
ZADANI: V 16h jede autem radioamatér Franta rychlosti 60km.h™ ke k¥izovatce vzdalené

125km na vychod a druhy radioamatér Pepa na zminované kiiZzovatce jede rychlosti
30km.h™ na sever (rychlosti obou jsou konstantni). Porad'me jim, kdy a kde maji pouzit
své vysilacky v auté, aby méli nejkvalitnéjsi signal hovoru (tzn. kdy budou mit od sebe

nejmensi vzdalenost).

d )
60t fﬂf
O S S,

F 125 P
PR —

RESENI: Pro vzdalenost d(f) mezi auty v &ase ¢ plati: d(f) = \/ (125-60¢) +(30¢)°.
Uvédomme si, ze funkce d bude mit minimum ve stejném bod¢ jako funkce f:
f(t)=d(t)> =(125-60¢)> +900¢>. Tahle uvaha nam ptiklad znacné zjednodusi.
f(@) =2.(125-60¢).(—60) + 18007 =120.(75¢ —125)

S @©)=0 o 120(75t-125)=0 < 21255

Q@ : @

— 00 + 00

e D | N

Jelikoz na intervalu (—oo; g) je funkce f'(x) klesajici a na intervalu (g; + ) je fi(x)

rostouci. Z toho se d& vysuzovat, ze v hodnoté 1,77 ma funkce f(x) své minimum.

ZAVER: Radioamatéram bychom méli poradit, aby si volali v 17,40 h, kdy bude jejich

nejbliz§i mozné vzdalenost ptiblizné 56 km a signal bude tedy nejkvalitnéjsi.

69



6.13 Problém svarece
ZADANI: Ze 4m dlouhého Zeleza ma svafe¢ svafit kostru akvaria, jehoZ hrany dna maji
byt v poméru 2 : 3. Jaké rozméry mé mit tedy kostra, aby se do akvéaria veslo co nejvice

vody?

RESENI: Objem akvaria V'=a.b.c

Pfedpoklad- a:56=2:3 = b=%a e

Pro obvod kostry akvaria plati: o =4a + 4b + 4c

4=4q+6a+4c = ch—%a

3 5 3 15 a’
Funkce objemu: V(a)=a.=a.(l-=a)==a*-—a’ =—(6-15a
) (@) 5 ( > ) 5 2 4( )
45 , 45
Vv’ =3a—-—— =a(3——
(a)=3a 1 a” =a( 1 a)
45 4
V'(a)=0 3-——a)=0 - =—
(a) a( 1 a) a=1

V') =3 —%a, Vv’ '(%) =-3<0 - lokalni maximum.

A . , . 4 2 1 .
ZAVER: Kostra akvaria musi mit rozméry a = Em, b= Em, c = Em a vejde se

do n¢ho pfiblizné€ 35, 55 1 vody.
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7. NERESENE SLOVNI ULOHY NA PROCVICENI

7.1 NereSené slovni ulohy s uvedenymi vysledky

1.  Z desky tvaru trojihelniku, jehoz zdkladna je a, vySka k zikladné je v, md byt
vyfiznuta obdélnikovéa deska maximalniho obsahu, pfic¢emz jedna strana obdélniku je

casti zakladny. Urcete rozméry obdélniku.

[x=a/2, y=v/2]

2. Pudorys divadelniho jevisté je sjednocenim obdélniku a ptlkruhu. Obvod plidorysu
je 40 m. Urcete rozméry pidorysu, vite-li, Ze byly stanoveny tak, aby obsah
pudorysu jevisté byl co nejvetsi.

[v=r=5,6 m]

2r

e ——

3. Z obdélnikového plechu o velikosti 80 cm x 50 cm se méa po odstranéni stejné
velkych Etvercl v rozich plechu vyrobit krabice bez vika. Jak velké Ctverce je tieba
odstfihnout, aby vznikld krabice méla maximdlni objem, a jak velky bude tento
objem?

[x =10 cm]

50

o\
x

80
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4.  Urcete rozméry obdélnikového dvora s co nejvétsim obsahem, mame — li k oploceni

100 m pletiva a jednu stranu dvora tvoii sténa budovy.
[x =25m]

100 -2x

y=x-2x?

<
s 4
M=
// *
X
3

5. Na obrazku je prifez podkrovni stfechy chaty, kde je Sifka mistnosti 3,2 m a vySka

mistnosti 2,4 m. Urcete nejkrat$si moznou délku stiechy.
[s =56m]

24

32

6.  Dvé chodby Siroké 1,6 m a 2,4 m se protinaji pod pravym uthlem. Jaky nejdelsi
zebtik 1ze ve vodorovné poloze prenést z jedné chodby do druhé?
[v=756m]
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10.

11.

12.

Dvé letadla leti ve stejné vySce po piimych tratich svirajicich uhel @ s konstantnimi
rychlostmi u, v. UrCete nejmensi vzdalenost, na kterou se pfiblizi, jestlize jsou nyni

od pruseciku tras ve vzdalenosti a, b.

[lav £ bu| sin(@) (> + v — 2uv cos((p))m]

Vykon odebirany z baterie s elektromotorickym napétim Ue a vnitinim odporem R; je

P = Ul — FR;. P¥i jakém proudu bude vykon odebirany z baterie nejvétsi?

Ve spotiebiti o odporu X se za &as ¢ proudem 7 uvolni teplo O = kXI’t. PHi jakém
odporu X se uvolni ve spotfebi¢i maximalni mnozstvi tepla, je-li do vedeni zapojen
rezistor o odporu R a zdroj ma napéti U? (Navod: Uzijte vztah [ = U/(R+X))

[X = R]

Proud prochazejici sekundarni civkou transformatoru je [ =L2, kde
RR,+w'L

=27 aR;, R, jsou odpory civek a L je vzdjemna indukcnost. Pti jakém L bude /

maximalni?

. . k
Celkové naklady na stavbu elektrického vedeni priifezu S jsou y = kS + Ez, kde k;,

k> jsou kladné konstanty. Zjistéte, jaky musi byt prifez S, aby byly tyto naklady

[Sz\/g]

Objem vody zavisi na teploté ¢ podle vztahu V(t) = Vy[1 + 8,38.10°%(¢ — 4)*], kde ¢ je

minimalni.

teplota ve stupnich Celsia. Pfi jaké teploté bude objem daného mnozstvi minimalni?

[t = 4°C]
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13.

14.

15.

Vlak vyjizdi ze stanice, pfiCemzZ jeho pohyb je popsan funkci s danou predpisem:
s(f) = a® + bt + c, kde s je draha v kilometrech, ¢ ¢as v hodinach. Po uplynuti jedné
minuty dosdhne vlak rychlosti 60 km/h. Jakou drahu ujede vlak, nez dosdhne tuto
rychlost?

[500 m]

Po motfi pluji rovhomérné piimocatre dve lodi, prvni z nich rychlosti 30 km/h, druha
rychlosti 50 km/h. Jejich drahy se kiizuji pod pravym thlem. V okamziku ¢ = 0 h,
kdy prvni lod” je v priseciku drah, chybi druhé lodi k tomuto mistu jest¢ 20 km.
Najdéte funkei, kterd vyjadiuje zavislost okamzité rychlosti v, jiz se méni vzajemna
vzdélenost obou lodi, na Case ¢. Vypoctéte nejmensi vzdalenost d lodi.

340t -100

V34t% =20t +4

[ w(t) = ,d:10,29]

Pii jakém sklonu bfehu ma feka pritokovou plochu o nejvétsim obsahu za
predpokladu, Ze jeji profil je rovnoramenny lichobéznik, jehoZz ramena se rovnaji

mensi (tj. dolni) zdkladné? [60°]
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7.2 Neresené slovni ulohy bez uvedenych vysledku

1.  Drat, jehoz délka je a cm, rozdelte na dvé Casti tak, aby soucet obsahti kruhu a
Ctverce, jejichz obvody jsou vymodelovany z téchto dvou casti dratu, byl co

nejmensi.

2. Valcové nadoby s objemem 20 litri se budou vyrabét z dvojiho plechu. Na obé
podstavy valce se spotiebuje material dvakrat drazsi nez na jeho plast. Jak se ma
zvolit pomér vysky £ vélce a poloméru  jeho podstav, aby cena celé nadoby byla co

nejmensi? Stoji-li 1 m* materialu 360 K&, kolik bude stat material na celou nadobu?

3. Mate navrhnout vélcovou plechovku, aby se do ni veSlo pfesné¢ 250 ml vody a
pfitom, aby se na ni spotiebovalo co nejméné materidlu (resp. aby plechovka méla co

nejmensi povrch).

4. Jaké maji byt rozméry pravouhlého bazénu se Gtvercovym dnem a objemem 108 m?,

ma-li se pii vydlazdickovani dna plus stén spotiebovat co nejméné dlazdicek?

5. Nedaleko mista A vede zelezni¢ni trat’ (majici tvar pfimky) do mista B. Pod jakym
uhlem k Zelezni¢ni trati je tfeba z mista A vybudovat (pfimou) silni¢ni ptipojku, aby
doprava z mista A do mista B (po silnici a déale po Zeleznici) byla co nejlevnéjsi,

jestlize doprava po silnici je dvakrat drazsi nez po zeleznici?

6. Z mésta B vyjizdi po pfimocaré Zelezni¢ni trati do mésta A vzdaleného 100 km
rychlosti 120 km/h rychlik. Ve stejném okamziku vyjizdi z mésta A po piimé silnici
do mésta C vzdaleného 200 km rychlosti 90 km/h automobil. Velikost thlu BAC je
30°. Za jak dlouho bude vzdalenost rychliku od automobilu nejmensi (a cemu se

bude rovnat)?

7. Dv¢ auta se pohybuji po pfimych navzajem kolmych drahach stilou rychlosti
v =25 m.s” smérem ke kiiZovatce. V &ase fo = 0 s je jedno auto vzdaleno od
ktizovatky 100 m, druhé 200 m.

a) Urcete Cas ¢, ve kterém bude vzdalenost aut nejmensi.

b) Urcete minimalni vzdalenost aut.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Z birevna kruhového prufezu s primérem d = 40 cm mame vytesat tram, ktery bude
mit prifez ve tvaru obdélniku se stranami z a v (,,zakladnou* a ,,vyskou‘). Jak mame
volit z a v, aby mél trdm maximdlni nosnost, vime-li, Zze jeho nosnost je pfimo

umérnd prvni mocning zékladny z a druhé mocniné vysky v?

Zebiik délky x je opfeny o svislou sténu. Dolni konec Zebiiku se posouva od stény
konstantni rychlosti v;. Urcete okamzitou rychlost v,, jiZ se posouva horni konec

zebtiku, v Case, kdy vzdalenost jeho dolniho konce od stény je y.

Draha hmotného bodu je popsana vztahem s = k;(1 — ¢**), kde ky,k; > 0 jsou realné
konstanty, ¢ je Cas [s], s je draha [m]. Uréete vztah pro okamzitou rychlost hmotného
bodu a jeji hodnotu pro t = 0. Jaky pohyb kond hmotny bod? (Dolozte vypoctem
zrychleni.)

Urcete délku jednozvratné paky tak, aby ke zdvizeni biemene tihy G; (umisténého ve
vzdalenosti a od podpéry) bylo tfeba nejmensi sily. Line4rni hustota materidlu paky

je y. Ulohu feste obecng, potom pro G; = 1000 N, g = 0,64 m, y = 8 kg/m.

V nadobé je voda s hladinou ve vySce 4. Jak vysoko nad dnem je tfeba udélat otvor

ve sténé, aby voda stiikala co nejdale?

Silnice Siroka b metrl je osvétlovana lampou, kterd je nad osou silnice. V jaké vySce

x nad silnici musi byt lampa, aby okraj silnice byl co nejvice osvétlen?

Uprostfed nad kruhovou deskou stolu poloméru R = 1 m je svételny zdroj.
Vypocitejte, do jaké vysky je tieba svételny zdroj posunout, aby intenzita osvétleni

okraje stolu byla nejvétsi.

Najdete nejrychlejsi cestu ke zranénému v lese, kdyZz po silnici bézime rychlosti
Skm/h, v lese 4 km/h. Vzdalenost zranéného od silnice je 3km (tj. od paty P kolmice

spusténé z mista zranéni na silnici) a vzdalenost mista vybéhu V a bodu P je 15km.
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ZAVER

Matematika (jako i jiné védni obory) je v neustalém vyvoji. Dil¢im cilem této
diplomov¢ prace bylo ukazat strucny historicky vyvoj diferencidlniho poctu — od starovéku
az po soucasnost. Mé smélé pfani je, aby ucitelé pfi vyuce matematiky vice zatazovali
do osnov tyto historické aspekty a souvislosti.

Diferencidlni pocet se opird o mnoho abstraktnich pojmi, které jsou pro studenty
sttednich Skol Casto pii bézném vykladu t€zko pochopitelné. Proto jsem se dale ve své
diplomové praci snazil nalézt vhodné motivacni i konkrétni piiklady, které by tyto zdkladni
pojmy (limita, derivace aj.) patfi¢né vysvétlily a studenti by jim porozuméli.

Na zaklad¢ osvojeni zdkladnich pojmt diferencidlniho poctu je jednim z hlavnich
pozadavkll soucasné reformy Skolstvi zavadéni problémovych a aplikacnich tloh
ve vyu€ovani. Proto jsem si jako hlavni cil této diplomové prace vytycil ukol, sestavit
soubor aplika¢nich uloh, ktery by mohl byt dale vyuzit pfi vyuce na stiedni Skole.
Soucasn¢ jsem chtél ukézat i jednoduché problémové ulohy feSené uzitim diferencialniho
poctu, se kterymi se mohou studenti setkat v bézném zivoté.

Tim bych rad napomohl k odstranéni alespoii malé ¢asti z nedostatkli Skolského

wewr

. nedostate¢né pozornosti vénované historickym aspektiim;

. absenci mysSlenek, které jsou nahrazeny procedurami;

. nedostatku motivace u novych pojmi;

. vyhradni pozornosti vénované formdlni spravnosti, nedostatku pozornosti

pro porozumeénti;

. velmi slabé vazb¢ k ostatnim pfedmétiim vyucovanych na Skole;

. nedostateCném pouziti hravych aspektli matematiky;

. nedostateéném vyuzivani modernich technologii;

. nedostate¢né pozornosti vénované matematickému zptisobu mysleni a jeho

vyznamu v kazdodennim Zivoté.

Rad bych, aby tato diplomova prace byla ku prospéchu vSem tém, kteti se budou

snazit vySe zminované nedostatky Skolského matematického vzdélani odstranit.
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RESUME

Jednim z pozadavkl dnesni reformy Skolstvi je zavadéni problémovych a
aplika¢nich uloh ve vyucovéni a proto hlavnim cilem této diplomové prace bylo sestavit
sbirku problémovych tloh, kterd by mohla byt dale vyuzita pfi vyuce na stiedni Skole.
Soucasné¢ jsem chtél ukéazat i jednoduché aplikace diferencidlniho poctu, se kterymi je

mozné se setkat v bézném zivote.

SUMMARY

One of the aims of the contemporary reform of school system is to introduce
the problem tasks and application problems into the educational process, so the main goal
of my diploma thesis was to create a collection of word problems that could serve as
a useful material at math education at secondary schools. The other goal was to describe

some basic applications of differential calculus in everyday life.
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