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Kapitola 1

Parcialni derivace

Anotace.

o Naucime se sledovat rychlost, s jakou se méni veli¢ina,
ktera je objektem naseho zajmu.

e U veli¢in zévisejicich na nékolika parametrech bu-
deme schopni sledovat reakci téchto veli¢in na zmény
parametru. Napriklad u teploty muzeme v daném
misté sledovat zménu teploty v Case, nebo mizeme
v daném case sledovat zménu teploty s polohou.

e Aparat vyuzijeme k tomu, ze z fyzikdlnich zdkont se-
stavime rovnici vedeni tepla. Rovnice vedeni tepla je
Jedna se o matematicky model umoznujici jednak mo-
delovani prenosu tepla a jednak kontrolu toho, ze fyzi-
kalni zékony vedouci k formulaci této rovnice spravné
vystihuji realitu.

Prerekvizity.

e Navazeme na znalosti z diferencidlniho poc¢tu funkei
jedné proménnych. Zejména je nutné si pripomenout
definici, vyuziti a vypocet derivace.

o Zopakujte si fyzikdlni (prakticky) vyznam derivace a
pro osahani si konkrétnich priklada také zakladni me-
tody vypoctu.

Funkce jedné proménné

https://youtu.be/zhaebxHbqhs

Zakladni informace o funkci jedné proménné a jeji derivaci
si muzete osvézit v materidlech k predmétu Matematika.
Nésleduje neformalni pripomenuti pojmu derivace.

Zobrazeni f : R — R se nazyva funkce jedné proménné.

V kartézské soustavé souradnic pracujeme casto s grafem
funkce, coz je mnozina uspofddanych dvojic bodu [z, f(x)].
Tyto body zpravidla vyplni kfivku v roviné. (Nakreslit
online.)

Jednim ze zasadnich kol je schopnost mérit rist nebo
pokles veli¢iny a jeho rychlost. Abychom nemuseli rozli-
Sovat narust a pokles, pracujeme s jednotnym pristupem,

kdy pokles uvazujeme jako zdporny nartst a castéji oboji
sjednocujeme pod pojem zména veli¢iny.

U veli¢iny zavislé na case zménu veli¢iny na casovém
intervalu urcujeme jako rozdil hodnoty veli¢iny na konci
a na zacatku casového intervalu, tj.

ft+h) = f()

je zména veli¢iny mezi okamziky ¢ a t + h. Pro porovnani
rychlosti zmény tuto zménu prepocitivame na jednotku
casu a definujeme prumeérnou rychlost zmény vztahem

flt+h) - ft)
- :

Kladna rychlost znamend narust v case, zaporna pokles.
Pro nalezeni okamzité rychlosti zmény bychom potiebovali
dosadit h = 0, aby byla rychlost poc¢itana na intervalu
nulové délky. Toto udélat nemiZeme, protoze bychom
dostali nedefinovany vyraz, muzeme to vSak obejit pomoci
limity a najit okamzitou rychlost jako limitu

i L) = ()
h—0 h

Tato limita se nazyva derivace a udava, jak rychle se méni
funkce f v ¢ase v okamziku t. Protoze kladnd zména
odpovida néarustu, interpretujeme derivaci ¢asto i jako
rychlost zmény funkce i jako rychlost ristu funkce. Protoze
rychlost je zména za jenodtku casu, muzeme derivaci
ekvivalentné interpretovat jako néarust za jednotku Casu
nebo zménu za jednotku casu.

V nékterych ptirodnich zakonech potfebujeme pracovat
s rychlosti poklesu funkce nebo s poklesem za jednotku
casu. Tento pokles vyjaruje zdporné vzatd derivace, tj.
derivace vyndsobend faktorem (—1).

U veli¢iny zavislé na poloze postupujeme analogicky, ale
rychlosti zmény rozumime zménu na jednotce délky, tj.
pro interval délky h a polohu vyjadrenou souradnici x je
okamzita rychlost riastu dana vztahem
o S = @)
h—0 h

Vyse uvedeny koncept je mozné pouzit i pro libovolnou
jinou nezavislou proménnou, nez je ¢as nebo poloha. Je-li


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_I/
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQtK3QSq0o0NCt0OTlKsjJL9FQSAOKKugoaFTo6BrqmGgqaAIA3aEKBw==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQtK3QSq0o0NCt0OTlKsjJL9FQSAOKKugoaFTo6BrqmGgqaAIA3aEKBw==&lang=sage

KAPITOLA 1. PARCIALNI DERIVACE

f funkce proménné z, definujeme derivaci f’(z) funkce f
v bodé x vztahem

) oty LTI = @),

h—0 h

Podle kontextu a oborovych zvyklosti zapisujeme derivaci
pomoci ¢arky (nékdy tecky) nebo jako podil diferencialt.

Y dy iy
o de’ dx

Derivace derivace je rychlost s jakou se méni rychlost
zmeény a nazyva se druhd derivace. Je oznacovana nejcas-
téji nékterym z nasledujicich zpusobii.

d2
dz2”

Poznamka (Newtonuv zdkon tepelné vymény).

WHY CARIBOU DON'T
NEED LEG WARMERS

countercurrent heat

BODY

exchange.

retaining precious body heat in the
animal’s core.

LEG

Obrazek 1.1: Sobi karibu v poldrnich krajich nepotrebuji snéehule
a presto jim neni zima. Jak to délaji? Minimalizuji teplotni roz-
dil mezi svgm krevnim obeéhem a povrchem, po mémz chodi. Maji
v nohdch zabudovany protiproudy tepelny vymenik. Tim mini-
malizuji teplotni ztraty. Podle htips://twitter.com/fuseknowledge/
status/1215796937657479168

dTr
Je-li T'(t) teplota télesa v ¢ase ¢, je — zména této teploty

za jednotku casu, tj. rychlost s jakou roste teplota. Na-
priklad pro ¢as v minutich a teplotu ve stupnich Celsia
hodnota derivace v Sesté minuté muize byt

%(6) = 2°C/min.
To znamend, ze v ¢ase 6 minut roste teplota okamzitou
rychlosti 2 stupné Celsia za minutu. Pokud tento rist
vydrzi celou minutu, bude v ¢ase 7 minut teplota o dva
stupné Celsia vyssi. Pokud tato rychlost rustu vydrzi
deset minut, jsme schopni podobné urcit zménu teploty i
za delsi casovy usek.

V realnych déjich vsak konstantni rychlosti vidame ziidka.
Napriiklad u tepelné vymény se dynamika procesu zasta-
vuje tim, jak se teploty postupné vyrovnavaji. Rychlost,
s jakou roste teplota chladného télesa pfi tepelné vymeéné
s teplejsim télesem neni konstantni, ale méni se. Nejcastéj-
$im modelem realné situace je, ze tato rychlost je imérna

rozdilu teplot téles zapojenych do tepelné vymeény. Roli

teplejsiho télesa hraje vétsinou okoli. Pokud je tedy teplota
okoli konstantni a rovna Tp, je kvantitativnim modelem

procesu tepelné vymény rovnice

dT
— =k(To—-1T).

= KTy~ T)

To plati pro ohfev (teplota okoli je vyssi a teplota télesa
roste). Analogicky mizeme naformulovat model

dr
— = —k(T - T

= —K(T - T))
pro ochlazovéni (teplota okoli je nizsi, téleso se ochlazuje
a mé zapornou derivaci podle ¢asu).

Tento model se nauc¢ime casem vytesit, to vSak neni to nej-
dualézitejsi. Obrovskym tspéchem je jiz to, ze s derivacemi
dostala véda ndstroj umoznujici kvantitativné pracovat
s okamZitou rychlosti zmeny libovolné veliciny. Derivace
umoznuji vymanit se z omezeni pouzivanych ve stiedo-
skolské fyzice, kterd se tyka zpravidla velmi specifickych
podminek, a vénovat se popisu redlného svéta.

Protoze tvar rovnic s derivacemi mé& naprostd vétSina
fyzikalnich zakont a pomoci rovnic s derivacemi je mo-
delovana naprosta vétsina fyzikdlnich procest, existuji
propracované nastroje pro feSeni téchto rovnic na poci-
taci. Z pedagogickych davodu si vSak muze kdokoliv dany
matematicky model naskriptovat tak, ze predpoklada ca-
sové skoky, v jejichz ramci je rychlost neménna a zmény
veli¢in jsou pocitat béznymi operacemi nésobeni a séitani.
Napriklad Sage je zalozen na Siroce rozsifeném jazyce
Python, ptipadné Octave jako opensource alternativa pro-
gramu Matlab.

Poznamka (linedrni aproximace, materidlové
vztahy). Zména Az v proménné x vyvold zménu
Ay =~ f'(x)Ax. Proto je moZné pouZivat linedrni apro-
ximaci funkce

f(@) =~ f(xo) + f'(x0)(x — 20)-

Napriklad naprostd vétsina materidlovych vztahu je ta-
kovou aproximaci pro zg = 0 (relativné malé podnéty)
a f(zg) = 0 (bez podnétu neni odezva). Linedrni aproxi-
mace ma poté tvar

f@) = f'(0)x = ka.

Proto jsou zakony jako Fouriertv, Fickiav nebo Darcyho
formulovany ve tvaru primé dameérnosti. S témito zdkony
jste se pravdépodobné seznamili v naukach o materidlu a
blize se jim budeme vénovat pozdéji. Podobné je mozno
chapat Newtonuv zdkon tepelné vymény z predchozi po-
znamky jako linedrni aproximaci pfipadného obecného
vztahu. Srovnejte obecny vztah

dT

— =®(Ty —-T
dt (0 )a

$(0) =0


https://twitter.com/fuseknowledge/status/1215796937657479168
https://twitter.com/fuseknowledge/status/1215796937657479168
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlU02L2zAQvRv8HwZySbZJmhYKpeBjT4WlFN-WZdFak0aRPGP0tWv_-o7sZDdtdbKsN-89vRmt4D716E1nFQTTJ6c6hMEz3ONLZEoZJmWZgLuTUxNnRQZ0-1FHaGAHFu5g3e7aw6auVvDTm95EkwUycJrkE-KU96B58KgJ4Xty6DmP0GNkPS41DKQ8d4Tn8F6HrybEdDYQ-Ch7W4RnwFK5lZrBG-uUhl-JfuPuR4pR1VVdtc3XA8haQcTBcVQ31vHE8tdhEGRsZpjgJtWpiFaoPYr1ToVUV1rO95_KseyLZevZzsFcUjJ1ZQXyZaawjEfTGaQI4uDQfD787cCyE_zAHcanQpQEsUCSVlmSH9ihRAABNDrLaZZLV21DEX1W7h_9PAaHGm3z8HDYto-Pha8QbSVxsFJS7vucNPYIqWSlopxLrgONkMfM54vDsQR3ZA9GpMArCXR9Y3bzbc5htC6Fuiqhle5H-AAyBu-riIdEkIttXIC6LXNi75YhuSv4FfhROiI-YJILqSy3jqI5gowGGRm_PJLc-xlJzTFgLzoLXWFrRZfWut3c6Mr8xtK7qUfhsYVRYj1LS-DEmjhe7Py3VnOkEqSM1pstGS1-Nf38ErhnIdEYMBoiQUBnArrrwTGRFRgt9NeG7NUwIOn1Q5S2bC4OBz4Xi5ovMJnp0p_SsKW6jBFhtwS9_KqrcOKXtZPH8FQatb4qbKFsz2wIddP6hJvt2BtqDpuZKI_WoyBFjy7PG9-e9x9WM0on&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwtj81qwzAQhO8CvcNeAlKTFLtQCDY59g18Kz2o1oYK_ayR1wbn6SvZEQjEzsy3I8twh-a97aGeE1gM3oDP5Bcpdq2z3H00fRVX9EwZZhjNTOsWHTyTGb2J7gLeIvwuFiPCRKNjw8A4BSqYoWCemGlWs3uiYq0P2sYrZUzuxV1gynSEeCsp1eoSvB2rZzaZaTWjgz-yidgUR1P0vVp1HEED5Ck4Kfz-r8-XOJlsInKuLgwJy_KIaQMppDjB1xJKvdVAsZA1Zfoo33T3tktLxKAGfW2lqKRBufNeqzw0nMEyvIEvVw3Ntc50LwUmW7m1juLLoKXYgovquwGXHj_6H6tibEk=&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

KAPITOLA 1. PARCIALNI DERIVACE

a formélné sice podobny vztah

T
d—:kx

!/
~ @ (0)

(To-T), k=
ktery ale misto obecné a slozité identifikovatelné funkce
® obsahuje jenom néasobeni vcelku jednoduse méritelnou
konstantou k.

Poznamka (logisticky rust populace). Je-li z(t) ve-
x
likost populace zivocichi, je T zména této velikosti za

jednotku ¢asu. Castym modelem redlné situace je modelo-
vani pomoci logistické rovnice

dz x
&= (- %)
V této rovnice vystupuje celkovd nosné kapacita prosttedi
K a rovnice vyjadiuje, ze rychlost rastu je amérna veli-
kosti populace a volné kapacité prostredi. Volnou kapacitu
prostiedi pocitame jako doplnék obsazené ¢asti prostredi
do sta procent. Obsazenou ¢ast prostredi pocitdme jako
podil velikosti populace a nosné kapacity prostredi.

Funkce dvou proménnych, graf
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Obrazek 1.2: 3d graf funkce dvou promeénnigch

V popisu prirodnich déju si ziidka vystacime s funkcemi
jedné proménné. Déje probihaji v Case (jedna Casova
proménnd) a v néjakém misté (jedna az t¥i prostorové
proménné). Uz pro zdkladn{ fyzikdlni tlohy tedy musime
umét pracovat s funkcemi vice proménnych.

o Zobrazeni f : R? — R se nazyva funkce dvou promén-
nych.

e Grafem funkce f je mmnozina usporddanych trojic
[x,y, 2], které spliuji z = f(z,y) . Graf kreslime zpra-
vidla jako body v 3D prostoru.

— Nakreslit online. (Sage),
— Nakreslit online. (matplotlib),

Prikladem skalarni funkce dvou prostorovych proménnych
je teplota v urcitém okamziku na dvourozmérném povrchu.
Aparat funkci dvou proménnych se tedy jisté uplatni
pri studiu tepelnych ostrovi souvisejicich s urbanizaci a
kvalitou zivota ve méstech.

Prikladem skalarni funkce dvou proménnych, kdy kazda
z proménnych ma jiny charakter, je teplota ve sténé bu-
dovy. Tato teplota se méni s ¢asem (studend sténa, na

kterou zacalo svitit slunce, se ohiivd) a s polohou (vné&jsi
a vnitini okraj stény maji teplotu priblizné podle teploty
venku a teploty uvnitt budovy, uvniti stény se teplota

Spojité méni).

Parcialni derivace

https://youtu.be/Vw7OF5F;8G4

Pokud sledujeme naptiklad ve sténé ménici se teplotni
profil, zajimé nas, jak se teplota v jednotlivych mistech
stény méni v case a jak se teplota méni v fezu sténou.
7Zda se byti rozumné oddélit obé zmény. Bud v daném
bodé fixovat polohu a sledovat ¢asovy vyvoj v tomto bodé,
nebo v daném case udélat néco jako teplotni snimek a
srovnavat teplotu ve vybraném bodé s okolnimi teplotami
ve stejném case. To vede k ndsledujicimu pristupu, kdy
u funkce vice proménnych sledujeme reakci na zménu
jedné jediné veliciny.

Definice (parcidlni derivace). Bud f(z,y):R? — R
funkce dvou proménnych z a y. Vyraz

= fimy h

ox

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Vyraz

oy Al h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle y.

Podobné mizeme definovat parcidlni derivaci pro funkce
libovolného koneéného poctu proménnych. V téchto par-
cidlnich derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje veli¢ina
f na zmény jenom v jedné proménné. Ostatni proménné,
podle kterych se nederivuje, maji vlastné roli parametru
a nijak se neméni.

Poznamka (stavebni kameny z definice derivace).

e Vyjraz
f($+h7y) *f(xay)
z Citatele je zména veliCiny f na intervalu [x, x+ h] p¥i
konstantni velic¢iné y. Tento Citatel ¢asto oznacujeme
167 Af.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVkgvSkxTyEpVyM0_ui8vXyG_5PDCI72pJQqJCgVHZ2Ym5WQe3ZdflliikFt5dOHhtbxclbZliUUa6pXqmrxcBTn5JcYpGhVxRrqVcUY6ChoVOrqGOoaaQFYlhKUJAGE3Igs=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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« Podil
flx+h,y) — f(z,y)
h

je zména veli¢iny f na intervalu [z, + h] pii kon-
stantni veli¢iné y prepocitand na jednotku veli¢iny x.
Je to tedy pramérnda rychlost zmény funkce f vzhle-
dem k x na intervalu [z, z + h]. Casto oznacujeme té7

Af

. Lirxnita v definici derivace stahuje délku intervalu pro
vypocet prumérné rychlosti k nule. Tim se z prumérné
rychlosti stane okamzita rychlost. Parcidlni derivace
je tedy okamzita rychlost, s jakou se méni funkce f
pri zménach jedné proménné.

Poznamka (jednotka parcidlni derivace). Jednotka

derivace —

ox

derivace 50 je stejna, jako jednotka podilu i
Y

je stejna, jako jednotka podilu i Jednotka
T

Poznamka (slovni interpretace parcialni derivace).
0

Derivace —f udava, jak se méni veli¢ina f pfi zménach

veliciny x a za predpokladu konstantni veli¢iny y. Inter-

pretace derivace v nematematickych disciplinach je proto

okamzita rychlost s jakou veli¢ina f reaguje na zmény

veli¢iny x.

Poznamka (derivace teploty podle ¢asu a polohy).
Pokud sledujeme vyvoj a rozlozeni teploty na dvouroz-
mérné tepelné vodivé desce, je teplota (uddvand napiiklad
ve stupnich Celsia) funke{ t¥{ proménnych: jedna pro-
ménna je Cas t a dvé proménné x a y jsou souradnice

v roviné. Tedy T' = T(t,x,y). Parcidlni derivace e

udéva je rychle (naptiklad ve stupnich Celsia za hodinu)
roste v daném misté teplota. V riznych c¢astech desky
muze byt tato veli¢ina jind a vzdy se vztahuje k danému
bodu. Mtze se ménit i v Case, napriklad deska v prostredi
s konstantni teplotou postupné dospéje do stavu se sta-
ciondrnim rozlozenim teploty, kdy se teplota v Zadném
misté ani neroste ani neklesa a parcialni derivace podle

oT
Casu je nulova. Derivace — udédvd jak prudce (napiiklad

ve stupnich Celsia na centimetr) roste teplota ve sméru
08y .

Interpretace parcialni derivace, ve-
deni tepla v 1D

Studujme vedeni tepla v jednorozmeérné tyci. Teplota
T je funkci dvou proménnych: polohy x a casu t. Tedy

T
T = T(t,x). Parcidln{ derivace %—t udévd, jak rychle (na-

priklad ve stupnich Celsia za hodinu) roste v daném misté
teplota. V ruznych ¢astech desky muze byt tato veli¢ina
jind a vzdy se vztahuje k danému bodu. Pfirozené se
meéni i v ¢ase. Napriklad v prostfedi s konstantni teplotou
postupné systém dospéje do stavu se stacionarnim rozloze-
nim teploty, kdy se teplota v zddném misté ani neroste ani
neklesa a parcidlni derivace podle ¢asu je nulova. Derivace

ox

derivace muze byt vyjadrena napriklad ve stupnich Celsia
na centimetr.

udéava jak prudce roste teplota ve sméru osy x. Tato

or
o Je-li parcidlni derivace 5 Tovna 2°C/min, znamen4

to, Zze v daném misté roste teplota v ¢ase rychlosti dva
stupné Celsia za minutu.

e Pokud je parcidlni derivace teploty podle casu za-
pornd a rovna napiiklad hodnoté —2°C/min, zna-
mena to, ze teplota v tomto misté klesd rychlosti dva
stupné Celsia za minutu.

o Je-li parcidlni derivace Z—T rovna 2°C/cm, znamena
to, ze v daném misté rosggce teplota ve sméru osy x
takovou rychlosti, ze na centimetru délky tyce naroste
o dva stupné Celsia.

e Pokud je parcialni derivace teploty podle polohy za-
pornd a rovna napiiklad hodnoté —2°C/cm, znamend
to, ze ve sméru osy x teplota klesa takovou rychlosti,
ze na centimetru délky tyce klesne o dva stupné Cel-
sia.

Interpretace parcialnich derivaci,
brzdna draha

https://youtu.be/UE_ nkyDe7bw

Priklad: Brzdnd drdha L (v metrech) auta o hmotnosti m
(v kilogramech) brzdiciho z rychlosti v (v kilometrech za
hodinu) je ddna vzorcem

L = kmv?,

kde k = 3.45 x 107% (m hod?)/(kg km?). Pro m = 1100 kg
a v = 100 km/hod je brzdnd draha 37.95m.

oL
e Parcidlni derivace podle m je e kv? a pro zadané
m
hodnoty vychazi

0L

om

Kazdy kilogram hmotnosti nad 1100kg auta jedou-
ctho rychlosti 100km/hod prodlouzi brzdnou drdhu
o cca 3.5 cm.

= 0.0345m/kg.

oL
e Parcidlni derivace podle v je — = 2kmuv a pro zadané

o Ov
hodnoty vychazi

oL

55 = 0759 m/(km/hod) = 7.59 x 10~* hod.
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Kazdy kilometr za hodinu nad 100km/hod u auta
vazictho 1100 kg prodlouzi brzdnou drahu o cca 76 cm.

e Zjednoduseny vzorec pro brzdnou drahu auta s hmot-
nost{ blizkou 1100 kg a rychlosti blizkou 100 km/hod
je

L ~ 37.95 + 0.0345(m — 1100) + 0.759(v — 100),

kde hmotnost a rychlost se dosazuji v kilogramech a
kilometrech za hodinu a brzdna draha vychazi v met-
rech.

Interpretace parcialnich derivaci,
pohyb jestérky

https://youtu.be/lk-LRBKth3Q

Energie E (v kcal), kterou spotiebuje jestérka o hmot-
nosti m (v gramech) na prekondni vzdalenosti jednoho
kilometru rychlosti v (v kilometrech za hodinu), se d4
odhadnout vzorcem

3.5m0.75
E(m,v) = 2.65m%56 4 =
v
Pfimym vypoctem je mozné urcit
OE  3.5m"7™
o vz

Prom =400g a v = 8kmh ™! dostivame

E
%(400,8) = —4.9kcalkm™'h.
v

Zvyseni rychlosti o kilometr za hodinu vede ke snizeni
energetického vydeje jestérky o 4.9 kcal. Podobné, plati

E . . —0.25
9E _ 4 65 % 0.66m—034 4 35X 0-T5m
om .
1.749 2.625
T 03t T 035y

a pro vyse uvazované hodnoty dostdvame

2—5(400, 8) = 0.30kcalg ™.

Kazdy gram, ktery ma jestérka navic oproti hmotnosti
400 grami, zvedne energeticky vydej priblizné o 0.30 kcal.

Online vypocet.
(Zpracovéano podle Stewart: Biocalculus)

ww:problems/parcialni_ derivace/povrch_ tela.pg

Vyuziti parcialnich derivaci,
ochrana zelv

V publikaci Deborah T. Crouse, Larry B. Crowder, Hal
Caswell: A Stage-Based Population Model for Loggerhead
Sea Turtles and Implications for Conservation, Ecology,
Vol. 68, No. 5 (Oct., 1987), pp. 1412-1423 je predstaven
model populace zelvy Karety obecné, kdy je populace roz-
délena do sedmi vyvojovych stadii a jsou sledovany pocty
jedincu v jednotlivych stadiich. Funkce popisujici vyvoj
v dalsim obdobi na zékladé situace v obdobi pfedchozim je
funkci sedmi proménnych a je mozné ji maticové vyjadrit
ve tvaru

N(t+1) = AN(t),

kde N(t) je sedmirozmérny vektor obsahujici velikosti
jednotlivych populac¢nich tfid a A je matice projekéni
matice modelujici vyvoj populace. M4 tvar

0 0 0 0 127 4
0.6747 0.737 0 0 0 0
0 0.0486 0.661 0 0 0
A= 0 0 0.0147 0.6907 0 0
0 0 0 0.0518 0 0
0 0 0 0 0.8091 0
0 0 0 0 0

V této matici jsou zohlednény pocty potomku zelv

v plodné fazi, pravdépodobnost prechodu zelv do nasledu-
jici vyvojové faze a pravdépodobnost setrvani ve stavajici
vyvojové fazi. Tato cisla se méni v zdvislosti na tom, kolik
ma zelva nepratel, jak slozité je pro ni prezit, jak obtizné
je pro ni se rozmnozovat. Napriklad vysoka ¢isla v prvnim
fadku znadi, Ze Zelvy maji hodné potomki. Cislo v prvnim
radku a predposlednim sloupci je mensi, protoze v tomto
predposlednim stadiu je zelva jenom jeden rok a mé maélo
potomkii. Dynamika rastu populace je ddna dominantni
vlastni hodnotu matice. Tuto vlastni hodnotu oznacime
. Velikost populace roste priblizné geometrickou radou
s kvocientem A. Pokud je tato hodnota vétsi néz jedna, ve-
likost populace roste, v opacném pripadé populace vymira.
Pro uvedenou matici je A = 0.95 a populace se tedy mezi
jednotlivymi obdobimi snizuje o pét procent. Hodnota
A zavisi na tfindcti nenulovych komponentdch matice A
a je tedy funkci tfinacti proménnych. Pokud oznacime
prvky matice A jako a;j;, je pro biology nesmirné zajimava

velic¢ina , kterd udava citlivost koeficientu tidictho
(079

rust populace na velikosti komponent matice A. Jesté
Castéji se pracuje s relativni zménou a v tomto pripadé
@ij
A 8(11']'
bez jednotky. Proto se udava v procentech. Jedna se tedy
o trindct parcidlnich derivaci a tfindct elasticit (pracujeme
jenom s nenulovymi komponentami matice). Je pozoru-

hodné, ze hodnoty elasticity spojené s rozmnozovanim a

prezivanim vajicek a mladat jsou radové jednotky procent,
ale hodnoty spojené s dospivanim jsou pres deset procent.

sledujeme veli¢inu , kterd se nazyva elasticita a je

o O o o

0

0.8091 0.8089


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUM9VKFPX5OVytTXSMzPVyo0z0DMzU9BWMNYzVQDzzE31y3i5Cooy80oUNFw1cm1NDAx0ymwtNDURonopmWlpGmWa-GRzUWQBdPEfhw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://www.jstor.org/stable/1939225
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To znamenad, Ze pro ochranu populace je dulezité nepod-
cenit ochranu dospivajicich vétsich zelv. Ochrana vajicek
a Cerstvé narozenych zelv ma na celkovou kondici maly
vliv a posileni téchto parametri sama o sobé k udrzeni
populace zelv nestaci. Proto bylo vyvinuto zafizeni Turtle
excluder device, které umozni vétsim zelvam uniknout
z rybatskych siti a zvysi tak jejich Sanci na pfeziti.

Linearita parcialni derivace

Nésledujici poznamka je nenapadné a prirozend, protoze
je analogii stejného tvrzeni pro obycejné derivace. M4 vsak
mimoradnou dilezitost, protoze udava vlastnost, které se
muzeme drzet pri studiu rovnic s derivacemi. Stejné véty
zformulujeme i u dalSich operaci s funkcemi a pozdéji se
je naucime vyuzivat.

Poznamka (linearita parcidlni derivace). Parcidlni
derivace zachovava soucCet a nasobeni konstantou, tj. pro
libovolné funkce f a g a konstantu ¢ plati

of+g) _Oof  0Og cf) _ Of
Ox ox’

T oz or oz

a analogicky pro libovolnou jinou proménnou.

Rovnice vedeni tepla v 1D

https://youtu.be/ilAaBQNoySI

Vratme se k problematice vedeni tepla v jednorozmérné
tyci. Teplota T je funkci dvou proménnych: polohy z a
¢asu t. Tedy T = T'(t,z). Pokusime se odvodit matema-
ticky model vedeni tepla. Resenim takového modelu bude
funkce T'. Po vyreseni modelu bychom tedy méli vzorec
udavajici teplotu v libovolném bodé tyce a v libovolném
case. Nejprve ovSem musime pozadovnou rovnici sestavit.

Poznamka. Potrebujeme fyzikalni zakony ridici vedeni
tepla. Bez nich matematika model vedeni tepla nema jak
naformulovat. Tyto zdkony je potfeba matematice dodat
z aplikované védy. Tou je v tomto pripadé fyzika, jindy
muze byt biologie nebo geologie. Jakmile jsou potrebné
zakony a pripadné materidlové vztahy k dispozici, stava
se problém c¢isté matematickym a fyzika prijde ke slovu
pri zévérecné interpretaci. PouZijeme nésledujici fyzikalni
fakta.

¢ Rozdilem teplot je vyvolan tok tepla. Velikost toku
tepla je Umeérna teplotnimu rozdilu a teplo tece
z mista s vétsi teplotou do mista s mensi teplotou.

e Teplota se zvysuje dodanim tepla. Zména teploty je
umeérna dodanému teplu.

V dalsim uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych
chvilich vzdy pouzijeme vyse uvedené fyzikalni zakony.

Mluvime o teple, ale jako mechanicky model si muzeme
predstavit proudéni tekutiny (pro jednoduchou ptedstavu)
nebo proudén{ vlhkosti (pro odvozeni rovnice difuze na-
misto rovnice vedeni tepla). Budeme uvazovat libovolné
misto materidlu a budeme matematicky vyjadrovat déje,
které prispivaji ke zméné teploty.

o Rychlost rustu teploty (s ¢asem) je

oT

ot
Meéiime ji napriiklad ve stupnich Celsia za minutu.
Tato rychlost je imérnd rychlosti s jakou do daného
mista doddvame teplo. Proto v dalsim budeme hle-
dat rychlost dodavani tepla a daného mista. Poté se
vratime do tohoto mista a dame tuto rychlost do sou-
vislosti s rychlosti rustu teploty.

e Rychlost rastu teploty jako funkce polohy je

oT
Ox’
Meéfime ji naptiklad ve stupnich Celsia na centimetr.

e Pro pfepocet nerovnomérného rozlozeni teploty na
tok tepla nas zajima nikoliv jak teplota v prostoru
roste, ale jak klesi. Proto musime vzit derivaci podle
prostorové proménné zaporné, abychom dostali po-
kles teploty. Tento pokles vynasobime konstantou,
kterda prevede spad teploty na tok tepla. Tuto kon-
stantu oznacime k (nazyvé se soudinitel tepelné vodi-
vosti a doda ndam ji fyzika a v ni takzvany Fourieruv
zdkon). Tok tepla ¢ ve sméru osy x je tedy

orT
9=k or’
To je veli¢ina, kterda udava, kolik joulu tepla protece
prurezem za jednotku casu.
— Je-li ¢ rovno 7J/min znamend to, Ze prufezem
protece ve sméru osy x sedm jould za minutu.
— Je-li ¢ zdporné a rovno —7.J/min, znamen4 to,
ze sedm joultl za minutu protece v daném misté
proti sméru osy x.

e Pokud do daného mista pritéka teplo stejnou rych-
losti jako odtéka, teplota se neméni a dané misto se
ani neohfiva ani neochlazuje. Intenzita ochlazovani je
dana bilanci mezi pritokem a odtokem. MiuZeme si
to predstavit tak, ze z tepla, které do daného bodu
pritece, se c¢ast “oddéli” a prispéje k navyseni tep-
loty. Zbytek tepla tece dal. Pro zjisténi, kolik tepla
se z toku “oddéli” a zpusobi v daném misté navyseni
teploty potrebujeme védeét, jak rychle v daném misté
tok klesa jako funkce proménné x. Narist uréime de-
rivaci podle z a pokles z nartistu urc¢ime vynasobenim
koeficientem —1. Pokles toku tepla je tedy

" 9¢ _ 9 ( oT\ _ 0 ( OT
dr  Ox or ) ox \" 8z )’

2J/(mincm) toku

¢ = 10J/min znamend, Ze o centimetr dal ve

o
— Napifklad pokles —<2% =
ox


https://en.wikipedia.org/wiki/Turtle_excluder_device
https://en.wikipedia.org/wiki/Turtle_excluder_device
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sméru osy & proteCe prufezem smérem doprava
uz nikoliv deset, ale pouze osm jould za minutu.
— Stejny pokles u toku ¢ = —10J/min znamena,
ze v daném misté protece smérem doleva deset
joulu za minutu, ale o centimetr vice vpravo je
0 2 méné, tj. —10 — 2 = —12 a smérem doleva
teCe dvanact jould za minutu.
— V obou pripadech intenzita toku klesa podél to-
hoto toku. Tok slabne.
o Pokles toku vypocteny v predchozim bodé je imérny
rychlosti rustu teploty. Pislusné konstanty imérnosti
doda fyzika. Plati

kde ¢ je mérna tepelna kapacita a p je hustota.
(V tomto pfipadé jsou hustota i mérné tepelnd kapa-
cita vztazeny ne k jednotce objemu, jak jsme zvykli,
ale k jednotce délky. Napiiklad p je linedrni hustota,
tj. v gramech na centimetr).

— Naptiklad pokles f% = 2J/(min cm) toku ¢ =
10 J/min znamend, Ze o centimetr dal ve sméru
osy x protecCe prurezem smérem doprava uz niko-
liv deset, ale pouze osm joull za minutu. Tedy
kazdou minutu se v jednom centimetru délky od
toku “odpoji” energie o velikosti dva jouly a ta
se “ulozi” do materidlu. Navenek se to projevi
zvysenim teploty v daném misté. Pricemz hraji
roli fyzikalni vlastnosti materidlu, které udavaji,
jaké teplotni zména odpovidad dodanému teplu.

¢ Rovnice odvozena v predchozim kroku se nazyva rov-
nice vedeni tepla a dokdze modelovat napriklad pro-
stup tepla sténou domu. Tato rovnice zachycuje mate-
maticky to, jak funguje material z hlediska predavani
tepla mezi misty o razné teploté.

Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je
vlastné bilance toku tepla. Zeslabeni toku udéava, kolik
tepla se v daném misté spotiebovalo. Tato spotfeba tepla
se projevi zvySenim teploty v misté, kde k zeslabeni doslo.

10

Cést rovnice vedeni tepla Slovni interpretace

oT
N Rychlost s jakou roste
' v daném misté teplota
jako funkce c¢asu.
oT .
e Rychlost s jakou roste
z v daném okamziku teplota
podél tyce.
oT . .
o Rychlost s jakou klesa
v v daném okamziku teplota
podél tyce. Zaporné vzata
rychlost ristu.
oT
—k— Tok tepla. Podle
ox

Fourierova zakona je
amérny rychlosti s jakou
klesa teplota.

Rychlost s jakou roste tok

0 oT
oz \ " ow
t t tepla podél tyce.

—3 (—kaT) Rychlost s jakou klesa tok
Oz oz tepla podél tyce. Toto

teplo zustava v daném

misté tyce a projevi se

narustem teploty v tomto

misteé.

Upraveny vyraz

z predchoziho radku.

Rychlost s jakou klesa tok

tepla podél tyce.

Cervené vyrazy jsou si

ameérné.

Rovnice vedeni tepla

ww:problems / parcialni_ derivace / rovnice_vedeni_ tepla_ interpreta

Numerické modelovani. Rovnici je mozno pouzit k si-
mulaci ¢asového vyvoje teploty naptiklad takto. (Pokud si
rozkliknete odkaz, neuvidite rovnici s po¢ateé¢nimi podmin-
kami a ptikaz k jejimu vyteseni, ale pomérné dlouhy kéd
prevadéjici feseni rovnice vedeni tepla na feSeni vhodné

soustavy linedrnich rovnic. V tomto pripadé se ¢tyticetkrat
fesi soustava 100 rovnic o 100 nezndmych. V inzenyrsky

zajimavych aplikacich byvaji takovych rovnic tisice.)

Druha derivace

https://youtu.be/vIVRrik3EAw

Druhé derivace je derivace prvni derivace. U funkce dvou
proménnych kazdé ze dvou po sobé jdoucich derivaci muize
byt podle nékteré ze dvou proménnych a v avahu pripadaji
¢tyTi kombinace. Pokud derivujeme dvakrat podle stejné
proménné, dostaneme

of 0 of
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https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1U0tv2zAMvgfIf-CliNw6bRTslELA0nMxDEOxFdgLis00ah0pkyjD9q8fJTtrMWw-WB_f_CjqAj651poKocUarQHCU6Ph5B08Y22dd8MRvXURqK8gwN50rtW2P46ejjQjq-HF2cpUB8gokLbEuU6u0oSVPfu6eD2fXcDDGAiBi6a0BrhK44Z0ttalegiiMRa1T1m825umeBP6R8kH1lC7oAfu_TjGt0k4OOAu2piZ-DhwxkqHHgYTXvQRYci-f_PONT6YAZk8aA7tzFGzj8eAmc_RcbfMkEn1zLY2e_TIzOez-exeyVvaq9X1u9v5TKv3ggpYMdyNUK6S8MRCN-prYt-VTKg7I92cDlrVdFN3P9Ys207dM06IFO1vamJIUq02NW1oz0KXhW5zzziqAb0LwtKVLG13JYukFJtSFkoLkouzjLYu1O5VI8tNoZ5ElwN4Bsv_fGz6guB2AX2LQAcE_BU1GWdByAJMAGNh7_zxJ2wvo6CyK9SSz6VkxMHb5CJSZ2N7ENKsA-fwyFtE3nTz2VZhj-LcPmcDo9YbyxbgbytMaZZyY9isvuZ5wVIu15cjzP_vHMcUMxUY20iFayRerWh5ZQL3jZaMbpr-TQ2e21jlLrXNZXgui9tRldXMUrGhzK29avM8kz6BPMKzLUpQYvvtjtPAqE1uiU4BKkqRUTLlfv89eNZ_5K0nY5_yzHkbY0PhOtV5lOrFOyt4Jad7l0U53uPDW9M08HK68so1fEv6BAdH89kpi-JRlg-yjEXKGw66TvWM5ZmdpoCd9rx9hhoUi8996575dcUdHuL0vvvpPS84RdfoHTZi0SWhnwRKwjAJcVH8Bv3_UjQ=&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Pokud derivujeme pokazdé podle jiné proménné, dosta-
neme v zavislosti na poradi

9 of
oz dy

0 of

Oy Ox”

Podéji si ukdzeme, ze tyto dvé moznosti jsou v praxi
zpravidla vzdy totozné.

Je-li tepelna vodivost k v rovnici vedeni tepla

oT
¥ )

konstantni, redukuje se rovnice na rovnici

)
pcat T Oz

o1
0x?’

T
Pe ot

ve které figuruje druhé derivace podle polohy.

Fisherova— KPP rovnice

Analogicky postup jako u vedeni tepla funguje pro libo-
volny transportni déj. Pouziva se naptiklad pro model
§ffeni zivoc¢isného druhu v Zivotnim prostredi nebo Si-
feni genu v populaci. Ukédzeme si zde linearni verzi pro
jednorozmérné zivotni prostfedi, napriiklad podél reky.
Vicerozmérné zobecnéni si uvedeme na konci semestru.

Tento model se nazyva Fisherova—KPP rovnice a jedna
se vlastné o rovnici vedeni tepla, do které jsou doplnény
zdroje.

Ponékud krypticky nazev Fisherovy—KPP rovnice je podle
jmen vyznamnych védci spojenych s touto rovnicich. Jsou
to vyznamny americky statistik a biolog Ronald Fisher

a trojice ruskych matematikii Andrey Kolmogorov, Ivan
Petrovsky a Nikolai Piskunov.

Fisherova—KPP rovnice popisuje populaci, ktera se miize
S§itit v prostoru. Kromé ¢asové zavislosti tedy musime uva-
zovat i zavislost na poloze. Tato rovnice je vyjadiena pro
funkci vyjadiujici hustotu populace. Hustotou populace
muze byt napiiklad mnozstvi jedinci na jednotku délky,
v pripadé zobecnéni na vice dimenzi mnozstvi jedinct na
jednotku plochy. Procesy vedouci k migraci a tedy i zméné
hustoty populace jsou stejné jako u vedeni tepla. Popu-
lace ma tendenci migrovat z mist, kde je vysoka hustota
do mist, kde je hustota mensi a v misté, kde prevazuje
imigrace nad emigraci velikost populace roste. Protoze se
populace muze rozmnozovat, je do rovnice navic zapoc¢itan
¢len modelujici vlastni reprodukci. Zpravidla je uvazovan
logisticky rust a rovnice ma poté tvar

D%—i—ru(l—%).

ou
ot
Tato rovnice byla pivodné navrzena jako model sifeni

vyhodného genu populaci. To potvrzuje, ze v rovnici mame
opravdu néastroj pro Sifeni nebo transport riznych objekt,
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od energie, pres molekuly nebo c¢astice v latce ¢i geny
v populaci az po jedince invazniho druhu v ekosystému.

Uvedend rovnice zfejmé nebude fungovat tam, kde se
populace chové jinak, nez teplo, napriklad pokud jedinci
téhoz druhu maji tendenci se shlukovat, coz nékteré druhy
jak zndmo ¢ini. Rovnice a cely pristup jsou dostatecné
flexibilni na to, aby zvladly tpravu i na takové pripady,
to ale jiz presahuje ambice tohoto textu.

Numericka aproximace derivaci: ko-
necné diference

https://youtu.be/iGohx4i95F1

—— spojita funkce
diskrétnf reprezentace funkce
4 bod, ve kterém sledujeme riist

Zpétna diference

RUzné odhady ¢i méreni rychlosti riistu funkce

Dopredna diference

// 47///// //

Centralni diference

Derivace

/

Obrézek 1.3: V praxi casto pracujeme s daty ziskanymi po skocich.
Misto spojité funkce (kiivky) tedy mdme funkci definovanou v bo-
dech (diskrétni funkce). I zde je nutné mit moznost mérend rychlosts
zmény, kterd je co nejvice kompatibilni s derivact.

Detail

Dopredna diference

Zakladnim pristupem pri numerickém odhadu derivace
je vynechani limitniho prechodu v definici derivace. Pro
funkci jedné promeénné a jeji derivaci
df et h) — f@)
dz h—0 h
tedy dostavame
df  f@+h) - f()
dz h ’
Okamzita rychlost je nahrazena primeérnou rychlosti na
intervalu (x,z + h). Tento podil se nazyva doprednd po-
mernd diference nebo zkracené doprednd diference. Pokud
pouzijeme tento postup pro parcidlni derivace, dostavame

oxr Ax

of _ flz,y+Ay) — f(z,y)
oy Ay
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Centralni diference

Poznamka (Tayloriv polynom). V diferencidlnim
poctu funkci jedné proménné se zabyvame otazkou hledani
nejlepsi polynomidlni aproximace néjaké funkce. Touto
aproximaci je Taylortiv polynom. S jeho vyuzitim pro
aproximaci kvadratickou funkci plati

fla+h) = gy + L LI

2 3
i 5 h* + O(h?),

kde O(h?) je funkce, ktera v okolf nuly konverguje k nule
alespon tak rychle, jako konstantni nasobek funkce k3.

Presnéjsi aproximace derivace vychazi z Taylorova poly-
nomu druhého fddu napsaného pro f(z + h) a f(x — h),
tj. ze vztahu

Fla+h) ~ @)+ f@h+ (@)’

fla = h) = f@) = @)t 5 £ @h.

Pokud tyto vztahy secteme a odecteme, dostaneme

fla+h) + f(z —h) = 2f(z) + f"(2)h*

F(@+h) = flo—h) ~2f ().
Odsud dostdavame aproximace prvni a druhé derivace

LA @+ h) = fa—h)

F'@) =4, 2h

d? —h)— h
iy = B L S =20 1 14

Analogicky pro parcialni derivaci podle z

of _fla+hy —flz—hy)
ox 2h

(Q)Qif ~ f(ac—h,y) —2f(x,y)+f(x+h,y)

dx? "~ h?
Tato aproximace prvni derivace se nazyva centrdlni di-
ference a je presnéjsi nez dopredna diference, protoze je
zalozena na presnéjsi aproximaci funkce f. Pouziva totiz
polynom druhého stupné. Doprednd diference je zalozena
pouze na linearni aproximaci a proto dava méné presné
vysledky.

Uvedené zavéry shrneme do nésledujici véty, kterou vy-

slovime pro parcialni derivaci podle x i y. Dva vzorce pro
kazdou parcialni derivaci prvniho fddu a jeden vzorec pro
parcialni derivaci druhého fadu. Aproximace uvedeme ve
tvaru, ze kterého je mozno soucasné vidét i chybu pfi pou-
7it{ dané aproximace. (Pro uréeni chyby u druhé derivace
aproximujeme polynomem o fad vyssim.)
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Véta (aproximace parcidlnich derivaci pomoci ko-
neénych diferenci). Plati ndsledujici aproximace deri-
vace podle x.

e Y + O(h)

of  flx+h,y)— flx—h,y)

% = oh +O(h2)

’f  fle—hy) —2f(x,y)+ fz+hy)

prch 2 + O(h?)

Plati ndasledujici aprozimace derivace podle y.

g: f(x,y—i—h)—f(a:,y)

By h + O(h)

B = o +O(h?)
32f_f(ac,y—h)—2f(x,y)+f(:c,y+h)

o = = +0(h?)

ww:problems/parcialni_ derivace/centralni_ diference.pg

Diskretizace diferencialnich rovnic pomoci
konec¢nych diferenci

Rovnice obsahujici parcialni derivace jsou prirozenym ja-
zykem, kterym modelujeme fyzikalni déje. To jsme vidéli
na rovnici vedeni tepla vyse a setkdme se s tim i dale. Bo-
huzel tyto rovnice umime ruéné vyresit jenom v pomérné
specidlnich pripadech a ani v téchto pripadech to neni
snadné préace. Proto v inzenyrské praxi ddvame prednost
numerickému feseni rovnice. To je zaloZzeno na numerické
aproximaci derivaci a prevadi reseni rovnic s parcidlnimi
derivacemi na feseni linearnich rovnic. Moznosti si nazna-
¢ime v néasledujici poznamce, kterd je ¢isté informativni
a neni toho typu, ze byste méli umét vypocty v ni uve-
dené reprodukovat. Je vsak dulezita pro pochopeni, co
nam z rovnic vlastné muze vyplyvat a jaké jsou zhruba
pozadavky na vypocetni prostiedky.

Poznamka (explicitni metoda FeSeni rovnice vedeni
tepla). Po pfevedeni derivaci z rovnice vedeni tepla

T
PCat ~ " oa2
bychom dostali

pCT(m,t+ At) — T(x,t) _

T(x — Ax,t) — 2T (x,t) + T(z + Az, t)

At Ax?

kde Az a At jsou intervaly oddélujici body a casy, ve
kterych aproximujeme teplotu. Odsud

kAt

T(x, t+At) = T(a, 1)+ ——" [T(x_m, £)—2T (z, t)+T(x+Ax, t)

pc(Ax)?

a teplotu T'(z,t + At) v nasledujicim ¢asovém okamziku
v libovolném bodé = dokazeme vypocitat ze soucasné tep-
loty v tomto bodé a z teploty v sousednich bodech x + Ax


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#taylor%C5%AFv-polynom-a-polynomi%C3%A1ln%C3%AD-aproximace-v-1d
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a x — Ax. Toto je vzorec pro takzvanou explicitni metodu
feseni rovnice vedeni tepla a tuto metodu je snadné im-
plementovat programovym kdédem. Pokud teploty v case
t usporaddme do sloupcového vektoru f(t), je dokonce

mozno predchozi vztah zapsat pro vSechny body soucasné
jedinou maticovou rovnici

, , kAL -
T(t+ A1) = T() + o A T(O)

kde A je matice, kterd méa v hlavni diagondle Cisla —2,
podél diagondly ma ¢isla 1 a jinak nuly s vyjimkou prvniho
a posledniho fadku, které jsou nulové. Viz vysledny kod,
kde je jenom jeden cyklus pro posun v Case a namisto

cyklu pres vSechny body v ty¢i je zde maticové nasobeni.

Jesté existuje metoda zaloZend na zpétné diferenci v case
namisto dopredné, tj.

OT(x,t)  T(x,t)—T(x,t — At)
ot At
a odsud
T(x,t) = T( t—At)+k7At T(z—Az, t)—2T (2, t)+T(
z,t) =T(x, e(Br)? r—Az, x, T

Toto vztah umoznujici vypocet teplot v case t z teplot
v Case t — At. Bohuzel vsak v kazdém tomto vztahu figu-
ruji t¥i teploty v Case t, které jesté nezndme. Uloha vede
na Teseni soustavy linearnich rovnic, kterych je stejné jako
je uvazovany pocet bodu v ty¢i. Tedy v prakticky vyuzitel-
nych tlohach pocty rovnic a proménnych zacinaji radove
stovkami ¢i tisici a omezeny jsou jenom paméti pocitacu.
Kazdé rovnice v soustavé mé sice jenom t¥i neznamé, ale
jako celek je postup komplikovangjsi na naprogramovani i
na vypocet. Presto se ukazuje jako vyhodnéjsi, protoze je
stabilngjsi a dovoluje feSeni pocitat po vétsich casovych
skocich nez pti explicitni metodé. Programova realizace je
zalozena na TeSeni rovnice a v programech Octave nebo
Matlab muze vypadat nasledovné. Tento pristup se nazyva
implicitni metoda Teseni.

Vzdalenost a pojmy s ni souvisejici

V podkapitole vénované popisu bodf, mnozin a jejich
vlastnosti v euklidovském prostoru se ujistime, ze doka-
zeme dat presny obsah tak béZnym pojmim, jako vzdéle-
nost nebo hranice mnoziny. Protoze matematické pojeti
téchto pojmu plné vystihuje a zobecnuje zdkladni pred-
stavu z bézného zivota, neni v tuto chvili nutné se ucit
jednotlivé definice. Jenom si rdAmcové odneste prehled, jak
jsou tyto pojmy definoviany a jaké pojmy vlastné pouzi-
vame. V pripadé nutnosti se k témto definicim muyzete
kdykoliv vratit.

https://youtu.be/owfHzLBonRA
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V dalsim budeme pracovat s pojmy jako mnozina a jeji
hranice, mnozina obsahujici hranici, mnozina neobsahu-
jici hranici, spojita funkce apod. A¢ v technicky nejvy-
znamnéjsich aplikacich ¢asto mizeme tyto pojmy chépat
intuitivné, historie ukézala, Ze presnd formélni definice je
nezbytna.

V dalsim nastane jedna z nejnebezpecnéjsich situaci v ma-
tematice, kdy presné definovanému pojmu déame nazev,
ktery lidé znaji z prostého zivota. Naptiklad hranice, ob-
last, spojitost, uzavér, okoli, ... Podrobny rozbor ukazuje,
Ze tyto definice jsou v jednoduchych piipadech v souladu
s intuici.

Euklidovsky metricky prostor

Definice (metricky prostor, metrika). Mnozina E?
prvkii z R? s metrikou p definovanou pro A = (z,ay,a;) €
R3 a B = (by, by, b.) € R? vztahem

P, B) = \J(az = b)? + (= b,)? + (az = b.)?

se nazyva Fuklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru
E? budeme nazyvat body. Funkce p se nazyva Fuklidovskd
metrika. Cislo p(A, B) se nazyva Euklidovskd vzddlenost
bodu A, B.

Analogicky je mozno definovat metriku v prostoru libo-
volné konecné dimenze.

Definice (okoli). Bud A € E" bod zE" ae > 0 kladné re-
alné cislo. Epsilonoviym okolim bodu X rozumime mnozinu
oznacenou O, (A) sklddajici se z bod, jejichz vzdédlenost
od bodu A je mensi nez ¢, tj.

O:(A)={X eE": p(A,X) <e}.

Ryzim epsilonovgm okolim bodu A rozumime mnoZinu
O (A) definovanou

0-(4) = 0:(A)\ {4},

tj. e-okoli bodu A, s vyloucenim bodu A.

Vyznamné vlastnosti mnozin v Euklidov-
ském prostoru

V nésledujicich definicich je X € E" bod a M C E"
podmnozina v Euklidovském prostoru E" (n = 2 nebo 3).
Abstraktné je mozno s témito pojmy pracovat i v prosto-
rech libovolné konec¢né dimenze.

Ohranic¢ena mnozina: Mnozina M se nazyva ohranicend,
jestlize lezi v (dostateéné velkém) okoli néjakého bodu
Y e E™.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVVUGO4zYQvBvwH_pijOzR7NoD5DKGf7DIIRgsAgTJghY5a1oUKUikIOlPeUU-lmqKsjUzhyA-WKJEVldXV7c29JvrrC4UdUoqq8mr2giqG0dXJa1r3FipxrpAfiiopTfdu07YoZp2Oi9wZwWVzha6uFC8a72wHli1K4RXhZ33uvBlvdrQ63SQWgRlWE2IYtzI1846jqcoM9oq0TBK49602S6O3h7ioiRJ14oR3KvpfMeLiyOw6ELMpAkjEAvRDjTqthSVojHu_Zh3jPGrHhWSJ4Gjva4E9jSqVTGfyoEtMkRSA7KV-k01CpmT6mujC83UKuWdhGBPk4IyFBfBEumqNqpS1otC5ySMIqvA8ayNxbp2ZZB4AgAQdd1AZeNKpOajhIoqYYb1CgQjR8HZYXNcr1ff6ESHI02_DUllSsHSqvXKx1frle1x88v-mLagNsrTGfRSEXIoQaVXDSd2DhJUeZNG_FS-ABAfQSaUGYSJMgp4I57kON--2v44bWmQAmyUEqKsGyVyt3hKsoNMrQstdDqze5jOFhAc5ct-v-eUNks9ctIWFDth4MWrKIdqptqRFFZVDKGoNUrCB55gXjsk-lCPlr93wFSFVtN58PRB8pyu2gq8B66Z6jMXjYUPYDoq5JhZ_3jIbf942B5nfA2DaWH0yB6CECBjVY4IUWc1Uw-lEfKmcizy648OZeCWONF-B7-12R18Azel8t9bDOpdHOzmF4czZeWWy58KNrH6r8MoT8txbzDHhWTLlGL-4HV4icw-H9lQQFtzpPR47ko-mZz8fZhMhIYrhtKENp9MSKFy421ysL3QdmWjPPd5LLKIF1BPDuIsuiGM2sem7xLwTdUNMJA7rBGuSKKayg_LOEyEUZdxODGvN9fQ9YSs_D3v2MreaO4R2GW42T2aKomWHban_b0LeSaiurIZw5XrbJfDEWTTAC0u7zC4ZqdUsf-F8cHeS6NHS9t__p7FmMTxAIyHOGF9ekYZP529gcomXMQPqRrdsZtPlN1tplH9p-fd4sH2cbF4Omy39JVk_9fzlNRisjIs_hPsLdoshn7nKl4-fmSyI-mPn3hvZmWiFyZLp3ZP5Y6xIHYSP4U4pcj3KkapMAWh_AzJfUv40GB6zW06f-AiWsiumAUv4P4JbW4IZlW7Uapry90BY8OY00iZON3aY36FXezdMiSX_vH7IX89_Al9KtVefjZaZvsX2aOIO9nnuPUw8E76LWZ_4YxrKlGjy9HidVxm8XzO83a9ai9Cavtzmq51OnAWDT4f2huVPXwfOncF63BWl3C3UfxyPACiN-KsTPbQ82JIC_-w_ReYO7Kb&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyFVMFu2zgQvRvwP8zFsJworR1gLwn2kHvRw8IIFii6AC2OY1oUKUgUYekf9gMWe9oP2E_YvbT5r76hZCcpCtRBbFEk37x582YW9JuPzhRMkTU7Q4Frq6huPB1ZO9_4oeLG-Y5CX1BLe3PyUbm-Gk_6oPDkFJXeFaY4UHpqg3IBWLUvVODCnc_67t18tqDteJFaBBVYQ4hi_SC_0XmJx5RZ41g1gtL4vbGrV1cvL_HDmrRv1QDu1Xg_yuLgCSxilzJpugGIhWp7GkxbqoppSGe_zzvF-GgGRvKkcPVkKoUzDbec8qk82CJDJNUjW2323DAyJz7V1hRGqFUcvIZgN6OCuisOSiQyVW25YhdUYXJSlskxOO6MdVjXvuw03gAARH3sqWx8KbmFpCFTpWw_n8nfguSfPipJETewktcf6Ffa3NP4WZBmWyrRl2XTnbD7y_p-2kRpONAO7KYa5BCCysCN5LXrNJjKIYPoU_U6gIQEMqKcQYSnoIA2ImmJ8-G9O92PRxokABed88nioJG6w1vSESq1vmsh007MI3RWgJAo79brtSSzeC1HTsaBYlQWVjyqcqjOVCNp5bgSCKbWsoYNAsG7rh_pz2f0-vMGlqquNbTrw_dy53Q0TmEfqHYszrliomkHngMjw8yF603uTteb1f0Z38BdRlkziIEgA6g4zhEhqcxn4l1plb5onAq8Bez6CiZrsxfQBSw0lfulr6DZwcNjISfXWY8KTjAUW8BLcgjhxH6pQYGdsdMrMcpUxZ8jT30uNy6dnrIHu81d4ge87eSJCP9IKwuinHrAXvCAMGHIPt3c5pt8lExSu9msPo_JxT5E3wiFSgUzKkYGQimx7wNO360uar-V-qWksU8qqDQf0N0YAo3SMOeE-SBIyP9nWG-RvNjph2CpF1MrPlpI6L78S_HLf7X_-ifaQhEQnv9neYui16r6-nc4t-reN3QEh9s7tNQlapoXwZqYKlf2l6bCrphiS9ekw_tMn_64XdEVZQ_42i5XyyThqBYYxwFKFiDeDSYqtJkqG3FYo1xbozYFbAh5gx9EZlV0RzFim9JDS1SYBCV6lqtxSqV8xVuwid9Jifade8KlVKPW-q5O2-OtPrHtsuP1j9wBSQYexzf4DZqPaLzYlxiwNg0yVAcAF2Efz1sQ8fkvfv5HniYNP_2-ybebz0CvuD08NUZn6zt9QswrfcrxGCDulQ6r-_ms8NY3laph6jCf1WmZpfu5TJz5rD0obdzTOF_q6cJONfNZMMFytnzsoz-Cd7fjQ_fSZml2LgFxsmrHNlueZNFPi7BcfQPOnGh8&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1U01v2zAMvQfIf-CliNw6bVTslELA0nMxDEOxFWi3QbGZRq0jZRJl2P71o2RnLYbNB-vxm4-izuCLa62pEFqs0RogPDYajt7BC9bWeTcc0FsXgfoKAuxM51pt-8Po6Ugzshpena1MtYeMAmlLnOvoKk1Y2ZOvi5fz2Rncj4EQuGhKa4CrNG5IZ2tdqocgGmNR-5TFu51pinehf5R8YA21C3rg3g9jfJuEvQPuoo2ZiY8DZ6x06GEw4VUfEIbs-zfvXOOTGZDJg-bQzhw0-3gMmPkcHHfLDJlUz2xrs0OPzHw-m8_ulLyhnVpdfriZz7T6KKiAFcPtCOUqCc8sdKO-JvZdyYS6E9LNca9VTVd19-OaZdupO8YJkaLdVU0MSarVuqY17VjostCt7xhHNaB3QVi6kKXtLmSRlGJdykJpQXJxktHWhdq-aWS5LtSz6HIAz2D5n49N3xDcNqBvEWiPgL-iJuMsCFmACWAs7Jw__ITNeRRUdoVa8rmUjDh4k1xE6mxsD0KadeAcHnmLyJtuPtso7FGc2udsYNT12rIF-NsIU5qlXBs2q8c8L1jK5fX5CPP_O8cxxUwFxjZS4RqJVytaXpnAfaMlo5umf1eD5zZWuU1tcxmey-JmVGU1s1RsKHNrb9o8z6RPII_wZIsSlNg8Pd1yHhjVyS_xKUBFKTJKptzwvyfP-s-89mTscx46r2NsKFymQg9SvXpnBe_kdPGyKMeLvH9vmiZeTndeuYavSR9h72g-O2ZRPMjyXpaxSHnDXtepnrE8tOMUsNWe189Qg2LxtW_dCz-vuMV9nB54Pz3oBafoGr3FRiy6JPSTQEkYJiEuit9lQlKQ&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_method#Example:_The_heat_equation
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Vnitini bod, vnitfek, oteviend mnozZina: Bod X se
nazyva vnitrnim bodem mnozZiny M, jestlize X € M a
existuje néjaké okoli O(X) bodu X lezici celé v mnoziné
M, tj. O(X) € M. Mnozina vSech vnitinich bodd mnoziny
M se nazyva vnitrek mnoziny M a oznacuje M°. Je-li
mnozina M totozna se svym vnitikem, tj. je-li kazdy bod
mnoziny M vnitini, fikdme, ze mnozina M je otevrend.

Hrani¢ni bod, hranice: Bod X se nazyva hranicnim
bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli bodu X obsahuje
alespon jeden bod lezici v mnoziné M a soucasné alespon
jeden bod nelezici v mnoziné M. Mnozina vSech hrani¢nich
bodt mnoziny M se nazyva hranice mnoZiny M a oznacuje
oM.

Uzavér, uzaviend mnozina: Uzdvérem mnoziny M
rozumime mnozinu M definovanou jako sjednocen{ vnitiku
a hranice mnoziny M, tj. M = M° U M. Je-li mnozina
totoznd se svym uzévérem (tj. obsahuje-li vSechny své
hraniéni body), nazyva se uzavrend.

Souvisld mnozina: Mnozina M se nazyva souvisla,
jestlize kazdé dva body, lezici v mnoziné M lze spojit
lomenou c¢arou, lezici v M.

Oblast, uzavirena oblast, kompaktni mnozina: Ote-
viena souvisld mnozina se nazyva oblast. Uzaviend sou-
visl4 mnozina se nazyva uzavrend oblast. Uzaviend ohra-
ni¢end mnozina se nazyva kompaktni.

Spojitost funkce

Spojitost skalarni funkce: Necht f:R"™ — R je skaldrni
funkce n proménnych definovand v néjakém okoli bodu

A € R™. Rekneme, ze funkce f je v bodé A spojitd, pokud
pro kazdé okoli O(f(A)) bodu f(A) existuje okoli O(A)

bodu A takové, ze obrazy vsech bodu z tohoto okoli bodu
A lezi v okoli bodu O(f(A)), tj. pro vSechna X € O(A)
plati £(X) € O(f(A)).

Spojitost vektorové funkce: Necht f:R" — R™ je
vektorova funkce n proménnych definovand v néjakém
okoli bodu A € R™. Rekneme, Ze funkce f je v bodé
A spojita, jestlize je v tomto bodé spojita kazda jeji
komponenta.

Elementarni funkce: Vsechny mnohocleny, goniomet-
rické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické funkce
a obecna mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce
VsSechny funkce, které ze zakladnich elementarnich funkei
ziskdme koneénym poctem operaci s¢itani, odecitani, naso-
beni, déleni a skladani téchto funkci navzajem se nazyvaji
elementdrni funkce.

Véta (spojitost elementarnich funkci). Vsechny
elementarni funkce jsou spojité v kazdém vnitrnim bodé
svého definicniho oboru.
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Schwarzova véta

Véta (Schwarzova). Jsou-li smisené derivace spojité
na otevrené mmoziné, jsou zde stejné, tj. plati

o 0f 0 0f

0rdy Oyox’

Vzhledem k této vété existuji jenom tfi druhé parcidlni
derivace. Je tedy bezpecné psat

0% f 0% f 0% f
oxz?’  Oxdy’ Oy’
nebo
" " "
zxr Jay Jyy

Z ptaci perspektivy

o U ménicich se veli¢in bézné udavame, jak se zméni za
jednotku casu nebo jak se zméni na jednotce délky.
Napriklad o kolik vzroste teplota za hodinu. Pomoci
parcidlnich derivaci mazeme tyto zmény sledovat a
popsat jejich okamzité rychlosti. Tato dovednost je
nutnd pro matematické vyjadreni predstav, jak fun-
guji vztahy mezi veli¢inami zavislymi na vice promén-
nych.

e Parcidlni derivace udava okamzitou rychlost, s jakou
se méni funkce vice proménnych pri zméné vybrané
nezavislé proménné. Tedy je to zména funkénich hod-
not pri zméné jedné nezavislé proménné o jednotku a
zafixovani ostatnich proménnych. Tato zména se po-
Cita na nekone¢né malém intervalu a jedna se tedy
o okamzitou rychlost.

e Priroda funguje tak, ze déj v daném okamziku pro-
biha rychlosti souvisejici s aktualnimi hodnotami ve-
licin, které maji na déj vliv. Potrebujeme tedy na-
stroj pro méreni rychlosti. Tim je derivace. V pripadé,
kdy vysledek je ovlivnén vice vstupnimi daty, mame
funkci vice proménnych a parcidlni derivace, kdy sle-
dujeme vliv kazdé vstupni veli¢iny samostatné.

e Prirodni zédkony jsou formulovany bud pfiblizné, po-
moci souc¢ind, podili a prumeérnych rychlosti, nebo
presné pomoci derivaci a okamzitych rychlosti. Nam
jde o detailni popis, tj. o presnou fomrulaci.

o Kvalitativni predstava muze byt, ze teplo tece do stu-
denéjsiho mista a v misté, kam se dodava teplo, roste
teplota. Toto je pouze hruby model. Pomoci parcidl-
nich derivaci tento dé¢j umime namodelovat kvantita-
tivné. Muzeme si tak sestrojit model, porovnat s ex-
perimentem a presvédcit se, ze nase metody kvanti-
tativniho vyjadreni fyzikalnich zakonu jsou spravné.
Tim si potvrzujeme, Ze jsou spravné nase predstavy
o fungovani materiala.

e V praxi casto derivace pocitdme pro funkce dané
tabulkou. V tomto pripadé pouzivime numerickou


http://cs.wikipedia.org/wiki/Elementární_funkce%7D
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aproximaci derivace. Nejéastéji pomoci centrdlni di-
ference.
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Kapitola 2

Gradient

Anotace. Opakovéni

e Umime pomoci derivace najit rychlost, s jakou se méni
veli¢ina, ktera je objektem naseho zdjmu. V této pred-
nasce se zamérime na prakticky nejlépe vyuzitelny pri-
pad, kdy budeme sledovat zavislost na prostorovych
proménnych.

e Apardt predstaveny v této prednasce méa smysl
zejména ve dvourozmérném a trojrozmérném svete.
Budeme schopni sledovat, v jakém sméru veli¢ina
roste a klesd maximalni rychlosti. Tato veliina
v mnoha pripadech determinuje rychlost s jakou pro-
bihaji fyzikalni procesy typu difuze nebo vedeni tepla.

e Obecnéji tento aparat slouzi k linedrni aproximaci
funkce. Nauc¢ime se linedrni aproximaci pouzit i pro
vektorové funkce. To nam umozni formulovat fyzi-
kalni zédkony davajicich do souvislosti tok a gradient
veli¢iny (spad veli¢iny) i v pfipadé, kdy tyto vektory
nemaji stejny smér. Bez této dovednosti se neobje-
deme, chceme-li realisticky popsat vlastnosti anizot-
ropnich materidlu. Pri této prilezitosti zjistime, Ze né-
které fyzikalni veli¢iny maji pfi vyjadreni v souradni-
cich podobu matic. Zpravidla na né odkazujeme jako
na tenzorové veli¢iny.

o Jako vedlejsi produkt slouzi gradient k nalezeni lo-
kalni extrémi funkce.

Vrstevnice

e Pro funkci dvou proménnych jsou vrstevnice kiivky,
které spojuji mista se stejnou funkéni hodnotou.

Geometrie

e Skalarni sou¢in dvou vektoru je definovan vztahem
(u1,uz) - (v1,v2) = vy + Ugva.

Pro kolmé vektory je skalarni soucin nulovy. M&-li
jeden z vektor jednotkovou délku, je skalarni soucin
primétem druhého vektoru do sméru daného uvazo-
vanym jednotkovym vektorem.

Linearni algebra

manimp:MatrixMultiplication|Maticové ndsobeni.

e Soucin matice a vektoru je linedrni kombinace sloupcii
matice, pricemz koeficienty této kombinace jsou
slozky vektoru. Viz nasledujici priklad.

G ) =2 () ()= 6)

e Matice je mozno chapat jako zobrazeni mezi vek-
torovymi prostory. Vektor miZeme pomoci matice
zobrazit na jiny vektor. Zachovivaji se pritom dule-
zité vlastnosti, jako se pritom rovnobéznost a poloha
stredu tsecky.

Matice je mozno pouzit pro prepocet vektori a ten-
zoru do jiné soustavy souradnic.

Prerekvizity.

e Navazeme na znalosti parcidlnich derivaci z minulé
prednésky.

e Pro efektivni formulaci vyuzijeme maticovy soudin. .
Ten vétsina studentt poznd v iivodnich prednaskach

z matematiky. Naptiklad zde.

Pred snahou o linearni aproximaci funkce vice pro-
ménnych je vhodné si zopakovat linearni aproximaci
funkce jedné proménné.
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Pokud se vektor zobrazi na svij ndsobek, nazyva se
vlastni vektor a tento nasobek je vlastni ¢islo.

AT = \J

Matice s vlastnimi vektory se sméru souradnych os
je diagonalni. Skutec¢né, naptiklad pouzitim definice


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/
http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/
http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/
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maticového soucinu a pouzitim definice vlastniho vek-
toru a c¢isla dostavame

a b\ (1\ fa a b\ (1\ _ A\ 1

c d)\o) " \c) ® c d)\0)  T\0)"
To si vynuti ¢ = 0. Podobné bychom dostali pro vek-
tor ve sméru druhé osy b = 0.

Diferencialni operatory

Parcialni derivace se vyskytuji ve vétsiné dulezitych rovnic
popisujicich fyzikalni svét okolo néds. Vztahy ze stredoskol-
ské fyziky nebo tabulek pro inZenyry jsou jenom dusledky
odvozené pro hodné specialni situace. Vsude tam, kde se
zajimame o fyzikalni podstatu déje a mame ambice popsat
déj presné, nestaci sttedoskolsky aparat, protoze je nutné
pracovat s okamzitou rychlosti zmén fyzikalnich veli¢in.

A tyto jsou vyjadreny pravé parcidlnimi derivacemi.

Parcidlni derivace umoznuji sledovat zavislost stavovych
velicin v zéavislosti na soutadnicich nebo case, a to pro

kazdou soufadnici samostatné. Nicméné souradny systém
je néco, co do popisu vnasime uméle a proto by fyzikdlni
proces nemél byt na tomto souradném systému zavisly.

vyrazu — diferencidlnich operdtori. Zde teprve vynikne sila
parcidlnich derivaci.

Gradient

https://youtu.be/9RwaJnV5TUs

Definice (gradient). Gradient skaldrni funkce dvou pro-
ménnych f(z,y) je vektorové pole oznafené a definované

nésledovné. o7 of
V== %
/ (333 6y>
Podobné je definovan gradient skalarni funkce tii promén-
nych f(z,y, 2).

_(Of of of
vi= (aaya)

Vyznam a postaveni gardientu ilustruje nasledujici ptiklad,
ktery je poté zobecnén do pozndmky shrnujici fyzikalni
vyznam gradientu.

Priklad. Pokud je teplota v roviné v bodé (z,y) déna
predpisem
T = (2% — 29*)°C,

je gradientem vektor

VT = (233 — 2, foy) °Cm~ %
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V bodé (1, 1) je gradient
VT(1,1) = (1,-2) °Cm ™",

To znamend, ze v tomto bodé roste teplota ve sméru
osy x rychlosti jeden stupen Celsia na kazdy metr délky
a ve sméru osy ¥y klesd rychlosti dva stupné Celsia na
kazdy metr délky. Vektor definovany timto gradientem
mé smér doprava doli (pod thlem spliiujicim podminku
tangp = —2) a délku /(1)2 +(=2)2 = V5 ~ 2.2. To
znamend, ze maximalni narust teploty je smérem doprava
dolt a tento narust je 2.2 stupné Celsia na kazdy metr
délky.

Poznamka (fyzikdlni vyznam gradientu). Gradient
skalarni veli¢iny f je vektorova veli¢ina, ktera vyjadruje
smér a intenzitu maximalniho ristu veli¢iny f. Presnéji,
vysledkem gradientu je vektor ve sméru maximalniho
ristu veliciny f. Délka tohoto vektoru je narust veliciny
f na intervalu jednotkové délky. Pro rovnomérné rozloze-
nou veli¢inu v prostoru (konstantn{) je gradient nulovy.
Proto je mozné gradient chapat jako miru nerovnomeér-
ného rozlozeni veli¢iny v prostoru. Rada fyzikélnich dé&ji
probihd tak, ze tato nerovnomérnost vyvola proudéni,
které se snazi tuto nerovnomérnost vyrovnat. Napriklad
vedeni tepla vyrovnava nerovnomérné rozlozeni teploty a
difuze vyrovnava nerovnomeérnosti v koncentraci. Teplota
se vyrovnava tak, ze teplo teCe z mista s vysokou teplo-
tou do mista s malou teplotou. Difuze sméruje z mista
s vyssi koncentraci do mista s nizsi koncentraci. V praxi
nas proto vétsinou misto sméru maximélniho riistu zajima
smér maximalniho poklesu, tj. =V f.

Symbol V je operator nabla definovany formélné vztahem

_(9 8 98
-\ oz’ oy’ 0z

o 0
V‘(ax’aﬂ

(v zévislosti na po¢tu proménnych funkce f). “Ndsobeni”

nebo

Ox ox’
Nékdy je vhodné formulovat fyzikalni zakony pomoci
prostredki linearni algebry, zejména pomoci maticového
soucinu. V takovém pripadé gradient zapisujeme jako
sloupcovy vektor.

s funkei f pritom chdpeme jako parcialni derivaci

Gradient tzce souvisi s vrstevnicemi, s kiivkami, které
spojuji mista se stejnou funk¢ni hodnotou funkce dvou
proménnych. Nékdy misto pojmu vrstevnice pouzivime
vyraz, ktery obsahuje i povahu sledované veli¢iny, na-
ptiklad se pouzivaji nézvy jako izotermy, izobary, hyd-
roizopsy, hydroizopiezy atd. Pro funkce tf{ proménnych
mame plochy spojujici mista se stejnou funkéni hodnotou
ekvipotencialni plochy. Gradient je v kazdém bodé kolmy
k vrstevnici (ve 2D) resp. k ekvipotencidln{ plose (ve 3D).
Nakreslit online.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlj71uwyAUhfdIfgcU2TKk5Mdupip0TFdPnapY1IaYFoMFJDV5-hLbUVKVAbjncr_D4bDHHpH-kC_8sl_4w3M0a9mF9SQ0MrxFY-kJ9HiZ4TzUjaS1UJ5sN9HMNvoHNq6VcL5r8td3Yx07K1ExQMHRhHdMud06dMD-pL4r9gJiwEdLkFgQzxMgqWM9HMWwotkj1aRvEyVMfij6KeltHiYWJxbFaQIfEata8HBDCIP_8uAwWBSk0srpkyk7qR3keAg97B6DqWfJlDUoLe1I-sVcigEXUpI9lZahK6h4uiLKM6ucNiUXTNaQr27pIVorbdo_SvjbaDcc_p65uMKPVlwYyTYYUNsFaGmoE5pk6BegT4aw&lang=sage
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Pozndmka (linearita gradientu). Gradient zachovava
soucet a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné funkce f a
g a konstantu c plati

V(f+g9) =Vf+Vg, V(cef) =cVf.

Gradient v prirodé

https://youtu.be/Mpb4EAdIPPM

o V matematice se gradientem rozumi vektor z parcial-
nich derivaci podle vSech proménnych. V aplikacich
tomu byva ponékud jinak. Casto je funkce popisu-
jici studovany systém funkci ¢asu i prostorovych pro-
ménnych. V takovém pripadé gradientem rozumime
vektor slozeny jenom z parcidlnich derivaci podle pro-
storovych proménnych. Cas pfi vypoctu gradientu za
proménnou nepovazujeme.

¢ V jednorozmérném pripadé je gradient totéz co deri-
vace. Presto se nékdy z tradi¢nich divodu respektu-
jicich zvyklosti oboru nemluvi o derivaci, ale o gra-
dientu. Naptiklad mluvime o gradientu teploty pti
studiu tepelné izolacnich vlastnosti materialt. Pokud
méame na mysli vrstvu z jednoho materidlu (a ne napii-
klad sendvi¢ovou sténu), je rozloZeni teploty linedrni
a dokonce v tomto pripadé pojmem gradient vlastné
oznacujeme smérnici primky.

o S gradientem souvisi majdkovd navigace pri migraci Zi-
vocicht. Ti sleduji ur¢ity chemicky podnét a pohybuji
se ve sméru nejvetsiho ristu tohoto podnétu. Tedy ve
sméru gradientu. Naptiklad zralok ve vodé takto sle-
duje koncentraci krve.

¢ Pokud se zajimame nejenom o smér, ale i velikost gra-
dientu, pomuze nam velikost gradientu k posouzeni
rychlosti zmény veli¢iny v prostoru (gradient je velky,
jestlize se funkce méni rychle a jsou-li tim padem vrs-
tevnice nahusto).

e Pri proudéni podzemni vody sledujeme hydroizo-
hypsy, krivky spojujici mista se stejnou hladinou pod-
zemni vody nebo obecnéji se stejnou piezometrickou
vyskou. Tok vody je v homogennim prostiedi kolmy
na tyto kiivky a intenzivni podle hustoty ktivek. Zjed-
nodusené feceno, i podzemni voda méa snahu téct
“z kopce”, ale “z kopce” je ve smyslu nejrychlejsiho
poklesu piezometrické vysky. Anizotropni prostredi
tento tok mize odklanét do sméru, ve kterém puda
klade toku podzemni vody mensi odpor. Podobné
jako dfevo staci tok tepla nebo vlhkosti do podélného
smeéru.

Linearni aproximace

7 diferencialniho poctu funkci jedné proménné vime, ze
plati priblizny vzorec

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — 20).
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Tento vzorec rozsitime do svéta funkci vice proménnych a
do svéta vektorovych funkei.

https://youtu.be/3wTwWTtbkis

Linearni aproximace skalarni funkce
o Linedrn{ aproximaci funkce z = f(z,y) v bodé (z¢, yo)
je

6’f($07 yo)
ox

(¥ — vo)

f(z,y) = f(wo,y0) + (r — x0)

8f(ﬂt’m yo)
+ 7(%

nebo (vyjadieno pomoci skaldrniho sou¢inu a gradi-
entu)

f(z,y) = f(xo,90) + Vf(w0,90) - (x — 20,y — 0)-

o Tecna rovina ke grafu funkce z = f(z,y) vedend bo-
dem [z, Yo, 20], kde 2o = f(z0, yo) ma rovnici

Of(zo,yo0) 3f($o, Yo)

ox ay (y - y0)7

z=2z0+ (x —z0) +

nebo (vyjddfeno pomoci gradientu)

z =20+ Vf(xo,y0) - (x — 20,y — ¥o)-

Linearni aproximace vektorové funkce

Linedrni aproximaci vektorové funkce je linearni aproxi-
mace jednotlivych komponent. To jsou skalarni funkce a je
na né mozné aplikovat postup z predchoziho bodu. Tedy
pro funkci ﬁ(x,y) = fi(z,y)7+ fo(x,y)7 médme v bodé

(20, yo) linedrni aproximace

n 3]‘11(;;,190)(01j

fi(z,y) ~ fi(xo,y0) — x0)

+ 8f1(950,y0)(y

dy - yo)

3f2(330,y0)
ox

—%)-

f2(z,y) = f2(70,90) + (r — x0)

3f2($07yo)
+ T(y

Tyto dva vztahy je mozné zapsat jako jeden vektorovy
vztah ve tvaru

() = (i) + (o) -

%(Z‘O, yo)
0 _
" <%ﬁ2($0,y0)> (y yo).

Y

s

o
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Tento vektorovy vztah je mozné zapsat s pouzitim mati-
cového soucinu misto linearni aproximace. Tim ziskdvame
vztah ve tvaru

fizy)\ _ (fi(zo,y0)
<f2(5573/)> ~ <f2($07y0)>
%(Io,yo) %(5007310) Tr—x
ox o 0
- (%’;?(xo,yo) %%(xovyo) (3/ - yo> '

Po preznaceni dostavame

Fe,y) ~ Flao,u0) + J(0,10) (“’ - x0> |
Y—1Yo
kde of of
1 1
7(1‘,3}) 7(37,:(/)
0 0
%(%y) Ty(m’y)

je Jacobiho matice funkce F.

V materidlovém inzenyrstvi casto provadime linearizaci
v okoli nuly a pro funkci, kterd je v nule nulova. Tedy
mame zg = yo = F (0,0) = 0. Vysledn4 linedrni aproxi-
mace se poté redukuje na tvar

F(z,y) ~ J(0,0) (;) .

Vicerozmérné konstitutivni zakony

https://youtu.be/uTzCAxOOye8

manim:Eigenvectors|vizT25D6Zz8|Piipomenuti vlastnich
smérii matice

manim:Flow|PzFh8f9Qz{8|Tok v anizotropnich materia-
lech je ve sméru opacném nez gradient jenom v pripadé,
ze se jedna o vlastni smér.

Konstitutivni vztahy tvofi z hlediska materidlového inze-
vztahy davaji do vzajemné relace gradient stavové veliciny,
pomoci niz charakterizujeme stav studovaného objektu, a
tok, ktery se snazi zahladit nerovnomérnost v rozlozeni
stavové veli¢iny. Napriklad pfi nerovnomérném rozlozeni
koncentrace latky se tato koncentrace vyrovnava difuz-
nim tokem. Pfi nerovnomérném rozlozeni vnitini energie
v systému se tato nerovnomérnost navenek projevuje
rozdilnymi teplotami v ruznych c¢astech télesa a vyrov-
nava tokem tepla. P¥i riznych piezometrickych hladinach
podzemn{ vody (hladina podzemni vody se zapoc¢tenim
pripadného tlaku a dalSich parametri majicich vliv na
proudéni vody) se tato nerovnomérnost vyrovnava prou-
dénim podzemni vody.

Zakony uvedené nize byly casto odvozeny v jednoroz-
mérném pripadé. V moderni formulaci pouzivame obecny
vektorovy zapis, ktery zohlednuje i smér. Zpravidla je
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mozné pouzit pro tento konstitutivni vztah linedrni apro-
ximaci a proto se vlastné jedna o nasobeni vektoru matici.
Tato matice umozni nejenom zménit délku vektoru a jeho
jednotku, ale i smér. Matice se navic pfi zméné baze trans-
formuje specidlnim zpusobem, tak jako vektory. Takové
objekty nazyvame tenzory. Nize budeme pojmem tenzor
rozumét matici 3 x 3 nebo 2 x 2, podle kontextu. (Obecnéji
je mozno povazovat skalarni veli¢iny a vektory za tenzory
nizsich radu, toto my vsak délat nebudeme.)

Aby mély konstitutivni vztahy nize smysl, uvazu-
jeme v nich gradient jako sloupcovy vektor.

Ficktuv zdkon (difuze)

V roce 1855 némecky lékair A. Fick objevil, ze difuzni tok
J (mnozstvi latky které projde pri difuzi jednotkovou plo-
chou za jednotku ¢asu) je umérny gradientu koncentrace
¢ této latky. Vyjadreno moderni terminologii to znamena,
ze plati

J = —DVe.

Velic¢ina D se nazyva difuzni koeficient. Pokud ma J stejny
smér jako Ve, je D skalarni velicina. Pokud sméry nejsou
stejné, je D tenzor. Z fyzikalnich davodi je tenzor D
symetricky.

Difuzi se naptiklad dievo zbavuje vlhkosti pii vysouseni.

Darcyho zakon (proudéni podzemni vody)

V letech 1855 a 1856 francouzsky inzenyr H. Darcy pokusy
prokdzal primou iméru mezi rozdilem tlaka na koncich
trubice naplnéné porézni zeminou (jednalo se vlastné o roz-
dil vysek pro sikmou trubici) a rychlosti proudéni vody
touto trubici. Pro tok podzemni vody je vhodné rozdil
tlakt vyjadfovat pomoci veli¢iny nazyvané piezometrickd
vyska h. Do této veli¢iny se s¢itd vliv nadmorské vysky,
tlaku geologickych vrstev a pripadné dalsi efekty. Tok
(mnozstvi vody, kterd protece jednotkovou plochou za
jednotku ¢asu) je ddn vztahem

7= —KVh,

kde h je piezometrickd vyska a K je koeficient filtrace. Veli-
¢ina K je v obecném pripadé symetricky tenzor. V izotrop-
nim pripadé ma tok ¢ opacny smér nez gradient veliiny h
a v takovém pripadé se K redukuje na skalarni hodnotu.

Fourierav zakon (vedeni tepla)

Fourieruv zédkon se tyka vedeni tepla a vyjadiuje, Ze vektor
hustoty tepelného toku ¢ je imérny zaporné vzatému
gradientu teploty VT, tj.

§=—kVT.

Je-li materidl anizotropni, coz je nejobecnéjsi pripad, je
veli¢ina k symetrickym tenzorem. Je-li material izotropni,
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je k skalarni veli¢inou, pripadné skalarni veli¢ina néso-
bend jednotkovou matici, pokud potifebujeme zachovat
jejl maticovy charakter. Velicina k se nazyva soucinitel
tepelné vodivosti, koeficient tepelné vodivosti nebo Fou-
rieruv koeficient.

Rizné podoby Fourierova zakona

V souvislosti s Fourierovym zakonem prodiskutujeme
rizné tvary konstitutivnich zdkont. Tento zdkon udava
tok tepla vyvolany teplotnim gradientem. Je to velmi po-
uzivany zakon a proto ma nékolik variant. Zac¢neme od
nejjednodussi formulace (F.1), kterou miZzeme formulovat
pomoci zdkladnich matematickych operaci, nasobeni a
déleni. Tento tvar se snadno pouziva, ale je vhodny jenom
pro jednoduché vypocty, jako napriklad teplotni tnik sté-
nou domu. Slozitéjsi formulace (F.2) a (F.3), vyuzivajici
derivace, dokazi modelovat i to, co se déje uvnitt stény
a jak vypada teplotni profil. Nejsou vSak uzitecné prii
studiu vedeni tepla v roviné nebo v prostoru. K tomu je
nutno pouzit jesté obecnéjsi Zi
vyuzivajici gradient misto derivace. I zde jsou vSak ome-
zeni: je-li soucinitel tepelné vodivosti skalarni hodnota,
je mozné takto spolehlivé modelovat pouze izotropni ma-
teridly. Neni mozné zohlednit skutec¢nost, ze v nékterém
smeéru je prenos tepla snadnéjsi nez ve sméru jiném. Tuto
nesnaz odstranuje az nejobecnéjsi tenzorova formulace
(F.5), kterd kromé gradientu pouZivé i tenzorovy tvar sou-
¢initele tepelné vodivosti a diky tomu dovoluje modelovat
i anizotropni materialy.

Vv

e Jednodimenziondlni tvar, kde se nezohlednuje smér
toku tepla ani rozlozeni teploty je

AT

Az’
kde A je materidlova konstanta, ¢ je tok tepla, AT je
teplotni rozdil na vrstvé materidlu tloustky Axz. Toto
je nejjednodussi tvar, umoznujici zakladni vypocty i
aparatem stfedni skoly, jako naptiklad teplotni ztraty
sténou.

e Zohlednime-li v predeslé formulaci i smér toku tepla
(proti rastu teploty, tj. z horkého mista do mista stu-
deného), ma Fouriertiv zdkon tvar

AT

Az’

e Zohlednime-li v predeslé formulaci i moznost, ze tep-

lotni profil je nerovnomeérny, musime zménu teploty

pocitat derivaci misto podilu a poté méa Fourieruv z&-
kon tvar

g=A (F.1)

q= (F.2)

dT

dz’

¢ Chceme-li v predeslé formulaci zachytit i vedeni tepla

v rovinném materidlu ¢i v trojrozmérném télese, mu-

sfme derivaci teploty nahradit gradientem a poté ma
Fourieriv zédkon tvar

q= (F.3)

i=—AVT. (F.4)
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V soutadnicich potom

e Chceme-li v predeslé formulaci zachytit i vedeni tepla
v anizotropnim materidlu (v rtiznych smérech rtizné
vlastnosti), mé Fouriertiv zdkon formdlné opét tvar

§=—A\VT,

ale velicina A uz neni skalarni veli¢ina, je to matice.
V souradnicich potom

or
qi = _ZAijT%-
J

Tento vztah se zpravidla zapisuje pomoci zkracené
Einsteinovy notace (pfes opakovany index se s¢itd a
vynechdvd se znaménko pro sumu) ve tvaru

oT
g = _)\ij%-
j

Tvar (F.5) je nejobecnéjsi. Pokud je materidl iztropni,
redukuje se (F.5) na (F.4). Pokud je tloha jednodimen-
ziondlni, redukuji se (F.4) a (F.5) automaticky na (F.3).
Pokud teplota roste linearné, je mozno derivaci vypocitat
pomoci podilu a tloha se déle redukuje na (F.2) nebo
(pokud nés zajima velikost a ne smér) na (F.1).
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Odlisnssn pripadé vyjadieni

od pred- .
Funguje Zachyti chozi Vi — (6u % 8“)
pro i neline- Udavd formu- oz’ dy’ 0z
anizot-  arni smeér lace
Tvar Pocet ropni prubéh  toku (o Faddk’® 2D T
[ . . . . ou Ju
zékona  dimenzi materidly teploty  tepla vyse) Vu = ((%7 8) )
q= 1 Nema Ne Ne - Y
A AT smysl
Az Obecny pripad (anizotropni)
= 1 Nema Ne ANO Znaménko
- ,\g smysl zohledgeligina K je matice
Ax nuje
fakt7 ze /{111 k12 k‘13
teplo K = k’gl ]{322 ]{323
tece od kgl kgz ]ng
horkého .
koncejejiz komponenty spliuji k;; = k;;. Casto jsou vSechny ve-
ke liciny kladné a prvky v hlavni diagonale jsou dominantni.
studegng 2 C T
q= 1 Nem4 ANO ANO Derivgggﬁl‘fponenty vektoru j = (Jas Jy: j2)" Jsou
2 dr smysl podle z . ou ou ou
dz (jedno- Jo = —k1187 - k’123fy - k135,
roz-
mérny Jy = —k2188% — koo %1; k2388%,
gradi-
ent) Jz = —k31887u - 163266i - kasaala
misto v Yy o
podilthoy zjistime prostym maticovim ndsobenim. Prostor pro
q= Libovolny Ne ANO ANO Jednogeaseipsavu nen.
—\VT gradi-
A skalar ent je
nahraOrtotropni pripad, vhodné zvolené osy
zen
obec- V obecném pripadé je zpravidla mozné transformovat
nym soustavu soutadnic tak, aby tenzor K byl diagonélni. Po-
gradidmnd je studovany problém ortotropni, mé charakteristické
tem. sméry (pfesnéji, ma tii roviny symetrie materidlovych
Tok jevlastnosti), bude tato diagonalita tenzoru K v pfipadé, ze
vektowvolime souradnice v souladu s témito charakteristickymi
q= Libovolny ANO ANO ANO Materdalovs.
—\VT charak-
A ten.zor t§ris— ky 0 0
(matice) .tlka A K=[0 kyp 0
e 0 0 ks
matice.
Komponenty vektoru ; jsou potom dany vztahy
Specialni pripady vztahu mezi gra- g 0w
. Jz g
dientem a tokem o
jy = _k‘2287y7
https://youtu.be/vrPhbe-GJqc du
Jz = —k‘335-

Uvazujme vztah mezi gradientem a tokem ve tvaru

kde K je symetricky tenzor. Gradient ma ve trojrozmér-

f: —KVu,

S diagonalni matici se pracuje velmi dobre, protoze ma
v hlavni diagonale vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou fy-
zikalni charakteristikou tlohy. Naptiklad nejvétsi vlastni
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¢islo a odpovidajici vlastni smér charakterizuji smér, ve
kterém je odezva materidlu na vnéjsi podnét maximélni
a vlastni ¢islo udava velikost této reakce. Tyto fyzikalni
charakteristiky nemohou byt zavislé na volbé souradné

soustavy, ve které ulohu popisujeme. Co se méni s vol-

bou soutradné soustavy jsou pouze soutadnice vlastniho

vektoru. Vlastni ¢isla jsou vsak skalarni a proto jsou in-
variantni pfi otocCeni soustavy souradnic. Pokud bychom
nemeéli moznost zvolit soustavu soufadnic tak, aby matice
byla diagonalni, mame alespon jistotu, ze vlastni ¢isla

zustanou stejné.

Ortotropni pripad ve 2D

Stejné jako ve 3D, pouze chybi treti rovnice.

Izotropni pripad

Stejné jako ortotropni pripad, ale navic plati k11 = koo =
k33 = k. Potom j = —kVu, kde k je konstanta a vektory
toku a gradientu maji opacny smér. V tomto pripadé, na
rozdil od ortotropniho pripadu, nezévisi na volbé souradné
soustavy, tenzor materidlovych vlastnosti se redukuje na
jednorozmeérnou konstantu v libovolné souradné soustave.
Toto je nejjednodussi pripad. Proto je studium izotrop-
nich materialt mnohem mnohem jednodussi, nez studium
materiali obecnéjsich. To je nejzdsadnéjsi vlastnost, ktera
¢ini studium biologickych materiald mnohem komplikova-
néjsim, nez je treba studium vlastnosti kovi. Biologické
materidly maji typicky urcitou vnitini strukturu, ktera
jim dava v rtznych smérech rizné vlastnosti. Postupy
odvozené pro izotropni materidly zde nefunguji.

Tec¢na k vrstevnici

https://youtu.be/tc8pmUNyhhI

Vyjdeme z rovnice pro tefnou rovinu v bodé (zo,yo),
ktery je na vrstevnici na drovni nula, tj. plati f(xo,yo) =
0. V fezu vodorovnou rovinou z = 0 z grafu funkce
a z teCné roviny zustanou vrstevnice na Urovni nula a
tefna k vrstevnici v bodé (zg,yo). Rovnici teény ziskdme
dosazenim z = 0 = z¢ do rovnice te¢né roviny.

0= Vf(xo,0) - (* — 70,y — Yo)-

Implicitné definovana funkce

Pokud te¢na k vrstevnici neni rovnobéznd s osou y, je

mozno vrstevnici chapat jako graf funkce jedné proménné.

Takova funkce je do jisté miry urcena jednoznacné, jak
ukazuje nasledujici véta.
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Véta (o implicitni funkci). UvaZujme funkci f(z,y)
dvou proménngch, spliujici v néjakém bodé (xg,yo) pod-
minku f(xo,yo) = 0 a majict v okoli bodu (x¢,yo) spojité
parcidlni derivace. Plati-li

df (w0, yo) £ 0,
oy
je rovnict
flz,y)=0

v okoli bodu (xg,yo) implicitné uréena prdvé jedna spo-
jitd funkce y = g(x).

Lokalni extrémy funkce vice pro-
ménnych

Pro funkce vice proménnych definujeme lokalni extrémy
stejné jako pro funkce jedné proménné. Funkce ma tedy
v daném bodé lokalni minimum, pokud v néjakém okoli
tohoto bodu neexistuje bod s mensi funkéni hodnotou.
Funkce méa v bodé lokalni maximum, pokud v okoli
tohoto bodu neexistuje bod s vyssi funkéni hodnotou.

Funkce jedné proménné urcité nema lokalni extrém v bodé,
ve kterém m4 kladnou derivaci (protoze tam funkce roste).
Stejné tak nemd lokalni extrém v bodé, ve kterém ma
zdpornou derivaci (protoze tam funkce klesd). Derivace
v bodé lokalniho extrému tedy musi byt bud nulova nebo
nesmi existovat. Stejnd myslenkova tvaha se da provést
pro krivky vzniklé na svislych fezech funkce dvou promeén-
nych. Proto plati nésledujici véta.

Véta (Fermatova nutnd podminka pro lokalni ex-
trémy). Jestlize funkce vice proménngch md v néjakém
bode svuj lokdlni extrém, pak kazdd parcidlni derivace,
kterd v tomto bodé existuje, je nulovd.

V bodé lokdlniho extrému hladké funkce je tedy nulovy
gradient.

Tenzor malych deformaci

Na zavér jedna aplikace z oblasti parciadlnich derivaci a li-
nearnich aproximaci vektorovych funkei vice proménnych.
Ukéazeme si, ze parcidlni derivace jsou vhodné k popisu
deformaci.

Vektorovou funkci je mozné chipat jako zobrazeni roviny
do sebe. Toto zobrazeni muze odpovidat transformaci té-
lesa, pusobenim sily. Popisme tuto deformaci vektorem
[7(331,3}2) = (u1(x1,22),us(x1,x2)). Tneto vektor udava
posunuti bodu o soutadnicich (x1,x2) vlivem ptisobici sily.
Pokud je tato vektorova funkce nulové, s télesem se nic
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nedéje, kazdy jeho bod zustava na misté. Pokud je kon-
stantni, kazdy bod se posune stejné a jednd se o posun,
bez zmény tvaru. V obecném pripadé vsak tato funkce
konstantni neni. Linedrni aproximaci v bodé (z1,z3) do-
stavame

~ . A
U(z1 + Azy, 22 + Azz) = U(21,22) + J (21, 22) (AZ) '

Clen [j(ﬂ?l,xg) je posunuti. Tento ¢len nds pri studiu
deformace nezajima, nesouvisi se zménou tvaru. Zajima
nas az druhy c¢len, obsahujici zkombinované deformaci
a pootoceni. Toto pootoc¢eni musime z druhého clene
eliminovat. Udélame to tak, ze Clen rozdélime na Cést

obsahujici pootoceni a zbytek, souvisejici se zménou tvaru.

Nas bude zajimat az tento zbytek.

Pokud matici J(x1,x2) rozdélime na soucet symetrické
a antisymetrické matice, dostaneme matici, odpovidajici
zméné tvaru a matici, odpovidajici pootoceni. Pootoceni
(antisymetrickd ¢ast) nds nezajimd, zajimd nds jenom
zména tvaru. Obecny postup, jak rozdélit matici na soucet
symetrické a antisymetrické matice je

CAGAT A AT

A
2 + 2

Prvni matice v tomto souctu je symetrickd a druha anti-
symetricka. Pro Jacobiho matici dostavame

duy 1 (Our | Oug
J+ JT . oxq 2 (611)2 Bml)
2 R + Oua Oug
2 \ Oza Oz Oxa

Tato matice popisuje zménu tvaru a nazyva se tenzor
maljch deformaci. Ten se jesté nékdy rozdéluje na soucet
vhodného konstantniho ndsobku jednotkové matice (sou-
visi se zvétSenim nebo zmensenim, tj. se zménou objemu)
a devidtor (souvisi se zménou tvaru bez zapocteni zvétseni
¢i zmenseni).

Pro vyuziti v drevarskych tlohach viz téz A. Pozgaj,
Struktira a vlastnosti dreva str 318 nebo P. Horacek,
Fyzikélni a mechanické vlastnosti dfeva I, str. 40. Analo-
gicky jako tenzor deformace je definovan tenzor rychlosti
pretvoreni (deformacni rychlost) pouzivany v hydrodyna-
mice. Muzeme jej dostat jako derivaci tenzoru malych
deformaci (pti studiu deformaci), nebo jako symetrickou
cast matice vytvorené gradienty jednotlivych komponent
rychlosti proudéni. Pro proudéni vody viz J. Riha, Ma-
tematické modelovani hydrodynamickych a disperznich
jevu, kap. 3.3.

Obrazky a online vypocty.
Z ptaci perspektivy

e Parcidlni derivace z minulé prednéasky sleduje vliv
kazdé vstupni proménné na funkéni hodnotu funkce
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samostatné. Gradient se snazi podchytit informaci od
vSech prostorovych proménnych soucasné do vektoru,
ktery mif{ smérem maximalniho ristu funkénich hod-
not a ma velikost odpovidajici nartistu na intervalu
jednotkové délky.

Pomoci gradientu dokédzeme formulovat linedrni apro-
ximaci funkce. U vektorovych funkci tuto aproximaci
muzeme formulovat pro kazdou komponentu samo-
statné a dostavame tak nastroj, jak pomoci matico-
vého nasobeni aproximovat funkéni vztahy, kde na
vstupu i na vystupu je vektor. Tim ziskdme jednotny
popis vSech materidlovych vztahi, kde vektorova ve-
licina, ktera je podnétem, vyvolava jako odezvu jinou
vektorovou velicinu. Napriklad pokles teploty, defino-
vany smérem a intenzitou, vyvolava tok tepla odpovi-
dajicim smérem a odpovidajici intenzitou.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJydU8tq20AU3Rv8DxdlESmaKLbadBEyBbeFkoU3behGmDCWbuKpRzNiNHIr_UO-oKt8QL7C-bBePeq42FCoQGIe555z7kMnMI3gi2nWSmRglphqBGeFLu-NzUWKoAUYZ1LUEgSUdY7OynRtqn2UHI9OIH7l2cEOuWRjnDUFsaWidESZ4UYKZywtdmTj0aYxtuZ-MmGTBUumw3dK30l0yabRu3bV7-kuGI9mPBck-dNPkojgUXzZYSeX7DyKFx3ils-izk5hSvTp5MMdGeX-LJzdBhdxuxf9wflwcALf6nKDTrXZ97dXsIbCyrLAzbpisHZoa7BYWGxQu-o7QpOjrv7ULGctOhM5gswIIB0FiWWdrkwOOSoqA6qDYrZWqFC8M9h6TsnvRXw2UNR3Q65xlwRVsEeed1EHtun-3667NqQSTDa0SMuVaWMKkVX_mQQtYQ5SQ5LMmPcR1fZp12X0qD99SZk3I87dzBDo5XH7VDpSNVTGl0fU22eCQ9JlybyvR6BN_vKLxstthK0GLOXBvJth3rbPA7RH1n8hKXnmfaIKbJ_2J7FVXVyNR0CPWVrR1Dzx58lkER42IjjbYErBvgygzVu2eXdTvOgJbuafeWGkdn5PxSA1ylh-ajE7ZVDKBvnbSRAWRtUPRh9HCVWsBKdfIAiV1HgMFLzK0Rv2kp2RncgOv1QVHgb0-kPIvVSK39oK98SPxpcr88NfuVz53vUqfu-F82S6CL3ri3YT7IHA110RGWTyQbqSv9m_9ckDSdGkpu7OCicNnx5TsC3pb7sKl7c=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 3

Divergence

Anotace.

e Predstavime si univerzalni nastroj umoznujici popsat
libovolny transportni déj v prirodé. Tedy transport
energie (vedeni tepla), transport vody (suSeni dieva,
proudéni podzemni vody, proudéni tzv. mélké vody)
a transport latky obecné (pohyb sedimentii, pohyb
tektonickych vrstev).

e Aparat z této prednasky se vénuje zékladnim princi-
pum transportnich déju. Budeme se zamérovat prede-
vsim na transport energie nebo latky materidlem. Na-
uc¢ime se zakladni predstavu o fungovani téchto déji
naformulovat matematicky. Vzniklé rovnice fesit ne-
budeme, coz viibec nevadi. ReSeni za néas zvliadnou
pocitace. Role clovéka je nezastupitelnd pfi tom nej-
dilezitéjsim, pri formulaci modelu. To bude i nasim
hlavnim tkolem.

e Béhem analyzy transportnich jevi si predstavime
novy diferencidlni operator: operator divergence. Di-
vergence vyjadiuje, zda tok zesiluje a nabira na inten-
7zité (tj. z daného mista vice vytékd, nez tece dovnitt)
nebo naopak.

Prerekvizity.

o Navazeme na vyuziti vektorovych funkci a gradientu
k popisu transportu latky nebo energie prostiedim.

o Ukazeme si, jak se v matematickém popisu transportu
zohledni izotropie nebo homogenita materidlu. Uk&-
zeme si, jak se liS{ popis stacionarnich a nestacionar-
nich jevu a jak se liSi popis materiala s linedrnimi
a nelinedrnimi materidlovymi vlastnostmi. Pokud se
budete pfi pouzivini nematematickych pojmu (jako
napiiklad izotropie) citit zaskodeni, muzete si ozivit
znalosti naptiklad na Wikipedii.

o Rovnici vedeni tepla v jedné dimenzi, kterou jsme si
odvodili v tivodni prednéasce, si zobecnime do dvou-
dimenzionélniho a tfidimenzionalniho tvaru. Je proto
vhodné si zékladni fakta o této rovnici zopakovat.

Transportni déje

https://youtu.be/plQu8IEKc94

Pochopeni a modelovani transportnich déjt je dilezité pro
vétsinu technickych obori. Podstata téchto déja je casto
odlisna, presto maji navenek podobné chovani a tim je

umoznén jednotny pristup pri matematickém modelovani.

Priklady transportnich déju:

e pohyb povrchové vody,
e pohyb podzemni vody,

e vedeni tepla,

e transport vody ve dfeve.

Obecnd bilance veli¢iny, kterd mé zdroje a spotrebice a je
prendsena tokem vypada nasledovné.

o Existuje velicina, spojité rozlozena v prostoru, charak-
terizujici stav systému. Tuto veli¢inu budeme nazyvat
stavovou velicinou. Jeji hustotu oznacime wu.

e Stavova veli¢ina se muze v prostoru premistovat to-
kem 7.

e Stavova veli¢ina muze vznikat a zanikat. Zdroje i spo-
trebice budeme uvazovat spolecné a jejich vydatnost
rozlisime znaménkem: spotiebi¢e budou zdroje se za-
pornou vydatnosti. Celkovou vydatnost zdroju a spo-
trebict v daném misté, tj. mnozstvi veliciny vygene-
rované za jednotku ¢asu v jednotce objemu (nebo plo-
chy, nebo délky, podle poétu dimenzi v tloze), ozna-
¢ime o.

Zakon zachovani (se zohlednénim toku a zdroji) je vlastné
celkova bilance stavové veli¢iny v daném misté. Ptiroze-
nym jazykem je mozno tuto bilanci formulovat nasledovneé.

Prirastek mnozstvi veli¢iny je souctem prirastku
zpusobeného tokem a prirtstku ze zdroji. Akumu-
lace je pritok plus zisk z internich zdroju.

Toto je jednoduchy, ale pritom neuvéritelné silny nastroj.
Umozni jednotnym zptisobem popsat fadu zcela odlisnych
déji. Pro pouziti v matematickém modelu ale musime
jednotlivé pojmy nejprve kvantifikovat. Mérit rychlost
zmény mnozstvi veli¢iny v daném misté umime pomoci
derivace podle ¢asu. Métit zmény v jednodimenziondlnim
toku prenasejicim sledovanou veli¢inu jsme se naudili
jako jednu z prvnich aplikaci parcidlnich derivaci: jedna
se o derivaci toku podle prostorové proménné. Jesté se
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musime naudit mérit zmény v toku ve dvou nebo trech
dimenzich.

Zmeéna toku vektorového pole

https://youtu.be/cXT6ULeZF Js

Budeme sledovat tok vektorového pole a bude nés zajimat,
o kolik se tok v daném misté méni.

e Pro jednoduchost rozdélime tok na t¥i nezavislé ¢asti
ve sméru jednotlivych os a vztdhneme vse k jed-
notkdm cCasu a prarezu. Tedy budeme uvazovat hus-
totu toku stavové veli¢iny.

— Je-li tato hustota toku popsina vektorovym po-
lem ¢ = (P,Q, R) naptiklad v jednotkédch kilo-
gram na metr ¢tvereni za sekundu, znamena
to, ze kolmym priufrezem jednotkového obsahu
projde za jednotku casu P kilogramu sledované
latky, jejiz tok popisujeme.

— Casto se pracuje i s objemovym tokem, kdy
mnozstvi nemérime v kilogramech ale v metrech
krychlovych a napriklad pri ustdleném proudéni
v trubici (hydrodynamika) je tok roven vektoru
rychlosti a pri proudéni poréznim materidlem
(proudéni podzemni vody) je roven filtra¢ni rych-
losti.

o Uvazovani toku v souradnicich nam umozni tok rozdé-
lit na t¥i nezavislé toky ve sméru jednotlivych os (pii-
padné na dva toky ve dvoudimenzionélnich tlohéch).
Miuzeme si pro jednoduchost predstavit tii trubky.
Kazdé trubka miri ve sméru jedné z os.

— Funkce P udava tok v trubce mitici smérem v ose
z (v kladném sméru kladny tok a naopak) a po-
tfebujeme zjistit, jestli tento tok nartsta nebo
slabne. To jsme jiz tesili v pripadé toku tepla
u rovnice vedeni tepla v tivodni prednasce. Deri-

P
vace — udava, o kolik studovand komponenta

toku deaném misté vzroste a tento nérust je
vztazeny na jednotku délky.

— Ve sméru osy y mame tok vyjadreny veli¢inou
QQ a proto nas pro popis zesilovani ¢i zeslabovani

Oy

— Analogicky — ve sméru osy z.

zajima

e Celkovd zména toku bude souctem vSech t¥i pii-
spévkil.

— Pokud je soucet kladny, znamena to, ze tok ze-
siluje. V takovém pripadé je prevaha toku ven.
Z daného mista vice veli¢iny vytékd, nez kolik
tece dovnitr.

— Pokud je soucet zaporny, je tomu naopak.

— Nesoulad mezi pritokem a odtokem je mozné pri-
¢ist na vrub zdrojim a akumulaci stavové veli-
Ciny. Zalezi na charakteru proudici veli¢iny a na
okolnostech s timto proudénim spojenych. Tuto
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informaci nam pro dalsi popis musi dodat externi
véda (obecnd fyzika, fyzika materidlu, fyzika Zzi-
votniho prostfedi, hydrologie, pedologie, ...).

e Pri preciznéjsim formulaci vyse uvedenych myslenek
je nutné pracovat s koneéné velkym objemem (viz ob-
razek), vztahnout vysledek na jednotku objemu a roz-
méry tohoto objemu limitné stdhnout k nule. Toto
vsak jiz presahuje ambice v nasem kurzu a jedna se
o formalismus, kterému se vyhneme primym predsta-
venim hotového vysledku.

Divergence

https://youtu.be/ejDQx3Qjgfl

Vyse uvedenymi tivahami je motivovana nésledujici defi-
nice a véta. (Definice je mali¢ko nepfesna, protoze neméame
nastroje pro peclivéjsi formulaci. Ale je v ni skryta hlavni
myslenka vedouci k zavedeni pojmu divergence.)

Definice (divergence). Divergence vektorového pole F
v daném bodé je previs toku vektorového pole z tohoto
mista nad tokem do tohoto mista. Tento tok se pocita
pres hranici infinitezimalné malého referenc¢niho télesa a
je Vztazeny na Jednotku objemu. Dlvergenc1 vektorového
pole F oznacujeme div F nebo V - F.

Véta (vypocéet divergence). Pro vektorovou funkci

= (P,Q,R) = Pi+ Qj + Rk,

kde P, Q a R jsou funkce tri proménnyjch x, y a z vypoc-
teme divergenci vztahem

Pro vektorovou funkci dvou proménnych vypocteme diver-
genci analogicky, pouze chybi treti clen.

Poznamka (linearita divergence). Divergence za-
chovava soucet a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné
vektorové funkce F' a G a konstantu c plati
F)=cV-F.

V(F+G)=V-F+V-G a V-(c

Poznimka (fyzikalni interpretace divergence). Vek-
torové pole pouzivame k modelovani toku veli¢in, které
nds zajimaji (teplo v materidlu, tekutina nebo chemickd
latka v materidlu, voda nebo plyn v pudé a podobné).
Divergence vektorového pole udéava tok z jednotkového
objemu latky v daném misté. Udava, jestli se v daném
misté a Case tok nabyva na intenzité (kladnd divergence)
nebo ustava (zapornd divergence). Tento efekt muze byt
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zpusoben tim, Ze veli¢ina prendsena timto polem se v da-
ném misté bud kumuluje, nebo ubyva a také tim, ze dana
veli¢ina v bodé muze vznikat nebo zanikat.

Divergence je lokalni veli¢ina. Udava informaci o proudéni
v daném bodé. Pro méreni vsak je nutné mit konecny
objem a pro stanoveni toku koneéné velkou hranici. Vza-
jemny vztah mezi lokalni veli¢inou a kone¢nym objemem je
zalozeny na predpokladu, ze podminky se neméni skokem
a okoli kazdého bodu jsou neprili§ odlisné od podminek
v okolnich bodech.

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence v mé-
Fitelnych pojmech). Tok pfes hranici umime mé¥it u té-
les. Zajima-li nas divergence v néjakém bodé, predstavime
si okolo tohoto bodu néjaké téleso. Napriklad kouli nebo
krychli. Poté ur¢ime tok pres hranici. Tok hranici ven
poc¢itame kladné a dovniti zaporné. Celkovy tok hranici
urcime jako soucet pres vSechny casti hranice. Podil cel-
kového toku pres hranici télesa a objemu tohoto télesa je
odhad pro divergenci v daném bodé. Tento odhad je tim
presnéjsi, ¢im je objem télesa mensi. Naopak, ze zndmé di-
vergence je mozno odhadnout zesileni toku v malé oblasti
okolo studovaného bodu jako soucin divergence a objemu
(nebo obsahu ve 2D) oblasti.

Presnou divergenci ziskdme postupem uvedenym v pred-
chozi poznamce, pokud limitnim prechodem stdhneme
rozméry uvazovaného télesa k nule.

Pokud se pti transportu v daném misté mnozstvi veli-
¢iny ani tok neméni s ¢asem, mluvime o stacionarnim
proudéni a stacionarnim poli. V takovém pripadé se situ-
ace zjednodusi, protoze potom divergence souvisi jenom
s pritomnosti zdrojt a spotfebicii.

Poznadmka (prakticka interpretace divergence sta-
cionarniho pole). Pokud je pfi ustdleném proudéni v né-
kterém misté divergence kladnd, znamena to, ze v tomto
misté je zdroj této veliciny. Pokud je zaporna, je v daném
misté spotiebi¢. Vektorové pole, jehoz divergence je rovna
nule, se nazyva nezridlové pole. To proto, Zze pokud

toto pole popisuje staciondrni tok, tak se jedna o tok

v prostiedi bez zdroju a spotfebicu. (Zkrdcené iikdme

jenom “bez zdroju”, protoze jak jsme uvedli na zacatku,
spotiebife povazujeme za zdroje se zdpornou vydatnosti.)

Ze stiedni skoly z fyziky umime modelovat vektorové pole
pomoci siloc¢ar. Ty zacinaji ve zdrojich a konéi ve spo-
trebicich. Silocary staciondrniho neziidlového pole nikde
nezacinaji ani nekonc¢i a jsou to uzaviené kiivky. Napii-
klad staciondrni magnetické pole je nezfidlové. Absence
zdroji magnetického pole se projevuje tak, ze rozriznutim
ty¢ového magnetu vzniknou dva mensi plnohodnotné mag-
nety. Nevznikne samostatny jizni pdl a samostatny severni
pdl magnetu. To je rozdil oproti poli elektrickému, kdy
rozdélenim tyce s opacné nabitymi konci vznikne jedna
kladné nabita a jedna zaporné nabita ty¢ poloviéni délky.
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Vypocet divergence

Viz cviceni. Jedna se o prosté derivovani se naslednym
seCtenim derivaci.

Rovnice kontinuity

https://youtu.be/HIOmMERpTdVO

o Prirustek stavové veli¢iny za jednotku casu v jednot-
kovém objemu (nebo plose, nebo délce, podle dimen-
zionality tdlohy) je derivace hustoty u podle ¢asu.

ou
Prirastek = —
ot
o Prirtstek veli¢iny v jednotkovém objemu (nebo plose,
nebo délce) za jednotku ¢asu zptsobeny tokem 7'je zé-
porné vzatd divergence vektorového pole 7. Tento pii-
rustek je zplisobeny snizenim toku, proto ho pocitame
jako zaporné navyseni, tj. ziporné vzatou divergenci.
Prirtstek zptsobeny tokem = —V -7
Matematickou formulaci celkové bilance je rovnice kon-
tinuity.
ou

Poznamka (fyzikalni interpretace ¢lent rovnice
kontinuity).

« Clen @
ot
veliciny v v daném misté a Case.

e Clen ¢ udéavéa vydatnost zdroji stavové veli¢iny, p¥i-
¢emz spotrebiCe jsou uvazovany jako zdroje zaporné
vydatnosti. Tento ¢len tedy udéava, kolik stavové veli-
¢iny v tomto misté vznika v jednotkovém objemu za
jednotku casu. Zpravidla neobsahuje derivace podle
casu a polohy. Muze se vSak ménit s ¢asem, s polo-
hou, nebo s mnozstvim stavové veli¢iny. Nemusi byt
nutné konstantni.

e Clen V - 5 udavda v daném bodé zménu ve veli-
kosti proudéni prendasejicim stavovou velic¢inu. Pres-
néji, udava, o kolik vice veli¢iny z daného mista vy-
teCe ve srovnani s mnozstvim veli¢iny, které do tohoto
mista vteCe. Jinak feCeno, udéva, o kolik zesili v da-
ném misté tok 7. My potfebujeme mit zachyceno ze-
slabeni (mnozstvi které chybi v toku se “pouzije” na
akumulaci veli¢iny v daném misté) a proto uvazujeme
zaporné vzatou divergenci, tj. —V ;

e Pokud zdroje stavové veli¢iny neexistuji, jedna se
o bezzdrojovou rovnici. V takovém pripadé klademe
o = 0. Pozname to tak, ze v rovnici chybi ¢len bez
derivaci.

e Pokud studujeme systém v ustdleném stavu, kdy se

udava, jak rychle se roste hustota stavové

u ,
— na levé

ot

stavova veli¢ina neméni v case, je clen


http://user.mendelu.cz/marik/am/slidy/cviceni/cviceni03.md.html
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strané nulovy. V tomto pripadé mluvime o stacio-
ndrnim stavu a staciondrni rovnici kontinuity. Sta-
cionarni rovnice kontinuity typicky popisuje systémy,
které byly dostatecné dlouhou dobu ve stabilnich pod-
minkach a dosdhly rovnovazného stavu. Staciondrni
rovnici pozndme tak, ze v ni nefiguruje ¢len s derivaci
podle c¢asu.

e Vidéli jsme, ze za urc¢itych podminek mohou nékteré
¢leny v rovnici kontinuty chybét. Naopak ¢len V -
charakterizujici zmény v toku je v rovnici kontinuity
pritomen vzdy. Bez néj by rovnice kontinuity ztratila
smysl (resp. redukovala by se na trividln{ pfipad, kdy
veli¢ina v daném misté vznikd danou rychlosti a zi-
stavd zde, tj. problém FeSitelny ¢isté integrovanim).

V matematice casto rovnici kontinuity uvazujeme ve vyse
uvedeném tvaru. Pii praktickém pouziti vétsinou preferu-
jeme nézornou interpretaci jednotlivych veli¢in a proto se
v rovnici mohou objevit dalsi konstanty imérnosti, které
umozni sladit jednotky a fyzikalni interpretaci ¢lenti. Né-
kdy se naopak snazime konstanty co nejvice redukovat
metodami transformace popsanymi v prednasce o diferen-
cidlnich rovnicich. Proto volime vhodné néasobky veli¢in
vystupujicich v matematické formulaci tak, aby se co
nejvice konstant eliminovalo, pripadné shluklo do jediné
veli¢iny. ZkusSenosti ukazuji, ze je vhodné volit veli¢iny
bezrozmérné. Naptiklad v publikaci P. Horacek, Fyzikalni
a mechanické vlastnosti dieva I je zavedena bezrozmérna
vlhkost, bezrozmérny ¢as a bezrozmérnd vzdalenost na
strané 61 pro rovnici popisujici difuzi a charakteristicka
délka, Biotovo ¢islo (bezrozmérnd tepelnd vodivost) a
bezrozmérna teplota, bezrozmérny cas a bezrozmérna
vzdalenost pro rovnici popisujici vedeni tepla na stranich
88 a 89.

V této rovnici neni zahrnut pripad, kdy se veli¢ina prenasi
jesté i proudénim hmotného prostiedi (konvekce).

Rovnice mélké vody

Rovnici kontinuity mazeme pouzit pro popis vody v fe-
¢isti. Uloha je jednodimenzionalni a tok @ je proto skaldrni
velicina. Divergence toku se diky jednodimenzionalnosti

. o . .0
redukuje na derivaci podle prostorové proménné —.

Zachovavajici se veli¢inou je mnozstvi vody. Hustotaxza—
chovéavajici se veli¢iny je mnozstvi vody na metr délky
toku, tj. prutocny prirez A (obsah prurezu ri¢niho toku
v daném misté). Zdroje zpravidla neuvazujeme, tj. ¢ = 0.
Rovnice kontinuity ma potom tvar

0A

94 _ 0@
ot Oz

a nazyva se Saint-Venantova rovnice nebo téz rovnice
melké vody. Tato rovnice se pouziva pri popisu proudéni
v koryté nebo pri modelovani vin tsunami.
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Difuzni rovnice

https://youtu.be/p2F Tgy AWzA 4

Difuzni rovnice je rovnice kontinuity s dosazenym kon-
stituénim vztahem pro tok. Pouzijeme-li pro kvantifikaci
souvislosti toku a gradientu linearni aproximaci, je mozné
psat

7= —DVu,

kde D konstanta tmérnosti. Pokud tok 7 a gradient Vu
lezi v jedné primce, je D realné ¢islo, jinak je D matice.
Napriklad pfi studiu pohybu vody ve drevé se voda ridi
nejen smérem maximalniho poklesu vlhkosti, ale staci
se soucasné do podélného sméru, ve kterém difevo vede
vlhkost nejlépe. V takovém pripadé je D matice. Spojenim
rovnice kontinuity

Ju S
—_— = O- _— v .

ot J

a vztahu pro tok stavové veli¢iny dostavame rovnici

ou
prialie V - (=DVu).

Tuto rovnici je mozno upravit na tvar

Ou
a5 =0+ V- (DVu),

ktery se nazyva difuzni rovnice.
Poznamka (fyzikalni interpretace difuzni rovnice).

« Clen % udéava, jak rychle se méni hustota stavové
veli¢iny u. Je stejny jako v rovnici kontinuity.

e Clen o udévé vydatnost zdroji stavové velidiny. Je
stejny jako v rovnici kontinuity.

e Clen Vu uddva nerovnomérnost v prostorovém roz-
lozeni stavové veli¢iny. Pomoci difuzni matice D a
konstitutivniho zdkona tuto nerovnomérnost prepoci-
tame na tok, ktery se snazi uvazovanou nerovnomer-
nost vyrovnat. Tento tok je reprezentovin vyrazem
—DVu.

e Zaporné vzata divergence toku udava, jak tok v da-
ném misté ztraci na intenzité. Vzhledem k zapornému
znaménku v konstitutivnim zdkoné mé zdporné vzata

divergence tvar
V- (DVu).

Predstavuje prirustek hustoty stavové veliciny v da-
ném misté za jednotku Casu, zpusobeny zeslabnutim
toku.

o Rovnice jako celek vyjadiuje, ze navyseni hustoty sta-
vové veli¢iny (tj. mnozstvi stavové veli¢iny v jednot-
kovém objemu) je soué¢tem navyseni diky zdrojum a
navyseni diky zeslabeni toku v daném misté.

V jednorozmérném piipadé (proudéni jednim smérem)
gradient splyva s parcidlni derivaci a ma jenom jednu


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
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komponentu. Ztraci tedy vektorovy charakter a proto
nema smysl D uvazovat maticové. Prostfedi je automa-
ticky izotropni. Divergence se v takovém piipadé také
redukuje na parcialni derivaci a rovnice difuze v jedné

dimenzi ma tvar
Ju 0 ou
— =0+ —(D—].
ot~ " ox ( &T)
To jsme videéli jiz v prvni prednasce, jenom bez zdroju.

ww:problems/difuzni_ rce/interpretace_ clenu.pg

Vedeni tepla

Dulezitym specidlnim pripadem difuzni rovnice je rovnice
vedeni tepla. Stavovou veli¢inou, kterd se zachovava v tlo-
héch s vedenim tepla, je vnitini energie ve formé tepla.
V materidlu se teplo zpravidla pouze predava z mista na
misto. Nijak se v ném teplo negeneruje ani nespotiebo-
vava. Proto zpravidla nemé smysl uvazovat ¢leny vyja-
dfujici zdroje, tj. o = 0. Protoze teplo nemérime primo,
je vhodnéjsi model formulovat pro teplotu 7. Jsou-li g
a ¢ po radé hustota a mérna tepelna kapacita materialu,
ma ¢len vyjadrujici zménu hustoty energie v daném misté

or .. . .
tvar gc—. Umérnost mezi gradientem teploty a tokem

tepla zprostredkovava Fouriertv zdkon. Difuzni rovnice

ma v tomto pripadé tvar
oT

c— =V -
ST

a nazyva se rovnice vedent tepla.

(kVT)

Poznamka (interpretace rovnice vedeni tepla).

oT
e Velicina — udava rychlost riistu teploty télesa a koe-

ficient pc tuto hodnotu prepocitava na idaj, jak rychle
roste v daném bodé hustota vnitini energie télesa.

o Vyraz kVT udavé (az na znaménko), jak se nerovno-
mérnost v rozlozeni teploty vyrovnava tokem tepla.
Presnéji, tok tepla je —kVT.

e Clen V - (kVT) udéva, kolik tepla z celkového toku
v daném misté zustava a podili se na zvyseni teploty.
Vzhledem k absenci zdroju je to také jediny mechanis-
mus, jak v daném misté muze vnitini energie pribyvat
¢i ubyvat.

e Rovnice jako celek vyjadiuje to, ze pokud z daného
mista vice energie odtéka, nez kolik do mista proudi,
dojde v tomto misté k odpovidajicimu snizeni teploty.
V tomto bodé je totiz divergence toku V - (—kVT)
kladnd a vyraz z rovnice V - (kVT) je proto zdporny.

Uvedena rovnice je zobecnénim rovnice vedeni tepla
v jedné dimenzi, kterou jsme odvodili primitivnimi pro-
stfedky (jenom pomoci parcidlnich derivaci, bez gradientu
a divergence) ve tvaru
oT 0 oT
pc— = — | k—
at Oz \\ Oz
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v tvodni prednésce.

Rovnice vedeni tepla se pouzivd naptiklad pii tepelné
ochrané budov, pri modelovani tepelnych ostrovi v krajiné,
pri tepelné modifikaci dreva, nebo pri studiu permafrostu.

V literature vénované problematice dfeva se rovnice vedeni
tepla ve dfevé oznacuje jako Druhy Fourierav zdkon (P.
Horacek, Fyzikdlni a mechanické vlastnosti dieva I, str.
88).

V nékterych piipadech ¢len charakterizujici zdroje nemusi
byt nulovy. Teplo muze vznikat napriklad pfi tfeni nebo
pri prichodu elektrického proudu transformaci z jiného

druhu energie. Déale teplo vznikd napiiklad pii betono-

vani po pridani vody do cementu, znamy je problém jak
uchladit Hooverovu prehradu pri stavbé.

Rovnice vedeni tepla ve 2D v riz-
nych podminkach

Uvazujme rovnici vedeni tepla ve dvou rozmeérech a v pro-
stredi bez zdroju.

(***)

Stacionarni stav

Stacionarni stav znamena, ze stavové veli¢iny nezavisi na
case. Derivace podle casu je v takovém piipadé nulovad.
Rovnice (***) se redukuje na

V- (kVT) = 0.

Homogenni izotropni material a linearni
materialové vztahy

vy,

Nejjednodussi tvar ma rovnice vedeni tepla v prostiedi,
které je homogenni a izotropni (mé ve vSech mistech a ve
vSech smérech stejné vlastnosti). Veli¢ina k je v takovém
pripadé skaldrni veli¢ina (redlna konstanta).

Podle pravidla derivace konstantniho nasobku se rovnice

veden{ tepla (***) v takovém piipadé redukuje na
aT
E kv (VT
P V- (VT)

a ve slozkach

oT (0T 0T
T ox2 = Oy? )’


http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada
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Ortotropni material, nehomogenni nebo
nelinearni

Dvourozmérny ortotropni materidl ma dva charakteris-
tické sméry souvisejici s rovinami symetrie. Zvolime sou-
stavu souradnic tak, aby osy byly orientovany ve sméru
vlastnich vektori.

Velicina k je v takovém pripadé diagondlni matice. Pro

kz 0O
(0 5)

je tvar rovnice (***) ve slozkdch
O _ o (L orY o (, T
Pt = oz "o oy \Yoy )’

Homogenni ortotropni material a linearni
materialové vztahy

Takovy materidl ma dva charakteristické sméry souvisejici
s rovinami symetrie (ortotropni) a materidlové charak-

teristiky jsou ve vSech mistech stejné a nezavislé na T

(homogenni a linedrni). Situace je stejnd jako predchozi

piipad, ale k; a ky jsou navic konstanty. Podle pravi-

dla pro derivaci konstantniho ndsobku se rovnice (***)

redukuje na

0*T

o1
T Ox2

or

g
Pe ot

+k

Voda v poréznim materialu

V poréznim materidlu voda prostupuje materidlem a za-
chovava se jeji mnozstvi. Mnozstvi vody bude pfedstavo-
vat stavovou velicinu. Hustotu tohoto mnozstvi, tj. obsah
vody v jednotce objemu, oznac¢ime c a pro tuto veli¢inu
formulujeme matematicky model. Zdroje neuvazujeme,
voda je dfevem pouze transportovana. Nevznika ani neza-
nik4. Umérnost mezi gradientem koncentrace vody a jejim
tokem zprostredkovava Fickiv zdkon. Modelem difuzniho
déje je potom difuzni rovnice bez zdroja.

Jc

prie V - (kVc)

Tato rovnice se pouziva napriklad pri modelovani procesu
suseni dreva v susarnach nebo pri modelovani dreva ve

vlhkém prostredi. Stejnd rovnice napsand pro vzduch se

pouziva k modelovani proudéni v atmosfére pii predpovi-
ddni pocast.

V literatufe vénované problematice dfeva se rovnice di-

fuze pouzitd na modelovani vlhkosti ve dfevé oznacuje

jako Druhy Ficktv zékon (A. PoZgaj a kol., Struktira a
vlastnosti dreva, str. 202, P. Horacek, Fyzikalni a mecha-
nické vlastnosti dieva I, str. 60).
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V praxi je dievo casto s jistou presnosti homogenni, ale
difuzni koeficient dreva zavisi na vlhkosti. Tedy vztah
mezi gradientem vlhkosti a difuznim tokem neni linedrni.
Presto i v tomto pripadé pouzivame Ficktv zakon, ovsem
slozky difuzniho koeficientu nepovazujeme za konstanty.
Jsou zavislé na c a jejim prostfednictvim i na x.

Rovnice podzemni vody

Proudéni podzemni vody je vlastné tdloha s fekou se
zasypanym korytem. Takova voda tece ve srovnani s po-
vrchovou vodou velmi pomalu, protoze prosakuje ptudou.
Prostor, ve kterém se podzemni voda nachazi, se nazyva
zvoden. Voda v podzemni zvodni tece v jistém smyslu
“z kopce”. Narozdil od vody povrchové vsak kromé nad-
morské vysky muze hrat roli i rozdil tlakd nebo dalsi
efekty. Vliv vSech téchto efekt shrnujeme do jediného
pojmu piezometrickd vyska. Smér “z kopce” pro podzemni
vodu je poté smér poklesu piezometrické vysky. V daném
misté se muze voda hromadit, coZ se projevi nartustem hla-
diny spodni vody. Také muze z hlediska zvodné ¢ast vody
zanikat. Naptiklad pokud je zde cerpanad studna nebo
prisak do jiné zvodné. Voda mize ve zvodni i vznikat.
Napriklad zasakovacim vrtem nebo prusakem destovych
srazek. Pokud do celkové bilance zapoc¢teme rozdil mezi
pritokem a odtokem a vsechny zdroje a spotfebice, mnoz-
stvi vody se zachovava.

Uloha se vétsinou uvazuje ve dvou dimenzich, protoze

horizontalni rozméry zvodné jsou mnohem vétsi nez jeji
hloubka. Podzemni zvoden je typickym poréznim mate-
ridlem, presto k modelovani vody v tomto prostiedi pri-
stupujeme specialnim zptsobem. Zachovava se mnozstvi
vody, ale stejné jako u vedeni tepla je vyhodné formulovat
model pro lépe méritelnou veli¢inu. Tou je v tomto pii-
padeé piezometrickd vyska h. Prirtistek mnozstvi podzemni
vody za casovou jednotku na jednotkové plose v daném
misté zvodné ma tvar Sgsa—, kde Sg je specifickd zdsob-

ot

nost. Umérnost mezi gradientem piezometrické vysky a

filtra¢nim tokem byla prokdzana experimentalné i teore-
ticky a je znama jako Darcyho zdkon. Difuzni rovnice ma
(s konstantou timérnosti T', transmisivitou) tvar

h
Ssi:U+V'

- (TVh).

Tato rovnice se nazyva rovnice podzemni vody. Zdroje
v této rovnici jsou nejcastéji zasakovaci nebo odvodnovaci
vrty, dale studny, poldry, vykopy nebo zarezy. Informace
ziskané z rovnice podzemni vody se vyuzivaji napriklad
k ochrané lomt, dol a stavebnich jam pred zaplavenim,
k hospodateni s pitnou vodou, k ochrané pted sitenim kon-
taminace z chemickyjch provozi. Aplikace jsou dale v de-
tekci zdroje kontaminace pitné vody a odhadu rychlosti
sireni kontaminace, véetné kontaminace slanou morskou
vodou v primorskych oblastech.
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U proudéni s napjatou hladinou (mezi dvéma nepropust-
nymi vrstvami, angl. confined aquifer) transmisitiva zavisi
pouze na fyzikalnich vlastnostech zvodné. Napriklad pro
homogenni izotropni material je konstantni. U proudéni
s volnou hladinou (bez horni nepropustné vrstvy, angl. un-
confined aquifer) je transmisivita tmérna tloustce vrstvy
obsahujici vodu. Zpravidla nulovou hodnotu piezometrické
hladiny volime na dolni nepropustné vrstvé a potom plati
T = kh, kde k zavisi pouze na fyzikalnich vlastnostech
pudy. Proto se ¢asto rovnice podzemni vody pro proudéni
s volnou hladinou zapisuje ve tvaru

oh
Ss g, =0+ V- (khVh).

Laplacetiv operator

Definice (Laplacetuv operator). Laplaceovym operd-
torem V? rozumime divergenci gradientu, tj.

V2f=V-(Vf).

e V kartézskych soutradnicich a trojrozmérném prostoru
je Laplacetiv operator V2 dan vztahem

9 0? 0? 0?

V= 8x2f+ 8y2f+ (“)ZQf'

V prostorech jiné dimenze postupujeme analogicky, je-
nom vynechdme nebo pridame derivace podle dalsich
proménnych.

¢ Jiné bézné oznaceni Laplaceova operatoru je A f. Toto
je bohuzel stejné oznaceni jako zména funkce f a je
nutné tyto dva vyznamy symbolu A nezaménovat.

o Laplacetv operdtor vystupuje napriklad v problé-
mech popsanych difuzni rovnici a linearnim konstituc-
nim vztahem s konstantnim skaldrnim difuznim ko-
eficientem (homogenni izotropni prostiedi s linedrni
materidlovou odezvou).

Z ptaci perspektivy

o U vektorového pole popisujictho tok nés zajima, jestli
tok nabird na intenzité nebo naopak sldbne. Toto je
skryto v pojmu divergence.

e Formulovanim bilance dévajici do souvislosti inten-
zitu zmény toku s vydatnosti zdroju a s ¢asovou zmé-
nou je mozno formulovat matematické modely popi-
sujici transportni jevy. Nezalezi na charakteru pre-
nasené veli¢iny, muze se jednat o energii i o latku.
Nezélezi ani na tom, pomoci jakého parametru mnoz-
stvi prenasené tokem mérime. Vysledkem je rovnice
kontinuity.

o Rovnici kontinuity ¢asto spojujeme jesté s konstitutiv-
nim zédkonem. Vyslednym spojenim je difuzni rovnice.

30

e Difuzni rovnice je zdkladnim néstrojem pro popis

transportu vody ve dfevé nebo v propustnych vrst-
vach pudy. Je také zdkladnim nastrojem pro modelo-
vani vedeni tepla, tj. napriklad pro popis tepelného na-
mahani stény domu, detailu okna ¢i dvefi, ulice v roz-
paleném mésté nebo krajiny, ve které jsou umistény
lesy, pole, mésta.
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Rotace

Anotace.

Jiz néjakou dobu studujeme vektorova pole. V této
prednasce si nékolik typickych zkusime vizualizovat.
Seznamime se s pojmy kmenova funkce, skaldrni po-
tencial, kmenova funkce. Tyto pojmy udévaji, zda vek-
torové pole je ¢i neni mozné obdrzet jako vysledek vy-
poctu gradientu néjaké skalarni funkce. Neni to akade-
micka otdzka, ale odpovéd méa dalekosédhlé diusledky.
Zjednodusené receno, pokud je odpovéd kladna, daji
se nékteré tlohy misto ve vektorovém poli fesit v poli
skaldrnim, coz nese vyrazné usnadnéni.

S vyse uvedenou problematikou souvisi pojem rotace
vektorového pole, ktery si uvedeme jako dalsi z dife-
rencialnich operatori vektorové analyzy.

Ukazeme si, ze parcidlni derivace jsou vhodnym né-
strojem pro jakousi citlivostni analyzu. Seznamime se
v této souvislosti se zdkonem siteni chyb.

Prerekvizity.

¢ I zde budeme pracovat s diferencidlnimi operatory. Je

zadouci umét spolehlivé derivovat.

Budeme pocitat vektorovy soucin vektort. Ten je
nejsnazsi pocitat pomoci determinanti tretiho radu.
Tuto dovednost tedy vyuzijeme.

Vektorova pole

« Studujeme funkce R? — R? nebo R® — R3.
o Usporadané dvojice nebo trojice na vstupu vektoro-

vého pole chapeme jako body v roviné nebo v pro-
storu. Usporddané dvojice nebo trojice na vystupu
chapeme jako vektory. Bodim v roviné nebo v pro-
storu jsou tedy prirazeny vektory. Muzeme proto vek-
torové pole interpretovat jako rychlostni pole nebo
silové pole.

2D: F : R? — R2. Ve slozkéch piSeme

F=(P,Q) = PT+QJ,

kde P a @ jsou (skalarn{) funkce dvou proménnych.

3D: F : R® = R®. Ve slozkéch piSeme
F = (P,Q,R) = PT+ Q7+ Rk,

kde P, Q a R jsou (skaldrn{) funkce t¥{ proménnych.

Priklady vektorovych poli v roviné

https://youtu.be/KR42PRY-72U
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Predpis
Flz(oafl)zfj‘
definuje homogenni pole. Kazdy vektor je stejny (smér
i velikost).
Predpis
Fy = (z,y) = 27+ yJ
definuje radidlni pole. Kazdy vektor sméruje od po-
catku souradnic.
Predpis
Fy = (—y,2) = —yr+ ]
definuje rotujici pole. Je kolmé na radialni pole. Kazdy
vektor je teény ke kruznici se stfedem v pocatku sou-
fadnic. Nakreslit online.
Predpis
S U C2Y ) B e 7
Bl Varty? Vat+y?
definuje radidlni pole s konstantni velikosti vektoru.
Kazdy vektor sméfuje od pocatku souradnic a mé jed-
notkovou délku.
Predpis

~ 1"::4 . v+ yf

Fs=— =- ;
5 22 + 32 (22 + y2)3/2

definuje radidlni pole ubyvajici s kvadrdtem wvzddle-
nosti od pocdtku a mirici do stredu. S druhou moc-
ninou ve jmenovateli ubyva naptiklad 3D gravitac¢ni
pole nebo elektrostatické pole generované hmotnym
bodem nebo kouli.

Rychlost pfi proudéni vazké tekutiny ubyva smérem
ke sténam. Tekutinu proudici doprava je mozné pro
y € [0, 1] modelovat vektorovym polem

Fo = (y(1 —y),0) = y(1 - y)7.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KlUsFUoSyzSUK_QqVTX5OVKBPILcvJL4stSk0vyi-LTMlNzUjQ0gLKaOgpAStdYxxjEqoSxkvNz8ots1ZNySlNB-pOw69et1KnAb0BRagpIf3FGfrlGooK2QpKOQmJxAdCQ-KLEksx8W0NNAAglMj4=&lang=sage
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Totalni diferencial Rotace

https://youtu.be/nD_nqak TN-A https://youtu.be/ev3eFilaGpw

Definice (totalni diferencidl). Totdlnim diferencidlem Definice (rotace vektorového pole). Pro vektorovou

funkce z = f(z,y) v bodé (¢, yo) nazyvame vyraz funkei tii proménnych
Of (wo, Of (o, F =P+ QJ+ Rk
df = Vf(wo,y0)- (d, dy) = f<g; %) g+ f(ﬂg; W) g,

definujeme operator rotace vztahem

V souvislosti s totdlnim diferencidlem casto vyvstava
otazka, zda pro zadané vektorové pole

F(x,y) = (P(z,y),Q(z,y))

tot F =V x F =

i SJ\ Q =y
Q| v~
= %" Q =

existuje skalarni funkce f, jejimz gradientem je zadané
vektorové pole F'. Toto je dulezita otazka ve fyzice. Umoz-
nuje rozhodnout, ke kterému silovém poli je mozno zavést

e Vysledkem rotace je tedy vektorové pole, jehoz kom-
ponenty jsou

potencidlni energii. Funkce f se v tomto kontextu na- OR 0Q\ OP OR)\
z§vé skalarni potencidl vektorového pole F' nebo také VxI=\g, "% )" \a: " )’
kmenova funkce. Nasledujici véta plati za predpokladu 90 AP\ -
dostatecné hladkych funkei na oteviené mnoziné. — — 5 | k
or Oy
Véta (nutna a postacujici podminka pro existenci
kmenové funkce ve 2D). Vektor - - - - - - -
—_- - —_- - - - -
al _ —_ = = = = = =
je gradientem néjaké funkce f(z,y) prave tehdy, kdyz —_— > > S > —> —
plati —_ = g = = = =
b b - - L - - - -
—P 90 = — x . > > > > > > >

Jeden smér implikace v predchozi vété je snadny a plyne

hned ze Schwarzovy véty. Obréazek 4.1: Tok kapaliny mezi dvéma rovnobéZnymi sténami jako
pole s nenulovou rotaci. Rychlost proudu klesd kvadraticky smérem
ke brehim a diky tomu se lodka, kterd odrazi od brehu kolmo, stdci
po proudu.

Skalarni a vektorovy soucin
manimp:Curl|Rotace vektorového pole pomoci Sarussova

pravidla.
Diferencidlni operator divergence jsme poznali v minulé

prednasce v souvislosti s difuzni rovnici. Formalné jde + Ve dvourozmérném vektorovém poli doplnime treti
o skaldrni souc¢in operatoru V definovaného vztahem komponentu nulovou. Rotaace mgppotom prvni dvé
5 9 o komponenty nulové (R = 99 _ 57 0). Treti kom-
= <, -, ) ponenta rotace dvourozmeérného vektorového pole je
0z’ 0y’ 0z nulova pravé tehdy, kdyz k tomuto vektorovému poli

a vektorového pole. existuje skalarni potencial.
~ e Ve fyzice ma dulezité postaveni vektorové pole s nu-
Vektorovym souinem @ x b vektoru @ = (a1, a2,as3) a lovou rotaci. Je v ném totiz mozno zavést potencial a
b= (b1, b2, b3) rozumime vektor potencialni energii. Takové pole se nazyvi nevirové

pole.

L oL e Predstavme si vektorové pole charakterizujici rychlost
Fx aZl an 53 proufiici /tekutiny. Rotace; udéwé/,vzdfi I/Ilé pole terl—
by by bs denci uvést do rotace objekt undseny timto proudé-

- nim. Jedna se o lokalni charakteristiku a nesouvisi se
= (ag2bs — azba)v+ (agby — a1b3)j+ (a1b2 — asby k. smérem proudéni. Rotace muze byt nulova i pro tok
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cirkulujici okolo jednoho bodu (uvidime nize). Nao-
pak, pro to v pfimce muze byt rotace nenulova. Pri-
kladem je primy tok v fece, kdy rychlost u brehu
klesa. V dusledku toho se lodka, ktera odrazi od brehu
kolmo stoc¢i po proudu. Mimo stfedovou osu mé pole
nenulovou rotaci, i kdyz ve vsech bodech miii stejnym
smérem. Online vypocet.
e Pozor: anglicky vyraz pro rotaci je “curl”.

Poznamka (linearita rotace). Rotace zachovavd soucet
a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné vektorové funkce
F a G a konstantu ¢ plati

Vx(F+G)=VxF+Vxa, V x (¢F) = ¢V x F.

Rotace vyznamnych poli

https://youtu.be/JChhJ4nDAtw

¢ Dostredivé pole ubyvajici s libovolnou mocninou vzda-
lenosti ma nulovou rotaci. Pro

- '+ yr
F(z,y) = ———F—
( y) ($2 + y2)n
plati B
V x F(z,y) = 0.

Online vypocet.

¢ Rotace pole kolmého na dostfedivé pole zavisi na moc-
niné, se kterou toto pole ubyva. Pro

= —yr+x7
F(xay) = (.’II2 +y2>7L
plati
- 2(n—1) -
vxF(m,y):—m .

Pro rizné n toto pole cirkuluje okolo poc¢atku proti
sméru hodinovych rudicek. Rotace (ve smyslu opera-
toru rotace) vSak mtze byt kladnd i zdpornd, coZ je
urceno znaménkem vyrazu n — 1. Pokud bychom ta-
kovym polem nechali unéset drobny micek, v jednom
pripadé by jej pole otacelo po sméru a v jiném pii-
padé proti sméru hodinovych rucicek. Pro n = 1 by
se micek neroztocil okolo vlastni osy viibec, rotace je
nulové. Online vypocet. Nakreslit online.

Zakon Sifeni chyb (chyba nepfimo
mérené veliciny)
https://youtu.be/52W524bSOKQ

Nékteré veliciny nemérime primo, ale vypocitavame z ji-

nych namérenych velicin. Takové veli¢iny se nazyvaji ne-
primo mérené veli¢iny.
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o Predpokladejme, Ze méiime neprimo veli¢inu f tak,
Ze mérime veli¢iny x1, T2, ..., T, a hodnotu veli¢iny
f uréime pomoci vzorce f(x1,2,...,2Zy).

o Meéfeni kazdé z velicin je zatizeno chybou. Je-li chyba
veli¢iny x; rovna Ax;, zpusobi tato odchylka to, Ze
chyba veli¢iny f bude (v souladu se vzorcem pro line-
arni aproximaci) priblizné

of

Al‘i

e Celkovou chybu veli¢iny f muzeme urcit sectenim
chyb zptisobenych jednotlivymi veli¢inami z;. Castéji
se vSak pouziva nasledujici vzorec

Af(xy,z,...2Tp)

~
~

2 2
\/(ggiAm) + ((fgiAm) 4+ 4 (;;{LAQCH>

oznacovany zakon Sifeni chyb.

Zakon siteni chyb (priklad)

Kanadsky empiricky vzorec pro pocitovou teplotu v zimé
(wind-chill factor) je

W(T,v) = 13.12 + 0.6215T — 11.370v°1¢ 4 0.3965Tv°1¢,

kde T je teplota (ve stupnich Celsia) a v je rychlost vé-
tru (v km/hod). Teplota byla zméfena —11.0°C s chybou
0.2°C a rychlost 26 km/hod s chybou 5km/hod. S vyuzi-
tim zdkona Sifeni chyb urc¢ime, jaky vliv maji nepresnosti
v meéfeni na nepresnost vypocitané veliciny.

Dosazenim do vzorce dostavame W (—11,26)
—20.212 °C. Derivovanim dostavame

oW
o7 (T v) = 0.6215 4 0.39650%-16

oW
5, (T v) = —11.37 x 0.160 "% + 0.3965 x 0.16Tv "84
v

a po dosazeni

ow

S (-11,26) = 1.289,
a@iw(fll,%’) — —0.163°C hod /km.
v

Za dané teploty a rychlosti vétru zpusobi nartst teploty
o jeden stupen nartst pocitové teploty ptiblizné o 1.3
stupné. Podobné, zesileni vétru o jeden kilometr za hodinu
zpusobi snizeni pocitové teploty piiblizné o 0.16 stupné. Ze
zékona §ireni chyb dostavame pro chybu pocitové teploty
(dosazovano bez jednotek)

AW = \/(1.289 x 0.2)% + (—0.163 x 5)* = 0.85 °C.

Pocitova teplota je tedy W = —20.2°C 4+ 0.9 °C.

[ V)


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNUUFuwyAQvEfKH1ZRUkNLWlz1yrWfqCOLxJAgYWNhkkKi_L1ALLvqqRzMDjO76531JJAru3CLCg8BrgVeLpYLiXx6xwxR4p9RufX4pXz7IDSzvlUdAd9yTyDkOMQYGFACJcnfJGvURTLUKCmR_KI7EmuMoNyRMIH3XWyEXwfV9lrJUMuz1ij2OZytnv8D5tQr3s6pAROYkZ8omnQTRZNwO5fwGPIkw8l8o5NrNbKrdbUXR9XduFbHTjR3qC7iAJ9PDDYDVBVUywUAVC13J9Pf8m3bWxzyfv-X0ho3KYElpeiaqdt6tclZSHMnPIqDszg6S8uJ7hB4PCdL_zIjNdr1m4snDdlr4-rY1xlbSyV0g7Ij2VqKSTJkjGO1GOX1pu0mGEjecHhAPvSxTm25U4bFVR-MNpYVe30WBf4BTyS0Gg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3Q16iIM9KujDPSjMvT0a1E4RoAVRZn5JdrQJTDeBoKKZlpaRpu0YaxYHGdCk1dqIgBVKRSU0FTrzgztyAnM60yPq00J0cDKAIAmQYn8A==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3U16iIM9KujDPSjMvTqUDhGQAVFmfkl2tAVMN4GgopmWlpGm7RhrFgcZ0KTV2oiAFUpFJTQVOvODO3ICczrTI-rTQnRwMoAgB8XCfD&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJztVNFOwjAUfV-yf7iJmLWzDIEXQjL_AoIhxJRRsLHrZtdp-_e2hQVZUJ-N3jXr3T1n3d3pSXlZV0qDbMvaAm1A1nHEj7WS6lpUWvBtVlufebwWOo78teeH3D1kbm4VQ2OCZmSGMcQRNZCDK2eHgiIcR55lXoqdz-PIlFwSMCU1BGzIbRneGE4JuBEmT3SI4CXXDhqPJgTus3EcNc_VO3rWpUDJQOa3zSC5FVQzgyTGYfkd28Nub5AhFs9BMd0qCWhoR8ik6eTOuhtOU4k7pu0xzXXii2KN4PqCfCY-hEZP3xeaupbvs0kcrcgjWZBlvt6QbgTpKgUGuHRiZ1RReWDosyphCTyPI3DhufaSe1atx_XBe72eER-ru3xtNpe1R1ezvdrC1ToVe9AyQLaDjtv72vI3ptDpfwkUlahUnmwT7O2QNUw_0aZmhUYJe22pSAgkO6qp0y05OSTsbJDw5npMj777bAsCYy_zj6b4DbbwGhRif5Tg3yHfOuQLj_Ts4c6MSTb9t8efsscHFNPTYw==&lang=sage
https://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill

KAPITOLA 4. ROTACE

Z ptaci perspektivy

o Rotace vektorového pole je dalsi z diferencidlnich
operatori. Vyznam tohoto operatoru nespatiujeme
v jeho zakladnim urceni, které mu dalo nazev a srozu-
mitelnou interpretaci (rozta¢i undsené objekty okolo
své osy), ale v jeho souvislosti s existenci skaldrniho
potencidlu vektorového pole.

e Ve dvourozmérné formulaci je nulovost rotace nutné
a soucasné postacujici podminka k moznosti zavedeni
skalarniho potencidlu. V takovém pripadé je mozno
prejit od vektorového popisu pole ke skalarnimu po-
pisu (skalarni je jednodussi).

o Rotace je jednim z vyjadiovacich prostiedka, které
pouzijeme pozdéji pro formulaci Greenovy véty. Ta
zprostiredkovava prechod mezi difuzni rovnici v bodé
(v nekoneéné malém objemu) a bilanci stavové veli¢iny
v méfitelném makroskopickém télese.

e V zavéru prednasky, bez souvislosti s operatorem ro-
tace, jsme se seznamili s dovednosti analyzovat vliv
nepresnosti ve vstupnich datech na nepresnost na vy-
stupu. Zakon sifeni chyb umozni naplanovat experi-
ment zaméfeny na stanoveni nepiimo mérené velic¢iny
a umozni identifikovat ty ¢asti procesu, které pod-
statné ovliviuji spolehlivost vysledku.



Kapitola 5
Krivkovy integral

Anotace.

e V predndsce se sezndmime s rozsirenim Riemannova
integralu. Riemanniv integrdl umoznuje secist pri-
spévky na tsecce. Zobecnime si tento nastroj tak, ze
umozni secist prispévky podél kiivky. Sezndmime se
s krivkovym integralem.

e Zamérime se na kiivkovy integrdl druhého druhu.
V cizojazycné literature je tento integral nazyvany téz
integral vektorového pole. Umoznuje vypocitat praci
nebo obecné potencidl a tim prejit (pokud to jde) ke
skaldrnimu popisu pole namisto vektorového. Tim se
popis studovanych systému zjednodusi.

o Dalsi aplikaci kiivkového integralu druhého druhu je
tok vektorového pole kiivkou. Ten vyuzijeme pozdéji
pri makroskopické formulaci bilance stavové veli¢iny
a pri odvozeni difuzni rovnice v integralnim tvaru.

e Motivaci pro zavedeni kiivkového integralu druhého
druhu je i vypocet toku pres hranici mnoziny.

Prerekvizity.

o Krivkovy integral pocitadme prevodem na Riemanntv
integral. Je proto tedy dobré ovladat vypocet neurci-
tého a urcitého Riemannova integralu.

Krivkovy integral

https://youtu.be/n2roVUrXgew

Ktivkovy integrél je rozsifeni Riemannova integralu na
ptipad, kdy mnozinou, pres kterou integrujeme, je misto
usecky obecnéjsi kiivka. Pro jednoduchost budeme uvazo-
vat dvourozmérnou ktivku v roviné z, y.

Rozeznavame dva druhy kiivkovych integrala. Prvni z nich
pouzivame pfi praci se skaldrnimi veli¢inami. Prikladem
je kvadraticky moment. (Objekty s velkym kvadratickym
momentem jsou pii rota¢nich pohybech obdobou objektu
velké hmotnosti pii posuvnych pohybech.) Druhy z kiiv-
kovych integraltt pouzivime pii praci ve vektorovém poli.
Prikladem je vypocet prace vykonané po krivce nebo tok
krivkou.
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Obrézek 5.1: Krivkovy integrdl proniho druhu

Obrazek 5.2: Krivkovy integrdl druhého druhu

FOXY)


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Krivkovy_integral.html

KAPITOLA 5. KRIVKOVY INTEGRAL

Parametrické rovnice krivky

https://youtu.be/ MRk4HRAWIA4

x = cos(t)
= sin(t),t € [0, 27

R
NI = Y

x = cos(2mt?)

/j‘<\ ey y = sin(2ntd), t € 0, 1]
x N\
NPT
— |
Obrézek 5.3: Dvé rizné parametrizace jednotkové kruznice

t

Nejprve predstavime matematicky aparat pro popis kri-
vek. Rovinné kiivky nejcastéji popisujeme vektorovou
funkei jedné proménné 7R — R2. Zpravidla s touto vek-
torovou funkci pracujeme v komponentéach, kdy kazda jeji
komponenta je ddna skaldrni funkci. Vektorové piSeme

[o(t), ¥ (1)] = )T+ P(1)];

a tato vektorova funkce se nazyva parametrizace kiivky C.
Casto piseme parametrické rovnice pro jednotlivé sourad-
nice ve tvaru

oo Je=e)
y =1(t),
¢ Graf kiivky dostaneme tak, ze pro kazdé ¢ z intervalu
[a, 8] kreslime ve 2D bod [¢(t), ¥(¢)].
e Pro danou kiivku C' v roviné zy, nejsou jeji parame-
trické rovnice dany jednoznacné. Nakreslit online.

e Parametrizace kruznice, tisecky a grafu funkce jedné
proménné jsou v cheatsheetu.

t € [a, f]

t € [a,f].

Krivkovy integral prvniho druhu

https://youtu.be/ZRed88fgDkI

Pokud uvazujeme rovny drat o linearni hustoté f a délce
s, je hmotnost dratu rovna soucinu

m = fs.

Pokud by drat nebyl homogenni, je nutné v tomto vzorci
misto sou¢inu pouzit Riemannuv integral

m/abfds.
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Budeme ve zobecnovani pokracovat. Uvazujme drat, ktery
neni ani homogenni, ani rovny. Necht lezi podél rovinné
kiivky C a necht je jeho linedrn{ hustota (specifickd hmot-
nost) v bodé (z,y) ddna funkei f(z,y). Zde jiz Riemanntuv
integral nepomize. Celkovou hmotnost mtizeme odhad-
nout nasledovné.

e Myslenkové rozdélime drat na malé kousicky a v kaz-
dém z nich odhadneme linedrni hustotu konstantou.
Mizeme napriklad pouzit minimalni hodnotu hustoty
v tomto kousicku pro dolni odhad hmotnosti.

e Vynasobenim délky kazdého kousicku a linedrni husto-
tou obdrzime jeho hmotnost a se¢tenim pres vsechny
kousky dostaneme odhad pro hmotnost dratu. Tento

vvvvvv

jeme.
e Zjemnovanim déleni se tyto odhady zptesnuji.

V limitnim procesu mizeme nechat délku kousick kon-
vergovat k nule. Poté dostavame objekt, ktery se nazyva
krivkovy integral pruniho druhu, oznacuje

/Cfds

a fyzikalné vyjadiuje hmotnost dratu z vyse uvazované
ulohy. Pokud pocatecni a koncovy bod krivky C' splyvaji,

piSeme téz
7{ fds
c

a integral nazyvame integrdlem po uzavrené krivce.

Pirevod na Riemanniv integral (rovinna
krivka)

Mé¢jme parametrické rovnice krivky C' ve vektorovém
tvaru

(t) = @(t)7+ $(1)7;
kde t € [a, 8]. Derivovanim kiivky dostaneme
dr(t)
e

Vypoctem délky vektoru (a formalnim vyndsobenim vyra-
zem dt) déle

ds = [d7(t)|= /(' ())? + (' (t))?dt.

Tim se kiivkovy integral prvniho druhu funkce f(z,y) po
krivce C transformuje na Riemanntv integral

B
Lf®:/fwmwm¢wm+WWMt

Pfevod na Riemanniiv integral (prostorova
kiivka)

S kiivkovym integralu po kfivce


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkUFvhCAQhe8m_geiB7AlaTFNb5x75ResmbLslohgcGJlf31Ftx42y23C-957k5khMrqQRJuyKIu6rkkMs7fakDEG0kc796ksvBRlsTBspA4Tw5Nf1SmPk_X3cYcHc9vJESIMBmNZ4GA9xwEW-c5Z-zLa5sTE245s0JOXf5SQowvIcixnyA-fhhNnrsafOwffxkmaFbn_SijxukHpCaSDC1HSaM700SHdHaaf8MuU4ORir5O9Gck--ceKokVnZPUV4ZJIjiNAMlNtW6hW_q9rdbfl762z5KHGEdJymEajsYuANkhxhKjDqof9AFA1fx4nfBQ=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://raw.githubusercontent.com/robert-marik/apl-slidy/master/cheatsheet/cheatsheet-AM.pdf
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C: o)+ )T+ EME,  t € [a,B]

ve trojrozmérném prostoru pracujeme podobné. Délkovy
element je

ds = /(/(8))? + (' (1)2 + (€'(1))2dt

a integral ma tvar

/Cfds

8
= / Flo(0), (1), €@))V/ (9" (D)2 + /()2 + (€'(1))? dt.

Aplikace krivkového integralu prvniho
druhu

Vlastnosti krivkového integralu prvniho
druhu

Véta (nezavislost na zvolené parametrizaci). Kriv-
kovy integrdl pruniho druhu nezdvisi na konkrétni para-
metrizaci krivky C. Pro ruzné parametrizace stejné krivky
md integrdl stejnou hodnotu.

Véta (linearita). Pro funkce f a g a konstantu k plati

ndsledugjict.
/f+gds=/ fds—|—/gds
C C c

/Ckfds=k/cfds

Véta (aditivita vzhledem k integraénimu oboru).
Necht je krivka C' rozdélena na dve krivky C1 a Cs, které
jsou disjunktni (aZ na koncové body). Potom plati

/ fds= fds+ f ds.
C Cq Cy

Proc¢ trubky praskaji podélné?

Ukazeme si aplikaci kfivkového integralu prvniho druhu
k tomu, abychom secetli komponenty sily, snazici se roz-
trhnout natlakovanou valcovou naddobu. Tlakova sila je ve
vSech c¢astech nadoby stejné velka. Protoze je vSak kolma
ke sténé nadoby, méni se smér sily a tim i praméty sily
do sméru, ve kterém pocitame namahani. Zjednodusime si
situaci tim, ze budeme uvazovat primét stény do roviny
podstavy, kdy se sténa redukuje na kiivku.
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T vmt Tk
B Le(-1X)

Obrézek 5.4: Schema vdlcové nddoby pod tlakem a rezy, v nichz
pocitdme namdhdni.

Vypoéteme sily, které se snazi roztrhnout valec napfic (viz
Fez A v obrézku) a podélné (viz fez B v obrazku). Tato dvé
naméhani porovname. Jesté existuje namahani radidlné
od osy. Ale v tomto pripadé se tlakova sila rozkldada na
celou plochu plasté véilce a v tomto sméru je namahani
miniméalni. Proto toto namahani nemusime uvazovat.

Uvazujme natlakovanou valcovou nadobu s tlakem p, vys-
kou L, polomérem podstavy r a sténou o tloustce t.

Vypocet naméhdn{ v fezu A je snadny. Obsah fezu (vy-
srafovdno Cervené) je 2zrt. Na dno a viko pusobi sila
F = prr? a v fezu A je tahové napéti

F  prr?  pr
Ty = — = = —.
PS T omrt 2t

Nyni vypoc¢teme namahani, které se snazi roztrhnout vilec
podélné. K tomu musime vypocitat silu, ktera ptisobi po
obvodé valce, tj. kterd se snazi valec roztrhnout v fezu

B. Obsah fezu (Cervené vyznaceno) je 2Lt. Nejtézsi bude
najit celkovou silu, kterd od sebe oddaluje dvé poloviny
plasté. To je misto, kde zapojime integral.

Budeme se na tlohu divat shora ze sméru, kterym miii
osa valce. Tim mizeme snizit dimenzionalitu tlohy. Plast
valce v tomto pohledu vidime jako kruznici a polovinu
plasté jako pulkruznici. Tato pilkruznice mé rovnici 7(t) =
T

rcos(t)r+rsin(t)7, kde r je polomér vilce a t € [75, 5] je
uhel mezi spojnici elementu v bodé (z,y) a mezi kladnou
casti osy z. Kousek plasté valce odpovidajici v prumétu
useku krivky délky As mé obsah LAs. Tlakova sila na
tento kousek je soucin tlaku a obsahu, tj.

AF =pS =pLAs.
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Smeér je kolmy k plasti valce a s vodorovnou osou proto
sila svira thel ¢t. Pramét této sily do vodorovného sméru
je

AF, = pLAs cost

a tyto prispévky musime secist kiivkovym integralem pres
celou krivku. Plati ds = rdt. Celkova sila, kterd se snazi
nadobu roztrhnout podélné je

F, = / pLcostds
c

™

Bl
= / pLrcostdt

il

= prL[sin t]%

s
2

=prL {Sing — sin (—g)]
= 2prL.

Povrch, na ktery tato sila ptsobi, odpovida dvéma po-
délnym hrandm (Cervené na fezu B), tj. md obsah 2Lt a
napéti je tedy

pr

.
oLt ¢t o

2pLr
Op =

Vidime, zZe toto napéti je dvojndsobkem napéti v podélné
ose.

Jesté je vhodné oveérit, ze svisly prameét, tj .
AF, = pLAs sint

k namahani neprispiva, protoze

F, = / pLsintds
c
=0.

To vSak je mozné ocekavat i ze symetrie.

Pokud se chcete dozvédét o problematice vice, nebo si pro-
hlédnout obrazky valcovych nadrzi, které selhaly vlivem
vysokého nebo nizkého tlaku, zkuste Google a heslo “hoop
stress”.

Krivkovy integral druhého druhu

https://youtu.be/GeJgtBHy_sM

Pokud pusobime na téleso silou F' a premistujeme toto
téleso ve sméru pusobici sily po draze délky s, kondame
praci W = F's. Pokud premistovani neprobihd ve sméru
pusobici sily a mé-li sila smér Fa posunuti s, je prace
rovna skaldrnimu soudinu F - 5.

Predpoklddejme, Ze na téleso pusobi (obecné nekon-
stantnf) sila F a téleso se pohybuje podél kiivky C' urcené
polohovym vektorem 7(t). Pro vypocet prace mizeme po-
uzit trik obvykly v integralnim pocétu. Rozdélime drahu
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na malé kousicky a v ramci téchto kousicku povazujeme F
i A7 za konstantu. Potom muzeme odhadnout prispévek
kazdého kousicku k celkové praci klasickym zptusobem

pomoci skalarniho sou¢inu a nakonec vSechny prispévky

déleni pouzijeme.

V limité dostavame veli¢inu, ktera se nazyva krivkovy in-
tegral druhého druhu funkce F' po kiivce C'. Tento integral

zapisujeme
/ F dF.
c

F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)7,

zapisujeme nékdy krivkovy integral ve slozkach

Je-li

/ P(z,y)dz 4+ Q(z,y)dy.
c

Protoze pri pohybu télesa po kfivce jednim smérem se
prace kona a pri pohybu opa¢nym smérem spotfebovava,
je nutné, aby krivka figurujici v krivkovém integralu dru-
hého druhu byla orientovana. Musime tedy prohlasit jeden
koncovy bod za pocdtecni a druhy za koncovy. Vzdy bu-
deme predpokladat, ze kiivka je orientovand v souladu
se svym parametrickym vyjadrenim, tj. ze poCatecni bod
kiivky odpovida hodnoté parametru ¢ = « a koncovy bod
odpovida hodnoté parametru t = 3.

Prevod na Riemanntiv integral

Zname-li parametrické rovnice

7(t) = ()7 + (1),

krivky C, je mozno kiivkovy integral druhého druhu
funkce

te [a’5]7

—

F(z,y) = P(z,y)T+ Q(z,y)J
po kiivce C' zapsat nasledovné
o [P ,
| Far= [ [Pem.sopo
+ Q1) ()Y (1)] dt.

Vektorove

Vlastnosti krivkového integralu
druhého druhu


http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanická_práce
http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanická_práce
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Véta (souvislost kfivkového integralu a orientace
krivky). Zménou orientace krivky krivkovy integrdl dru-
hého druhu méni znaménko.

Véta (nezavislost na zvolené parametrizaci). Kriv-
kovy integral druhého druhu nezdvisi na konkrétni para-
metrizaci krivky C. Pro riuzné parametrizace stejné krivky
mda integrdal stejnou hodnotu.

Nasledujici vlastnosti jsou stejné jako u kiivkového inte-
gralu prvniho druhu.

Véta (linearita a aditivita vzhledem k integrac-
nimu oboru). Krivkovy integrdl druhého druhu je li-
nedrni vzhledem k funkci a aditivni vzhledem k oboru
integrace. Presnéji, pro funkce F a G a konstantu k plati
ndsledugjict.

/F+@dF:/ﬁdF+/édF
@ C C
/kﬁdF:k/FdF
C C

Je-li krivka C rozdélena na dvé disjunktni (az na koncové
body) krivky C1 a Cs, plati

/ﬁdF:/ FdF+/ F d7.
@ Cy Cy

Aplikace krivkového integralu dru-
hého druhu

manimp:integracni_cesta|Kiivkovy integrdl mtze a ne-
musi zaviset na integra¢ni cesté. Pokud na ni nezavisi, je
mozné v takovém poli nadefinovat potencialni energii.

/ﬁdf’
C

vyjadiuje praci kterou vykond sila F pii premisténi
télesa podél orientované kiivky C.
e Je-li kiivka C uzaviend, piseme

fﬁdﬁ
C

Fyzikalné se jednda o praci kterou vykona sila F
pri premisténi télesa po uzavrené orientované ktivce.
Tato prace se téz nazyva cirkulace vektorového pole po
orientované krivce C'. Pokud je mozno v poli zavést
potencialni energii a pokud tedy préace zavisi jenom
na pocatecni a koncové poloze, musi tato prace byt
nulova. To je disledkem véty kterou si uvedeme poz-
déji.

o Integral
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e Pti odvozeni kiivkového integralu druhého druhu jako
vykonané prace hraje roli vlastné jenom ta slozka si-
lového pole, kterd pri posunu ve sméru kiivky kona
praci. Uvazujeme tedy jenom slozku tec¢nou ke kiivce.
Pokud pouzijeme naopak pouze normélovou kompo-
nentu, dostaneme veli¢inu vyjadiujici tok vektoro-
vého pole orientovanou krivkou C. Vysledny vzo-
rec pro tok vektorového pole F(z,y) = P(z,y)i +
Q(z,y)7 kiivkou C je

/C —Q(,y)dz + P(z, y)dy.

e Je-li mnozina Q “dostatecné péknd” (napf. souvisla,
bez dér, s hladkou hranici 02, kterad se nikde nepro-
tind, detaily uvedeme pozdéji u Greenovy véty), po-
tom kazdy z integralt

]{ xdy a f ydx
19]9) o

udéva (az na ptipadné znaménko) obsah mnoziny .
Na tomto principu funguji planimetry.

Shrnuti: vlastnosti krivkovych inte-
grala

e Oba kfivkové integraly jsou aditivni vzhledem
k oboru integrace. Je mozno krivku rozdélit na ko-
neény pocet navzajem disjunktnich casti, vypocitat
integral na kazdé ¢asti samostatné a vysledky secist.

o Kifivkovy integral prvniho ani druhého druhu neza-
visi na konkrétni parametrizaci krivky.

o Kiivkovy integral prvniho druhu nezavisi na orien-
taci krivky.

o Krivkovy integral druhého druhu pri zméné orien-
tace krivky méni znaménko.

Zavéreéné informace

Parametrizace tsecky

o Hledejme parametrické rovnice orientované usecky
AB, kde je ddn pocatecéni bod A = [x4,ya] a kon-
covy bod B = [zp,y5B].

e Lezi-li bod X na tseéce AB, potom vektor AX mé
stejny smér (véetné orientace) jako vektor AB a nej-
vyse stejnou délku.

o Plati tedy AX = tAB pro néjaké ¢ € [0,1]. Odsud
potom dostdvime X —A =t(B—A)a X = A+t(B—
A).

e V souradnicich zapsano, parametrické rovnice tsecky
jsou

x=xs+t(xp—xa4)

y:yA+t(yB _yA)a te [Oa]-]
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e Pro tisecku v prostoru plati totéz, pouze pribyva treti
souradnice.

Z ptaci perspektivy

o Krivkovy integral druhého druhu souvisi s praci silo-
vého pole. Vzhledem ke zkuSenostem z mechaniky by
toto méla byt cesta ke skalarnimu popisu vektorového
pole. Protoze v minulém tydnu jsme jednu takovou
cestu otevreli (pojem rotace a jeji nulovost ¢i nenu-
lovost), dé se ocekavat, ze obé problematiky budou
souviset. Tuto souvislost si ukdzeme pozdéji, za dva
tydny (Greenova véta).

o Krivkovy integral druhého druhu mtze souviset s i
s tokem vektorového pole kiivkou a to je zase doména
difuzni rovnice a divergence vektorového pole. Oba
pojmy, krivkovy integral a divergence spolu opravdu
souvisi a presved¢i nds o tom pozdéji opét Greenova
véta.



Kapitola 6

Dvojny integral

Anotace.

e V predchozi prednasce jsme si ukazali rozsifeni inte-
gralu, které ndm umoznilo pocitat integral nejenom
po usecce, ale i po libovolné kiivce. V této pred-
nasce se nauc¢ime integrovat ptres dvourozmérny ob-
razec v roviné. Sezndmime se s dvojnym integralem.

e Mezi aplikace spadd stfedni hodnota na dvouroz-
mérné oblasti.

e Pomoci dvojného integralu je definovan kvadraticky
moment prufezu nosniku, coZ je zésadni velic¢ina ovliv-
nujici tuhost a chovani téchto nosniki pri deformaci.

e Pomoci dvojného integralu je mozné urcit mnozstvi
veli¢iny ze znalosti jeji plosné hustoty. To vyuzijeme
pozdéji pri makroskopické formulaci bilance stavové
veli¢iny a pfi odvozeni difuzni rovnice v integralnim
tvaru.

Prerekvizity.

¢ Dvojny integral pocitame prevodem na dva jednoroz-
mérné Riemannovy integrdly. Je proto tedy dobré
ovladat vypocet neurcitého a urcitého Riemannova in-
tegralu.

V praxi pracujeme s fadou veli¢in, které se pocitaji tak,
Ze se parametr systému nasobi obsahem.

e 7 plosné hustoty desky a jejtho obsahu nasobenim
obdrzime hmotnost desky.

e Z hloubky nadrze (se svislymi sténami) a obsahu hla-
diny obdrzime nasobenim objem.

o 7 tlaku a obsahu stény obdrzime nasobenim tlakovou
silu ptisobici na sténu nadrze.

Je vsak otazka, jak tento pristup pouzit v pripadé, ze
dany parametr neni po celé plose konstantni. Deska miize
byt nehomogenni, nadrz nemusi mit vodorovné dno a tlak
pusobici na sténu nadrze neni ve vsSech mistech stejny,
protoze ruzné Casti stény jsou v ruzné hloubce.

U kiivkového integrdlu jsme se setkali s momentem setr-
vacnosti. Ukdzali jsme si, jak stanovit moment setrvacnosti
mnoziny, kterda ma hmotnost rozlozenu na kiivce a tfeba
i nerovnomeérné. Pfi vypoctu namahani nosniki, tramn,

polic nebo stromt resime podobnou tlohu, ale pro mno-
ziny v roviné namisto kfivek. Potfebujeme zohlednit, ze
pti deformaci nosnikti se pro jednotlivé body prurezu lisi
vzdalenost od neutralni osy.

Reseni uvedenych nesnézi je stejné: dalsi rozsifeni inte-
gralniho poctu a zavedeni dvojného integralu. Ten si nyni
predstavime.

https://youtu.be/DYySq606WTk

Dvojny integral

https://youtu.be/tP{-7dZ4110

Pro dvojny integral pouzijeme podobnou myslenkovou
konstrukei jako u kfivkového integralu prvniho druhu,
pouze misto dratu s danou linedrni hustotou budeme
uvazovat rovinnou ohrani¢enou desku s danou plosnou
hustotou.

e Pokud je hustota desky konstantni, je mozno jeji
hmotnost ziskat jednoduse jako soucin plosné hustoty
a obsahu.

o Pokud se hustota desky mén{ a v obecném bodé (x, y)
je déna funkci f(z,y), muzeme myslenkové rozdé-
lit desku na malé kousky, v ramci kazdého malého
kousku hustotu aproximovat konstantou, vypodcitat
hmotnost kazdého kousku jako soucin hustoty a ob-
sahu a vSechny hmotnosti secist.

o Ziskana veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti.

V limitnim pfechodu kdy rozméry vsech kouski na néz je
deska délena jdou k nule dostavame dvojny integral

/ /Q f(z, y)dady,

kde Q je oblast v roviné (z,y) definovand uvazovanou
deskou. V aplikacich je casty téz zapis

/ /Q f(z,5)dA
//Q fx,y)ds.

nebo

41
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Linearita a aditivita Véta (Fubiniova véta). Necht f je funkce spojitd v uza-

vrené oblasti
Dvojny integrél je odvozen (tak jako vSechny integraly)
pro aditivni veli¢iny a proto se “dobre snasi” se s¢itanim Q={(z,y) € R*:a<z<ba p(x) <y <Y(z)}.
(at uz integrovanych funkeci, nebo integrac¢nich obort) a
s nasobeni integrované funkce konstantou. Presnéji, plati

nasledujici véty. b ro(x)
// f(w,y)dmdy=/ [/ f(x,y)dy}dm
Q a ~Jo(z)

Potom

Véta (linearita dvojného integralu). Bud fi, fo
funkce integrovatelné v Q a c1, co libovolnd redlnd cisla.

Plati Vypocet (oblast mezi funkcemi proménné y)

//Q lerfi(z,y) + cofo(z,y)]dady

—e / /Q f1(2,y)dady + cs / / fol, y)dady

Véta (aditivita vzhledem k oboru integrace).
Necht je mnozina Q rozdélena na dvé oblasti Qy a Qs,
které maji spolecné nejvyse hranicni body. Plati

//Q f(z,y)dady = / o, f(:c,y)dxdy—i—/ - f(z,y)dzdy.

Obrézek 6.2: Oblast mezi funkcemi proménné y.

Vypocet dvojného integralu
yp J g Véta (Fubiniova véta pro jiné poradi integrace).

Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti
https://youtu.be/LTWxJGD3sY

— 2.
Vypocet dvojného integralu se provadi pfevodem, na inte- Q={(z,y) eR":a<sy<bayply) <z <y}

graly funkei jedné proménné. Potom

b rb(y)
Vypoéet (oblast mezi funkcemi proménné x) // f(z,y)dzdy = / [/ f(x,y)dm} dy.
Q a ~Jo(y)

Zaména poradi integrace

a b

Obrézek 6.1: Oblast mezi funkcemi promeénné x.

V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnozinu €2 de-
finujeme, muzeme pro vypocet dvojného integralu pouzit
nasledujici véty. Tyto véty udéavaji, jak je mozno dvojny
integral prepsat jako dvojndsobny integral. Maji nazev Obrézek 6.3: Oblast, pro kterou jsou moznd obé poradi integrace.
Fubiniovy véty.

Casto je mozné oblast integrace zapsat pomoci obou
moznosti uvedenych na predchozich slidech. Napriklad
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oblast na obrézku je mozno zapsat bud jako Véta (Fubiniova véta na obdélniku). Necht R =
[a,D] x [c, d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce defino-
O0<z<2 vand a spojitd na R. Pak plati
0<y<a?

nebo /[ r@asay = [ | / e pay]ar

e - 1 e

Plati-li dokonce rovnost f(x,y) = g(x)h(y), pak
Pro integral funkce f(z,y) pfes takovou mnozinu tedy f(@,y) = 9(x)h(y), p

mame dvé alternativy. Bud b d
J[ sy = [ gz [ ntay

2 a?
/ / f(z,y) dy dz
0 Jo
anebo L Aplikace dvojného integralu
/ / f(z,y) d dy.
o Jvy

Vsimnéte si, ze nestaci prosté prohozeni integral. Je
nutno prepocitavat meze a hrani¢ni kiivky je nutno vyja-
drit jednou jako funkce proménné x a jednou jako funkce
proménné y. V dusledku tohoto dochézi v prubéhu vy-
poc¢tu dvéma riznymi zpisoby k tomu, ze pracujeme
se dvéma ruznymi integraly. Vysledky jsou samoziejmeé
stejné, ale nemusi byt dosazitelné srovnatelnou ndmahou. w(Q) = / / dady.
Jedna z cest mize byt snazsi. Q

https://youtu.be/8YS2Fn8st51

Matematické aplikace dvojného integralu

e Obsah £(Q) mnoziny Q vypoéteme jako integral

o Integralni stfedni hodnota funkce f(x,y) defino-
vané na mnoziné 2 je
Vypocet (obdélnikova oblast
yp ( ) [q, f (@, y)dady
p(€)
https://youtu.be/038mi3t TAvw

kde p(2) = // dzdy je obsah mnoziny €.
Q

Objem kopce nebo jezera pomoci vrstevnic

e Obsah mnoziny ohranicené vrstevnici na mapé vyna-
sobeny rozestupem mezi vrstevnicemi je priblizné ro-
ven objemu vrstvy mezi dvéma vrstevnicemi.

o Pokud secteme obsahy vsech vrstevnic a vynasobime
rozestupem mezi témito vrstevnicemi, dostaneme od-
had pro objem kopce. Vlastné je to jako bychom ko-
pec roziezali na stejné tlusté platky, naskladali je ve-
dle sebe, secetli obsahy postav takto vzniklych téles
a vynasobili vyskou.

e Podobné je mozné odhadnout objem jezera.

e V tomto pripadé je dvojny integral pouze koncept.
Samoziejmé nemame ambice vyjadfovat vrstevnice
v analytickém tvaru a integrovat pomoci Fubiniovy
véty. Ke slovu prijde spiSe numericky vypocet inte-
gralu.

a b
Obrézek 6.4: Integrdl pres obdélnik.
Vyse uvedené problémy se stanovenim a pripadnym prepo-

citavanim mezi pti zdméné poradi integrace se nevyskytuji
pri integrovani pres obdélnikovou oblast.
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Fyzikalni aplikace dvojného integralu kde S = u(M) je obsah mnoziny M. Poloha t&zisté je
tedy stfedni hodnotou funkci z a y.

o Hmotnost mnoziny M je

m = //M o(x,y)dzdy,

kde o(z,y) je ploSna hustota (hmotnost vztazend
na jednotku povrchu).
e Je-li plosnd w hustota kinetické energie molekul

Tuhost nosniki, stabilita stromu

Tuhost (odolnost vici deformaci) pro nosnik obdélniko-
vého prurezu o vysce b a Sifce a je dana kvadratickym

momentem obdélnikového prurezu vzhledem k vodorovné
ose prochéazejici tézistém.

(coz je veli¢ina Gmérnd termodynamické teploté), je
/ / udady celkovd kinetickd energie castic. Tato
M

energie se muze meénit tepelnou vyménou. Rychlost,
s jakou se meéni Cast vnitini energie souvisejici s tep-

lotou, je
d
dt M

a odsud odvozujeme rovnici vedeni tepla.
Lineadrni momenty hmotné mnoziny M vzhledem
k osam y a x jsou rovny

//M zo(x,y)dzdy
//M yo(z,y)dzdy.

Moment setrvac¢nosti hmotné mnoziny M vzhle-
dem k ose je

J = //M P (z,y)o(z,y)dzdy,

kde p(z,y) je vzdalenost bodu (z,y) od osy otéceni.
Naprtiklad pro osu z je p(x,y) = y a pro osu y je
p(x,y) = x. Pro osu prochdzejici kolmo pocatkem je

p(,y) = Va2 +y2

Technické aplikace dvojného integralu

Y veyv

e Souradnice tézisté mnoziny jsou podilem linearnich

momentl a celkové hmotnosti mnoziny.
Kvadraticky moment priifezu (coz je moment se-
trvacnosti pro o(z,y) = 1, anglicky second moment
of area) je veli¢ina, kterd hraje podstatnou roli v me-
chanice (nabytek, stavby) pti dimenzovani (polic, nos-
nych ty¢i, nosniki).

V technické praxi zpravidla neuvazujeme nekon-
stantni plosnou hustotu. Potom je mozné je bez Gjmy
na obecnosti nahradit jednickou. Vzorce pro obsah, x-
(y0), kvadraticky moment vzhledem k ose x (I,,) a kva-
draticky moment vzhledem k ose y (I,) (pro mnozinu

M s plosnou hustotou 1) jsou
Im = // y2dl'dy,
M

1

To = 3 //M rdxdy,
1

Yo = — // ydady, I, = // z2dzdy,
S M

I, y? dzdy

)

b b
22

[N

//[;@]X
1

f / 24 1) b
x =a|z =—a
LYY 3Y 12

—a
2

Odsud médme okamzité nékolik pozorovani

e Pokud sitka vzroste dvakrat, tuhost vzroste také dva-

krat. Pokud ale dvakrat vzroste vyska, tuhost vzroste
dokonce osmkrat. Pro nosnik s pomérem stran 1:2 je
pomér tuhost{ pri poloze naplacato a nastojato roven
1:4.

Pro nosnik étvercového prifezu (a = b) roste tu-
host se ¢tvrtou mocninou rozméri. Obsah (a tedy
i hmotnost) roste s druhou mocninou. Uvazujme t¥i
nosniky. Prvni ma c¢tvercovy prufez. Druhy také, ale
pritfez ma dvojndsobny obsah. (Strana je tedy v/2-
krét delsi.) Tret{ nosnik bude krabicovy nosnik. Bude
mit vnéjsi rozmeéry stejné jako vétsi nosnik, ale uvnitr
bude ¢tvercovd dutina o rozmérech prvniho nosniku.
Tuhost prvniho nosniku bude referen¢ni, ozna¢me ji
1. Tuhost druhého nosniku bude ¢tyrnasobna, tj. 41 a
za toto navyseni tuhosti “platime” pouzitim dvojna-
sobného mnozstvi materidlu. Tuhost tfettho nosniku
najdeme jako rozdil prvnich dvou, tj. 31, protoze i
geometricky nejvétsi nosnik vznikne zasunutim prv-
niho nosniku do dutiny ve tfetim krabicovém nosniku.
Nyni porovnjeme ptvodni nosnik a krabicovy nosnik.
Oba pouzivaji stejné mnozstvi materialu, ale tuhost
krabicového nosniku je trojnasobna. To proto, ze ¢ast
materidlu je dal od osy symetrie prurezu. Podobné se
dé zduvodnit a vypoctem ukazat, ze profil ve tvaru
pismene I, zndmé icko, je tuzsi nez ty¢ vykovana ze
stejného mnozstvi materidlu.

Pro ¢tvercovy prifez roste tuhost se ¢tvrtou mocni-
nou délky strany. Podobné zavislost musi byt u kaz-
dého prurezu jednoparametrického tvaru, napriklad
pro kruh. Jako na nosnik s kruhovym prifezem mu-
zeme pohlizet i na stromy. Napiiklad strom, ve kte-
rém je dutina o velikosti poloviny priaméru kmene vét-
Sinou vyvola obavy ze stability. I kdyz takova dutina
vypada obrovska, tuhost se snizi o pavodni tuhost vy-
nasobenou koeficientem

(0.5)* = 0.0625 ~ 6%.

Vidime, Ze i s hrozivé vypadajici dutinou méa kmen
pofad tuhost 94% puvodni tuhosti (za predpokladu
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dutiny uprostied kmene). Pevnost roste jenom s tfeti
mocninou a proto odolnost vici zlomeni neklesne tak
dramaticky jako tuhost.

Tlak na svislou plochu

Vzorec pro tlakovou silu F© = pS neni mozné pouzit

napriklad pro vypocet celkové sily ptisobici na svislou
hraz, protoze tlak p se méni s hloubkou a neni tedy

konstantni na celém prurezu o obsahu S. Ukézeme, jak
tuto nesnaz prekonat.

Uvazujme svislou rovinnou hraz M. Hrézi je pfitom mys-
lena rovinna mnozina s jednotkovou plosnou hustotou,
ne postaveny trojrozmérny objekt. Pocatek kartézské sou-
stavy soufadnic volime u hladiny, osa y sméfuje dolt, osa
x vodorovné. Tlak v hloubce y je roven p = ypg, kde p je
hustota vody a g tithové zrychleni. Na plochu o rozmérech
AS v hloubce y pusobi tlakova sila

AF = ypgAS.

Tato tlakova sila mé ve vsech bodech hraze stejny smér a
celkovou silu na hraz je mozno zjistit sectenim sil v jednot-
livych bodech. Podobna myslenkova tivaha jako v ivodu
pro hmotnost desky, nebo presny matematicky popis, nés
dovedou k tomu, ze celkova sila na hraz je dana integrdlem

F:// ypg dxdy.
M

Protoze g a p jsou konstanty, je mozno psat

F:pg// ydady.
M

vysledny vztah tvar

vvev

F = pgyoS,

kde S je obsah hrize. Formalné tento vztah odpovida
vzorci

F= p()Su

Vvev

(H1)

vveyv

nou mnozinou M, neni tento poznatek nijak vazan na
konkrétni tvar hraze. Musi byt vSak splnéna podminka,
ze vSechny body hraze lezi v jedné roviné.

V predchozim textu jsme proménnou veli¢inu popisujici

tlak na hraz jako funkci hloubky nahradili konstantni veli-
nezménil. To je presné smysl stfedni hodnoty. V matema-
tickych pojmech je mozno fici, ze stfedni hodnota tlaku

hrazi myslime spise rovinnou plochu, tak by presnéjsi ter-
minologie méla pouzivat radéji pojem geometricky stred.
Budeme se vsak drZet ustdlené terminologie.)

45

Nikde ve vypoctu jsme nepouzili konkrétni meze pro
integraci. Vysledek tedy plati nejenom pro hraz dosahujici
k hladiné, ale naptiklad i pro poklop vypusti, ktery je cely
pod vodou.

Pusobisté tlakové sily
Budeme pokracovat v predchozim piikladé a hledat ptiso-
bisté vysledné tlakové sily.

Tlakovéa sila ptsobici na svislou hraz ma celkovy nulovy
moment vzhledem k ose prochazejici pisobistém. Je-li
hraz definovana mnozinou M a je-li y. pusobisté vysledné
tlakové sily, je v hloubce y tlak na plosku o velikosti AS
roven ypgAS a soudin (y. — y)ypgAS je prispévek k oté-
¢ivému momentu vzhledem k ose, prochézejici vodorovné
pusobistém tlakové sily. Soucet vsech téchto prispévku se
nuluje, tedy musi platit

// (Ye — y)ypg dady = 0.
M

Odsud po vydéleni konstantami pg dostavame

//M(yc —y)ydzdy =0

a po roznasobeni zdvorky, rozdéleni integralu na dva a
vytknuti konstanty

yc// ydxdy:// y? dzdy.
M M

Nyni jiz snadno dostaneme vysledny vztah

o — I3 v? dzdy
[y ydady

Pokud je mnozina M obdélnik, je mozné ji (po vhodné
zméné jednotek) brat jako jednotkovy ctverec. Protoze
plati

1 1
// ydedy = =, // dea:dyzf7
0,1]x[0,1] 2 0,1]x[0,1] 3

2
=3 a pusobisté na obdélnikovou hraz

(H2)

dostavame y,. =

rol=|eolm

je v hloubce odpovidajici dvéma tretinam celkové hloubky.

Vv

Vvew

jit geometricky, je zaloZena metoda nalezeni pusobisté
tlakové sily pomoci zatézovaciho obrazce.

Dvojny integral v polarnich sourad-
nicich

https://youtu.be/IEObYHpX 72w


https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_prism

KAPITOLA 6. DVOJNY INTEGRAL

Polarni souradnice

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské souradnice: dvojici
¢isel udavajici vzdéalenost bodu od osy y a od osy x, kterd
jednoznac¢né urcuje polohu bodu v roviné. V praxi je nékdy
vyhodnéjsi pouzit i jiny zpusob jak pomoci dvojice Cisel
charakterizovat polohu bodu v roviné - takové souradnice
potom nazyvame krivocaré souradnice.

vvvvv

radnice. Pr1i jejich pouziti polohu bodu A zaddvame tak,
ze ur¢ime vzdalenost r bodu od pocatku soustavy soutrad-
nic O a thel g, ktery svird spojnice bodu O a A s kladnou
¢asti osy .

X =TCO0S @
y=rsine A

Obrazek 6.5: Poldrni souradnice.
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Mnoziny s jednoduchym vyjadrenim v polarnich
souradnicich

Nejsnéaze se pri vypoctu dvojného integralu pracuje s ob-
délnikovymi mnozinami, tj. s mnozinami charakterizova-
nymi nerovnostmi pro jednotlivé proménné a konstantnim
omezenim pro tyto proménné. Analogicky se bude snadno
pracovat v polarnich souradnicich s mnozinami, které by
se staly obdélniky pro prekresleni do souradné soustavy

r a . Takové mnoziny jsou zobrazeny na nasledujicich

obréazcich.

Prevod dvojného integralu do polarnich souradnic

dA ~ rdedr

Obrazek 6.6: Element plochy v poldrnich souradnicich

Chceme-li prevést dvojny integral do polarnich souradnic,
provadime v ném vlastné substituci ¢ = rcosp a y =
rsin @. Pritom se transformuji i diferencidly dx a dy. Pii
zmeéneé thlu o dp a zméné vzdalenosti o dr mé odpovidajici
¢ast roviny rozméry dr a rdy a jeji obsah je rdedr (viz
obrézek). Plati tedy, Ze obsah elementarni oblasti dA =
dxdy se transformuje na dA = rdedr. Podil jijr
kolikrat se zméni obsah elementarni oblasti pfi yzméné
souradnic a nazyvd se jakobian. V pripadé polarnich
soutadnic je jakobian jak vidime roven r a plati tedy

//Q f(z,y)dzdy = //Q f(rcosg,rsinp)rdedr.

V diferencialnim pocétu poldrni souradnice pouzivame pie-
devsim tam, kde mé problém radidlni symetrii. Naptiklad
pii studiu ochlazovani nebo kmitt kruhovych desek ¢i
valcovitych soucastek. V integralnim poctu tyto soutrad-
nice pouzijeme zejména v pripadé, kdy integrujeme pres
kruznici nebo jeji édst (napf. mezikruzi ¢i kruhova vysec).
V takovém pripadé maji totiz integraly které vzniknou po
transformaci dvojného integralu na dvojndsobny pevné
meze a vypocet druhého integralu je zpravidla jednodussi.

udéva,



KAPITOLA 6. DVOJNY INTEGRAL

Z ptaci perspektivy

e Dvojny integrdl vyuzijeme tam, kde nas zajima cel-
kovd hodnota aditivni veli¢iny, jejiz prispévky jsou
rozloZzeny ve dvourozmérné plose. Napriklad celkova
tlakova sila na sténu akvaria.

e Dvojny integral pocitdme jako integral z integralu
aparatem integralniho poctu funkci jedné proménné.
V radé pripadu se vSak problém da zjednodusit. Napri-
klad pri integrovani funkci se separovanymi promén-
nymi pres obdélnikové mnoziny se integral dé zapsat
jako soucin integrali. Podobné, pfi integrovani pres
mnoziny které jsou ¢astmi kruhu se d& v mnoha pti-
padech integral prepsat pomoci polarnich souradnic
na integral pres obdélnik (v poldrnich soufadnicich).
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Kapitola 7

(GGreenova veta

Anotace.

e V prednésce se seznamime s nastrojem, ktery umoz-
nuje predvadét mezi sebou kiivkové a dvojné inte-
graly. To vyuzijeme pozdéji pfi makroskopické for-
mulaci bilance stavové veli¢iny a pfi odvozeni difuzni
rovnice v integralnim tvaru.

o Dadle se seznamime s vektorovou obdobou Newtonovy-
Leibnizovy véty. Nauéime se pocitat ktivkovy integral
druhého druhu pomoci rozdilu potencialu v konco-
vych bodech. Tato moznost neni k dispozici automa-
ticky (pouze pro vektorova pole s nulovou rotaci, pro
ktera existuje kmenova funkce), ale pokud je mozné
touto cestou jit, byva to velké ulehceni.

Prerekvizity.

o Krivkovy integral prevadime na dvojny integral. Je
proto dobré ovladat vypocet dvojného integralu.

e Pro pochopeni odvozeni rovnice kontinuity v integral-
nim tvaru je nutné znat vyznam dvojného integralu
hustoty a umét pomoci kiivkového integralu vypoci-
tat tok.

e Dostaneme se jinou cestou ke stejné rovnici, kterou
jsme poznali difve jako difuzni rovnici. Je vhodné si
ujasnit fyzikalni vyznam jednotlivych ¢lent této rov-
nice a jak se ve specidlnich pripadech tyto ¢leny mo-
hou redukovat na ¢leny jednodussi (izotropni mate-
ridl, homogenni material, material s linearnimi vlast-
nostmi, staciondrni déj, proces bez zdroji).

Uvod

V této predndsce se sezndmime s nastroji pro pohodlny
vypocet krivkového integralu v pripadé, kdy tento inte-
gral nezavisi na integracni cesté a s metodou prevodu
krivkového integralu na dvojny integral. Tyto myslenky
dnes stoji v samotném zakladu mnoha dalsich teorii a jsou
dulezité pro prechod mezi lokdlnim a globdlnim (mikrosko-
pickym a makroskopickym) popisem transportnich jevii.
Proto je az neuvéritelné, ze uvedeny postup odvodil pekar
a samouk George Green, ktery absolvoval jenom jediny
rok skolni dochédzky ve véku od osmi do deviti let! Své

dilo publikoval vlastnim nakladem a povétSinou rozdal

pratelum, ktefi vSak textu pravdépodobné nemohli viibec
rozumeét. Proto neveslo okamzité ve zndmost. Nezavisle na
Greenovi podobny pristup objevili i nékteti dalsi fyzikové.

V nésledujicich vétach si ukdzeme nékteré souvislosti mezi
studovanymi pojmy. Tyto souvislosti existuji, pokud ob-
jekty se kterymi pracujeme jsou dostatecné pékné - funkce
jsou dostatecné hladké, oblasti maji dostatecné hladkou
hranici a neobsahuji diry apod. Pro uplnost uvedeme
nebo zopakujeme potfebné pojmy. Nékteré pojmy pro
nazornost uvedeme ponékud volnéjsi interpretaci, jejich
presnéjsi zavedeni je mozno nalézt v literatute.

e Vektorové pole F se nazyva potencidlové, pokud

existuje skaldrni funkce ¢ s vlastnosti Vo = F.
Funkce ¢ se nazyvd kmenova funkce vektorového
pole.

o Krivka C se nazyva uzaviend, pokud jeji po¢atecni
a koncovy bod splyvaji.

o Kiivka se nazyva jednoducha, pokud sama sebe ne-
protind (s pripadnou vyjimkou stejného pocéatecéniho
a koncového bodu u uzavienych kiivek).

o Krivka se nazyva regularni, pokud funkce z jejiho
parametrického vyjddieni jsou hladké (maji spojité
derivace) a v kazdém bodé je aspon jedna z téchto
derivaci nenulova.

« Pokud plati pro libovolné dvé regularni krivky C' a Cf,
které lezi v Q a maji stejné pocCatecni body a stejné
koncové body, plati

/ Fdi= | Fdr,
C C1

tikdme, ze integrdl v () nezavisi na integracni
cesté. Vektorové pole ve kterém krivkovy integrél ne-
zévisi na integra¢ni cesté se nazyva konzervativni
pole.

¢ Oblast se nazyva jednoduse souvisla, pokud je sou-
vislad a neobsahuje otvory.

Véta o nezavislosti integralu na in-
tegracni cesté

https://youtu.be/zQorgqarHG4
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https://cs.wikipedia.org/wiki/George_Green
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Podle této véty je tedy vektorové pole v prostoru konzer-
vativni pravé tehdy, kdyz je jeho rotace nulova a to je
praveé tehdy, kdyz pro toto pole existuje kmenova funkce
a je tedy mozno zavést potencil (zdporné vzatd kmenova
funkce).

Véta (o nezavislosti integralu na integracni
cesté). UvaZujme vektorovou funkci F , krivku C a oblast
Q v R3. Nidsledujici vijroky jsou ekvivalentni za predpo-
kladu hladkosti funkci, regularnosti krivek a jednoduse
souvislé oblasti Q).

a. Integrdl / Fdr nezdvisi v Q) na integracni cesté.
@

Fd7 po libovolné wuzavrené
C
krivce C v Q je roven nule.

¢. Rotace V x F vektorového pole F je v Q rovna nu-
lovému vektoru. ~
d. Existuje funkce ¢ s vlastnosti Vi = F na Q.

b. Krivkovy integrdl

Pokud jsou predchozi podminky splnény (platnost jedné
z nich vynuti platnost i vSech ostatnich), je mozno kiiv-
kovy integrdl vypocitat podle vzorce

/ Fdr = p(B) - p(A),
C

kde A a B jsou pocdtecni a koncovy bod krivky C a ¢ je
kmenovd funkce vektorového pole F'.

manimp:integracni_cesta|Kfivkovy integral druhého
druhu mutze a nemusi zaviset na intergracni cesté. Pokud
nezavisi, je jakdkoliv prace s tlohou usnadnéna, protoze
je mozné= zavést potencidlni energii.

Tato véta je pouzitelnd na mnoho zpusobu.

e Véta primo udava efektivni kritérium, kdy kiivkovy
integral nezavisi na integracni cesté. Rotace vektoro-
vého pole musi byt nulova. Pokud mame vektorové
pole zadané analytickym predpisem jednotlivych kom-
ponent, je toto nejsnazsi kriterium na ovéteni.

e Véta primo udava, jak ze znalosti kmenové funkce
snadno urc¢it hodnotu kfivkového integralu. Staci vy-
pocitat zménu kmenové funkce (zménu skaldrniho po-
tencidlu) mezi pocateénim a koncovym bodem kiivky.

o Véta také udava, jak vypocitat skalarni potencial po-
moci k¥ivkového integralu. A¢ se ve sbirkach piiklada
studenti setkavaji s vypoctem kiivkového integralu
pomoci skaldrntho potencidlu, je toto typické vyu-
ziti jenom v pripadech s analyticky snadnym rese-
nim. V piipadé numerickych vypoc¢ti s namérenymi
daty je hledani skalarniho potencidlu v podstaté ne-
mozné provést klasickou cestou. Pomoci kiivkového
integralu to je naopak snadné. Staci si vybrat vychozi
bod a pocitat krivkové integraly po libovolnych kiiv-
kéch (zpravidla usecky) do bodu, kde chceme znét
skaldrni potencial. Tomuto je vénovan Jupyter zapis-
nik ilustrujici uvedenou vétu.
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Poznamky k vété o nezavislosti kfivkového
integralu na integracni cesté

Vétu je mozno formdlné vyslovit i pro jiny nez trojroz-
mérny prostor. Pokud je pole v predchozi vété pouze
v roving, tj. F= (Fy, Fy), doplnime tfeti komponentu pro

OF, B % ) i
Ay ox )7
prechazi podminka na nulovost rotace v nam jiz znamou
nutnou a postacujici podminku

vypocet rotace nulou. Protoze V x F= (

oF, _or,
oy  Ox
pro to aby vyraz
F,dz + F,dy

byl totalnim diferencialem.

Pokud pracujeme v prostoru vyssi dimenze, podminka
na rotaci je nahrazena jinou, komplikovanéjsi podminkou.
Vsechny dalsi body véty o nezavislosti na integracni cesté
vSak zustavaji v platnosti beze zmény.

Podminka hladkosti funkci na jednoduse souvislé oblasti

-

1+
$2+y2

je podstatnd. Napftiklad pole v = — T 5J
ety

ma rotaci rovnu nule ve vSech bodech, kde je definované, tj.
v celém prostoru kromé osy z. Opravdu, kromé primého

vypoctu to plyne z toho, Ze se jednd o gradient funkce
Y v o PR . . ‘ < v .
arctan =. Pfimym vypoctem je mozno ukazat, ze krivkovy
x
integral po jednotkové kruznici v roviné z = 0 je roven
2m. To je mozné ukazat primym vypoctem, kdy se diky
stejnému sméru vektorového pole a tecného vektoru krivky
integral redukuje na soucin délky kfivky s vektorovym
polem konstantni velikosti.
ww:problems/krivkovy integral/40_01.pg
ww:problems/krivkovy_ integral/40_02.pg
ww:problems/krivkovy_ integral/40_03.pg
ww:problems/krivkovy_integral/40_04.pg
ww:problems/krivkovy_integral/40_05.pg

ww:problems/krivkovy__integral/40_06.pg

Greenova véta

https://youtu.be/LIIF8H43feQ


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Nezavislost_na_integracni_ceste.html
http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Nezavislost_na_integracni_ceste.html
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Obrazek 7.1: Krivkovy integrdl v nekonzervativnim poli (obsahy jsou
rizné)

xl+g( y1+>c)), TotF=0

Obrazek 7.2: Krivkovy integrdl v konzervativnim poli (obsahy jsou
stejné)
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Véta (Greenova véta). Necht Q C R? je jednoduse
souvisld reguldrni oblast, jejiz hranici je po cdstech re-
guldrni krivka 0Q) orientovand tak, Ze pri obihdni po-
dél krivky 090 je oblast  vlevo. Necht vektorovd funkce
F(z,y) = P(z,y)i + Q(x,y)j je hladkd uwvniti néjaké ob-
lasti, obsahujici mnoZinu Q0 a jeji hranici 0. Plati

]{ P(x,y)dz + Q(z,y)dy
o0

Clirkulace po hranici 92

iC

[V (Pi+Qj)]-

y)) dady.

Varianta Greenovy véty pro tok krivkou

Nahradime-li formélné vektorové pole Pi+Qj vektorovym
polem —Qf—!— Pf, dostavame nésledujici vztah mezi dvoj-
nym integralem divergence vektorového pole pres oblast
Q a kiivkovym integralem vyjadiujicim tok vektorového
pole Pi+ Q7 protékajici pres hranici 9.

—Q(x,y)dz + P(z,y)dy
o0

Tok pfes hranici 992

g

div(Pi+Q7)

y)) dzdy

Vyse popsané dvé varianty Greenovy véty nam davaji
moznost najit fyzikalni interpretaci operatortu divergence
a rotace. Podil dvojného integralu funkce f pfes oblast €2
a obsahu této oblasti je roven stiedni hodnoté funkce f na
mnoziné Q. Pri limitnim pfechodu, kdy rozméry mnoziny
Q) jdou k nule, dostaneme primo funkéni hodnotu funkce f.
Toto nam umoznuje dostat se do integrandu na pravych
strandch vztaht.

Rotaci je tedy mozno chapat jako limitu podilu cirkulace
vektorového pole po uzaviené kiivce a obsahu mnoziny
uvnitt této kiivky, kdy v limitnim procesu stahujeme
délku krivky k nule. Zejména pokud je prace po libovolné
uzaviené ktivce nulové, je nulova i rotace.

Podobné divergenci je mozno chapat jako limitu podilu
toku uzavienou kiivkou a obsahu mnoziny ohranicené
touto krivkou, kdyz rozméry uvazované oblasti jdou k nule.
V ustaleném stavu a pri absenci zdroju ani spotiebicu je
tok dovnitf kiivky stejny jako tok ven (co do uzavieného
prostoru vtece, to i vytefe ven) a divergence je rovna nule.

Greenova véta a prechod mezi lokalnim a
globalnim tvarem rovnice kontinuity

ww:problems/dvojny_ integral /13.pg
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ww:problems/dvojny__integral/14.pg
ww:problems/dvojny__integral/14a.pg

Greenova véta umoznuje prechod mezi lokdlnim tvarem

fyzikélnich zdkonu (co se déje v daném bodé prostoru) a
globalnim tvarem (co se déje v kone¢ném objemu). Z fyzi-
kalniho hlediska je zajimavéjsi lokdlni tvar, protoze dava
nahled, jak funguji studované procesy. Z hlediska pozoro-
vatele je zajimaveéjsi globalni tvar, protoze pracuje s redlné
méfitelnymi pojmy. Vzhledem k moznosti prechodu mezi
témito pristupy je uzitecnost Greenovy véty a jejiho troj-
rozmérného zobecnéni nezastupitelna.

Navazeme na koncept predstaveny v prednésce o diver-
genci vektorového pole a podobnou bilanci stavové veli-
¢iny, jakou jsme pouzili v odvozeni rovnice kontinuity a
difuzni rovnice pouZzijeme pro konecné velky objem.

Je-li u(z,y) hustota stavové veli¢iny v mnoziné M, o(z,y)
vydatnost zdroju a J= (P, Q) pole popisujici tok stavové
velic¢iny, je rychlost s jakou roste mnozstvi stavové velic¢iny
v mnoziné M (tj. derivace mnozstvi podle ¢asu) ddna
vydatnosti zdroju stavové veliCiny snizené o odtok stavové
veli¢iny pres hranici mnoziny M. Matematicky vyjadieno
plati

(i(//Mudxdy> ://Madxdy—jéM—de—i—de.

Diky nezavislosti x a y na Case t mizeme zaménit poradi
derivace podle ¢asu a dvojného integralu vlevo. Krivkovy
integral vpravo muzeme prepsat pomoci Greenovy véty
na dvojny integral. Tim dostavame

ou
—dxdy:// o dxdy
//M ot M

_ /M <3P(;9;’y)+362§;,y)> drdy

a po zkraceni oznaceni v poslednim dvojném integralu a
vyuziti linearity integralu vztah prejde do tvaru

/ %&M@z//J—VwMMy
M Ot M

Protoze tato rovnost ma platit pro libovolnou mnozinu
M, musi se rovnat nejenom integraly, ale i integrované
funkce, tj. musi platit

Ju >

—=0—-V-J.

ot
Toto je stejna rovnice jako rovnice odvozenda lokalnimi
tvahami v predndsce o divergenci. Stejné jako v této
prednésce poté muzeme pomoci konstitutivniho vztahu

J=—-DVu
obdrzet difuzni rovnici

ou
5 =0+ V- (DVu).



Kapitola 8

Diferencialni rovnice

Anotace.

V prednésce se sezndmime s rovnicemi, obsahujicimi
derivace neznamé funkce. Jejich vyuziti je vSude tam,
kde rychlosti zmén veli¢in jsou dany hodnotami téchto
veli¢in.
Typickym prikladem je radioaktivita, protoze mnoz-
stvi rozpadlych atomu je ddno mnozstvim nestabil-
nich atomi. Aplikace potom muzeme najit napriklad
pri ochrané budov pred radioaktivnim radonem.
Jinym typickym prikladem jsou populac¢ni modely,
kdy prirustek populace je dan poctem jedincu schop-
nych reprodukce a ten zpétné souvisi s velikosti popu-
lace. Vyuziti je pfi navrhu trvale udrzitelného hospo-
dafeni s prirodnimi zdroji pii lovu.
Technicky vyznamnym prikladem je i model tepelnd
vymény, kdy se rychlost zmény teploty pii tepelné
vyméné se méni podle intenzity toku a ta se méni
s teplotnim rozdilem.
Rada diferencidlnich rovnic méa specidlni vlastnosti,
které mizeme vyuzit pri prozkoumavani feSeni.
Dokonce muzeme napiiklad popsat, jak vypadaji
vSechna TeSeni, aniz bychom je museli poc¢itat. Nékteré
z téchto taktik se nauc¢ime v prednaskach v dalsich
tydnech vénovanych linedrnim rovnicim (nésledujic
predndska) a autonomnim systémum (prednéska né-
sledujici po pfednésce o linedrnich rovnicich). Ted to
zminujeme proto, aby slo vidét, ze v pripadé diferenci-
alnich rovnic nejsou dovednosti spojené s vypoctem je-
jich TeSeni tak dulezité, jak jsme zvykli u jinych druhi
rovnic. Proto jsou v néasledujicim seznamu dovednosti
az na konci.
Dulezité dovednosti, které se nauc¢ime v souvislosti
s diferencidlnimi rovnicemi, jsou zejména
— schopnost naformulovat diferencidlni rovnici
podle slovniho popisu mechanismu modelova-
ného déje,
— dovednost posoudit existenci a jednoznacnost re-
Seni,
— dovednost snizit transformaci pocet parametri
rovnice
— a az v posledni radé najit reseni numericky nebo
analytickou cestou.

Prerekvizity.
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e Diferencialni rovnice souvisi s derivacemi. Pro
uspésné rozhodnuti, zda se tloha da modelovat po-
moci diferencidlni rovnice nutné potiebujeme spoleh-
livé znat vyuziti derivace. V podstaté s jistotou vSude
tam, kde se mluvi o rychlostech, ale aplikace jsou i
jinde.

e Pro nalezeni analytického feseni diferencialni je treba
ovladat integral funkce jedné proménné.

Modely zalozené na rychlostech (de-
rivacich)

https://youtu.be/08uAuAgY-lw

Tepelna vyména, kava v hrnku

o 7 fyziky vime, ze rychlost tepelné vimény mezi dvéma
télesy je umérnd rozdilu jejich teplot (Newtonuv zdkon
tepelné vymény). Rychlosti tepelné vymény muzeme
rozumét naptiklad rychlost s jakou roste teplota stu-
deného télesa v teplém prostiedi nebo s jakou klesa
teplota horkého télesa umisténého v chladnéjsim pro-
stredi.

e Rychlost s jakou roste teplota T' télesa télesa v Case
je derivace teploty podle casu. Pokud potfebujeme
pracovat s poklesem, uvazujeme zaporné vzatou de-
rivaci. Umérnost matematicky vyjadifme nasobenim
konstantou a teplotni rozdil muze byt napriklad pri
umisténi horkého télesa o teploté T v chladné mist-
nosti o teploté Ty vyjadren rozdilem T — Tj.

e Proces tepelné vymény probihajici podle Newtonova
zédkona je tedy mozno modelovat vztahem

dT

i k(T — Tp).

e K rovnici v idedlnim pripadé dodavame materidlovou
charakteristiku (konstantu dmérnosti k) a pocdtecéni
teplotu. Resenim je funkce udévajici zévislost teploty
na Case. Chceme-li znat teplotu za urcity cas, neni
nutné provadét pokus a ¢ekat na uplynuti pozadované
doby. Muzeme teplotu primo vypocitat.
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o Nékdy muze byt vhodné nesledovat teplotu T, ale roz-
dil oproti okolni teploté, 7 =T — T. Model se potom
zjednodusi na

dr
E = 7[6'7_,
tedy na model, kdy rychlost zmény je tmérnda funkéni

hodnoté.

Radioaktivni rozpad, radon ve sklepé

o Radioaktivni prvky se rozpadaji rychlosti, kterd je
tumérna mnozstvi dosud nerozpadnutého materialu.
Rychlost, s jakou se méni mnozZstvi (a tedy i kon-
centrace y v daném vzorku) nerozpadnutého radio-
aktivniho materialu je tedy popsiana matematickym
modelem 4

Y

%=
kde A je konstanta imérnosti. Tato rovnice je priroze-
nym dusledkem toho, Zze pro dany nestabilni izotop
maji vsSechny atomy stejnou pravdépodobnost, ze
u nich dojde k rozpadu a tato pravdépodobnost se
s Casem nemeéni.

o Nejznaméjsi aplikaci této rovnice je datovani archeo-
logickych vzorkt pomoci radioaktivniho uhliku C.
V tomto piipadé se sleduje vzajemnda relace mezi
mnozstvim tohoto nestabilniho uhliku a mnozstvim
stabilnfho 2C. Poéateéni podminka je zndma (pfed-
pokladame stejny pomér zastoupeni jako relativné ne-
ddvno, pfed prumyslovou revoluci) a diky tomu mu-
zeme najit funkci udéavajici, jak s casem klesd za-
stoupeni radioaktivniho uhliku. Obsah radioaktivniho
i stabilntho uhliku je mozné zmérit a tim ziskame
odhad, kolik procent radioaktivniho uhliku se roz-
padlo. Reseni pocatecni tilohy poté pouzijeme pro od-
had doby, kdy organismus prestal spotfebovavat uhlik
z atmosféry, tj. odhad stari vzorku.

e Pri pokusu o datovani kosti dinosaurtu klesne mnoz-
stvi radioaktivniho uhliku pod méritelnou uroven.
Proto se v tomto pripadé pouzivaji latky s delsim po-
locasem rozpadu.

¢ Optikou bézného Zivota je nejzajimaveéjsi aplikaci této
rovnice model rozpadu v radioaktivni radé uranu, kdy
vznikd plynny radon, ktery mtze ptsobit problémy
ve stavbach a v rizikovych lokalitach je potfeba vhod-
nymi konstrukénimi pristupy nebo aktivnimi zarize-
nimi na lapani a odvétravani radonu.

Samocisténi jezer, kontaminace v jezere

e Nechf veli¢ina y uddva mnozstvi latky, ktera znecis-
tuje vodu v jezefe o objemu V.

o Predpokladejme, Ze do jezera pritéka ¢istd voda a stej-
nou rychlosti odtékd voda s necistotami (hladina se
neméni, je v ustdleném stavu). Necht velic¢ina r udava,
jaky objem vody se v jezere takto vymeéni za jeden den.
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Piedpoklddejme déle (ponékud nerealisticky), Ze roz-
déleni znecistujicich ¢astic v jezere je rovnomeérné.

o Ubytek hmotnosti necistot za ¢asovou jednotku je dan
derivaci d—i

o Protoze koncentrace necistot v jezefe a v odtékajici
vodeé je %, je ubytek znecisténi mozno vyjadrit téz ve

r r

tvaru —y. Podil — je pro dané jezero kladnéd kon-

stanta udavajici, jak velka ¢ast z celkového mmnoz-
stvi vody se v jezefe vyméni za casovou jednotku.
Oznac¢ime-li tuto konstantu symbolem £k, je proces
ubytku necistot v jezere popsan vztahem

dy

- ky.

e Vyse uvedeny model se nazyva rovnice samocistent je-
zer, ale tento nazev je Cisté formalni. Jednd se vlastné
o stejnou rovnici, ktera popisuje radioaktivni rozpad
nebo zménu rozdilu mezi teplotou horkého napoje a
mistnosti pti chladnuti nédpoje.

e Stejnou rovnici je mozné popsat nejenom odboura-
vani necistot z zivotniho prostredi, ale i odbouravani
1ékti nebo drog z téla. Povazujme krevni obéh za je-
zero a 1ék nebo drogu za znecistujici latku. V pripadé,
Ze rychlost odbourdvani je imérnd koncentraci (plati
pro farmakokinetiku prvniho fadu, toto splnuje vét-
Sina 1é¢iv za béZnych koncentrac{), ¥id{ se proces od-
bouravani stejnou diferencidlni rovnici.

RC obvod a chytré stény ve direvostavbach.

P1i nabijeni kondenzatoru o kapacité C pres odpor o veli-
kosti R roste napéti na kondenzatoru, tim se méni nabijeci
proud a proto se méni i rychlost nabijeni. Pomoci zakonu
elektrotechniky je mozno ukazat, ze nabijeci proud ¢ kon-
denzatoru se ridi vztahem

di 1

R—+ =i=0.

dt C
Napéti na kondenzatoru je mozno odvodit bud z proudu,
napéti na rezistoru a napéti zdroje, nebo z celkového
proudu, ktery prosel kondenzatorem.

Rovnice je tedy stejnd jako rovnice radioaktivniho roz-
padu a rovnice samocisténi jezer. Vhodnou manipulaci
s parametry soucastek je mozno ménit koeficient u této
rovnice a vhodnym spojovanim téchto obvod dokazeme
dem analogovych pocitaci, které nepracovaly s Cisly, ale
s napétimi. Tyto pocitace sehraly svou roli v dobé, kdy
¢islicové pocitace byly nedostupné, pomalé a nespolehlivé.
Tim byla historické tloha analogovych pocitacti splnéna
a jiz se nepouzivaji.

RC obvod jako takovy ma vSak dilezité misto i dnes. Do-
kéze napriklad filtrovat signdly podle frekvence. Vypocet
jeho charakteristiky (tj. vyfeSen{ rovnice) a sledovani na-
péti na kondenzatoru umozni méreni elektrického odporu


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difro.pdf
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tam, kde neni vhodné odpor urcovat z proudu a napéti

pomoci Ohmova zdkona. Typickym prikladem je odpor

dieva a jeho vodivost, tj. prevracenda hodnota odporu.

Tato veli¢ina se pouziva k rychlému stanoveni vlhkosti

dfeva, nebo je mozno ji dlouhodobé sledovat pomoci sen-
zoru zabudovanych do dievostavby.

Ve skutec¢nosti zadnd elektronickd soucdstka nema idedlni
vlastnosti a proto se v obvodu projevuji i nezadouci pa-
razitni charakteristiky. Pokud by toto bylo limitujici, je
mozné obvod nahradit podobné se chovajicim zapojenim
s operac¢nim zesilovacem (odkazovand stranka pracuje
s rovnici v integralnim tvaru).

Vyvoj populace a jeji ekologicky lov

o Zkoumejme velikost y urcité populace v prostredi
s nosnou kapacitou K.

e Realistickym predpokladem dodanym biologickymi
védami je, ze v prostiedi s omezenymi tizivnymi vlast-
nostmi specifickd miru rastu populace (rychlost s ja-
kou se velikost populace zvétsuje vztazenad na jednot-
kové mnozstvi populace) klesd s tim, jak se velikost
populace ptiblizuje k nosné kapacité, a rychlost ristu
populace je modelovana funkei ry (1 — %) Podle vel-

kosti koeficientti v této funkci délime zivocichy na r-
stratégy a K-stratégy a toto déleni odrazi, jak se snazi
druh vyrovnavat se zménami prostiedi.

e Za uvedenych predpokladu je mozno vyvoj populace

popsat modelem
<)
= 1 —_ —
ry(1- %),

ktery se nazyva logistickd rovnice.
e Pokud lovem snizime prirtustky populace, muzeme
tento proces popsat modelem

% =ry (1—%) = h(y),

kde h(y) je intenzita lovu populace o velikosti y. Mo-
delovani tohoto procesu umozni nalezeni ekonomicky
vyhodné ale pritom trvale udrzitelné strategie lovu.

dy

dt

Obycejna diferencialni rovnice prv-
niho radu

https://youtu.be/3HTs62J0gMk

Obycejna diferencidlni rovnice je rovnice, kde vystupuje
neznama funkce a jeji derivace. Setkavame se s ni napri-
klad vsude tam, kde rychlost ristu nebo poklesu veli¢iny
souvisi s jeji velikosti. Naptiklad rychlost s jakou se méni
teplota horkého télesa je funkci teploty samotné. Rychlost
tepelné vymeény mezi dvéma télesy je totiz imérna rozdilu
jejich teplot (Newtoniv zdkon). Takto se pfirozené dife-
rencialni rovnice objevuji v modelech nejruznéjsich déju
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jevu. Podstatu déje, ktery modelujeme, musi dodat fyzika,
biologie nebo jina aplikovana véda. To v matematice obsa-
zeno neni. Matematika poté poslouzi k analyze, jaké jsou
pozorovatelné dusledky a tim se ovéri, jestli prislusna apli-
kovanad véda spravné vystihuje podstatu modelovaného

déje.

Definice (diferenciilni rovnice). Obycejnou diferenci-
alnd rovnici pruniho vddu rozresenou vzhledem k derivaci
(strucnéji téz diferencidlni rovnici, DR) s nezndmou y ro-
zumime rovnici tvaru

dy _

o o(x,y) (1)

kde ¢ je funkce dvou proménnych.

(anglicky ordinary differential equation, ODE)
Dalsi formy zapisu rovnice (1) jsou
Y =olx,y),
dy = ¢(z,y)dz,
dy — ¢(z,y)dz = 0.
Piiklad. Najdéte vsechny funkce spliujici v’ = 2zy.
(Naudime se Fesit pozdéji.)

Diferencialni rovnice udava scénar vyvoje systému. K jed-
nozna¢nému predpovézeni budouciho stavu je ovSem
nutno znat nejenom, jaky mechanismus ovliviiuje vyvoj
systému, ale také stav soucasny.

Definice (poéate¢ni podminka, Cauchyova tloha).
Necht z¢, yo jsou redlna cisla. Uloha najit feSeni rovnice
dy

de = SO(‘T7 y)?

které splnuje zadanou pocdtecni podminku

(1)

y(w0) = Yo (2)

se nazyva pocdatecni (téz Cauchyova) uloha.

Reseni Cauchyovy ulohy nazyvame téz partikuldrnim rve-
senim rovnice. Graf libovolného partikularniho feSeni se
nazyva integralni krivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)

Piiklad. Najdéte vsechny funkce spliujici vy = 2zy a
y(0) = 3. (Nauime se Fesit pozdéji.)

Véta (existence a jednoznacnost reSeni Cauchy-
ovy ulohy). Mad-li funkce p(x,y) ohranicenou parcidlni
derivaci 2

dy
tecni dloha (1)-(2) prdvé jedno resend definované v néja-
kém okoli pocdtecni podminky.

v okoli pocdtecni podminky, potom md pocd-



https://cs.wikipedia.org/wiki/Zapojen%C3%AD_s_opera%C4%8Dn%C3%ADm_zesilova%C4%8Dem#Integra%C4%8Dn%C3%AD_zesilova%C4%8D
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
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Priklad. Rovnice

®3)
mé TeSeni y = e, coZz nahlédneme snadno, protoze ex-
ponencialni funkce se neméni derivovanim. Dosazenim je
mozné ukazat, ze ma dokonce FeSeni

v =y

y=Ce", (4)

kde C' je libovolné ¢islo.
Priklad. Reseni pocateéni tlohy

/

v =y, y(xo) =1%o

najdeme tak, Ze vyuzijeme fesen{ (4) a zaf{dime, aby byla
splnéna pocatecni podminka. Tj. feSenim pocatecni tlohy
je

y = (yoe ")e”.
Vidime, ze toto Teseni existuje pro kazdou pocatecéni pod-
minku a proto vzorec (4) popisuje dokonce vSechna feseni
rovnice (3).

Obecné a partikularni reseni

Reseni diferencialni rovnice je nekoneéné mnoho. Zpra-

vidla je dokdzeme zapsat pomoci jediného vzorce, ktery

obsahuje néjakou (alesporni do jisté miry libovolnou) kon-
stantu C. Takovy vzorec se nazyvid obecné feseni rov-
nice. Pokud neni zadédna pocateéni podminka a mluvime
o partikularnim reseni, mame tim na mysli jednu libo-
volnou funkei spliujici diferencialni rovnici.

Priklad: Obecnym Tfesenim diferencidlni rovnice
!
y = 2xy

je

y:Cer, C eR.

Z4dna jina TeSeni neexistujf, vSechna Feseni se daji zapsat
v tomto tvaru pro néjakou vhodnou konstantu C'. Partiku-
larnim feSenim je napiiklad y = 5¢*" . Refienim pocatecni
tlohy

y' =2xy, y(0)=3

je
y=3e

Uvod do problematiky numerického
reseni diferencialnich rovnic

Nejprve si naznacime moznosti numerického feseni. To vy-
chazi z grafické interpretace diferencialni rovnice a odpo-
vid4 v podstaté modelovani, kdy postupné prodluzujeme
feSeni od zadané pocatecni podminky dopredu ¢i dozadu
v Case. PTitom musime Tesit situaci vzdy pro konkrétni

numerické hodnoty pocatecni podminky a vsech parame-
tri. Nastésti se d4 vhodnou transformaci (resp. vhodnou
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volbou jednotek) poéet parametru zredukovat a tim se
zvysi obecnd pouzitelnost numerického vypoctu.

https://youtu.be/7tm1QbNDiz8

Geometricka interpretace ODE

Obrézek 8.1: Smeérové pole diferencidlni rovnice, integralni krivky,
isokliny

Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke
grafu funkce v tomto bodé, 1ze rovnici

Y = o(z,y)

chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné priradi
smérnici tecny k integralni kiivce, ktera timto bodem pro-
chazi. Sestrojime-li v dostateéném poctu (napiiklad i na-
hodné zvolenych) bodt [z,y] v roviné vektory (1, p(z,y)),
obdrzime smérové pole diferencidlni rovnice — sys-
tém linearnich elementi, které jsou te¢né k integralnim
kiivkam.

Pocateéni podminka y(z¢) = yo geometricky vyjadiuje
skuteCnost, ze graf prislusného feseni prochézi v roviné
bodem [xg,yo]. M&-1i tato pocétedni tloha jediné feSeni,
neprochazi bodem [z, yo] Zddnd dalsi kiivka. Ma-li kazd4
pocatecni uloha jediné feSeni (coz bude pro nds velice
Casty pripad), znamend to, Ze integralni kiivky se nikde
neprotinaji.

Kfivky s konstantn{ hodnotou ¢(x,y) maji tu vlastnost,
ze je vSechna feseni protinaji pod stejnym thlem, mé-
fenym od kladné casti osy x. Napriklad v bodech kde
plati p(z,y) = 0 mif{ vSechny integralni kiivky vodo-
rovné. Proto se kiivky, kde je ¢(z,y) konstantni, nazyvaji
izokliny.

Transformace diferencialni rovnice

manimp:ODE__transformace|Vhodnou transformaci je
mozno zredukovat pocet parametri v rovnici a tim usnad-
nit numerické simulace. Nematematicka cesta k transfor-
maci je vhodnd volba jednotek pro sledované velic¢iny.

Naucime se vyjadrovat diferencidlni rovnici v jinych pro-
ménnych tak, aby bylo mozné snizit pocet parametriu
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v této rovnici. Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom
pripad, kdy nova proménna je linedrni funkci ptuvodni
proménné.

Uvazujme funkci y proménné z. Pfipomeneme si vzorce
pro derivaci souctu, derivaci konstantniho nasobku a deri-
vaci slozené funkce, ale uvedeme si je v kontextu vhodném
pro studium diferencidlnich rovnic.

e 7 derivace souctu a z derivace konstanty plyne pro
funkei y a konstantu yg vztah

d(y £ yo) _dy

dyo dy
= —_— =4
dz dx

dz ~ dz

_dy

Cda’

e 7 derivace konstantniho nasobku funkce plyne pro
funkci y a konstantu k vztah

d(ky) _, dy
dz da”

e 7 derivace slozené funkce plyne pro konstantu k a
velicinu X = kx vztah

dy _ dy dX _ dy
de  dX dz dX
tj.
dy _dy _1dy
d(kz) dX  kdz’
Vyse uvedené vypocty je mozno shrnout do pravidla v né-
sledujici poznamce.

Poznamka (transformace diferencidlni rovnice do
jinych jednotek). ProY = ki(y — yo) a X = kox plati

dy d(lﬁ(y - yo)) ky dy
dX — d(kex) ko dx

a podobné (vSimnéte si druhé mocniny u ko diky druhé
derivaci)

d?y k1 d?y

dX?2 k3 da?’
Vyraz nalevo neobsahuje konstanty, které jsou ve vyrazu

napravo. Tyto konstanty jsou v definici novych veli¢in X
ayY.

Navic vzorec z poznamky silné pripomind klasické pocitani
dy

se zlomky. Proto mame Leibniztv tvar zapisu derivaci —
x

pri studiu diferencidlnich rovnic vice v oblibé, nez zapis
Lagrangeiiv, v’

Priklad. Diferencialni rovnice tepelné vymeény

dT
— =—k(T-Tx), T(0)=Ty ()
dt

obsahuje tfi parametry: teplotu okolniho prostiedi T4, po-
catecni teplotu Ty a konstantu k souvisejici s fyzikalnimi
vlastnostmi prostfedi. Postupné mtzeme posunout tep-

lotni stupnici tak, aby teplota okoli byla nula a pocatecni
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teplota jedna, tj. hodnotu T snizime o T, a upravime
dilek stupnice (Tp — Too )-krat

d(7=%) _T-T.

dt To — T
vydélit konstantou k
T—Te
d(TO—TOO) _ T—T
kdt T To—Te

a preskalovat pomoci konstanty k cas

a(F%)

_ T-T,
d(kt)  To—Tw
Po substituci I'—Tw kt m4 tloha t
O substitucl = =, T = ma ulona tvar
Y T07Too
dy
2 = 0)=1. ok
e y, y(0) (**)

Nova rovnice (**) neobsahuje Zddné parametry a proto
je pro studium jednodussi. Presto je v ni obsazena ves-
kerd informace obsaZend v rovnici (*). Tuto informaci
je vsak nutno interpretovat v kontextu definice novych
proménnych. Napriklad to, Ze vSechna feSeni rovnice (**)
konverguji k nule znamend, Ze vSechna Feseni rovnice (*)
konverguji k Tp. To, ze FeSeni rovnice (**) klesne na po-
loviéni hodnotu za ¢as In 2 znamenad, ze vzdalenost feSeni
rovnice (*) od rovnovazného stavu se na polovinu zmensi

za Cas — In 2.

k

Poznidmka (nondimenzinalizace, rozmérovi ana-
lyza). Proces eliminace parametri z modelu popsaného
diferencidlni rovnici se nazyva nondimenzionalizace nebo
rozmérova analyza modelu, protoze eliminaci parame-
tru je vhodné provadét tak, aby vysledné nové veli¢iny
vychazely bez fyzikalnich jednotek. K tomu se provadi
rozbor jednotek jednotlivych veli¢in. V jednoduchych pti-
padech vsak stac¢i primitivni postup popsany v odstavcich
vyse a ukazany na prikladu. V tomto prikladé veli¢ina x
nema fyzikélni jednotku, protoZze je souCinem konstanty
k (s jednotkou s™') a ¢asu t (s jednotkou s). Je mozné
ji povazovat za bezrozmeérny cas. Velicina y také nemd
fyzikdlni jednotku, protoze je podilem dvou teplot a je
mozné ji povazovat za bezrozmérnou teplotu.

V této tuloze bylo zavedeni novych veli¢in prirozené.

I u méné ziejmych tloh zkuSenosti ukazuji, ze je vhodné
volit transformaci tak, aby vznikly veli¢iny bezrozmérné,
které nemaji fyzikalni jednotku. Naptiklad v Hordcek,
Fyzikdlni a mechanické vlastnosti dreva I je zavedena
bezrozmérna vlhkost, bezrozmérny cas a bezrozmérna
vzdalenost na strané 61 pro rovnici popisujici difuzi a cha-
rakteristickd délka, Biotovo ¢islo (bezrozmérnd tepelnd
vodivost) a bezrozmérnd teplota, bezrozmérny ¢as a bez-
rozmérna vzdalenost pro rovnici popisujici vedeni tepla
na stranach 88 a 89.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
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d
ODE tvaru dy = f(z)g9(y) (rovnice
T

se separovanymi proménnymi)

https://youtu.be/yH6jzK_999E

Najit feseni obecné diferencidlni rovnice je nemozné, ani
vsak takové ambice mit nemusime. V praxi se setkdvame
s pomérné specidlnimi druhy diferencidlnich rovnic a pro
né jsou metody feseni k dispozici. Jeden takovy jedno-
duse Tesitelny druh diferencidlni rovnice je predstaven
v nasledujicim textu.

Definice (ODE se separovanymi proménnymi). Di-
ferencidlni rovnice tvaru

dy _

= S
) (s)
kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych
intervalech se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice se se-

parovanymi promennymi.

Priklad: Rovnice

Y +ay+ay® =0
je rovnici se separovanymi proménnymi, protoze je mozno
ji zapsat ve tvaru

y' = —ay(y+1).

Rovnice
/2 2
y = -y

neni rovnice se separovatelnymi proménnymi.

Reseni ODE se separovanymi pro-
meénnymi

1. M&-li algebraickd rovnice g(y) = 0 TeSeni k1, ka2, ..,
kn, jsou konstantni funkce y = k1, y = ko, .., y = ky,
fesenimi rovnice.

2. Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0 a odseparu-
jeme proménné.

3. Ziskanou rovnost integrujeme. Tim ziskdame obecné
feseni v implicitnim tvaru.

/g(éz)z/f(x)dx—FC

4. Pokud je zaddna pocatecni podminka, je mozné ji na
tomto misté dosadit do obecného reseni a urcit hod-
notu konstanty C. Tuto hodnotu poté dosadime zpét
do obecného Teseni a obdrzime Teseni partikuldrni.
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5. Pokud je to mozné, prevedeme feSeni (obecné nebo
partikuldrnf) do explicitniho tvaru (vyjadiime odsud

Y)-

Posledni krok (pfevod do explicitniho tvaru) je volitelny,
zpravidla zalezi na tom, co dalstho hodlame s fesenim
délat. Pro vétsinu vypoctu je vsak explicitni tvar vhodnéjsi
nez tvar implicitni a proto se o néj vzdy snazime.

Poznamka (zapis partikuldrniho Feseni pomoci
uréitého integralu). V pripadé podateéni podminky
y(zo) = yo je mozné spojit tieti a Ctvrty krok a pouzit

urcity integral
Yodt / v
— = f@)de.
/y() g(t) xo

Pocatecni tloha ma jediné feseni, pokud ma prava strana
ohranic¢enou parcialni derivace podle y, jak je zminéno
v uvodu predndsky. Nicméné pro diferencialni rovnici se
separovanymi proménnymi je mozné vyslovit nasledujici
mnohem jednodussi postacujici podminku pro jednoznac-
nost reseni.

Véta (existence a jednoznacénost reSeni Cauchy-
ovy ulohy pro rovnici se separovanymi promén-
nymi). Je-li g(yo) # 0, md pocdtecni iloha

dy

a4z = f(®)g(v), y(w0) = Yo

praveé jedno reseni definované v néjakém okoli pocatecni
podminky.

Poznamka (existence a jednoznaénost konstant-
niho Feseni). Je-li g(yo) = 0, potom ma pocétecni iloha

dy_ f()g(y),

I y(xo0) = Yo

konstantni feseni y(t) = yo, ale z pfedchozi véty neplyne
nic o jednoznacnosti tohoto feseni. Je mozné pouzit vétu
o jednoznacnosti platnou pro obecnéjsi rovnici

dy

uvedenou vyse a potom je Teseni urceno jednoznacné, po-

kud mé funkce g v okoli poc¢ateéni podminky ohranic¢enou
derivaci.

Redukce parcialni diferencialni rov-
nice na obycejnou

https://youtu.be/vDEQBp8y6Jk
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V predchozich tydnech jsme se sezndmili s modely zaloze-
nymi na parcidlnich derivacich, zejména s difuzni rovnici.
V pripadé, kdy hledana stavova veli¢ina je funkei jenom
jedné proménné se parcialni derivace redukuji na obycejné
derivace a muzeme takové modely TeSit v rdmci obycejnych
diferencidlnich rovnic.

Jednorozmérny pripad

Ukéazeme si , ze parcidlni diferencidlni rovnice popisujici

tok tepla nebo tok podzemni vody se ve specidlnich pripa-
dech redukuji na diferencidlni rovnice, jaké jsme se pravé
naucili Tesit.

Uvazujme tok tepla sténou o tloustce d kterd oddéluje dvé
prostiedi o teplotach T} a Tb.

Stacionarni tok tepla v jedné dimenzi je dan rovnici

0 oT

— k—=— ) =0.

or oz
V ustdleném stavu je T funkci jedné proménné = a par-
cialni derivace se redukuji na obycejné derivace. Rovnice

ma tvar
d dT
— k— | =0.
dx ( >

dx
Po integraci dostavame

dr
k— = C].

dx
Tuto rovnici budeme fesit ve dvou riznych situacich, a to
pro linearni a nelinedrni materialové vztahy.

Linearni materidlové vztahy, tj. konstantni mate-
ridlova charakteristika

e Je-li k konstantni, dostavame

ar_c
de &k

a integraci dostavame

C
T:?laj—FCQ.

Konstanty C7 a C5 uréime z podminek na teplotu
na jednotlivych stranach stény. Vidime, ze teplota ve
sténé klesa linedrné.

e Stejna rovnice a stejné feSeni vychézi i pro piezomet-
rickou hladinu pfi rovinném ustaleném proudéni pod-
zemni vody v pripadé, ze materidlova charakteristika
je konstantni, tj. prfi proudéni s napjatou hladinou
(podzemni kolektor s nepropustnym stropem a pod
tlakem).
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Nelinearni materialové vztahy, tj. nekonstantni
materialova charakteristika

e Zopakujme predchozi vypocet pro material s neline-
arni materidlovou odezvou, kdy Fourieruv (Darcyho
v piipadé podzemni vody) zdkon neni linedrni, tj. k
zavisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je pripad,
kdy k(T je linedrni, tj. plati

k(T) =aT +b.

Poté méa rovnice tvar

dT
al' +b)— =
(aT +b)
a po separaci proménnych dostavame

(aT + b)dT = Chdx

Cq

1
5aT2 + 0T = Cix + Ch.

Teplotni profil neni linearni, ale parabolicky s parabo-
lou otocenou nalezato. Kterou polovinu paraboly vy-
brat pozname z toho, ze teplota uvnitf stény je mezi
teplotami na okrajich.

e Stejny vypocet pro b = 0 odpovid4d proudéni pod-
zemni vody s volnou hladinou. Toto je jinym zptuso-
bem (p¥imé odvozeni rovnice z Darcyho zdkona) odvo-
zeno v textu Dana Rihové a Jana Markova, Poznamky
k prednaskam z Hydrauliky, prednaska ¢. 9. Hladina
podzemni vody tedy klesa jako lezata parabola.

Dvourozmérny radialné symetricky pripad

Jiny pripad, kdy je mozno redukovat slozitost problému
na jednu dimenzi je staciondrni déj v roviné, kdy je situ-
ace radialné symetrickd. K tomu je nutno transformovat
divergenci a gradient do polarnich soufadnic. Ptislusné

vzorce nebudeme odvozovat, dodd je Wikipedie.

Ground surface
Original water table

T R
| s
i ] e i R R

T > Drawdown
curve

Obrézek 8.2: Radidlni proudéni smérem k cerpanému vrtu. Zdroj:
hitp://ecoursesonline.iasri.res.in.

o Uvazujme napiiklad horkou trubku ochlazovanou
zvenci a proudéni tepla radidlné smérem od stredu.
Teplota T je funkci vzdalenosti r od stfedu a po trans-
formaci gradientu a divergence do polarnich souradnic
se stacionarni bezzdrojova rovnice vedeni tepla

0=V-(kVT)


https://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates#Del_formula
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redukuje na

10 oT

—— | kr— ) =0.

r Or or

Parcialni derivace se opét redukuji pro funkci jedné
proménné na obycejné derivace a stejné jako v pred-
chozim piipadé muzeme integrovat na

dT
]{17‘5 = Cl.
Odsud o
kdT = —Ldr
T
a

kT = Cy In(r) + Cs.

Konstanty C7 a C5 se uréi z teplot na vnitinim a
vnéjsim povrchu trubky.

e Stejny vzorec plati pro analogické radidlni proudéni
podzemni vody pri proudéni s napjatou hladinou.
Toho se vyuziva pti ¢erpacich zkouskach nebo pti umé-
1ém snizovani hladiny spodni vody. Po dosazeni rele-
vantnich veli¢in a vypoc¢tu konstant se odvozeny vzo-
rec uvadi ve tvaru

Q T

In —

h—hy=——
07 2T g

a nazyva Thiemova rovnice.

e Predchozi postup mizeme modifikovat i pro radialni
proudéni s volnou hladinou, tj. proudéni modelované
rovnici

V- (KVh) =0,

kde K = kh je materidlova konstanta pro proudéni
s volnou hladinou. Jako v predchozim pripadé pre-
jdeme do proménné r a dostavame

dh
kh?"@ = Cl'
Odsud o
hdh = —Ldr
kr
¢ 1., C
p2 1
2h k: In(r) + Cs.

Zpravidla se tato rovnice pouziva pro stanoveni vy-
datnosti Cerpané studny a konstanty C7 a Cs ur¢ime
z vysky hladiny ve studni a z vysky hladiny v kont-
rolnim vrtu nedaleko studny. Tento vztah umoznuje
napriklad navrhnout prumeér studny, odhadnout vy-
datnost studny, nebo pomoci odcerpavaného vrtu a
mensich pomocnych vrti sledujicich pokles hladiny
v okoli odcéerpavaného vrtu stanovit filtracni soucini-
tel k. Vyuziti vzorce je vSak mnohem rozmanitéjsi,
umoznuje vypocitat poméry ve stavebnich jaméach a
v jejich okoli. To je uzitecné napriklad pii odhadu,
kolik vody se hromadi ve vykopu. Dalsi vyuziti je, ze
dokazeme odhadnout vliv stavebni jamy na hydrolo-
gické poméry v okoli a tyto poméry dokazeme ménit
a prizptisobovat nagim potfebam. Castou aplikaci je
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také hydraulickd clona (soustava prvki rozmisténych
a provozovanych tak, aby nedochézelo k Siteni kon-
taminace z chemické vyroby do vodarensky vyuziva-
nych vod). V tomto piipadé je vSak situace kompli-
kovanéjsi, protoze je nutné zkombinovat dostiedivé
proudéni k cerpanému vrtu s rovinnym proudénim
podzemni vody. Toto se nauc¢ime v pristi prednésce a
vyuzijeme linearitu.

Diferencialni rovnice rustu vodni
kapky

https://youtu.be/gJoOmF39rbw

Modelujme rust kulové kapky. Ta roste tak, Ze na povrchu
kondenzuji vodni pary. Kapka proto roste tak, ze jeji
objem se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu. Povrch
je zase umérny druhé mocniné poloméru a polomér je
umérny tet{ odmocniné objemu. Plati tedy (po slouceni
vSech konstant imérnosti do jedné)

dv

— = kV?/3,

dt
Tato rovnice mé konstantni reseni V' = 0. Nekonstantni
feSeni dostaneme po tpraveé

V=23qV = kdt
a po integraci
/V*2/3dv = k/dt,
coz dava
V3 =kt +C
a 3
1 1
V=|kt+=C
(34+30) -
tj.
V = (kot+¢)*,

1 1
kde ko = gkz ac= gC jsou konstanta spojend rychlosti

kondenzace a integra¢ni konstanta.

Vsimnéte si, ze pocateéni tloha s pocatecni podminkou
V(0) = 0 m4 konstantni nulové feseni

V{t)=0

a nenulové reSeni

V(t) = (kot)>.

Mame zde tedy nejednoznacnost v feSeni pocatecni tlohy.
Tato nejednoznacnost neni v rozporu s vétou o existenci a
jednoznacnosti Feseni, protoze prava strana je nulova (pod-
minka pro separovatelnou rovnici neni splnéna) a nemd
ohrani¢enou derivaci podle V' (podminka pro obecnou rov-
nici také nenf{ splnéna). A nejednoznaénost mé v tomto


https://en.wikipedia.org/wiki/Aquifer_test#Steady-state_Thiem_solution
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pripadé dokonce fyzikalni vyznam. Plynné skupenstvi
miuze existovat i pod bodem kondenzace. Takovému jevu
se Tikd prechlazend para. Aby doslo ke kondenzaci, musi
byt k dispozici kondenzacni jadra, napiiklad necistoty ve
vzduchu. Proto ve znecisténém ovzdusi dochézi castéji ke
kondenzaci a tvorbé mlhy. Své by o tom mohli vypravét
obyvatelé Londyna, ktefi se proslulych mlh zbavili poté,
co se omezilo topeni uhlim. My dnes spiSe zndme pre-
chlazenou tekutinu ve formé hrejicich polstark, kde se
po lupnuti pliskem spusti pfeména skupenstvi na pevné
spojend s intenzivnim uvolnénim tepla.
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Kapitola 9

Lienarni operatory a
rovnice

Anotace.

e Pasdze o linedrni diferencidlni rovnici prvniho radu
jsou omezeny na rovnici s konstantnimi koeficienty.
Rovnicim s nekonstantnimi koeficienty se nevénujte.
V tomto textu nejsou pokryty, nebudou ve cvicenich,
nebudou v domacich tlohdch ani pisemkéach. Pokud
na né narazite pri pocitani starSich pisemek, nevé-
nujte se jim. Tato tiprava souvisi s tim, Ze se vice vénu-
jeme aplikacnimu potencidlu nez se tak ¢inilo v letech
minulych.

« ReSenim linedrni rovnice y = ax + b je piimka a k je-
jimu zadani stac¢i jediny bod a jediny smér. Ukazeme
si, ze podobnd tvrzeni plati i pro celou fadu dalsich
rovnic, véetné diferencialnich rovnic a soustav diferen-
cidlnich rovnic.

e Vystupem bude dovednost popsat u nékterych speci-
alnich rovnic mnozinu feSeni tak, Ze nalezneme dva
nebo vice relativné jednodusSe nalezitelné objekty a
pomoci nich sestavime vSechna feSeni. Podobné jako
dokazeme z jednoho bodu a sméru zrekonstruovat
vsechny body primky.

e Naucime se posoudit, jak se chovaji reseni diferenci-
alnich rovnic, kde prava strana je linearni. Toto se
pozdéji vyuzije tak, ze pomoci téchto rovnic budeme
aproximovat obecnéjsi nelinedrni modely.

e Pokud vam jde o to, pochopit pro¢ vypocty funguji
tak jak funguji, projdéte si vSechny materialy. Pokud
mate ambice nizsi, mizete se vénovat jenom pasazi
“Linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu s kon-
stantnimi koeficienty” a k ostatnim pasazim se vratit,
jakmile je budete pot¥ebovat (pokud viibec). Dulezité
pasaze jsou poptavany ve WeBWorKovych tlohach a
problematika toho, jak se chovaji feSeni nelinedrnich
systému, je linedrnim systémim nadfazena a bude
soucéasti pristi prednésky. Pokud budete ovlddat ne-
linearni systémy, linearni systémy se daji chapat jako
jejich podmnozina.

Prerekvizity.

e Co se tyka vyuzitych metod studia linearnich opera-
tort, je prednaska relativné nezavisla. Nema v tomto

linearni diferencialni

ohledu zadné prerekvizity.

o Uzitecnost linearity si ukazeme na prikladech diferen-
cialnich rovnic nékolika typt. Proto je vhodné si zopa-
kovat vyznam derivace, vyuziti derivace v modelech
zalozenych a na diferencidlnich rovnicich a interpre-
taci ¢lenu difuzni rovnice.

e Linedrni systémy je vhodné zapisovat a studovat mati-
cové. Budeme proto potrebovat maticovy soucin, ma-
ticovou formulaci soustavy linearnich rovnic, nutnou
a postacujici podminku jednoznacné resitelnosti této
soustavy pomoci determinantu.

e Studentim obezndmenym s komplexnimi ¢&isly se
bude hodit Eulerova identita. Ostatni studenti budou
muset prislusné pasaze akceptovat jako fakt.

Linearni operatory

https://youtu.be/ PcHv1GeEq4

Operatorem rozumime zobrazeni, které ma na vstupu i

na vystupu funkci. Napriklad pro funkce jedné proménné

mohou byt operatory derivace, druha derivace, vynaso-

beni funkce funkci Inx anebo vnoreni zadané funkce do

funkce Inz. Tj. pro y = y(x) miZeme uvazovat opera-
dy d7y

tory Faly] = $2 Baly] = . FBll(e) = y(a) n(a),

Fuly)(z) = In(y().

Linearnim operatorem rozumime zobrazeni, které za-

chovava soucet funkei a nasobek konstantou, tj. plati

Llyr + y2] = L{y1] + L[y2]

L[Cy] = CL[y]

pro libovolné redlné cislo C' a libovolné funkce y; a yo
z defini¢niho oboru operéatoru L.

Priklady linearnich operatori

Linearitu se nauc¢ime vyuzivat k tomu, abychom tlohu na-
jit feSeni rovnice rozkouskovali na feseni jednodussich tloh.
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Napriiklad je mozné zkombinovat iilohu na stacionarni
proudéni podzemni vody a tlohu na radidlni proudéni ke
studni. Kazdou z téchto tloh umime redukovat na sepa-
rovatelnou diferencidlni rovnici a vyresit. Zkombinovanim
téchto tloh je mozné modelovat chovani studny v rovin-
ném toku. Pouziva se naptiklad k zachyceni kontaminace
spodni vody.

Operator derivace, tj. operator definovany vztahem

Lly] = d—i je linedrni. Toto plyne ze vzorcu pro deri-

vaci souctu a konstantniho nasobku.
Bud déna funkce a(z). Operédtor ndsobeni funkei a(x),
tj. Lly](z) = a(x)y(z) je linedrni. To plyne z komu-
tativity ndsobeni a z distributivniho zakona (roznéso-
bovani zavorek).
Slozeni (postupnd aplikace) linedrnich operdtoru je
linedrni operator. Napriklad tedy

d?y

dz?
je linedrni operétor.
Soucet linearnich operdtorti je linearni operator.
Bud pevné dédna funkce a(z). Linedrni operator

dy

Liy) = 32 +a(a)y

se nazyva linedrni diferencidlni operdtor pruniho rddu.
Budte pevné dény funkee p(z) a ¢(z). Linedrni ope-
rator

d2 d
Y @)L+ qa)y

Lyl = dx? dx
se nazyva linedrni diferencidlni operdtor druhého
radu.
Bud déna n x n matice redlnych ¢isel A a n-vektorova
funkce F(z). Zobrazeni, které funkei F(z) prifadi sou-
¢in Aﬁ(m) je linedrni. To plyne z distributivnosti né-
sobeni vzhledem ke s¢itani matic a z toho, Zze soucin
matice a redlného ¢isla komutuje.
Operéator z levé strany difuzni rovnice

ou
E—V(DVU)—U,
tj. operator
ou

je linedrni. Po rozepsani divergence a gradientu po-
moci parcidlnich derivaci (které jsou linedrni) jenom
kombinujeme linedrni operatory a tedy zachovavame
linearitu.
Rovnice podzemni vody pro proudéni s napjatou hla-
dinou

oh

Ss— —V-(T'Vh)=0
S50~V (TVh)
je specialnim pripadem difuzni rovnice a operator de-
finovany levou stranou je linedrni. Rovnice podzemni
vody pro proudéni s volnou hladinou

oh

Ssp — V- (khVh) =0

definuje operéator

Flh) = 55% — V- (khVh)

a neni linedarni. Pokud vsak vyuzijeme rovnost
hah 1 Oh?
oxr 2 Ox
a analogickou rovnost i pro dalsi parcidlni derivace,

je ve staciondrnim pripadé (derivace podle casu je nu-
lové) rovnici mozno piepsat do tvaru

1 2\
—S V- (kV(h) = o

a leva strana definuje linedarni operator v proménné

h2.

Princip superpozice

Véta (princip superpozice). KaZdy linedrni operdtor
zachovdvad linedrni kombinaci funkct, tj. plati

L[Ciy1 + Cayz] = C1L{y1] + C2Lys]

vidy, kdyzZ C1 2 € R a y1 2 jsou funkce z definicniho oboru
operdatoru L.

Plyne pfimo rozepsanim

L[Cyy1 + Cays] = L[Ciy1] + L[Cayo]
= C1L[y1] + C2L[ys]

Operatorové rovnice s linearnim
operatorem

https://youtu.be/i3By7KBubec

Operatorovou rovnici budeme rozumét rovnici

kde b(t) je funkce a L operator.

dx

o Napiiklad pro b(t) = 0 a L[z] = i mé rovnice
tvar
i—f —x =0,
tj.
dr
ks

Naésledujici véta vlastné vyjadiuje totéz co princip su-
perpozice z predchoziho textu, pouze v jinych pojmech:
v pojmech Teseni rovnice s lineArnim operatorem.
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Véta (princip superpozice pri feSeni rovnic). Jsou-
li funkce x1(t) a x2(t) po radé Tesenimi rovnic

Je funkce
m(t) = Clxl(t) =F Cgl'g(t)

resenim rovnice

L[l‘] = Clbl(t) - Cgbz(t).

Pro b1(t) = by(t) = 0 vSechny tfi vySe uvedené rovnice
splynou a linedrni kombinace dvou feseni homogenni line-
arni rovnice je také fesenim. Toto je mozné pochopitelné
rozsitit na libovolny konecny pocet funkci.

Pro b1(t) = 0 a Cy = 1 jsou obé nehomogenni rovnice

stejné a pokud k TeSeni rovnice pricteme Teseni asocio-

vané homogenni rovnice (se stejuym operatorem na levé
strané, ale nulou na pravé strané), dostaneme feseni stejné
rovnice.

7 téchto jednoduchych tvrzeni plyne nékolik zasadnich
pozorovani.

e Pokud mame k dispozici nékolik feseni homogenni
rovnice, libovolna jejich linearni kombinace je také
feSenim.

e Za urcitych okolnosti linearni kombinace z predcho-
zitho bodu umozni splnit libovolnou pocatecni pod-
minku a vzhledem k jednoznacnosti reseni, ktera li-
nearni rovnice zpravidla provazi, je jistota, ze zadné
dalsi feSeni neexistuje. Nalezeni téchto funkci je tedy
zasadni krok pfi feSeni rovnice.

e U nehomogenni rovnice se tloha najit vsechna feseni
da rozdélit na dvé dil¢i tlohy: najit jenom jedno fe-
Seni a k tomu najit vSechna feSeni homogenni rovnice
se stejnou levou stranou. Kazdé z téchto dvou tloh je
mnohem leh¢i nez tdloha celkova a souctem jednoho
feseni nehomogenni rovnice a obecného feseni asocio-
vané homogenni rovnice dostaneme obecné feseni ne-
homogenni rovnice.

Priklad vyuziti linearity v jedné dimenzi

Pro konkrétnost specifikujeme myslenky z ptredchoziho
textu na prikladé.

Pro jednu funkci linearni kombinace degeneruji na na-
sobky. Proto je obecné reseni rovnice souctem jednoho
TeSeni rovnice a obecného feseni asociované homogenni
rovnice. Toto jedno feseni vlastné udava pozici v prostoru

funkci a reSeni asociované homogenni rovnice udava smeér.

Napiiklad funkce 2 = e’ spliiuje rovnici

¥ —x=0
a funkce x = —m spliuje rovnici
¥—z=n
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Vsechna reSeni rovnice
jsou tvaru x = Ce! — 7

Linearni diferencialni rovnice prv-
niho radu s konstantnimi koefici-
enty

V aplikacich ¢asto viddme rovnici tvaru

d—x—l—ax—b
dt S

ktera vznikne naptiklad tpravou rovnice

— =b—ax.

dt
Podobné jako v predchozim prikladé stac¢i najit jedno
feseni rovnice (N) a jedno nenulové feseni rovnice

dx

E—l—awzo.

Prvni z feseni udava bod v prostoru funkci, druhé reseni
jakysi smér a spole¢né definuji jakousi primku obsahujici
v8echna Teseni. Rovnici (N) spliiuje konstantni funkce

(H)

b
z(t) = — a rovnici (H) exponencidlni funkce z(t) = e~
a

Obecné Feseni rovnice (N) je proto

b —at

z(t) = — + Ce™ .

a
Pro ¢ jdouci do nekonecna toto feseni za predpokladu
a > 0 konverguje ke staciondrnimu feseni —. Partikularni

a

feSeni odpovidajici pocéteéni podmince z(0) = 0 je

b b b
z(t)=———e "= *(1—6 ‘“").

a a a
To znamenad, ze FeSeni se exponencialné priblizuje ke sta-
cionarnimu feseni. Pro a < 0 se naopak od stacionarniho

feseni exponencialné vzdaluje.

Véta (feSeni linedrni diferenciilni rovnice prvniho
Fadu s konstantnimi koeficienty). Obecngm resenim
rovnice

dx
E—Fax—b

je
—at
z(t) =z + Ce™ ™,
b . L .
kde x5t = — je staciondrnim resenim této rovnice. Pro
a

a > 0 je toto reseni stabilni a globdlné atraktivni. Pro
a < 0 je nestabilni.

Obrat, ze stacionarni TeSeni je globalné atraktivni zna-
mena, ze vsechna feseni k tomuto staciondrnim stavu
konverguji nezavisle na poc¢atecéni podmince.
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Dalsi linearni rovnice

Pro skalarni linearni diferencidlni rovnice druhého radu je
situace obdobnd, pouze pro reseni asociované homogenni
diferencialni rovnice potfebujeme dvé linedrné nezavisla

feSeni (jedno nen{ ndsobkem druhého).

Napiiklad ;1 (t) = e a 22(t) = e nejsou jedno nasobkem
druhého a obé spliuji rovnici

2 —x=0.
Proto vsechna reseni jsou tvaru
_ t —t
z(t) = Cre’ + Cae™ ",

kde C; 2 € R. Funkce = —t spliuje rovnici

2 —x=t

a vSechna TeSeni této rovnice jsou
_ t —t
x(t) = Cre’ + Coe™" —t.

Rovnicim majicim derivace vyssiho radu se budeme véno-
vat pozdéji.

Linearni autonomni systémy

https://youtu.be/AjpQ0Zh1jkU

Pokud pracujeme s nekonstantnimi vektorovymi funk-
cemi tak, ze pri derivaci derivujeme kazdou komponentu
samostatné, je rovnice

dx AX =B

dt
operatorova rovnice s linedrnim operatorem. Tyto rovnice
se v pripadé, kdy matice A a B nezdvisi na Case, nazyvaji
autonomni systémy a budeme se jim vénovat za chvili. Pro
tyto rovnice je souvislost mezi homogenni a nehomogenni
rovnici obdobné jako v minulych piipadech. Resenim ne-
homogenni tlohy najdeme jedno feSeni (bod v prostoru)
a TeSenim asociované tlohy najdeme sméry definujici mno-
zinu vSech TeSeni. Vzhledem k vicedimenzionalité dlohy
bude téchto feseni vice. Situace je podobnd jako to, ze
v geometrii je rovina ddna dvéma sméry. Nakonec dané
informace muzeme vyuzit k vygenerovani mnoziny vsech
feseni. Popsand metoda je komplikovanéjsi na konkrétni
pouziti, ale ¢asto se ani nemusi provadét. Casto stadi na-
priklad informace o chovani feseni v nekonecnu. To je také
to, na co se omezime na pristi prednasce.

Linearni autonomni systém ve dvou dimen-
zich

Nésledujici priklad je mirné modifikovany priklad z kurzu
MIT o diferencialnich rovnicich. Ve formulaci s varenim
vajicka se zd4 trividlni a prakticky neuzitecny. Toto je vSak
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voleno pro jednoduchost vykladu a snadnou predstavu
povahy zkoumaného jevu. V praxi se stejnym modelem
preddvé teplo vrstvenym materidlem (jako je tepelnd
ochrana domu nebo raketopldni) nebo chemické latky
vstupujici do dalsich reakei (jako napriklad fetéz reakei
vedouci k syntéze bilkovin, které bunka v reakci na okolni
prostiedi potiebuje k pieziti).

Budeme modelovat ohiivani vejce ve vodé o konstantni
teploté Ty. Na pocatku maji bilek a zloutek teplotu 17 a Ts.
Zloutek piebira teplo od bilku rychlosti tmérnou rozdilu
teplot zloutku a bilku. Bilek prebira teplo od vodni lazné
rychlosti tmérnou rozdilu teplot a predava teplo zloutku
procesem popsanym v piredchozi vété. Vody je hodné a jeji
teplota se neméni. Proces mizeme modelovat soustavou
diferencidlnich rovnic

Tll = kl(To — Tl) — kQ(Tl — Tg)
Ty = ko(Th — T3)
Tento systém je mozno prepsat do tvaru

—(kl + kQ)Tl + kQTQ + Tokl
kQTl — kQTQ

1] =
Ty

a zapsat maticové

(B) - 5) @)+ ().

Pokud zvolime teplotni stupnici tak, ze teplota vrouci vody
je v nasi nové stupnici nula, mizeme dokonce eliminovat
druhy ¢len a dostavame

T\ [(~(ki+k) ke \ (Th

) ko —ky ) \T3
tj. symbolicky X’ = AX, kde X = (T1,T»)" je vektorova
funkce (sloupcovy vektor) a A je 2 x 2 matice.

(V)

Systém X' = AX

Je-li determinant matice nenulovy, ma soustava AX =0
pouze nulové feseni a systém

X' = AX (1)

ma jediné konstantni TeSeni, kterym je pocatek. Kon-
stantni reseni bude nazyvat stacionarni bod.

Tento systém miizeme prepsat na
X' —AX =0
a tento systém je linearni, protoze diky distributivnimu

zékonu pro matice pro operdtor L[ X] = X' — AX plati

LX) + Xo] = (X1 + Xo) — A(X) + X5)
= X| + X, — AX, — AX,
= (X1 — AX1) + (X5 — AX>)
= L[X1] + L[X3]


https://youtu.be/MCrDzhpu3-s?t=671
https://youtu.be/MCrDzhpu3-s?t=671
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a diky komutativité pri ndsobeni s konstantou C € R také

L[CX] = (CX) — A(CX)

— OX' — CAX
= (X' — AX)
= CLIX].

Je mozné ukazat, ze kazda pocatecni tloha je jednoznacéné
fesitelnd a pro obecné TeSeni staci najit tolik nezavislych
teseni, kolik komponent ma neznama vektorova funkce

X. Plati nasledujici véta, kterou je mozno ovérit primo

dosazenim.

Véta (souvislost vlastnich ¢isel matice a reSeni
linearniho autonomniho systému). Md-li matice A
vlastni cislo N\ a prislusny vlastni vektor je v, tj. plati
Av = v, je funkce X (t) = ve* fesenim systému X' =
AX. Jsou-li X a v komplexni, je reSenim ¢ samostatné
redlnd cdst a imagindrni cdst.

Systém

X'=AX +B (2)

je mozno na tvar (1) pfevést po prepsani do tvaru (X —
Xo) = A(X — Xy), kde X je FeSenim soustavy AX + B =
0, coz odpovida posunu staciondrniho bodu do pocatku.

Poznamka (vlastni hodnoty a fesSeni). Nésledujici
poznatky jsou shrnutim a specifikaci vySe uvedeného a
klasifikuji stabilitu nékterych Feseni systému (2), tj.

X' = AX + B.

e Jakmile ma matice A redlnou kladnou vlastni hod-
notu, existuje reseni, které se vzdaluje od stacionar-
niho bodu smérem danym piislusnym vlastnim vekto-
rem.

o Jakmile m4 matice A redlnou zapornou vlastni hod-
notu, existuje feseni, které se priblizuje ke stacionar-
nimu bodu ze sméru daného prislusnym vlastnim vek-
torem.

o Jakmile ma matice A komplexni hodnotu s kladnou re-
alnou ¢asti, existuje Feseni, které se v oscilacich vzda-
luje od stacionarntho bodu.

¢ Jakmile ma matice A komplexni hodnotu se zdpornou
realnou Césti, existuje feseni, které se v oscilacich pri-
blizuje ke stacionarnimu bodu.

manimp:AS_ vlastni_ cisla|O chovani trajektorii v okoli
staciondrniho bodu rozhoduje znaménko vlastnich ¢isel
(u redlnych vlastnich ¢isel), nebo znaménko redlné ¢asti
(u komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel)

Pokud jsou napiiklad vSechna vlastni ¢isla v daném bodé
zapornd, poté kazdé z nich generuje feseni konvergujici
do stacionarniho bodu. Diky linearité, jednoznacnosti re-
Seni a tomu, ze mame tolik feseni, kolik je nutno pro
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splnéni libovolné podminky, je mozné pomoci téchto dil-
Cich Teseni zapsat i libovolné jiné feseni. Tim padem ale
vSechna teseni konverguji do stacionarnitho bodu. Pokud
jsou vlastni ¢isla komplexni se zdpornou redlnou casti,
je situace stejnd, ale feseni navic konverguji do stacio-
narnitho bodu postupnymi oscilacemi. Podobné, pokud
vSechny vlastni hodnoty jsou kladné, vSechna TeSeni se od
staciondrniho bodu vzdaluji a pokud jsou vsechny vlastni
hodnoty komplexni s kladnou redlnou c¢asti, probihéa toto
vzdalovani oscilacemi s nartistajici amplitudou.

Priklad. Model ohfivani vajicka (V) z predchozi ¢asti

této prednasky ma (v posunuté teplotni stupnici, na které
teplota varu vody odpovidéd nule) staciondrni bod (0, 0).
Zkusime zvolit parametry k; a ko a urcit chovani trajek-
torii v okoli tohoto bodu. Pro k1 =1 a ky = 2 dostavame

(1) -G 5) ()
T 2 =2/ \Ty)"
Charakteristicka rovnice je
A +5A+2=0
5 VB8 _

Budou tedy existovat dvé nezavisla reseni l?onvergujici do
pocatku a vsechna dalsi feseni dostaneme jako jejich line-
arni kombinaci. Proto vSechna feSeni konverguji k pocatku
tj. Ty = T = 0. Obé teploty v nasi posunuté stupnici se
tedy ustali na teploté vodni lazné. Nic jiného jsme ani
necekali, at maji zloutek a bilek na zacatku jakoukoliv
teplotu, po Case se teplota ustali na teploté vodni ldzné.
V tomto pripadé neni zajimavé védét, do jakého stavu
systém konverguje, ale napriklad za jak dlouho bude do-
sazeno potiebné teploty ve zloutku nebo v bilku. V praxi
se podobnym zpusobem nefesi vareni vajec, ale predavani
chemickych latek jako jsou léky nebo enzymy mezi tka-
némi, prostrednictvim krve. Podobné jako u Newtonova
zakona tepelné vymény, i zde je rychlost procesu iimérna
mnozstvi, v tomto ptipadé imérna rozdilu koncentraci.

se dvéma zdpornymi kofeny ;o =

ww:problems/autonomni_systemy/13.pg

Mechanicky oscilator

https://youtu.be/8KQ9IqG1leQtU

S mechanickym oscildtorem se setkdvame tam, kde je sys-
tém vychylen z rovnovazné polohy a néjaka sila jej do této
rovnovazné polohy vraci. Pricemz v nékterych situacich
dojde (naptiklad vlivem setrvacnosti) k tomu, Ze systém se
prehoupne pres rovnovaznou polohu na opacnou stranu a
vraci se zpét. Klasickym pripadem je téleso o hmotnosti m
na pruziné. Pokud silu zavisejici na rychlosti v a vychylce
x oznacime F'; dostavame
dz
dt
dw
dt
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pricemz prvni rovnice vyjadiuje, ze rychlost je derivace po-
lohy a druhd rovnice je Newtonuv zakon sily. Pro pruzinu
tuhosti k a odpor prostredi tmérny rychlosti dostavame

dx

=

dt ’

dv k

e b
dt me

nebo ve vektorovém tvaru

d (z\ Ok 1 "
dt \v) \-—— —b)\v)"
Charakteristicka rovnice je

LA
m

=-MN-b-AN+ == N+bA+—=0.
m m

Pro velké tlumeni, tj. b¥*> > — mé& rovnice dva zdporné
m

realné koreny

Al =

Systém se tedy bez oscilaci preklopi do rovnovazného
stavu. PTi opacné nerovnosti jsou koreny charakteristické

rovnice
b 1 4k
Mo=—=% i/ —-b2+ —
R A

komplexni se zdpornou redlnou ¢asti a systém osciluje
okolo rovnovazné polohy. Pro b > 0 maji tyto kofeny
zapornou realnou ¢ast a systém osciluje okolo rovnovazné
polohy se zmensujici se amplitudou. Pro b = 0 se ampli-
tuda nezmensuje a oscilator kmita do nekonecna. Pripad
b < 0 neuvazujeme, protoze odpor prostiedi je sila plso-
bici proti pohybu.

Poznamka (diferencidlni rovnice druhého fadu).
Uvazovany systém se v literature ¢asto vyskytuje ve tvaru,
kdy je rychlost v dosazena do druhé rovnice a poté dosta-
vame model ve tvaru

d’z k dz

— =——x —b—,

di? m dt
tj. ve tvaru rovnice obsahujici prvni dvé derivace neznamé
funkce. V podstaté celd klasickd mechanika je zalozena
pravé na rovnicich tohoto typu.
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Kapitola 10

Autonomni systémy

Umluva

V celé prednasce budeme jako nezévislou proménnou
uvazovat Cas t. Autonomni znamend v tomto kontextu
nezavisly na case. Budeme studovat rovnice majici tuto
vlastnost. Budeme dile studovat systémy, které maji
dostatecné pékna data na to, aby byla zarucena jedno-
znacnost feseni. To je napriklad, pokud funkce na pravé
strané rovnice ma ohranic¢ené parcialni derivace, coz bude
v nize uvedenych ptikladech vzdy splnéno.

Autonomni diferencialni rovnice

https://youtu.be/IPbghCvHQ5¢

manim:Stabilita|SiubZgEA59s|Grafické zndzornéni stabi-
lity stacionarnich feseni.

Autonomni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

dy

Y= 1), (1)
Je specidlnim pripadem rovnice se separovanymi promeén-
nymi a umime ji fesit analytickou cestou. Proto se nyni
nebudeme zamérovat na hleddni obecného Teseni, ale po-
kusime se popsat chovani feseni, aniz bychom tato feseni
znali. Pokusime se s co nejmensi namahou Tict, jak se

budou feSeni chovat.

Vsechna konstantni feSeni rovnice (1) jsou nulové body

pravé strany. Nazyvaji se staciondrni body. Je uzite¢né

umét posoudit chovani feseni v okoli stacionarnich bodi,
coz umozni nasledujici véta.

Véta (stabilita konstantnich FeSeni). Jestlize plati
f(yo) = 0, je konstantni funkce y(x) = yo konstantnim
resenim rovnice

dy
E_f(y)'

Toto Tesend je stabilni pokud f'(yo) < 0 a nestabilni pokud
f'(yo) > 0.

Poznimka (stabilita FeSeni). Stabilita je u diferenci-
alnich rovnic chapana riznym zpisobem. V tomto textu
stabilitou stacionarniho bodu budeme rozumét, ze mala
vychylka od staciondrniho bodu vede na feSeni, které kon-
verguje zpét k tomuto staciondrnimu bodu. Piesnéji se
tento typ stability jmenuje asymptotickd stabilita.

Pro grafickou interpretaci véty je vhodné pripomenout,
ze funkce s kladnou derivaci jsou rostouci a funkce se

zéapornou derivaci klesajici. Pokud méa tedy prava strana
derivaci riznou od nuly, pozndme stabilitu z monotonie
pravé strany.

Véta je odvozena z pozorovani, Ze rovnice iy = ky ma
fesen{ y(t) = CeF" a toto FeSeni se pro velké ¢ blizi k nule
nebo roste neohrani¢ené, v zavislosti na znaménku hod-
noty k. Pravou stranu rovnice, funkei f(y), je mozné
aproximovat vztahem f(y) =~ f'(yo)(y — o) a odsud a
z poznatku, ze mald zména rovnice vetSinou neméni dra-
maticky chovani feSen{ (pfesndji, existuje spojitd zdvislost
na parametrech) a proto rovnice ' = f(y) kopiruje v okoli
bodu yo chovani rovnice (y —yo)" = f'(y0)(y — yo), pokud
vynechame patologické piipady, coz je zde f’(yo) = 0. Re-
Senf je tedy y &~ yo+Cef ¥0)t a tato funkce bud konverguje
k 170 nebo roste neohranicené, v zavislosti na znaménku
derivace f'(yo).

Logisticka diferencialni rovnice s konstant-
nim lovem

manim:Logistic| NyLkjOTYzVQ|Logistickd rovnice s lo-
vem.

Graf svazku funkci y=z(1-z) ~ h

02 04 06 08 1

Obréazek 10.1: Pravad strana k modelu lovu s konstantni intenzitou.
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Logistické diferencidlni rovnice s konstantnim lovem h, tj.
rovnice

dy y
Loy (1-2) ~n,
at Y ( K
mé pro malé h dva stacionarni body. Funkce ry (1 - %)

je parabola otocend vrcholem nahoru a s nulovymi body
y=0ay = K.V prvnim stacionarnim bodé je funkce

rostouci a tento stacionarni bod je nestabilni. Ve druhém
stacionarnim bodé je funkce klesajici a tento stacionarni
bod je stabilni. Jak se zvysuje faktor h, graf paraboly se
posouva smérem dolu a oba staciondrni body se posouvaji
smérem k sobé a k vrcholu. Jejich stabilita zustava nepo-
rusena. To znamenad, Ze sice porad existuje stabilni stav,
ale se zvysujici se intenzitou lovu se tento stacionarni stav
dostava stale blize ke stavu nestaciondrnimu a rovnovaha
je tedy ponékud ktehka.

Numericky model

Pokud se intenzita lovu zvétsuje tak, ze se parabola do-
stane vrcholem na vodorovnou osu a poté pod tuto osu,
oba stacionarni body splynou v jeden a zaniknou. V oka-
mziku, kdy se vrchol dostavéd pod vodorovnou osu i ma-
linka zména v lovu zpusobi dramatickou zménu v modelu.
Ztrati se totiz existence stabilniho feseni a vSechna reseni
budou konvergovat k nule.

Poznamka (strukturalni stabilita modelu, bifur-
kace). Stabilita je u diferencidlnich rovnic chdpéna
riznym zptsobem. V tomto textu budeme strukturdlni
stabilitou modelu zavislého na parametrech rozumét stav,
kdy mald zména parametri nemeéni kvalitativni vlastnosti
rovnice nebo systému, tj. naptriklad zustava stejny pocet
stacionarnich bodi, zachovava se jejich stabilita. To je pfi-
rozené chovani, kdy mald zména parametri modelu zpu-
sobi malé zmény v fesSeni. Pro nékteré hodnoty parametrii
vsak strukturdlni stabilitu ztracime. V takovém piipadé
se i pri nepatrnych zménach parametri dramaticky méni
chovani rovnice nebo systému. Naptiklad pfi zvySovani
lovu v pravé uvazovaném modelu dva stacionarni body
splynou v jeden a zaniknou. Takové chovani se nazyva
bifurkace a hodnoty parametru, pri kterych k bifurkaci
dojde, jsou dulezité pro dalsi vyvoj predmétu. Zjednodu-
Sené feceno, malé zmény parametri v oblasti daleko od
bifurkace znamenaji, ze chovani modelu se méni pozvolna.
Blizko k bifurkacni hodnoté je situace komplikovanéjsi
a muze se stat, ze mald zména parametri modelu zpu-
sobi dramaticky odlisné chovani modelu. Rovnice blizka
bifurkaci je citlivd na rozkolisani.

Model ostrovni biogeografie

viz zde

Model metapopulaci

viz zde
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Model soupereni jestiabi a holubic¢i povahy

manim:Hawk__and__dove__game|zAzZrIShj9U|Model sou-
pereni dvou povah. Ukazuje, ze vzdy bude v prirodé urcité
procento agrasivniho vzorce chovani. Nékdy dokonce tento
vzorech chovani bude jediny.

Cilem tohoto modelu je studovat typy chovani zivocichi
a rostlin a zjistit, zda néktery typ chovani prinasi jeho
nositelim evolu¢ni vyhodu.

Necht se v populaci vyskytuji dva vzorce chovani — jedince
pouzivajici prvni z nich budeme nazyvat jestrdbi a druhy
holubice. Chovani se projevi, pokud se dva jedinci setkaji
u téhoz zdroje (potrava, hnizdisté, apod).

o Jestfab o zdroj bojuje a ustoupi pouze po prohraném
boji.

e Holubice o zdroje nebojuje a zkonzumuje zdroj pouze
pokud protivnik ustoupi bez boje.

e Predpokladejme, ze kazdy jedinec v populaci si zkon-
zumovanim zdroje si muze svou evoluc¢ni zdatnost po-
silit o hodnotu V', pokud je nucen a ochoten o zdroj
bojovat, je jeho evolucni zdatnost naopak sniZena
o hodnotu D.

e Setkaji-li se u zdroje dvé holubice, jedna z nich
ustoupi bez boje a druhéa zkonzumuje zdroj. Predpo-
klddejme, Ze po castych setkanich tohoto typu kazda
holubice zkonzumuje pramérné polovinu zdroju.

e Setka-li se u zdroje holubice s jestrabem, zkonzumuje
cely zdroj jesttrab.

e Setkaji-li se u zdroje dva jestidbi, ani jeden z nich
neustoupi a bojuji o zdroj. Predpokladejme, ze vSichni
jestTabi jsou stejné silni a po boji je pravdépodobnost
zkonzumovani zdroje polovi¢ni pro kazdého jestraba.

Matematicky rozbor (J. Kalas, Z. Pospisil, Spojité mo-
dely v biologii) ukazuje, Ze ¢etnost x vyskytu jestFabu
v populaci se Fidi diferencidlni rovnici

Jediné realistické hodnoty x jsou z intervalu [0,1]. Pro
nalezeni stacionarnich bodu a posouzeni jejich stability
budeme studovat funkci

Stacionarni body rovnice jsou nulové body funkce f a to

jsouxz =0,z =1ax = —. Posledni stacionarni bod

v zavislosti na hodnoté parametri muze a nemusi lezet
v intervalu [0, 1]

e V bodé z = 0 je funkce f nulovd a rostouci. Stacio-
narni bod x = 0 je vzdy nestabilni. At jsou tedy
podminky jakékoliv, vZdy budou v populaci
pritomni jestiabi. Pritom praveé jestiabi paradoxné
plytvaji zdroji energie na boj, namisto, aby celou ener-
gii zamérili na rozmnozovani. Z hlediska efektivity pri


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Lov_populace.html
https://robert-marik.github.io/dmp/prednaska/03.html#model-ostrovni-biogeografie
https://robert-marik.github.io/dmp/cviceni/cviceni_08.html
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQCdNx0bSt0NIw1K3Q1NII0zfSddE30qrQ5OUqyMkv0YhOA6ox1DHQM9LUATEN9Ex0DDVjdUBMIEMnJzU9NS8lPicxKTXHNrpIXSXMzkVFXQfEsAEyYjUBCOEZ8g==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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vyuzivani zdroju prostiredi plati, Zze populace slozend
ze samych holubic vyuziva zdroje prostiedi nejefektiv-
néjsim moznym zplisobem. Presto je takova populace
evoluéné nestabilni! Pronikne-li do populace samych
holubic jeden jestidb, mé znacnou evolucni vyhodu,
protoze kazdy zdroj, u kterého se nachazi, zkonzu-
muje. Tim poroste jeho evoluc¢ni zdatnost a jeho geny
nebo vzorce chovan{ (u druhu které mohou piepinat
strategie chovani) se budou v populaci rychle sitit.

e Pokud jsou néklady na boj vétsi nez uzitek ze zdrojiu,
plati V' < D. V intervalu [0, 1] lez{ staciondrni bod

v
r = — a tento bod je stabilni. Posledni stacionarni
bod x =1 je nestabilni. V tomto pripadé vsechna re-
v
Seni konverguji ke staciondrnimu bodu x = D V po-
pulaci tedy budou pritomni i jesttdabi i holubice.

e Pokud plati V' > D, vSechna feseni konverguji ke sta-
ciondrnimu bodu z = 1. At je pocatecni rozlozeni
vzorcu chovani v populaci jakékoliv, evolu¢né stabilni
je pouze populace slozend ze samych jestrabu. Jsou-li
naklady na boj o zdroje nizsi nez uzitek ze zdroji, ne-
vyplati se ustupovat pfi soupereni o zdroje. Prikladem
populace sloZené ze samyjch jestrabi je les. Naklady na
boj spocivaji ve vytvoreni vyssiho kmene, uzitkem je
svétlo.

Autonomni rovnice s pravou stra-
nou ve tvaru rozdilu

https://youtu.be/ccWuBp4kies

Poznamka (autonomni rovnice s rozdilem na pravé

strané). Rovnice
dy
3 =W —hy)

ma staciondrni bod vy, jestlize

9(y0) = h(yo)-

Casto jsou funkce g a h zadany graficky a stacionarni bod
je v pruseciku grafi funkci g a h. Ze vzajemné polohy

téchto grafu také vidime, zda je stacionarni bod stabilni
(funkce g je napravo od bodu yy pod funkei h a nalevo

nad nf) nebo nestabiln{ (naopak).

Teplotni bilance Zemé

Priklad. Teplotni bilanci Zemé je mozno vyjadrit rovnici

= = Ru(T) -

ou T7
y Roue(T)

kde Riy a Royt jsou funkce dané na obrazku. Vidime tii
pruseciky, tj. tii staciondrni body. Uvazujme stacionarni
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Efekt ohfevu a ochlazovani Zemé, « = 0.600

vykon na metr étvereéni
g

150 200 250 300 350 400
termodynamicka teplota [Kelvin]

Obrazek 10.2:
Zemé

Funkce z pravé strany rovnice pro teplotni bilanci

bod nejvice napravo. Mala vychylka nahoru k vétsi teploté
nas posune do oblasti, kde prevazuje vyzarovani energie,
Rout je vetsi nez R;,, prava strana je zdpornd a teplota

klesa zpét do staciondrniho stavu. Podobné, mala vychylka
smérem dold zpusobi narust a opét navrat do stacionar-
niho stavu. Stacionarni stav zcela vpravo je tedy stabilni.
Podobné ukazeme, zZe stacionarni stav odpovidajici priise-
¢iku zcela vlevo je také stabilni. Naopak, stacionarni stav
uprostied je nestabilni, libovolna vychylka z tohoto stavu
zpusobi prechod systému do nékterého ze stabilnich stavi.

Online model.

Logisticka diferencialni rovnice s predatory

manim:Obalec|iIFmQWcR,_JX4|Model populace pro pred-
da¢nim tlakem vyuzijeme napriklad pfi studiu skudce. Mo-
del vykazuje bifurkaci (mald zména vstupnich dat muze
zcela zménit chovan{ modelu) a hysterezi (stav souvisi i
s historii modelu).

01

4 6 8 10
0.05

Obrézek 10.3: Pravd strana diferencidlni rovnice modelu obalece jako
funkce proménné y.

Nésledujici model je model obalece Choristoneura fumife-
rana, ktery periodicky atakuje lesy severni Ameriky. Jeho
populace je relativné mald, ale nékteré roky (historicky

cca po 40 letech) se velikost populace zvysi tisicindsobné
a dokédze zahubit 80% stromu v lese a prakticky znicit les.
Populaci je mozno modelovat logistickou rovnici

y y?

' 1_7)—1{7

kde druhy ¢len na pravé strané charakterizuje vliv preda-
tori. Jedna se o funkci, kterd zpomaluje rfist, podobné


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Teplotni_bilance_Zeme.html
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05
04
03
02

01

0.1

Obrazek 10.4: Krivky uddvajici znaménko pravé strany diferencidlni
rovnice z modelu obalece.

jako lov. Protoze vSak predatori maji urc¢itou hodnotu,
nad kterou jsou saturovani a nestac¢i brzdit rust populace,
je tato funkce ohranicend. Plati

2
Y
H——-<H
Y2+ A% —
To mé dalekosahlé disledky. Pro urcité hodnoty parame-
tri muze mit prava strana rovnice dva nebo ¢tyfi nulové
body. Nakreslime si druhou variantu.

Vidime dva pruseciky, kde je funkce rostouci, to odpovida
nestabilnim stavim. Vidime i dva stabilni stavy, priblizné
pro hodnoty 0.6 a 7.3. Malé populace, které se rozvijeji
od nuly, dospéji do nizsiho stabilniho stavu. Pokud se
néjakym zpusobem zméni velikost populace o malé mnoz-
stvi, systém se po Case diky stabilité vrati do puvodniho
stavu. Pokud vsak skok je velky a systém populace se
dostane nad hodnotu nestabilniho stavu, rast pokracuje
a systém spéje ke stabilité, ale s vyssim vyskytem Sktudce
odpovidajici stacionarnimu bodu 7.3.

Ponékud jednodussi je kvalitativni analyza, pokud zvolime
jednotku veli¢iny y tak, aby koeficient A byl roven jedné,
zvolime jednotku casu tak, aby koeficient H byl roven
jedné a vytkneme proménnou y. Model ma potom tvar

b
K y24+1]"

Na pravé strané v hranaté zavorce ztustava rozdil funkce

21 1 neobsahujici zadny parametr a linearni funkce, se
Y
kterou snadno dokdzeme manipulovat.

Numericky model

Brauer a Kirbs vysvétluji situaci tak, ze s rustem lesa
se méni parametry modelu, staciondrni body se posunuji
a populace obalece se tomu prizpusobuje. Vice stromu
znamend vys$si nosnou kapacitu prostfedi pro obalece
a predatori svou c¢innosti populaci obalece udrzuji na
rozumné mitre. Pokud vsak nosné kapacita prostiredi do-
sadhne takové hodnoty, ze predatofi jsou nasyceni a nestaci
populaci redukovat, odpovida to posunu nestabilniho sta-
cionarniho bodu pod hodnotu velikosti populace a dojde
k premnozeni. Toto premnozeni ma devastujici u¢inky pro
les.
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Autonomni systém X' = f(X)

https://youtu.be/ud ATOb{0s8I

Soustava diferencidlnich rovnic, kde pravé strany nezavisi
na Case, se nazyva autonomni systém. Sezndamili jsme se
jiz s linedrnimi autonomnimi systémy, obecny autonomni
systém vsak linedrni byt nemusi. Napriklad pri modelovani
chemickych reakci je rychlost imérnd mocniné koncent-
race reagujicich latek odpovidajici po¢tu molekul, které do
reakce vstupuji. Nize uvidime priklad takového modelu.

Ukéazeme si, jak studovat nelinearni systém pomoci linear-
niho a pomoci vlastnich ¢isel. Pujde o linedrni aproximaci.
V tomto pripadé o linedrni aproximaci vektorové funkce
definujici pravé strany rovnic.

Je-li f(Xo) =0, je moZno systém
X' = f(X)
v okoli bodu X aproximovat linedrnim systémem
X' = J(Xo)(X — Xo),

kde J(Xp) je Jacobiho matice funkce f(X) v bodé X, tj.
pro f(X) - (fl(X)a ce afn(X))T je

O chovéani trajektorii v okoli stacionarnitho bodu tedy
rozhodnou vlastni ¢isla Jacobiho matice. Za predpokladu,
Ze jsme relativné daleko od pripadu, kdy se méni typ
staciondrniho bodu, tj. vlastni ¢isla jsou navzajem razna,
jsou nenulova a v pripadé komplexnich vlastnich ¢isel maji
nenulové realné ¢asti, ma ptvodni nelinearni systém stejny
typ staciondrniho bodu jako linedrni systém s Jacobiho
matici. Nelinedrni systém tedy v jistém smyslu “zdédi”
chovani feseni od své linearni aproximace pomoci Jacobiho
matice. Je vSak nutno pfipomenout, ze aproximace pomoci
Jacobiho matice je jenom lokalni a mtzeme takto posoudit
jenom Teseni z néjakého okoli staciondrniho bodu.

Zejména tedy, pokud mé Jacobiho matice vSechny vlastni
hodnoty zaporné, tak vsechna feseni z néjakého okoli sta-
cionarniho bodu konverguji do tohoto bodu. Pokud ma
vSechny vlastni hodnoty kladné, vSechna rteseni z néja-
kého okoli se naopak od stacionadrniho bodu vzdaluji. To
plati i pro vlastni komplexni vlastni hodnoty, pouze se
mezi konvergenci a vzdalovani prepind podle znaménka
realné casti vlastnich hodnot a feseni osciluji smérem ke
stacionarnimu bodu nebo od néj.

Poznamka (stabilita a strukturalni stabilita Fe-
Seni). Stabilitou staciondrniho bodu budeme rozumét,
stejné jako vyse, ze mald vychylka od stacionarniho bodu
vede na tesSeni, které konverguje zpét k tomuto stacio-
narnimu bodu. Stabilita vyjadiujici, ze pfi malé zméné
koeficientu v systému se nezméni typ singularnich bodua
se nazyva strukturdlni stabilita.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUK9U1-TlKrI10DPl5fK2NTTg5fKwNeTlcgQRaRqVmrZFWpVaGoa6lfremroeWpVxRvoaQELbMc4IqLEgJ79EA6RMR6NSx0DH0EBTR6EyNzPPVtdAz1ATAENFFxg=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Populace_pod_tlakem_predatoru.html
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Bruselator

Systém chemickych reakci

A— X
2X+Y — 3X
B+X—->Y+D

X —>F

ma pozoruhodnou minulost. Prvni chemickou reakci pro-
bihajici podle tohoto schematu objevil rusky chemik B.
Bélousov, jeho vysledky prezkoumal a potvrdil A. Za-
botinsky. Oba zaznamenali prekvapivé chovani, kdy se
periodicky méni koncentrace. Protoze to bylo v roce 1951
mimo chapani chemikt, méli potiZze s publikovanim to-
hoto prevratného jevu. VSeobecné totiz panoval nézor, ze
chemicka reakce rychle spéje ke stavu termodynamické
rovnovahy a oscilujici reakce byla néco jako chemické
perpetum mobile. Pozdé&ji védci (I. Prigogine) sestavili
teoreticky model periodicky probihajici reakce a po Case
nékolik takovych reakei i nasli. Dnes toto chapeme jako
jakési chemické hodiny. Nézev bruselator je spojeni slova
Brusel (pracovisté I. Prigogina) a oscildtor.

Pokud je dostatek slozek A a B, modeluje po zjednoduseni
(viz Wikipedie, konstanty imérnosti klademe rovny jedné)
chemické reakce soustava

dx

W:A + X?Y - BX — X,
g:BX—XQY,

dt

kde X pro jednoduchost znamena koncentraci latky X a
totéz plati i pro dalsi veli¢iny vystupujici v rovnici.

B
Staciondrnim bodem je bod X = A, Y = e ProA=1a

B = 4 ma systém tvar

dXx

= =14+ X%V -5X
dt + ’
dy

— =4X — X?%Y.

de

Jacobiho matice je

2XY -5

X2
JXY) = (4 —2XY X2)
3 1

s (3 1),

Vlastni ¢isla jsou fesenim rovnice
’ =N -2 +4=(\—-1)?+3.

3—A 1

0:’ —4  —1-2A

Takova rovnice nemé feSeni v mnoziné redlnych cisel a
vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzend

A2 =143
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Protoze redlnd ¢ast $(A;) = 1 > 0, feseni se v oscila-
cich vzdaluji od rovnovazného bodu. Protoze systém je
druhého fadu a timto postupem je mozno ziskat dveé
nezavisla feseni, linedrnimi kombinacemi vygenerujeme
vsechna Teseni. Proto se v oscilacich budou od stacionar-
niho bodu vzdalovat vSechna feseni. Dalsi stacionarni bod
neexistuje a koncentrace urcité zistanou ohranicené z fy-
zikalnich divodua. Proto neexistuje stabilni stav, a systém
je nestabilni. Je mozné ukazat, ze systém neni chaoticky,
ale oscilacemi se priblizuje k periodickému feSeni. Takova
analyza je vSak jiz nad ramec zakladniho seznameni se
s aparatem autonomnich systémii.

Autonomni systém ve dvou dimen-
zich

Vlastni hodnoty,
li,€R

typ stac. bodu prubéh trajektorii

Ay 21,>0 nestabilni uzel

,>0>1, sedlo = —

0>1;>1, stabilni uzel

Obrézek 10.5: Trajektorie pro staciondrni body spojené s redlnymi
vlastnimi cisly.

Vlastnl hodnoty,
128

typ stac. bodu prabéh trajektoril

Rdy,) >0 nestabilni ohnisko €= N

Ry ) <0 stabiln ohnisko &y N

Rl =0 ohnisko nebo bod rotace

nebo kterdkoliv
z predchozich moZnosti

Obrézek 10.6: Trajektorie pro staciondrni body spojené s neredlnymsi
vlastnimi cisly.

Ve dvou dimenzich je autonomni systém mozno psat ve

tvaru ,
z' = f(z,y),
Y = g(z,y).

Pro autonomni systémy v roviné pouzivame dva zakladni
zpusoby vizualizace. Oba si miuzZete prohlédnout vyse
v prikladu s bruselatorem.

1. Reseni zobrazime jako grafy funkci z(t) a y(t). Timto
pristupem dokazeme posoudit dynamiku v case, od-
hadnout rychlost s jakou se méni obé komponenty
feseni. Casto kreslime do jednoho obrazku a ¢asto
mame v tomto obrazku dvoji souradnicovy systém:
jeden pro hodnoty z a jeden pro hodnoty y.

2. Reseni zobrazime jako parametrickou kiivku #(t) =
[z(t), y(t)]. Tato kiivka se nazyva trajektorie. V tomto
pripadé sice nemame informaci o dynamice v case, ale
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muzeme lehce posoudit, jak se chovaji feseni vychéze-
jici z riznych pocatecnich podminek. Proto tento zpi-
sob zpravidla preferujeme. Tento zplsob znazornéni
se nazyva fazovy portrét.

Kftivky tvorené trajektoriemi maji specialni vlastnosti.

Napriklad se diky jednoznacné resitelnosti nemohou dvé
ruzné trajektorie protnout. Diky tomu existuje jenom

nékolik mélo druhu trajektorii.

¢ Stacionarni body. Tyto body odpovidaji konstantnim
resenim.

o Uzavrené trajektorie, cykly. Tyto trajektorie odpovi-
daji periodickym fesenim. Uvnitt kazdého cyklu lezi
alespon jeden stacionarni bod.

e Trajektorie, které samy sebe nikde neprotinaji a pro
t — +oo tyto trajektorie maji jednu z nasledujicich
vlastnosti.

— Trajektorie maji alespon jednu slozku neohrani-
¢enou.

— Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionar-
nich bodi.

— Trajektorie konverguji k nékterému z cyklu.

— Trajektorie konverguji k mnoziné tvorené konec-
nym poctem singuldrnich boda a jinymi trajekto-
riemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu
do druhého. S timto typem trajektorii se vsak
v jednoduchych modelech nesetkame.

Podle chovéani trajektorii v okoli stacionarnich bodu roz-
délujeme tyto stacionarni body do nékolika navzajem
disjunktnich skupin. Dokazeme je identifikovat pomoci
vlastnich hodnot Jacobiho matice vypoctené v tomto sta-
cionarnim bodé.

o Stabilni uzel je stacionarni bod takovy, ze pro t — oo
vSechny trajektorie z néjakého okoli konverguji do to-
hoto bodu bez oscilaci. Nestabilni uzel méa stejnou
vlastnost, ale pro t — —oo, tedy trajektorie z tohoto
bodu vychézeji. Stabilni uzel pozname podle dvou z&-
pornych a nestabilni uzel podle dvou kladnych real-
nych vlastnich hodnot.

e Stabilni a nestabilni ohnisko je staciondrni bod se
stejnou vlastnosti jako uzel, ale konvergence je spo-
jena s oscilacemi okolo staciondrniho bodu. Stabilni
ohnisko pozname podle dvou komplexné sdruzenych
vlastnich hodnot se zadpornou redlnou ¢asti, nestabilni
ohnisko s kladnou redlnou ¢asti.

e Sedlo je stacionarni bod, ktery mé v kazdém okoli
pouze konecny pocet trajektorii, které pro ¢ — +oo
konverguji k tomuto bodu. Pozname jej podle jedné
kladné a jedné zaporné vlastni hodnoty.

¢ Bod rotace je takovy bod, v jehoz kazdém okoli jsou
cykly. Pokud navic v néjakém okoli existuji pouze
cykly, nazyva se tento bod navic stied. Bod rotace
souvisi s komplexné sdruzenymi vlastnimi ¢isly s nu-
lovou redlnou ¢asti, ale v téchto pripadech miize sta-
cionarni bod byt i ohniskem.

ww:problems/autonomni_ systemy/10.pg
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Zakladni modely populacéni ekologie

Populacni ekologie je soucast ekologie zabyvajici se modelo-
vanim vyvoje populaci. Zakladnim vyjadfovacim jazykem
jsou diferencidlni rovnice nebo jejich diskrétni obdoba,

kdy se ¢as méni po skocich, diferencni rovnice. Malokdy
uvazujeme jedinou populaci, vétsinou studujeme bohatsi
ekosystémy, coz vede na soustavy rovnic. Dva nejklasic-
téjst si zde strucné uvedeme a prostudujeme ve cviceni.

Model konkurence dvou druhu

manimp:Konkurence druhu|Pfi konkurenci dvou druhi
muze dojit (podle nastaven{ parametri) ke koexistenci
nebo ke konkurenc¢nimu vylouceni. Model ukazuje, jak
se konkurence projevuje v nejjednodussim pripadé, pri
sledovani konkurence dvou populaci.

Situace kdy dva druhy ziji ve spolecné lokalité a pritom-
nost jednoho druhu ovliviiuje druhy druh je modelovana
autonomnim systémem

dx

i zri(l — ax — by),
d

d—i = yro(l — cx — dy).

Tento systém vychazi z logistické rovnice pro kazdou

z populaci s doplnénim ¢lent 71 bxy a rocry, které charak-
terizuji mezidruhovou konkurenci. Ukazuje se, Ze tento
systém ma kapacitu popsat vSechny v prirodé pozorované
druhy interakei (slabé konkurence, silnd konkurence, do-
minance jednoho z druht) a je vychozim systémem pro
veskeré modely pouzivané v populacni ekologii.

Model dravce a koristi

manim:Predator_ prey|zihShrEOJAU|Model dravce a ko-
Tisti vysvétluje kolisani populaci okolo rovnovazné polohy.
Jde o stabilitu, kterd vSak nespociva s konstantnich hod-
notach stavi, ale v periodickém priubéhu.

Skutecnost kdy ziji ve spolecné lokalité a pritomnost
jednoho druhu umoznuje preziti druhého je modelovana
autonomnim systémem

dx
dt
dy
dt

=ar(1 —ax) — V(z)y,

=y(—a+kV(x)).
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V tomto piipadé je V(z) trofickd funkce. Pro V(z) = kox
a a = 0, (tj. pro nenazrané dravce ktef{ nejsou nikdy satu-
rovani a bez vnitrodruhové konkurence v populaci kofisti)
dostavame klasicky Lotktv-Voterriv model, ktery v jis-
tém smyslu odstartoval vyuziti matematiky v modelovani
biologickych systému. Povedlo se mu vysvétlit oscilace
mezi populacemi koristi a dravce. Pres tento uspéch se
vsak pro praktické modelovani vyuzivaji dokonalejsi mo-
dely. Zejména je nutno uvazovat ohranicenou trofickou
funkei.

Vicerozmérné autonomni systémy,
kompartmentové modely

Kompartmentové modely jsou modely, kde se je studované
veli¢ina rozdélena do nékolika stavii a mezi témito stavy se
v jakémsi smyslu preléva definovanou rychlosti. Klasickym
pripadem v roce 2020 je model epidemie, naptiklad SIR
model nebo SEIR model.
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Kapitola 11

Linearni diferencialni rovnice druhého

radu

Anotace.

e Linearni diferencidlni rovnice druhého radu se vysky-
tuji v tlohéch z mechaniky a pfi feseni difuzni rovnice.

o Soustredte se na vysvétleni, jak souvisi DR druhého
radu se zrychlenim télesa a pusobici silou v tlohach
z mechaniky, jak se mize jednorozmérna difuzni staci-
onarni rovnice redukovat na LDR druhého fadu a jak
se metodou separace proménnych da nestacionarni di-
fuzni rovnice rozdélit na obyc¢ejnou diferencialni rov-
nici prvniho a druhého radu.

o Soustredte se na pasaze tykajici se toho, jak okra-
jova podminka dokaze vybrat hodnoty parametrt pro
které existuje nenulové feseni. To determinuje napii-
klad frekvenci pri mechanickém kmitani.

e Numerické experimenty s rovnici.

o Konkrétni nalezeni feseni rovnice pomoci feSeni kvad-
ratické rovnice, pomoci metody neurcitych koeficient
pro nalezeni partikularniho feSeni atd. je pro nds malo
zajimavé a vénujte se mu pripadné az v posledni fazi.

Linearni diferencialni rovnice dru-
hého radu

https://youtu.be/PcNcOtfv7Q0

Definice (Linearni diferenciilni rovnice druhého
Ffadu). Budte p, ¢ a f funkce definované a spojité na
intervalu I. Diferencialni rovnice

y' +p@)y +a(@)y = f(z) (LDE)
se nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého tddu. Re-
Senim rovnice (nebo téz integralem rovnice) na intervalu I
rozumime funkci, kterd mé spojité derivace do radu 2 na
intervalu I a po dosazeni identicky spliiuje rovnost (LDE)
na I. Uloha nalézt feSeni rovnice, které spliiuje v bodé
xo € I pocdtecni podminky

{y(m@ =, )

Yy (z0) = Yo,

kde yo a y[, jsou reélné ¢isla, se nazyva pocdtecni tuloha
(Cauchyova iloha). ReSeni podéateéni lohy se nazyva par-
tikuldrni Tesent rovnice.

Zkratky: LDE - linearni diferencialni rovnice, IC - poca-
te¢ni podminka, IVP - pocatecni tloha

Priklad - téleso na pruziné

Kmity télesa o hmotnosti m pruzné ptripevnéného k ne-

hybné podlozce spojem tuhosti k jsou popsany diferenci-

alni rovnici & + —x = 0. Zde navic pouzivame fyzikalni
m

lzus oznacovat derivace podle ¢asu pomoci tecky a ne

carky. Symbol & tedy znac¢i druhou derivaci funkce x, kde
x bereme jako funkci casu.

Jednoduchym mechanickym modelem je téleso na pruziné.
Zde je deformace imérna pusobici sile. Analogické situace
vedouci na stejnou rovnici vSak dostdvame i obecnéji. Po-
kud pro jednoduchost predpokladame, ze téleso s jednim
stupném volnosti se nachazi ve stabilnim stavu s minimem
potencialni energie a energie zavisi na poloze x, muzeme
v okoli minima xy potencidlni energii aproximovat Taylo-
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rovym rozvojem druhého radu
1
E(z) = E(x0) + E'(20)(x — w0) + §E”($0)($ — z0)”.

Vzhledem k tomu, Ze v zo je minimum, plati E'(zq) = 0.
Je vyhodné volit pocatek v rovnovazné poloze, protoze
poté plati x¢g = 0. Sila je poté dana vztahem

—ﬁE(x) = —E"(0).

Fle) = Ox

Sila F je tedy imérnd vychylce x a vraci téleso do rovno-
vazné polohy.

Situace tedy perfektné koresponduje s kmitanim na pru-
ziné i kdyz potencialni energie uvazovana v tomto odstavci
muze byt jiného charakteru. Néco podobného jsme vidéli
jiz u autonomnich systémt, kdy systém modelujici tlu-
meny oscilator z prednasky byl stejny jako systém mode-
lujici regulaci topeni ze cviceni a tento systém byl jenom
lépe predstavitelnou realizaci systému regulace syntézy
proteinu.

Resitelnost LDE druhého ¥adu

https://youtu.be/swHhEvXHFtAO

v +p(x)y +qx)y = f(x) (LDE)

Véta (o existenci a jednoznacnosti Feseni LDE
druhého Fadu). KaZdd pocdtecni dloha pro LDE dru-
hého Tddu md Tesent, které je urceno jednoznacné a toto
resend je definované na celém intervalu I.

Definice (specialni typy LDE druhého fiddu). Plati-
li v rovnici (LDE) f(z) = 0 pro vSechna = € I, nazyva
se rovnice (LDE) homogenni, v opa¢ném piipadé nehomo-
genni.

Jsou-li koeficienty p(z) a g(z) na intervalu I konstantni

funkce, nazyva se (LDE) rovnice s konstantnimi koefici-
enty.

Definice (trividlni feseni). Funkce y(x) = 0 je feSenim
homogenni LDE druhého radu

y' +px)y +q(z)y =0

vzdy, bez ohledu na tvar koeficienti p, gq. Toto FeSeni na-
zyvame trividlni resent.

(0]

Definice (asociovana  homogenni  rovnice).
Nahradime-li v nehomogenni LDE pravou stranu (tj.
funkei f) nulovou funke{ obdrzime rovnici

Y +p(x)y + q(x)y =0.

Tato rovnice se nazyva asociovand homogenni rovnice
k rovnici (LDE).

Definice (obecné feseni). Vsechna feseni LDE druhého
radu lze vyjadrit ve tvaru obsahujicim dvé nezavislé kon-
stanty C7, Co € R. Takovyto predpis se nazyva obecné
resend rovnice (LDE).

Disledky linearity

Necht L je linedrni diferencialni operator druhého radu.
Jako specialni pripad vztahu

L[Ciy1 + Cayz] = C1L[y1] + C2Lys]

dostavame nasledujici.

e Plati
Liy1] = Lly2] =0 == L[C1y1 + Caya] = 0,

tj. kazda linedrni kombinace dvou feseni homogenni
LDE je opét fesenim této rovnice. Pokud se nam na-
vic podari volbou konstant C; a Cy splnit libovolnou
pocatecni podminku, je jistota, Ze mame obecné fe-
Seni.

. Plati

Llys] =0a Lly] = f(x) = Ly +y2] = f(2),

tj. soucet Feseni nehomogenni a asociované homogenni
LDE je resenim ptuvodni nehomogenni rovnice. Pokud
je navic yo obecnym feSenim homogenni rovnice, je
Y1 + y2 obecnym FeSenim nehomogenni rovnice, pro-
toze se podari splnit libovolnou pocatecni podminku.

Dusledky linearity prakticky

Vztah
L[Ciy1 + Caya] = C1L[y1] + CoL[yo]

poslouzi (podobné jako u linedrnich rovnic prvniho fadu),
abychom popsali strukturu mnoziny vSech feSeni rovnice a
dokazali tuto mnozinu vytvorit jenom na zakladé znalosti
nékolika prvki.

Rovnice
Y +y==x (A)

ma partikularni feseni y = x.
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Asociovanad homogenni rovnice je
y' +y=0. (B)

Tato rovnice mé feSeni napriklad y = sinz, y = cosz. 2 4pzr+q=0
Z linearity plyne

Definice (charakteristicka rovnice). Kvadratickd rov-
nice

s neznamou z se nazyva charakteristickd rovnice pro rov-
o Funkce y = Cy sinz 4+ Cy cosz je FeSenim rovnice (B) mnici
pro libovolnd redlnd Cq, Cy. Protoze plati y(0) = Co y" +py +qy=0.
a y'(0) = C1, je mozné splnit libovolnou podminku
y(0) = «, ¥'(0) = B volbou Cy = a a C; = 3. Jedna
se tedy o obecné reseni.

. ) oL, Véta (o obecném feseni LDE s konstantnimi koe-
e Funkce y = C1 sinx+ Cs cos x+x je obecnym Tesenim ficienty). Uvasujme LDE

rovnice (A).
y'+py +qy =0, (1)
Homogenni LDE 2. radu (obecné a jeji charakteristickou rovnici
reseni) 24prtq=0.

(LDEO) o Jsou-li z1,2z0 € R dva ruzné redlné koreny charakte-

1 !/
+plz)y +q(x)y =0
v+ p@y +alely ristické rovnice, definujme

zZ1T Z2X
yp = e, Y2 = €77,

Véta (obecné reseni homogenni LDE). Jsou-li y;
a Yo dvé netrividlni linedrné nezdvislda reseni rovnice

o Je-li R dvojndsobnym kot harakteristické
(LDEQ) na intervalu I, pak funkce y definovand vztahem Sl ), CRYRSTRIYIL (O SET GRS

rovnice, definujme

y(z,Cr,Cs) = Cryr(x) + Coya(x),

¥ = e, Y2 = ze*t®.

kde C1 2 € R, je obecnym tesenim rovnice (LDEO) na
intervalu I. o Jsou-li 2120 = a£iff ¢ R dva komplezné sdruzené
koreny charakteristické rovnice, definujme

Dvojici linedrné nezavislych feseni rozumime dvé feSeni
takova, ze jedno neni nasobkem druhého. y1(x) = e** cos(fx), yo(x) = €™ sin(Bz).

1z . . .. Potom obecné resent rovnice (1) je
Definice (fundamentilni systém freSeni). Dvojici (1)

funk/ci yiayz pf'edchozi véty nazyvame fundamentdini y(z,C1,C2) = Cry1(x) + Caya(2), CieR, G2 eR
systém tesent rovnice (LDEQ).

Homogenni LDE 2. radu s konstant- Nehomogenni LDE 2. ¥adu
nimi koeficienty

Rovnici
1 /
=0 = g A p
y ey t+ay Véta (o obecném FeSeni nehomogenni LDE). Sou-
je moZno piepsat na cet libovolného partikuldrniho teseni mehomogenni line-
WY , arni diferencidlni rovnice a obecného reseni asociované
y) ="~y homogenni rovnice je obecngm resenim puvodni nehomo-

a tato rovnice je po substituci z; = ¥y, xo = ¢ ekvivalentni  genni rovnice
autonomnimu systému

Nésledujici véta udava jednu z metod nalezeni partikular-

!/
(m) = < 0 1 ) <x1> niho fesSeni, pokud je diferencialni rovnice do jisté miry
L2 7 TP/ \*2 specidlni: mé konstantni koeficienty a polynomidlni pra-
vou stranu.

U resitelnosti této rovnice hraje velkou roli charakteris-
tickd rovnice matice soustavy, kterd je obsazena v néasle-
dujici definici.
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Véta (metoda neurcitych koeficienti).
linedrni diferencidlni rovnici druhého Tdadu

UvazZujme

y' +py' +qy = Pu(x),

kde p € R je konstanta, g € R\ {0} je nenulovd konstanta
a P,(z) je polynom stupné n. Ezistuje polynom stupné n,
ktery je partikuldrnim resenim této diferencidlni rovnice.

V praxi polynom ktery ma byt feSenim napiseme s neurci-
tymi koeficienty a dosazenim do rovnice ur¢ime potiebné
hodnoty téchto koeficienti.

Dirichletova okrajova tuloha, vlastni
Cisla

https://youtu.be/IrFZATOM5Y

Nékdy je nutné resit diferencidlni rovnice druhého fadu
s jinymi nez pocatecnimi podminkami. UkédZeme si na
jednoduchém prikladé odlisnost od pocatecni tlohy. Na-
sledujici loha mé velké uplatnéni pri studiu kmitavych

pohybii.

Pro parametr A € R najdéte feseni rovnice
y'+ Xy =0
spliujici podminky

y(0) = 0 =y(1). (**)

Definice (okrajova tiloha). Uloha najit feseni diferen-
cidlni rovnice (*), které splituje podminky (**) se nazyva
(Dirichletova) okrajovd loha.

Odlisnost Dirichletovy tlohy od (Cauchyovy) pocdtecéni
dlohy je v tom, ze nezadavame funkéni hodnotu a derivaci
v jednom bodé, ale funkéni hodnotu ve dvou rtznych
bodech.

Jedno z feSen{ Dirichletovy tlohy je trividlni fesen{ y(z) =
0. Ukazuje se, ze netrividlni feseni existuje jen pro nékteré
hodnoty parametru A.

Definice (vlastni funkce, vlastni hodnota okrajové
dlohy). Hodnota A, pro kterou existuje netrividlni fe-
Seni Dirichletovy okrajové tlohy se nazyva vlastni hodnota
okrajové tulohy a prislusné feseni se nazyva vlastni funkce
okrajové ulohy.

7

Vypocet vlastnich hodnot

Pripad A >0

Je-li A > 0, je feSenim rovnice
y' +Ay=0

funkce

y(z) = Cy sin(vV/Ax) 4+ Cy cos(VAz).
Z podminky y(0) = 0 dostdvame Cy = 0. Tedy

y(z) = Cysin(VAz).

Z podminky y(1) = 0 dostdvame
0= Cysin(V\),
ktera je splnéna pokud Cy = 0, nebo VA=kr keZ
Okrajova tloha
y'+ Ay =0, y(0)=0=y(1)

mé vlastni hodnoty \ = (kn)? k€ Z

Pripad A <0

Je-li A <0, je fesenim rovnice

Y+ Ay =0 (*)
funkce
y(x) = CreV = 4 Cpe™ Ve,
Z podminky y(0) = 0 dostédvame

Ci+Cy=0.

Z podminky y(1) = 0 dostdvame

Cie A + Chye™ = 0.
Protoze jedna rovnice neni ndsobkem druhé, mé soustava
jediné teseni C; = Cy = 0 a okrajova tloha ma v pripadé

A < 0 pouze trividlni nulové TeSeni. Nemd tedy zadné
vlastni hodnoty.

Obvykla formulace

V praktickych tlohéch, kdy pozadujeme existenci nenulo-
vého TesSeni, zpravidla pracujeme s rovnici ve tvaru

y"' + Xy =0,

abychom zdtraznili kladnou hodnotu parametru a
abychom dostévali feSeni formélné bez druhé odmocniny.

Tedy okrajova tloha
y' + Xy =0, y(0)=0=y(1)

ma vlastni ¢isla A = kn, kde k je kladné celé ¢islo.
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Kmity struny

Pfi kmitani struny délky [ upevnéné na koncich se ukazuje,
Ze proces je mozno modelovat okrajovou tlohou

y(0) =0 =y(I),

kde y je amplituda kmitd v misté xz a A souvisi s frekvenci.
Rovnice ma obecné reseni

y(x) = Cy sin(Ax) + Cy cos(Ax)

y' + Ay =0,

Z podminky y(0) = 0 dostdvame Co = 0 a z podminky
y(I) = 0 dostavdme

y(x) = Cy sin(Ax)

pokud
AN =k

a y = 0 jinak. Pri podrobnéjsim popisu se ukazuje, ze \
souvisi s hmotnosti struny, napétim ve struné a frekvenci,
kterou sly$ime. Podminka (***) urcuje spektrum slysitel-
nych frekvenci, na kterych mize struna kmitat, vysledny
pohyb (a zvuk) je diky linearité slozenim jednotlivych
variant. Toho se da s vyhodou vyzivat a stejnou strunu je
mozné rozeznivat vice zpusoby a dosahovat rizny vysledny
zvuk.

(***)

Vzpéry

Predpokladejme, ze mame nosnik namahany na vzpér.
Nosnik je uchycen na dolnim a hornim konci tak, ze se
nemtze pohybovat do stran, ale muze se otdcet. Osu x
zvolime podélné v ose vzpéry, osu y kolmo. P¥i namahani
takového nosniku, je vychylka ddna okrajovou tilohou (A.
Pozgaj a kol., Struktiira a vlastnosti dreva, str. 359)
2
4y +a?y =0,

= y(0) = y(D) =0,

kde o? = % je parametr zavisly na pusobici sile, materi-
alu a kvadratickém momentu prifezu nosniku. (Pro jiné
zpusoby uchyceni se rovnice a okrajové podminky mohou
mirné lisit, rovnice mtize byt napriklad i nehomogenni a
pro jiné druhy zatizeni i vyssiho fadu, zdsadni vlastnosti
jsou vSak stejné.) Toto je stejnd tloha jako u kmitdni
struny. Pri sile, kterd se postupné zvétsuje, se nenulové
feseni objevi v bodé, kde plati

al =,
(odpovidé zakladni frekvenci struny) tj.

—l=m

ETI
n?EI

2
Toto je pro dany nosnik kritickd sila a ta je pro dany
materidl nepfimo tmérnd druhé mocniné délky a pifimo
umérné kvadratickému momentu .

F =
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Neumannova a smisena okrajova
uloha

P1i feseni Dirichletovy tlohy hleddame feseni diferencialni
rovnice druhého radu s predepsanymi hodnotami ve dvou
ruznych bodech

Tento pozadavek se uplatni pri studiu kmitt struny nebo
tyce s pevnymi konci.

V praxi je mozné si predstavit i jiné podminky. Napti-
klad v termodynamice se pouzivaji podminky na hodnotu
derivaci ve dvou ruznych bodech

y'(b) =B

Takové podminky se nazyvaji Neumannovy podminky a
tloha najit feSeni rovnice, které tyto podminky splnuje se
nazyvd Neumannova okrajova tloha, téZ Neuman-
nova tuloha.

y/(a) =,

Existuji i smiSené tlohy, napriklad pfi kmitani télesa
s jednim upevnénym a jednim volnym koncem je prirozené
formulovat smisenou okrajovou podminku

yla) =0, 3'(b)=0,

kde a je upevnény konec a b volny konec.

Fourierova metoda separace pro-
ménnych

https://youtu.be/wivY6bwlxaw

Budeme se zabyvat jednorozmérnou rovnici vedeni tepla
ve tvaru

ou  d*u

ot 0x2
V tomto tvaru rovnice neobsahuje zadné konstanty a je to
tvar, se kterym se pracuje ve vétSiné matematickych pub-
likaci. Realnou rovnici vedeni tepla prevedeme do tohoto
tvaru zavedenim bezrozmérnych veli¢in, coz si ukazeme
v nasledujici prednasce. Ted si ukazeme, jak feSeni rovnice
vede na Feseni LDR druhého fadu. Uvazujme pro jedno-
duchost okrajovou tlohu, kdy konce tyce jsou udrzovany
na nulové teploté, tj. je-li ty¢ délky [ polozena v ose x
tak Ze levy konec je v pocatku, plati pro teplotu wu(z,t)
podminky «(0,¢) = u(l,t) = 0 v libovolném ¢ase t.

Budeme feSeni hledat ve tvaru u(x,t) = p(x)y(t), kde ¢
a 9 jsou funkcemi jedné proménné. Plati

0%u
ox?

ou

prie o(x)Y'(t), =" (2)(t)

a rovnice ma tvar


https://www.youtube.com/watch?v=kn92TLYA4rE
https://katalog.mendelu.cz/documents/21654
https://katalog.mendelu.cz/documents/21654
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Vydélenim této rovnice souéinem ()i (t) dostdvame

P't) _ ()
(b))  ple)

Toto je rovnice, kde leva strana je funkci proménné ¢ a

prava strana funkci proménné x. Obé proménné jsou vsSak
nezavislé a uvedend rovnost muze byt splnéna jen tehdy,
kdyz se rovnaji spolecné konstante.

Okrajové podminky si vynucuji platnost vztahi ¢(0) =
©(l) = 0 a diky tomu mame pouze nulové Feseni pokud
je tato konstanta kladnda (viz vySe vypocet vlastnich hod-
not pro tuto tlohu). Spoleénd konstanta tedy musi byt
zaporna. Oznacme ji —\2. Plati tedy

v _

v

Prvni rovnice predstavuje linearni diferencidlni rovnici
prvniho radu

¢ () 2
o -

W= —\%

e 2 7’ .
s partikuldrnim FeSenim 1 (t) = e > ‘. Druh4 rovnice
predstavuje spolecné s okrajovou podminkou okrajovou
tlohu pro linearni diferencialni rovnici druhého fadu

©(0) = ¢(l) = 0.

Mame tedy Dirichletovu tlohu na vlastni ¢isla a vlastni
funkce, jak jsme ji vidéli u kmitd struny nebo u namahéani
na vzpér. Resenim je funkce p(z) = sin(\z), kde A je
vlastni hodnota této tilohy. Funkce

¢" + A =0,

u(zx,t) = sin(/\a:)ef)‘r“t
je tedy fesenim rovnice

ou  O%u

ot o2
Rovnici je mozno prepsat do tvaru

ou o _
ot a2

kdy na levé strané stoji linedarni operator a na pravé
strané je nula. Proto je kazdd linedrni kombinace reseni
opét feSenim a pro libovolnou volbu konstant je funkce

u(w,t) = Z C) sin()\x)ef)‘%
A

také TeSenim. Soucet na pravé strané je pres vSechna
vlastni ¢isla, kterych je nekone¢né mnoho.

Nyni za¢ind byt rozbor tlohy nad ramec naseho kurzu,
protoze se objevil nekonecny soucet. Ukazuje se, Ze tento
zapis je dostatecné bohaty na to, aby obsahl libovolnou
rozumnou pocateéni podminku a vzorec je tedy schopen
popsat Feseni tlohy pro libovolné fyzikalné relevantni
situace. Vidime i pfimo strukturu feseni, které je jakousi
linearni kombinaci rznych média. Tato skutecnost lépe
vynikne na analogické diferencialni rovnici kmitani struny,

kdy jednotlivé médy piimo vnimame sluchem: struna
nemuze kmitat na libovolné frekvenci ale pouze a frekvenci
dané okrajovou podminkou a na frekvencich nasobnych.

Poznamka: Podobné situace a moznost separace promén-
nych je u rovnice kmita struny

Pu_ 0%
ot?

- Ox?

nebo jejiho zobecnéni na kmity desek a chvéni téles. Opét
separace vede k LDR druhého radu pro slozku zavisejici
na z. V tomto pripadé je druhého fddu i rovnice pro slozku
zévislou na Case.
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