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Anotace.

e Linearni diferencidlni rovnice druhého radu se vyskytuji
v ulohach z mechaniky a pri feseni difuzni rovnice.

¢ Soustfedte se na vysvétleni, jak souvisi DR druhého radu
se zrychlenim télesa a pusobici silou v tlohach z mechaniky,
jak se muze jednorozmérnd difuzni staciondrni rovnice re-
dukovat na LDR, druhého fadu a jak se metodou separace
proménnych da nestacionarni difuzni rovnice rozdélit na
obycejnou diferencidlni rovnici prvniho a druhého radu.

e Soustredte se na pasaze tykajici se toho, jak okrajova pod-
minka dokéze vybrat hodnoty parametru pro které existuje
nenulové feseni. To determinuje napriklad frekvenci pri me-
chanickém kmiténi.

e Numerické experimenty s rovnici.

e Konkrétni nalezeni Teseni rovnice pomoci feseni kvadra-
tické rovnice, pomoci metody neurcitych koeficienta pro
nalezeni partikuldrniho feseni atd. je pro nas malo zaji-
mavé a vénujte se mu pripadné az v posledni fazi.

Linearni diferencialni rovnice druhého
radu

https://youtu.be/PcNcOtiv7Q0

Definice (Linearni diferenciilni rovnice druhého ¥adu).
Budte p, ¢ a f funkce definované a spojité na intervalu I. Dife-
rencidlni rovnice

y' +p@)y +a(2)y = f() (LDE)
se nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého vddu. Resenim
rovnice (nebo téz integrilem rovnice) na intervalu I rozumime
funkci, kterd ma spojité derivace do fadu 2 na intervalu I a po
dosazeni identicky spliiuje rovnost (LDE) na I. Uloha nalézt
feseni rovnice, které spliuje v bodé zy € I pocdtecni podminky

y(wo) = Yo,
, , (IC)
Yy (370) = Yo
kde yo a y; jsou realnd Cisla, se nazyvd pocdtecni tiloha (Cau-
chyova tloha). ReSeni pocatecni tlohy se nazyva partikuldrni
resend rovnice.

Zkratky: LDE - line4rni diferencidlni rovnice, IC - pocatecni
podminka, IVP - poéatecni dloha

Priklad - téleso na pruziné

Kmity télesa o hmotnosti m pruzné pripevnéného k nehybné
podlozce spojem tuhosti k jsou popsany diferencialni rovnici

&+ —a = 0. Zde navic pouzivime fyzikalni tizus oznacovat

m
derivace podle casu pomoci tecky a ne ¢arky. Symbol & tedy
znaci druhou derivaci funkce x, kde = bereme jako funkci ¢asu.

Jednoduchym mechanickym modelem je téleso na pruziné. Zde
je deformace imérnd piusobici sile. Analogické situace vedouci
na stejnou rovnici vSak dostavame i obecnéji. Pokud pro jed-
noduchost predpokladame, Ze téleso s jednim stupném volnosti
se nachazi ve stabilnim stavu s minimem potencialni energie

a energie zavisi na poloze z, mtizeme v okoli minima xy po-

tencidlni energii aproximovat Taylorovym rozvojem druhého

radu

B(z) ~ Blwo) + E'(z0) @ — 20) + 3 B (z0)(x — )"

Vzhledem k tomu, Ze v g je minimum, plati E'(zq) = 0. Je
vyhodné volit pocatek v rovnovazné poloze, protoze poté plati


https://user.mendelu.cz/marik/aromamath/DR_druheho_radu.html

zo = 0. Sila je poté dana vztahem

a 1
= —%E(aﬂ) =—E"(0)z.

Sila F' je tedy umérnd vychylce x a vraci téleso do rovnovazné
polohy.

Situace tedy perfektné koresponduje s kmitdnim na pruziné

i kdyz potencidlni energie uvazovand v tomto odstavci muze

byt jiného charakteru. Néco podobného jsme vidéli jiz u au-

tonomnich systémil, kdy systém modelujici tlumeny oscilator
z prednasky byl stejny jako systém modelujici regulaci topeni ze
cviceni a tento systém byl jenom 1épe predstavitelnou realizaci
systému regulace syntézy proteint.

Resitelnost LDE druhého ¥adu

https://youtu.be/swSEvXHFtAQ

y' + o)y + qlx)y = f(x) (LDE)

Véta (o existenci a jednoznacénosti feseni LDE dru-
hého radu). Kazdd pocdtecnt dloha pro LDE druhého tddu
ma resend, které je urceno jednoznacné a toto Teseni je defino-
vané na celém intervalu I.

Definice (specialni typy LDE druhého fadu). Plati-li
v rovnici (LDE) f(z) = 0 pro vSechna z € I, nazyvé se rovnice
(LDE) homogenni, v opa¢ném priipadé nehomogennd.

Jsou-li koeficienty p(x) a g(z) na intervalu I konstantni funkce,
nazyva se (LDE) rovnice s konstantnimi koeficienty.

Definice (trivialni FeSeni). Funkce y(x)
mogenni LDE druhého radu

= 0 je Tesenim ho-

y' +p@)y +q(x)y =0

vzdy, bez ohledu na tvar koeficientu p, q. Toto FeSeni nazyvame
trivialni resend.

Definice (asociovani homogenni rovnice). Nahradime-li
v nehomogenni{ LDE pravou stranu (tj. funkei f) nulovou funkec{
obdrzime rovnici

Y +p@)y + q(x)y =0.

Tato rovnice se nazyva asociovand homogenni rovnice k rovnici
(LDE).

Definice (obecné Feseni). Vsechna Feseni LDE druhého fadu
lze vyjadrit ve tvaru obsahujicim dvé nezavislé konstanty C,

Cy € R. Takovyto predpis se nazyva obecné reseni rovnice
(LDE).

Dusledky linearity

Necht L je linearni diferencialni operdtor druhého radu. Jako
specialni pripad vztahu

L[Ciy1 + Cayz] = C1Ly1] + C2Lys]

dostavame nasledujici.

o Plati
Llyi] = Lly2] =0 == L[C1y1 + Caya] = 0,

tj. kazd4a linedrni kombinace dvou feseni homogenni LDE
je opét TeSenim této rovnice. Pokud se ndm navic podafi
volbou konstant Cy a Cs splnit libovolnou pocateéni pod-
minku, je jistota, Ze mame obecné feSeni.

o Plati

Llys] =0 a Lly1] = f(z) == Ly +ye] = f(2),

tj. soucet Feseni nehomogenni a asociované homogenni LDE
je Tesenim puvodni nehomogenni rovnice. Pokud je navic
12 obecnym Fesenim homogenni rovnice, je y; +y2 obecnym
fesenim nehomogenni rovnice, protoze se podari splnit li-
bovolnou pocatecni podminku.

Dusledky linearity prakticky

Vztah
L[Ciy1 + Cay] = C1L[y1] + C2Lys]

poslouzi (podobné jako u linedrnich rovnic prvniho fadu),
abychom popsali strukturu mnoziny vsSech reseni rovnice a
dokazali tuto mnozinu vytvorit jenom na zakladé znalosti né-
kolika prvki.

Rovnice

y'ty==x (A)
ma partikularni feseni y = x.

Asociovand homogenni rovnice je

y' +y=0. (B)

Tato rovnice m4 reseni napriklad y = sinx, y = cosx. Z linea-
rity plyne



o Funkce y = Cysinz + Cy cosz je FeSenim rovnice (B) pro
libovolnd redlnd C;, Cy. Protoze plati y(0) = Cs a y/'(0) =
C1, je moZné splnit libovolnou podminku y(0) = «, y'(0) =
B volbou Co = av a Cy = 3. Jedna se tedy o obecné feseni.

e Funkce y = Cysinx + Cycosx + x je obecnym Fesenim
rovnice (A).

Homogenni LDE 2. fddu (obecné fe-
Seni)

v +p(x)y +qx)y =0 (LDEO)

Véta (obecné reSeni homogenni LDE). Jsou-li y1 a yo
dvé netrividlni linedrné nezavisld tesent rovnice (LDEO) na
intervalu I, pak funkce y definovand vztahem

y(z,C1, C) = Cryi(x) + Caya(x),

kde Ci 2 € R, je obecngm resenim rovnice (LDEO) na intervalu
I

Dvojici linearné nezavislych feseni rozumime dvé feseni takova,
ze jedno neni nasobkem druhého.

Definice (fundamentalni systém resSeni). Dvojici funkei
y1 a Yo z predchozi véty nazyvame fundamentdlni systém resent
rovnice (LDEQ).

Homogenni LDE 2. radu s konstant-
nimi koeficienty

Rovnici

y' +py +aqy=0
je mozno prepsat na

W) =—ay —py

a tato rovnice je po substituci 1 = y, o = 3’ ekvivalentni

autonomnimu systému
0 1 X1
—q —P) \T2

/
X _
) -

U fesitelnosti této rovnice hraje velkou roli charakteristickd
rovnice matice soustavy, ktera je obsazena v nésledujici definici.

Definice (charakteristickd rovnice). Kvadratickd rovnice
2 —
z+pz+q=0
S neznamou z se nazyva charakteristickd rovnice pro rovnici

y' +py +qy=0.

Véta (o obecném feSeni LDE s konstantnimi koefici-
enty). Uvazujme LDE

y' +py' +qy=0, (1)

a jeji charakteristickou rovnici
224+ pz+q=0.

o Jsou-li z1, 29 € R dva rizné redlné koreny charakteristické
rovnice, definujme

v = €%, Y2 = €%,

o Je-li z1 € R dvojndsobngm korenem charakteristické rov-
nice, definujme

zZ1T zZ1T
Yy = et Yo = xe*tr.

e Jsou-li z12 = axif € R dva komplexné sdruzené koreny
charakteristické rovnice, definujme

y1(x) = e** cos(fx), ya(x) = e sin(Bx).

Potom obecné resent rovnice (1) je

y(l‘, 01702) = Olyl(l‘) aF Ogyg(l‘), Cy eR, (5 €R.

Nehomogenni LDE 2. radu

Véta (o obecném fFeSeni nehomogenni LDE). Soucet li-
bovolného partikuldrniho Teseni nehomogenni linearni diferen-
cialnd rovnice a obecného reseni asociované homogenni rovnice
je obecngm resenim piivodni nehomogenni rovnice

Nasledujici véta udava jednu z metod nalezeni partikularniho
feseni, pokud je diferencialni rovnice do jisté miry specialni:
ma konstantni koeficienty a polynomialni pravou stranu.



Véta (metoda neurcitych koeficienti).
arni diferencidlni rovnici druhého rddu

Uvazujme line-

y' +py' +qy = Pu(x),

kde p € R je konstanta, g € R\ {0} je nenulovd konstanta a
P, (z) je polynom stupné n. Existuje polynom stupné n, ktery
je partikuldrnim resenim této diferencidlni rovnice.

V praxi polynom ktery mé byt fesenim napiSeme s neurcitymi
koeficienty a dosazenim do rovnice uréime potfebné hodnoty
téchto koeficientt.

Dirichletova okrajova tloha, vlastni

Cisla

https://youtu.be/IrFZAiOMb5Y

Nékdy je nutné resit diferencialni rovnice druhého fadu s jinymi

nez pocateénimi podminkami. Ukazeme si na jednoduchém

prikladé odlisnost od pocatecni tlohy. Néasledujici dloha ma

velké uplatnéni pti studiu kmitavych pohybu.

Pro parametr A € R najdéte feSeni rovnice
y'+ Ay =0

spliujici podminky

(**)

Definice (okrajova tiloha). Uloha najit feSeni diferencidln
rovnice (*), které spliiuje podminky (**) se nazyva (Dirichle-
tova) okrajovd tloha.

Odlignost Dirichletovy dlohy od (Cauchyovy) pocéteéni tilohy
je v tom, ze nezaddvame funk¢ni hodnotu a derivaci v jednom
bodé, ale funkéni hodnotu ve dvou rtznych bodech.

Jedno z Teseni Dirichletovy tlohy je trividlni feSeni y(z) = 0.
Ukazuje se, ze netrividlni reseni existuje jen pro nékteré hodnoty
parametru A.

Definice (vlastni funkce, vlastni hodnota okrajové
dlohy). Hodnota A, pro kterou existuje netrividlni feSeni Di-
richletovy okrajové tlohy se nazyva vlastni hodnota okrajové
ulohy a prislusné feseni se nazyva vlastni funkce okrajové ulohy.

Vypocet vlastnich hodnot

Pripad A >0

Je-li A > 0, je feSenim rovnice
y'+xy=0

funkce
y(z) = Cy sin(VAz) + O cos(VAz).
Z podminky y(0) = 0 dostdvame Cy = 0. Tedy

y(z) = Cy sin(VAz).

Z podminky y(1) = 0 dostédvame
0 = Cy sin(V/)),
kter4 je splnéna pokud C; = 0, nebo VA = kr, k € Z
Okrajova tloha
y'+ Ay =0, y(0)=0=y(1)
m4 vlastni hodnoty A = (k7)?, k € Z

Piipad \ < 0

Je-li A < 0, je feSenim rovnice

y'+ Ay =0 (*)
funkce
y(z) = CreV™ 4 Che= V2,
Z podminky y(0) = 0 dostédvame

Ci+Cy=0.

Z podminky y(1) = 0 dostédvame
C’le A + 026_ A =0.
Protoze jedna rovnice neni nasobkem druhé, ma soustava jediné

feSeni C7 = Cy = 0 a okrajova tloha ma v pripadé A < 0 pouze
trividlni nulové reseni. Nemd tedy zadné vlastni hodnoty.

Obvykla formulace

V praktickych lohéach, kdy pozadujeme existenci nenulového
reseni, zpravidla pracujeme s rovnici ve tvaru

y" + Xy =0,

abychom zdtraznili kladnou hodnotu parametru a abychom
dostavali feseni formalné bez druhé odmocniny. Tedy okrajova
uloha

Y+ Ny =0, y(0)=0=y(1)

ma vlastni ¢isla A = k7, kde k je kladné celé cislo.



Kmity struny

P1i kmitani struny délky [ upevnéné na koncich se ukazuje, ze
proces je mozno modelovat okrajovou tlohou

y(0) = 0= y(l),

kde y je amplituda kmiti v misté z a A souvisi s frekvenci.
Rovnice mé obecné reseni

y// + )‘Qy = Oa

y(x) = Cy sin(Ax) + C3 cos(Ax)

Z podminky y(0) = 0 dostavame Cy = 0 a z podminky y(I) =0
dostavame
y(x) = Cy sin(Ax)

pokud
A =km

(***)

a y = 0 jinak. Pri podrobnéjsim popisu se ukazuje, ze A
souvisi s hmotnosti struny, napétim ve struné a frekvenci,
kterou slySime. Podminka (***) urcuje spektrum slysitelnych
frekvenci, na kterych muze struna kmitat, vysledny pohyb (a
zvuk) je diky linearité sloZenim jednotlivych variant. Toho se
dé s vyhodou vyzivat a stejnou strunu je mozné rozeznivat vice
zpusoby a dosahovat rizny vysledny zvuk.

Vzpéry

Predpokladejme, ze mame nosnik namdhany na vzpér. Nosnik
je uchycen na dolnim a hornim konci tak, Ze se nemuize po-
hybovat do stran, ale mize se otacet. Osu x zvolime podélné
v ose vzpéry, osu y kolmo. Pfi namahéni takového nosniku, je
vychylka déna okrajovou tilohou (A. Pozgaj a kol., Struktiira a
vlastnosti dreva, str. 359)

&y

1z2 + a2y =0,

y(0) = y(I) =0,

F
kde a? = ol je parametr zavisly na pusobici sile, materidlu

a kvadratickém momentu prifezu nosniku. (Pro jiné zpusoby
uchyceni se rovnice a okrajové podminky mohou mirné lisit,
rovnice muze byt napriklad i nehomogenni a pro jiné druhy
zatizeni i vyssiho Fadu, zdsadni vlastnosti jsou vsak stejné.)
Toto je stejnad tloha jako u kmitani struny. Pii sile, ktera se
postupné zvétsuje, se nenulové reseni objevi v bodé, kde plati

al =,

(odpovidé zakladni frekvenci struny) tj.

Toto je pro dany nosnik kritickd sila a ta je pro dany mate-
ridl nepfimo umérna druhé mocniné délky a piimo tmérna
kvadratickému momentu /.

Neumannova a smisena okrajova uloha

Pri Teseni Dirichletovy tlohy hleddme feseni diferencidlni rov-
nice druhého radu s predepsanymi hodnotami ve dvou rtiznych
bodech

yla) =a, y(b) =p.
Tento pozadavek se uplatni pii studiu kmita struny nebo tyce
s pevnymi konci.

V praxi je mozné si predstavit i jiné podminky. Napriklad
v termodynamice se pouzivaji podminky na hodnotu derivaci
ve dvou ruznych bodech

y'(b) =B

Takové podminky se nazyvaji Neumannovy podminky a tiloha
najit feseni rovnice, které tyto podminky spliiuje se nazyva
Neumannova okrajova tloha, téZ Neumannova iloha.

y'(a) = a,

Existuji i smisené tlohy, napriklad pri kmitani télesa s jednim
upevnénym a jednim volnym koncem je prirozené formulovat
smisenou okrajovou podminku

yla) =0, y'(b) =0,

kde a je upevnény konec a b volny konec.

Fourierova metoda separace promeén-
nych

https://youtu.be/wivY6bwlxaw

Budeme se zabyvat jednorozmérnou rovnici vedeni tepla ve
tvaru

ou  9%u

ot 0x2’
V tomto tvaru rovnice neobsahuje zadné konstanty a je to tvar,
se kterym se pracuje ve vétsiné matematickych publikaci. Redl-
nou rovnici vedeni tepla prevedeme do tohoto tvaru zavedenim
bezrozmérnych veli¢in, coz si ukdzeme v nasledujici prednésce.
Ted si ukazeme, jak TeSeni rovnice vede na reseni LDR druhého
radu. Uvazujme pro jednoduchost okrajovou ulohu, kdy konce
tyce jsou udrzovany na nulové teploté, tj. je-li ty¢ délky [ polo-
zena v ose x tak ze levy konec je v pocatku, plati pro teplotu
u(x,t) podminky u(0,t) = u(l,t) = 0 v libovolném dase t.

Budeme feseni hledat ve tvaru u(z,t) = ¢(x)¥(t), kde ¢ a ¢
jsou funkcemi jedné proménné. Plati
ou 0%u
= ()¢ (1),

5% Frhe @ (x)(t)


https://www.youtube.com/watch?v=kn92TLYA4rE
https://www.youtube.com/watch?v=kn92TLYA4rE
https://katalog.mendelu.cz/documents/21654
https://katalog.mendelu.cz/documents/21654

a rovnice ma tvar

Vydélenim této rovnice soucinem ¢ (z)y(t) dostavime

¥ (1)

P(t)

Toto je rovnice, kde leva strana je funkci proménné ¢ a prava
strana funkci proménné x. Obé proménné jsou vsak nezavislé
a uvedend rovnost muze byt splnéna jen tehdy, kdyz se rovnaji
spole¢né konstanté.

Okrajové podminky si vynucuji platnost vztahi p(0) = ¢(l) =
0 a diky tomu mame pouze nulové reseni pokud je tato kon-
stanta kladnd (viz vyse vypocet vlastnich hodnot pro tuto
tlohu). Spole¢nd konstanta tedy musi byt zaporna. Oznac¢me ji
—\2. Plat{ tedy

O

Prvni rovnice predstavuje linedrni diferencialni rovnici prvniho
radu

Y(t)
A p(z)

P

W = =A%

’ 7 v v z —_ 2 7’ . v
s partikuldrnim FeSenim ¢ (t) = e A"t Druh4 rovnice pred-
stavuje spole¢né s okrajovou podminkou okrajovou tlohu pro
linearni diferencidlni rovnici druhého Ffadu

©(0) = ¢(l) = 0.

Maéme tedy Dirichletovu tlohu na vlastni ¢isla a vlastni funkce,
jak jsme ji vidéli u kmita struny nebo u namahani na vzpér.
Resenim je funkce op(z) = sin(Az), kde A je vlastni hodnota

této tlohy. Funkce

¢+ N =0,

u(x,t) = sin()\x)e*vt
je tedy fesenim rovnice

ou  d*u
ot 0x2’
Rovnici je mozno prepsat do tvaru
ou  Pu 0
ot ox2

kdy na levé strané stoji linearni operator a na pravé strané je
nula. Proto je kazda linedrni kombinace feseni opét feSenim a
pro libovolnou volbu konstant je funkce

u(z,t) = Z Ch sin()\x)e_)‘Qt
A

také feSenim. Soucet na pravé strané je pres vSechna vlastni
¢isla, kterych je nekonecné mnoho.

Nyni zaé¢ind byt rozbor tlohy nad ramec naseho kurzu, protoze
se objevil nekone¢ny soucet. Ukazuje se, Ze tento zapis je dosta-
tecné bohaty na to, aby obsahl libovolnou rozumnou pocatecni
podminku a vzorec je tedy schopen popsat reseni tlohy pro

libovolné fyzikalné relevantni situace. Vidime i piimo struk-

turu reseni, které je jakousi linedrni kombinaci ruznych média.
Tato skutecnost 1épe vynikne na analogické diferencidlni rovnici
kmitani struny, kdy jednotlivé médy piimo vniméme sluchem:
struna nemiize kmitat na libovolné frekvenci ale pouze a frek-
venci dané okrajovou podminkou a na frekvencich nasobnych.

Poznamka: Podobnd situace a moznost separace proménnych
je u rovnice kmitt struny

0%u

ox?

0%y

oz
nebo jejtho zobecnéni na kmity desek a chvéni téles. Opét
separace vede k LDR druhého fadu pro slozku zavisejici na z.
V tomto pripadé je druhého radu i rovnice pro slozku zavislou
na case.
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