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Umluva

V celé prednasce budeme jako nezavislou proménnou uvazovat
¢as t. Autonomni znamend v tomto kontextu nezdvisly na

case. Budeme studovat rovnice majici tuto vlastnost. Budeme
dale studovat systémy, které maji dostatecné pékna data na
to, aby byla zarucena jednoznacnost feseni. To je napriklad,
pokud funkce na pravé strané rovnice ma ohranicené parcialni
derivace, coz bude v nize uvedenych ptikladech vzdy splnéno.

Autonomni diferencialni rovnice

https://youtu.be/9PbghCvHQ5¢c

manim:Stabilita|Siu5ZgEA59s|Grafické znazornéni stability sta-
ciondrnich reseni.

Autonomni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

dy = f(y).

i (1)

Je specidlnim piipadem rovnice se separovanymi promeénnymi
a umime ji Tesit analytickou cestou. Proto se nyni nebudeme
zamérovat na hledani obecného feseni, ale pokusime se popsat
chovani feseni, aniz bychom tato reseni znali. Pokusime se s co
nejmensi ndmahou fict, jak se budou feseni chovat.

Vsechna konstantni{ feSen{ rovnice (1) jsou nulové body pravé
strany. Nazyvaji se staciondrni body. Je uzitecné umét po-

soudit chovani feseni v okoli stacionarnich bodi, coz umozni
nasledujici véta.

Véta (stabilita konstantnich feSeni). Jestlize plati
flyo) = 0, je konstantni funkce y(x) = yo konstantnim re-
senim rovnice

dy
a = f(y)-

Toto teseni je stabilni pokud f'(yo) < O a nestabilni pokud
f'(yo) > 0.

Poznamka (stabilita FeSenf). Stabilita je u diferencidlnich
rovnic chdpana riznym zptsobem. V tomto textu stabilitou

stacionarniho bodu budeme rozumét, ze maléd vychylka od sta-
cionarniho bodu vede na feSeni, které konverguje zpét k tomuto
staciondrnimu bodu. Presnéji se tento typ stability jmenuje
asymptotickd stabilita.

Pro grafickou interpretaci véty je vhodné pripomenout, Ze
funkce s kladnou derivaci jsou rostouci a funkce se zapornou
derivaci klesajici. Pokud ma tedy prava strana derivaci riznou
od nuly, pozname stabilitu z monotonie pravé strany.

Véta je odvozena z pozorovani, ze rovnice 3’ = ky m4 Feseni
y(t) = CeM a toto Feseni se pro velké ¢ bliz k nule nebo roste
neohranicené, v zavislosti na znaménku hodnoty k. Pravou
stranu rovnice, funkci f(y), je mozné aproximovat vztahem
Ff(y) = f'(yo)(y — yo) a odsud a z poznatku, Ze mald zména
rovnice vet$inou nemén{ dramaticky chovéni feSeni (presnéji,
existuje spojitd zavislost na parametrech) a proto rovnice y’ =
f(y) kopiruje v okoli bodu yo chovini rovnice (y — o)’ =
1 (yo)(y — o), pokud vynechdme patologické piipady, coZ je
zde f'(yo) = 0. ReSeni je tedy y ~ yo + Cel" W)t 4 tato funkee
bud konverguje k yy nebo roste neohranicené, v zavislosti na
znaménku derivace f'(yo).

Logisticka diferencialni rovnice s konstantnim
lovem
manim:Logistic| NyLkjOTYzVQ|Logistickd rovnice s lovem.

Logisticka diferencialni rovnice s konstantnim lovem h, tj. rov-

nice
Y
- 17—)7h,
7ny( K

dy

dt

ma pro malé h dva stacionarni body. Funkce ry (1 — %) je
parabola otocena vrcholem nahoru a s nulovymi body y = 0

ay = K.V prvnim stacionarnim bodé je funkce rostouci a
tento stacionarni bod je nestabilni. Ve druhém stacionarnim
bodé je funkce klesajici a tento staciondrni bod je stabilni. Jak
se zvysSuje faktor h, graf paraboly se posouva smérem dold a
oba stacionarni body se posouvaji smérem k sobé a k vrcholu.
Jejich stabilita zustava neporusena. To znamenad, Ze sice porad
existuje stabilni stav, ale se zvysujici se intenzitou lovu se tento
staciondrni stav dostava stale blize ke stavu nestaciondrnimu a
rovnovaha je tedy ponékud kiehka.
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Obrézek 1: Prava strana k modelu lovu s konstantni intenzitou.

Numericky model

Pokud se intenzita lovu zvétsuje tak, ze se parabola dostane

vrcholem na vodorovnou osu a poté pod tuto osu, oba stacio-
narni body splynou v jeden a zaniknou. V okamziku, kdy se

vrchol dostavd pod vodorovnou osu i malinkd zména v lovu

zpusobi dramatickou zménu v modelu. Ztrati se totiz existence
stabilniho feseni a vSechna feSeni budou konvergovat k nule.

Poznamka (strukturalni stabilita modelu, bifurkace).

Stabilita je u diferencidlnich rovnic chapana raznym zptsobem.

V tomto textu budeme strukturdlni stabilitou modelu zavislého
na parametrech rozumét stav, kdy mald zména parametra ne-
méni kvalitativni vlastnosti rovnice nebo systému, tj. naptiklad
zustava stejny pocet staciondrnich bodt, zachovava se jejich
stabilita. To je prirozené chovani, kdy mald zména parametrt
modelu zptlisobi malé zmény v feseni. Pro nékteré hodnoty
parametru vSak strukturdlni stabilitu ztracime. V takovém
pripadé se i pri nepatrnych zménach parametra dramaticky
méni chovani rovnice nebo systému. Napriklad pri zvysovani
lovu v pravé uvazovaném modelu dva stacionarni body sply-
nou v jeden a zaniknou. Takové chovani se nazyva bifurkace a
hodnoty parametru, pii kterych k bifurkaci dojde, jsou dulezité
pro dalsi vyvoj pfedmétu. Zjednodusené receno, malé zmény
parametru v oblasti daleko od bifurkace znamenaji, ze chovani
modelu se méni pozvolna. Blizko k bifurkac¢ni hodnoté je situ-
ace komplikovanéjsi a mize se stat, ze mald zména parametri
modelu zpiisobi dramaticky odlisné chovani modelu. Rovnice
blizké bifurkaci je citlivd na rozkolisani.

Model ostrovni biogeografie

viz zde

Model metapopulaci

viz zde

Model soupereni jestrabi a holubic¢i povahy

manim:Hawk__and_ dove_ game|zAzZrIShj9U|Model soupefeni
dvou povah. Ukazuje, ze vzdy bude v prirodé urcité procento
agrasivniho vzorce chovani. Nékdy dokonce tento vzorech cho-
vani bude jediny.

Cilem tohoto modelu je studovat typy chovani zivocichtu a
rostlin a zjistit, zda néktery typ chovani prinasi jeho nositelim
evoluéni vyhodu.

Necht se v populaci vyskytuji dva vzorce chovani — jedince po-
uzivajici prvni z nich budeme nazyvat jestrdbi a druhy holubice.
Chovani se projevi, pokud se dva jedinci setkaji u téhoz zdroje
(potrava, hnizdisté, apod).

e Jesttab o zdroj bojuje a ustoupi pouze po prohraném boji.

e Holubice o zdroje nebojuje a zkonzumuje zdroj pouze po-
kud protivnik ustoupi bez boje.

e Predpokladejme, ze kazdy jedinec v populaci si zkonzumo-
vanim zdroje si mize svou evolu¢ni zdatnost posilit o hod-
notu V', pokud je nucen a ochoten o zdroj bojovat, je jeho
evoluéni zdatnost naopak snizena o hodnotu D.

e Setkaji-li se u zdroje dvé holubice, jedna z nich ustoupi
bez boje a druha zkonzumuje zdroj. Predpoklddejme, Ze po
castych setkanich tohoto typu kazda holubice zkonzumuje
pramérné polovinu zdroju.

e Setké-li se u zdroje holubice s jestidbem, zkonzumuje cely
zdroj jesttab.

e Setkaji-li se u zdroje dva jestfdbi, ani jeden z nich neu-
stoupi a bojuji o zdroj. Predpoklddejme, Ze vsichni jestrabi
jsou stejné silni a po boji je pravdépodobnost zkonzumo-
vani zdroje polovi¢ni pro kazdého jestraba.

Matematicky rozbor (J. Kalas, Z. Pospisil, Spojité modely
v biologii) ukazuje, Ze Cetnost  vyskytu jestfdbi v populaci se
ridi diferencialni rovnici

Jediné realistické hodnoty x jsou z intervalu [0, 1]. Pro nalezeni
stacionarnich bodu a posouzenti jejich stability budeme studovat
funkci

Stacionarni body rovnice jsou nulové body funkce f a to jsou

r=0,z=1laz= D Posledni stacionarni bod v zévislosti na

hodnoté parametri mize a nemusi lezet v intervalu [0, 1]


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Lov_populace.html
https://robert-marik.github.io/dmp/prednaska/03.html#model-ostrovni-biogeografie
https://robert-marik.github.io/dmp/cviceni/cviceni_08.html
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQCdNx0bSt0NIw1K3Q1NII0zfSddE30qrQ5OUqyMkv0YhOA6ox1DHQM9LUATEN9Ex0DDVjdUBMIEMnJzU9NS8lPicxKTXHNrpIXSXMzkVFXQfEsAEyYjUBCOEZ8g==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

e V bodé z = 0 je funkce f nulovd a rostouci. Staciondrni
bod z = 0 je vzdy nestabilni. At jsou tedy podminky
jakékoliv, vZdy budou v populaci pritomni jestirabi.
Pritom pravé jestrabi paradoxné plytvaji zdroji energie na
boj, namisto, aby celou energii zaméfili na rozmnozovani.
7 hlediska efektivity pri vyuzivani zdroju prostiedi plati,
7ze populace slozend ze samych holubic vyuziva zdroje
prostiedi nejefektivnéjsim moznym zpusobem. Pfesto
je takovd populace evolucné nestabilni! Pronikne-li do
populace samych holubic jeden jestrdb, m&a znacnou
evoluéni vyhodu, protoze kazdy =zdroj, u kterého se
nachézi, zkonzumuje. Tim poroste jeho evoluéni zdatnost
a jeho geny nebo vzorce chovdn{ (u druht které mohou
prepinat strategie chovdn{) se budou v populaci rychle sitit.

e Pokud jsou néklady na boj vétsi nez uzitek ze zdroju, plati

V < D. V intervalu [0,1] lezi staciondrni bod x =

a tento bod je stabilni. Posledni stacionarni bod z = 1
je nestabilni. V tomto pfipadé vsechna feseni konverguji

ke staciondrnimu bodu x = % V populaci tedy budou
pritomni i jestiabi i holubice.

e Pokud plati V' > D, vSechna feSeni konverguji ke staci-
onarnimu bodu x = 1. At je pocatecéni rozlozeni vzorcu
chovani v populaci jakékoliv, evoluéné stabilni je pouze po-
pulace slozend ze samych jestiabu. Jsou-li naklady na boj
o zdroje nizsi nez uzitek ze zdroju, nevyplati se ustupovat
pti soupereni o zdroje. Prikladem populace sloZené ze sa-
mygch jestrabi je les. Ndaklady na boj spocivaji ve vytvoreni
vyssiho kmene, uzZitkem je svétlo.

Autonomni rovnice s pravou stranou
ve tvaru rozdilu

https://youtu.be/ccWuBp4kies

Pozniamka (autonomni rovnice s rozdilem na pravé
strané). Rovnice

dy _

3 = 9W) —h(y)

ma stacionarni bod g, jestlize

9(vo) = h(yo).

Casto jsou funkce g a h zadany graficky a stacionarni bod je
v pruseciku grafti funkci g a h. Ze vzdjemné polohy téchto
grafu také vidime, zda je staciondrni bod stabilni (funkce g
je napravo od bodu yo pod funkei h a nalevo nad nf) nebo
nestabilni (naopak).

Teplotni bilance Zemé
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Obrazek 2: Funkce z pravé strany rovnice pro teplotni bilanci Zemé

Priklad. Teplotni bilanci Zemé je mozno vyjadrit rovnici

dT

E = Rin (T)

- Rout (T)7

kde R, a Rous jsou funkce dané na obrazku. Vidime tii pruse-
¢iky, tj. t1i stacionarni body. Uvazujme stacionarni bod nejvice
napravo. Mala vychylka nahoru k vétsi teploté nas posune do
oblasti, kde prevazuje vyzarovani energie, R,y je vetsi nez
Ry, prava strana je zaporna a teplota klesa zpét do stacio-
narniho stavu. Podobné, mala vychylka smérem dolti zptisobi
nartst a opét navrat do staciondrniho stavu. Staciondrni stav
zcela vpravo je tedy stabilni. Podobné ukazeme, ze stacionarni
stav odpovidajici pruseciku zcela vlevo je také stabilni. Naopak,
staciondrni stav uprostied je nestabilni, libovolna vychylka z to-
hoto stavu zptisobi prechod systému do nékterého ze stabilnich
stavi.

Online model.

Logisticka diferencialni rovnice s predatory

manim:Obalec|iIFmQWcR,__JX4|Model populace pro preddac-
nim tlakem vyuzijeme naptiklad pri studiu sktidce. Model vy-
kazuje bifurkaci (mald zména vstupnich dat mize zcela zménit
chovéni modelu) a hysterezi (stav souvisi i s historii modelu).

Nasledujici model je model obale¢e Choristoneura fumiferana,
ktery periodicky atakuje lesy severni Ameriky. Jeho populace
je relativné mald, ale nékteré roky (historicky cca po 40 le-
tech) se velikost populace zvys{ tisicindsobné a dokdze zahubit
80% stromi v lese a prakticky zniéit les. Populaci je moZno


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Teplotni_bilance_Zeme.html
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Obrézek 3: Pravd strana diferencidlni rovnice modelu obalece jako funkce
promenné y.
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Obrézek 4: Krivky uddvajici znaménko pravé strany diferencidlni rovnice
z modelu obalece.

modelovat logistickou rovnici

Y y
= 17—)7H7
Y Ty( I AT

2

kde druhy ¢len na pravé strané charakterizuje vliv predatort.
Jednd se o funkci, kterd zpomaluje rust, podobné jako lov.

Protoze vsak preddtori maji ur¢itou hodnotu, nad kterou jsou
saturovani a nestaci brzdit rist populace, je tato funkce ohra-

nicena. Plati )

Y
— < H.
y2 + A2 -
To ma dalekosahlé dusledky. Pro urcité hodnoty parametra
miize mit prava strana rovnice dva nebo ¢tyri nulové body.
Nakreslime si druhou variantu.

H

Vidime dva pruseciky, kde je funkce rostouci, to odpovida
nestabilnim stavim. Vidime i dva stabilni stavy, priblizné
pro hodnoty 0.6 a 7.3. Malé populace, které se rozvijeji od
nuly, dospéji do nizstho stabilniho stavu. Pokud se néjakym
zpusobem zmeéni velikost populace o malé mnozstvi, systém
se po case diky stabilité vrati do puvodniho stavu. Pokud
vsak skok je velky a systém populace se dostane nad hodnotu
nestabilniho stavu, rist pokracuje a systém spéje ke stabilité,
ale s vyssim vyskytem skidce odpovidajici stacionarnimu bodu
7.3.

Ponékud jednodussi je kvalitativni analyza, pokud zvolime
jednotku veli¢iny y tak, aby koeficient A byl roven jedné,
zvolime jednotku casu tak, aby koeficient H byl roven jedné a
vytkneme proménnou y. Model ma potom tvar

y/:y r(l_g)_ Y
K y2 41

Na pravé strané v hranaté zavorce zustava rozdil funkce

vy
y?+1
neobsahujici zidny parametr a linedrni funkce, se kterou snadno
dokazeme manipulovat.

Numericky model

Brauer a Kirbs vysvétluji situaci tak, ze s rustem lesa se méni
parametry modelu, staciondrni body se posunuji a populace
obalece se tomu prizpiisobuje. Vice stromii znamena vyssi nos-
nou kapacitu prostiedi pro obalece a predatori svou ¢innosti
populaci obale¢e udrzuji na rozumné mire. Pokud vsak nosna
kapacita prostfedi dosahne takové hodnoty, ze predatori jsou
nasyceni a nestaci populaci redukovat, odpovida to posunu ne-
stabilniho stacionarniho bodu pod hodnotu velikosti populace
a dojde k premnozeni. Toto pfemnozeni ma devastujici uc¢inky
pro les.

Autonomni systém X' = f(X)

https://youtu.be/ud ATObf0s8I


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUK9U1-TlKrI10DPl5fK2NTTg5fKwNeTlcgQRaRqVmrZFWpVaGoa6lfremroeWpVxRvoaQELbMc4IqLEgJ79EA6RMR6NSx0DH0EBTR6EyNzPPVtdAz1ATAENFFxg=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Populace_pod_tlakem_predatoru.html

Soustava diferencialnich rovnic, kde pravé strany nezavisi na
Case, se nazyva autonomni systém. Seznamili jsme se jiz s line-
arnimi autonomnimi systémy, obecny autonomni systém vsak
linearni byt nemusi. Napriklad pfi modelovani chemickych re-
akei je rychlost imérnd mocniné koncentrace reagujicich latek
odpovidajici poctu molekul, které do reakce vstupuji. Nize
uvidime priklad takového modelu.

Ukazeme si, jak studovat nelinedrni systém pomoci linedrniho
a pomoci vlastnich ¢isel. Pijde o linedrni aproximaci. V tomto
pripadé o linearni aproximaci vektorové funkce definujici pravé
strany rovnic.

Je-li f(Xp) =0, je moZno systém
X'=f(X)
v okoli bodu X aproximovat linedrnim systémem
X' = J(Xo)(X — Xo),

kde J(Xp) je Jacobiho matice funkce f(X) v bodé Xy, tj. pro

O chovani trajektorii v okoli stacionarniho bodu tedy rozhod-
nou vlastni ¢isla Jacobiho matice. Za predpokladu, ze jsme
relativné daleko od pripadd, kdy se méni typ stacionarniho
bodu, tj. vlastni ¢isla jsou navzajem ruznd, jsou nenulova a
v pripadé komplexnich vlastnich ¢isel maji nenulové realné
Casti, ma puvodni nelinearni systém stejny typ stacionarniho
bodu jako linedrni systém s Jacobiho matici. Nelinearn{ systém
tedy v jistém smyslu “zdédi” chovani feSeni od své linedrni
aproximace pomoci Jacobiho matice. Je vSak nutno pripome-
nout, ze aproximace pomoci Jacobiho matice je jenom lokalni
a muzeme takto posoudit jenom feSeni z néjakého okoli stacio-
narniho bodu.

Zejména tedy, pokud ma Jacobiho matice vSechny vlastni hod-
noty zaporné, tak vSechna reseni z néjakého okoli stacionarniho
bodu konverguji do tohoto bodu. Pokud mé vsSechny vlastni
hodnoty kladné, vSechna feseni z néjakého okoli se naopak od
staciondrniho bodu vzdaluji. To plati i pro vlastni komplexni
vlastni hodnoty, pouze se mezi konvergenci a vzdalovani pre-
pind podle znaménka redlné ¢asti vlastnich hodnot a reseni
osciluji smérem ke stacionarnimu bodu nebo od néj.

Poznamka (stabilita a strukturdlni stabilita FeSeni).
Stabilitou stacionarnitho bodu budeme rozumét, stejné jako
vyse, ze mald vychylka od stacionarniho bodu vede na feseni,
které konverguje zpét k tomuto staciondrnimu bodu. Stabilita
vyjadiujici, ze pfi malé zméné koeficientti v systému se nezméni
typ singuldrnich bodi se nazyva strukturdlni stabilita.

Bruselator

Systém chemickych reakci

A—X
2X+Y —3X
B+X—>Y+D

X—>F

mé pozoruhodnou minulost. Prvni chemickou reakci probihajici
podle tohoto schematu objevil rusky chemik B. Bélousov, jeho
visledky prezkoumal a potvrdil A. Zabotinsky. Oba zazname-
nali prekvapivé chovani, kdy se periodicky méni koncentrace.
Protoze to bylo v roce 1951 mimo chapani chemikid, méli po-
tize s publikovanim tohoto prevratného jevu. Vseobecné totiz
panoval nazor, ze chemicka reakce rychle spéje ke stavu termo-
dynamické rovnovahy a oscilujici reakce byla néco jako chemické
perpetum mobile. Pozdé&ji védci (I. Prigogine) sestavili teore-
ticky model periodicky probihajici reakce a po case nékolik
takovych reakci i nasli. Dnes toto chapeme jako jakési chemické
hodiny. Nézev bruseldtor je spojeni slova Brusel (pracovisté I.
Prigogina) a oscilator.

Pokud je dostatek slozek A a B, modeluje po zjednoduseni (viz
Wikipedie, konstanty imérnosti klademe rovny jedné) chemické
reakce soustava

dx
E:A + X%y - BX - X,
Q:BXfXQY,

dt

kde X pro jednoduchost znamena koncentraci latky X a totéz
plati i pro dalsi veli¢iny vystupujici v rovnici.

E.ProA:Ia

Stacionarnim bodem je bod X = A, Y = 1
B = 4 ma systém tvar
dX
— =1+ X?Y -5X
dt + ’
Y
Y ix - x?y
dt
Jacobiho matice je
2XY -5  X?
JXY) = <4 —2XY —X2>

J(1,4) = <_34 _11)

Vlastni ¢isla jsou feSenim rovnice

3—A 1

_\2 _ _ _ 2
1)\‘_>\ 2A+4=(A—1)%+3.



Takova rovnice nema feSeni v mnoziné redlnych ¢isel a vlastni
¢isla jsou komplexné sdruzena

A2 =143

Protoze redlnd ¢ast ®(\;) = 1 > 0, Teseni se v oscilacich
vzdaluji od rovnovazného bodu. Protoze systém je druhého
radu a timto postupem je mozno ziskat dvé nezavisla feseni,
linearnimi kombinacemi vygenerujeme vSechna feSeni. Proto se
v oscilacich budou od stacionarniho bodu vzdalovat vsechna
reSeni. Dalsi stacionarni bod neexistuje a koncentrace urcité
ziistanou ohranicené z fyzikalnich divodi. Proto neexistuje
stabilni stav, a systém je nestabilni. Je mozné ukéazat, ze systém
neni chaoticky, ale oscilacemi se priblizuje k periodickému reseni.
Takova analyza je vSak jiz nad rdmec zdkladniho sezndmeni se
s aparatem autonomnich systému.

Autonomni systém ve dvou dimenzich

Vlastni hodnoty, typ stac. bodu prubéh trajektorif

A, ¢€R

A,24,>0 nestabilnf uzel > <<

n

TN

A, >0> 4, sedlo — —

T
0>24,24, stabilni uzel \/> <\/

Obrézek 5: Trajektorie pro staciondrni body spojené s redlnymi vlastnimi
éisly.

Ve dvou dimenzich je autonomni systém mozno psat ve tvaru

a' = f(z,y),
Y =g(z,y).

Pro autonomni systémy v roviné pouzivame dva zdkladni zpu-
soby vizualizace. Oba si mizZete prohlédnout vyse v prikladu
s bruselatorem.

1. Reseni zobrazime jako grafy funkci z(t) a y(t). Timto pii-
stupem dokazeme posoudit dynamiku v case, odhadnout
rychlost s jakou se méni obé komponenty feseni. Casto kres-
lime do jednoho obrazku a casto mame v tomto obrazku
dvoji souradnicovy systém: jeden pro hodnoty x a jeden
pro hodnoty y.

Vlastni hodnoty, typ stac. bodu prubeh trajektorif
,€R
R4, ;) >0 nestabilni ohnisko (?’j \
Rdy ) < 0 stabilni ohnisko (2‘5) ™
/’,::f—i:j‘\*
@)

R, ,) =0 ohnisko nebo bod rotace \qj_;y/

nebo Kterakoliv

Z pfedchozich moznosti

Obrézek 6: Trajektorie pro staciondrni body spojené s neredlngmi vlastnimi
cisly.

2. Refeni zobrazime jako parametrickou kiivku () =
[z(t),y(t)]. Tato kiivka se nazyva trajektorie. V tomto pii-
padé sice nemame informaci o dynamice v Case, ale mizeme
lehce posoudit, jak se chovaji feseni vychazejici z rtiznych
pocatecnich podminek. Proto tento zptisob zpravidla prefe-
rujeme. Tento zptsob zndzornéni se nazyva fdzovy portrét.

Krivky tvofené trajektoriemi maji specidlni vlastnosti. Na-
priklad se diky jednoznacéné feSitelnosti nemohou dvé rizné
trajektorie protnout. Diky tomu existuje jenom nékolik malo
druht trajektorii.

o Stacionarni body. Tyto body odpovidaji konstantnim fese-
nim.

o Uzavtené trajektorie, cykly. Tyto trajektorie odpovidaji pe-
riodickym fesenim. Uvnitt kazdého cyklu lezi alespon jeden
stacionarni bod.

e Trajektorie, které samy sebe nikde neprotinaji a pro ¢ —
+00 tyto trajektorie maji jednu z nésledujicich vlastnosti.

— Trajektorie maji alespon jednu slozku neohranicenou.

— Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich
bodu.

— Trajektorie konverguji k nékterému z cykli.

— Trajektorie konverguji k mnoziné tvorené konecnym
poctem singuldrnich bodt a jinymi trajektoriemi,
které vedou z jednoho stacionarniho bodu do druhého.
S timto typem trajektorii se vsak v jednoduchych mo-
delech nesetkame.

Podle chovani trajektorii v okoli stacionarnich bodt rozdélu-
jeme tyto stacionarni body do nékolika navzajem disjunktnich
skupin. Dokazeme je identifikovat pomoci vlastnich hodnot
Jacobiho matice vypoctené v tomto stacionarnim bodé.

e Stabilni uzel je staciondrni bod takovy, ze pro t — oo
vSechny trajektorie z néjakého okoli konverguji do tohoto
bodu bez oscilaci. Nestabilni uzel ma stejnou vlastnost, ale



prot — —oo, tedy trajektorie z tohoto bodu vychézeji. Sta-
bilni uzel pozname podle dvou zapornych a nestabilni uzel
podle dvou kladnych realnych vlastnich hodnot.

¢ Stabilni a nestabilni ohnisko je staciondrni bod se stejnou
vlastnosti jako uzel, ale konvergence je spojena s oscilacemi
okolo stacionarniho bodu. Stabilni ohnisko pozname podle
dvou komplexné sdruzenych vlastnich hodnot se zapornou
realnou ¢asti, nestabilni ohnisko s kladnou realnou ¢asti.

¢ Sedlo je stacionarni bod, ktery ma v kazdém okoli pouze
kone¢ny pocet trajektorii, které pro t — 4oo konverguji
k tomuto bodu. Pozname jej podle jedné kladné a jedné
zaporné vlastni hodnoty.

¢ Bod rotace je takovy bod, v jehoz kazdém okoli jsou cykly.
Pokud navic v néjakém okoli existuji pouze cykly, nazyva
se tento bod navic stfed. Bod rotace souvisi s komplexné
sdruzenymi vlastnimi ¢isly s nulovou redlnou casti, ale
v téchto pripadech muze staciondrni bod byt i ohniskem.

ww:problems/autonomni_ systemy/10.pg
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Zakladni modely populacni ekologie

Populacni ekologie je soucast ekologie zabyvajici se modelova-
nim vyvoje populaci. Zakladnim vyjadfovacim jazykem jsou

diferencidlni rovnice nebo jejich diskrétni obdoba, kdy se cas
méni po skocich, diferen¢ni rovnice. Malokdy uvazujeme jedi-
nou populaci, vétsinou studujeme bohatsi ekosystémy, coz vede
na soustavy rovnic. Dva nejklasic¢téjsi si zde struéné uvedeme a
prostudujeme ve cviceni.

Model konkurence dvou druhu

manimp:Konkurence druhu|Pfi konkurenci dvou druhi mize
dojit (podle nastaveni parametril) ke koexistenci nebo ke kon-
kuren¢nimu vylouceni. Model ukazuje, jak se konkurence proje-
vuje v nejjednodussim pripadé, pri sledovani konkurence dvou
populaci.

Situace kdy dva druhy ziji ve spolecné lokalité a pritomnost jed-
noho druhu ovliviiuje druhy druh je modelovana autonomnim
systémem

dx

i zri(l — ax — by),
d

ditJ =yro(l — cx — dy).

Tento systém vychézi z logistické rovnice pro kazdou z populaci
s doplnénim c¢lent r1bxry a rycry, které charakterizuji mezidru-
hovou konkurenci. Ukazuje se, ze tento systém ma kapacitu

popsat vSechny v piirodé pozorované druhy interakei (slaba
konkurence, silnd konkurence, dominance jednoho z druht) a
je vychozim systémem pro veskeré modely pouzivané v popu-
la¢ni ekologii.

Model dravce a koristi

manim:Predator_prey|zihShrEOJAU|Model dravce a kofisti
vysvetluje kolisani populaci okolo rovnovazné polohy. Jde o sta-
bilitu, ktera vsak nespociva s konstantnich hodnotach stav,
ale v periodickém pribéhu.

Skutecnost kdy ziji ve spolec¢né lokalité a pritomnost jednoho
druhu umoznuje preziti druhého je modelovana autonomnim
systémem

% = CL’T’(l — a:r) — V(x)ya
% = y(—a + KV (2)).

V tomto pfipadé je V(z) trofickd funkce. Pro V(z) = koz a
a = 0, (tj. pro nenazrané dravce ktefi nejsou nikdy saturovdni
a bez vnitrodruhové konkurence v populaci kofisti) dostdvame
klasicky Lotkav-Voterruv model, ktery v jistém smyslu odstar-
toval vyuziti matematiky v modelovani biologickych systémi.
Povedlo se mu vysvétlit oscilace mezi populacemi kofisti a
dravce. Pres tento ispéch se vsak pro praktické modelovani
vyuzivaji dokonalej$i modely. Zejména je nutno uvazovat ohra-
nicenou trofickou funkci.

Vicerozmérné autonomni systémy,
kompartmentové modely

Kompartmentové modely jsou modely, kde se je studovana
veli¢ina rozdélena do nékolika stavi a mezi témito stavy se
v jakémsi smyslu preléva definovanou rychlosti. Klasickym
pripadem v roce 2020 je model epidemie, naptiklad SIR model
nebo SEIR model.


http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=sir_epidemie
http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=karantena
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