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Anotace.

e Pasaze o linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu jsou
omezeny na rovnici s konstantnimi koeficienty. Rovnicim
s nekonstantnimi koeficienty se nevénujte. V tomto textu
nejsou pokryty, nebudou ve cvic¢enich, nebudou v doma-
cich tlohach ani pisemkach. Pokud na né narazite pri poci-
tani starsich pisemek, nevénujte se jim. Tato tiprava souvisi
s tim, ze se vice vénujeme aplika¢nimu potencidlu nez se
tak ¢inilo v letech minulych.

o Resenim linedrni rovnice y = ax + b je pifmka a k jejimu
zadani staci jediny bod a jediny smér. Ukdzeme si, ze po-
dobné tvrzeni plati i pro celou radu dalsich rovnic, véetné
diferencidlnich rovnic a soustav diferencialnich rovnic.

e Vystupem bude dovednost popsat u nékterych specialnich
rovnic mnozinu reSeni tak, Ze nalezneme dva nebo vice re-
lativné jednoduse nalezitelné objekty a pomoci nich sesta-
vime vsechna teseni. Podobné jako dokézeme z jednoho
bodu a smeéru zrekonstruovat vSechny body primky.

e Naucime se posoudit, jak se chovaji feSeni diferencidlnich
rovnic, kde prava strana je linedrni. Toto se pozdéji vy-
uzije tak, ze pomoci téchto rovnic budeme aproximovat
obecnéjsi nelinearni modely.

e Pokud vam jde o to, pochopit pro¢ vypocty funguji tak
jak funguji, projdéte si vSechny materialy. Pokud maéte
ambice nizs$i, muzete se vénovat jenom pasazi “Linedrni
diferencidlni rovnice prvniho fddu s konstantnimi koefici-
enty” a k ostatnim pasazim se vratit, jakmile je budete po-
tiebovat (pokud vibec). Dilezité pasize jsou poptavany
ve WeBWorKovych tlohach a problematika toho, jak se
chovaji feseni nelinedrnich systémt, je linedrnim systémum
nadfazena a bude soucasti pristi prednasky. Pokud budete
ovladat nelinedrni systémy, linedrni systémy se daji chépat
jako jejich podmnozina.

Prerekvizity.

¢ Co se tyka vyuzitych metod studia linedrnich operatoru, je
prednéska relativné nezavisla. Nemd v tomto ohledu zadné
prerekvizity.

o Uzitecnost linearity si ukdzeme na prikladech diferencial-
nich rovnic nékolika typu. Proto je vhodné si zopakovat
vyznam derivace, vyuziti derivace v modelech zalozenych
a na diferencialnich rovnicich a interpretaci ¢lent difuzni
rovnice.

e Linearni systémy je vhodné zapisovat a studovat maticove.
Budeme proto potrebovat maticovy soucin, maticovou for-
mulaci soustavy linedrnich rovnic, nutnou a postacujici
podminku jednoznacné resitelnosti této soustavy pomoci
determinantu.

e Studentiim obezndmenym s komplexnimi ¢isly se bude ho-
dit Eulerova identita. Ostatni studenti budou muset pri-
slusné pasaze akceptovat jako fakt.

Linearni operatory

https://youtu.be/ PcHv1GeEq4

Operatorem rozumime zobrazeni, které ma na vstupu i na
vystupu funkci. Naptiklad pro funkce jedné proménné mohou
byt operadtory derivace, druha derivace, vynasobeni funkce

funkci In x anebo vnoreni zadané funkce do funkce In z. Tj. pro
d d?
y = y(x) miZeme uvazovat operatory F[y] = —y, 2y = Y

Fly](z) = y(z) In(z), Fuly](z) = In(y(z)).

LineAarnim operatorem rozumime zobrazeni, které zachovava
soucet funkci a nasobek konstantou, tj. plati

dz?’

Llyr + y2] = L[y1] + L[y

L[Cy1] = CL{y]

pro libovolné reilné ¢islo C' a libovolné funkce y; a yo z definic-
niho oboru operatoru L.

Priklady linearnich operatort

Linearitu se nau¢ime vyuzivat k tomu, abychom tlohu najit

feseni rovnice rozkouskovali na feseni jednodussich tloh. Na-
priklad je mozné zkombinovat tlohu na stacionarni proudéni

podzemni vody a tlohu na radialni proudéni ke studni. Kazdou
z téchto 1loh umime redukovat na separovatelnou diferencialni
rovnici a vyTesit. Zkombinovanim téchto tloh je mozné mode-
lovat chovani studny v rovinném toku. Pouziva se naptiklad

k zachyceni kontaminace spodni vody.



Operdtor derivace, tj. operator definovany vztahem L[y] =

dy . .. . T
—~ je linearni. Toto plyne ze vzorch pro derivaci souctu a

konstantniho nasobku.

Bud déna funkce a(z). Operdtor ndsobeni funkci a(z), tj.
Lly)(z) = a(z)y(z) je linedrni. To plyne z komutativity na-
sobeni a z distributivnfho zdkona (roznésobovani zévorek).
Slozeni (postupnd aplikace) linedrnich operator je linedrni
operator. Napriklad tedy

d?y

da?
je linearni operator.
Soucet linearnich operatort je linedrni operator.
Bud pevné ddna funkce a(x). Linedrn{ operator

dy

Lyl = 4 +alz)y

se nazyva linedrni diferencidlni operdtor proniho rddu.

Budte pevné dény funkce p(z) a g(x). Linedrn{ operdtor
_ &y
o da?

@)Y 4 gy

Lly] e

se nazyva linedrni diferencidlni operdtor druhého rddu.
Bud déana n x m matice readlnych cisel A a n-vektorova
funkce F(x). Zobrazeni, které funkci F(z) piifadi soudin
Aﬁ(x) je linedrni. To plyne z distributivnosti nasobeni
vzhledem ke sc¢itani matic a z toho, Ze soucin matice a
redlného cisla komutuje.

Operator z levé strany difuzni rovnice

ou

— —-V-(D =
T V- (DVu) = o,
tj. operator
ou
Lul=——-V-(D
W] = 55—V (DVu)

je linedrni. Po rozepsani divergence a gradientu pomoci par-
cidlnich derivaci (které jsou linedrn{) jenom kombinujeme
linearni operatory a tedy zachovavame linearitu.

Rovnice podzemni vody pro proudéni s napjatou hladinou

oh
Ss — V- (TVh) =0

je specidlnim pripadem difuzni rovnice a operator defino-
vany levou stranou je linedrni. Rovnice podzemni vody pro
proudéni s volnou hladinou

oh
Ssgy =V (khVh) =0

definuje operator

F[h] = SS% — V- (khVh)

a neni linedrni. Pokud vsak vyuzijeme rovnost

oh 1 Oh?
or 2 0x
a analogickou rovnost i pro dalsi parcidlni derivace, je ve

staciondrnim piipadé (derivace podle ¢asu je nulovd) rov-
nici mozno prepsat do tvaru

—%v V() = o

a leva strana definuje linedrn{ operator v proménné h2.

Princip superpozice

Véta (princip superpozice). Kazdy linedrni operdtor za-
chovdvd linedrni kombinaci funkci, tj. plati

L[Cyy1 + Caya] = C1 L[y1] + CoL[ys]

védy, kdyZ Ci2 € R a y12 jsou funkce z definicniho oboru
operdtoru L.

Plyne primo rozepsanim

L[Ciy1 + Cay2] = L[Ciy1] + L[Cayo]
= C1L[y1] + C2L[ys]

Operatorové rovnice s linearnim ope-
ratorem

https://youtu.be/i3By7KBubec

Operétorovou rovnici budeme rozumeét rovnici

Llz] = b(t),
kde b(t) je funkce a L operétor.
d
o Naptiklad pro b(t) =0 a L[z] = d—f — x m& rovnice tvar
dx
E — T = 0,
tj.
a7

Nasledujici véta vlastné vyjadiuje totéz co princip superpozice
z predchoziho textu, pouze v jinych pojmech: v pojmech feseni
rovnice s linedrnim operatorem.



Véta (princip superpozice pri reSeni rovnic). Jsou-li

funkce z1(t) a x2(t) po radé Tesenimi rovnic

Je funkce
:L‘(t) = Clml(t) == 021'2(15)

resenim rovnice

L[.CL'] = Clbl(t) aF Cgbg(t).

Pro by (t) = b2(t) = 0 vSechny tii vyse uvedené rovnice splynou
a linedrni kombinace dvou feseni homogenni linedrni rovnice je
také fesenim. Toto je mozné pochopitelné rozsitit na libovolny
kone¢ny pocet funkci.

Pro b1(t) = 0 a Cy = 1 jsou obé nehomogenni rovnice stejné a
pokud k Teseni rovnice pricteme feSeni asociované homogenni
rovnice (se stejnym operdtorem na levé strané, ale nulou na
pravé strand), dostaneme FeSeni stejné rovnice.

7 téchto jednoduchych tvrzeni plyne nékolik zdsadnich pozoro-
vani.

¢ Pokud méme k dispozici nékolik feseni homogenni rovnice,
libovolné jejich linedrni kombinace je také resenim.

e Za urcitych okolnosti linedrni kombinace z ptedchoziho
bodu umozni splnit libovolnou pocateéni podminku a
vzhledem k jednoznacnosti feSeni, ktera linearni rovnice
zpravidla provazi, je jistota, ze zadné dalsi TeSeni neexis-
tuje. Nalezeni téchto funkci je tedy zasadni krok pfi feseni
rovnice.

¢ U nehomogenni rovnice se tloha najit vsechna feSeni da roz-
délit na dvé dil¢i tlohy: najit jenom jedno TeSeni a k tomu
najit vSechna Teseni homogenni rovnice se stejnou levou
stranou. Kazda z téchto dvou tloh je mnohem lehéi nez
tloha celkova a sou¢tem jednoho feseni nehomogenni rov-
nice a obecného feseni asociované homogenni rovnice do-
staneme obecné Teseni nehomogenni rovnice.

Priklad vyuziti linearity v jedné dimenzi

Pro konkrétnost specifikujeme myslenky z predchoziho textu
na prikladeé.

Pro jednu funkeci linearni kombinace degeneruji na nasobky.

Proto je obecné feseni rovnice souctem jednoho feSeni rovnice
a obecného feSeni asociované homogenni rovnice. Toto jedno

reSeni vlastné udéva pozici v prostoru funkei a feseni asociované
homogenni rovnice udéva smér. Napiiklad funkce z = e’ spliiuje
rovnici

Vsechna reSeni rovnice

jsou tvaru & = Ce! — 7

Linearni diferencialni rovnice prvniho
radu s konstantnimi koeficienty

V aplikacich ¢asto viddme rovnici tvaru
dz
dt

ktera vznikne naptiklad tipravou rovnice
dz
dt

+ax = b,

=b—ax.

Podobné jako v predchozim prikladé staci najit jedno feseni
rovnice (N) a jedno nenulové feseni rovnice

d
d—j+ax:0.

Prvni z feseni udava bod v prostoru funkci, druhé reseni jakysi
smér a spoleéné definuji jakousi primku obsahujici vSechna

(H)

b
feSeni. Rovnici (N) spliiuje konstantni funkce z(t) = — a
a

a

rovnici (H) exponencidlni funkce x(t) = e~*". Obecné feSeni

rovnice (N) je proto
b
x(t) = = + Ce .
a

Pro t jdouci do nekonecna toto TeSeni za predpokladu a >

0 konverguje ke staciondrnimu feseni —. Partikularni feseni

e

odpovidajici poc¢ateéni podmince z(0)

é_ée—at_é(l_

0 je

e_“t).

To znamend, Ze TeSeni se exponencidlné priblizuje ke stacio-
narnimu feseni. Pro a < 0 se naopak od stacionarniho feseni
exponencialné vzdaluje.

a(t) =

a a a

Véta (feSeni linedrni diferencidlni rovnice prvniho
Ffadu s konstantnimi koeficienty). Obecngm resenim rov-
nice

=t
— +tar =
dt
je
z(t) = z5 + Ce™ ™,
kde x5t = — je staciondrnim reSenim této rovnice. Pro a >

0 je toto reseni stabilni a globdlné atraktivni. Pro a < 0 je
nestabilni.




Obrat, 7Ze stacionarni feseni je globalné atraktivni znamena,
ze vSechna feseni k tomuto stacionarnim stavu konverguji
nezavisle na pocateéni podmince.

Dalsi linearni rovnice

Pro skalarni linedrni diferencidlni rovnice druhého radu je

situace obdobna, pouze pro feseni asociované homogenni di-
ferencialni rovnice potrebujeme dvé linedrné nezavisla reseni
(jedno neni ndsobkem druhého).
Napiiklad z1(t) = €' a zo(t) =
druhého a obé splnuji rovnici

e~ ! nejsou jedno nasobkem

2" —x=0.
Proto vSechna TesSeni jsou tvaru
_ t —t
x(t) = Cre’ + Cae™",

kde C; 2 € R. Funkce x = —t splnuje rovnici

2 —x=t

a vSechna TeSeni této rovnice jsou
_ t —t
z(t) = Cre’ + Cae™" —t.

Rovnicim majicim derivace vyssitho fadu se budeme vénovat
pozdéji.

Linearni autonomni systémy

https://youtu.be/AjpQ0Zh1jkU

Pokud pracujeme s nekonstantnimi vektorovymi funkcemi tak,
ze pri derivaci derivujeme kazdou komponentu samostatné, je
rovnice

dx AX =B

dt
operatorova rovnice s linearnim operatorem. Tyto rovnice se
v pripadé, kdy matice A a B nezavisi na ¢ase, nazyvaji auto-
nomni systémy a budeme se jim vénovat za chvili. Pro tyto
rovnice je souvislost mezi homogenni a nehomogenni rovnici
obdobné jako v minuljch pi¥fpadech. Resenim nehomogenni
tlohy najdeme jedno feSeni (bod v prostoru) a FeSenim aso-
ciované ulohy najdeme sméry definujici mnozinu vSech reseni.
Vzhledem k vicedimenzionalité tlohy bude téchto feseni vice.
Situace je podobna jako to, ze v geometrii je rovina dana dvéma
smeéry. Nakonec dané informace muzeme vyuzit k vygenerovani
mnoziny vSech TeSeni. Popsand metoda je komplikovanéjsi na
konkrétni pouziti, ale ¢asto se ani nemusi provadét. Casto staci
napriklad informace o chovani feseni v nekonec¢nu. To je také
to, na co se omezime na pristi prednasce.

Linearni autonomni systém ve dvou dimenzich

Nésledujici priklad je mirné modifikovany priklad z kurzu MIT
o diferencialnich rovnicich. Ve formulaci s vafenim vajicka se
zd4 trividlni a prakticky neuzitecny. Toto je vsak voleno pro jed-
noduchost vykladu a snadnou pfedstavu povahy zkoumaného
jevu. V praxi se stejnym modelem predava teplo vrstvenym
materidlem (jako je tepelnd ochrana domt nebo raketopldni)
nebo chemické latky vstupujici do dalsich reakef (jako napiiklad
fetéz reakci vedouci k syntéze bilkovin, které bunka v reakci na
okolni prostfedi potfebuje k preziti).

Budeme modelovat ohtivani vejce ve vodé o konstantni teploté
Ty. Na pocatku maji bilek a zloutek teplotu 77 a T5. Zloutek
prebira teplo od bilku rychlosti imérnou rozdilu teplot zloutku
a bilku. Bilek prebira teplo od vodni lazné rychlosti tmérnou
rozdilu teplot a preddava teplo zloutku procesem popsanym
v predchozi vété. Vody je hodné a jeji teplota se neméni. Proces
muzeme modelovat soustavou diferencidlnich rovnic

T] = ki(Ty — T1) — ko(Th — T3)

Ty = ko(Ty —Ts)

Tento systém je mozno prepsat do tvaru

T, = —(ky + k2)T1 + koTo + Toky
TQ/ = k‘ng — kQTQ

a zapsat maticové

(B) -5 ) (@)-(0)

Pokud zvolime teplotni stupnici tak, ze teplota vrouci vody je
v nasi nové stupnici nula, muzeme dokonce eliminovat druhy
¢len a dostavame

Ty /_ —(k1+k2) ko Ty

T, ko —ko ) \To
tj. symbolicky X’ = AX, kde X = (T1,73)7 je vektorova
funkee (sloupcovy vektor) a A je 2 x 2 matice.

(V)

Systém X' = AX
Je-1i determinant matice nenulovy, ma soustava AX = 0 pouze
nulové Teseni a systém

X' =AX (1)

ma& jediné konstantni feseni, kterym je pocatek. Konstantni
feSeni bude nazyvat stacionarni bod.

Tento systém muzeme prepsat na

X' —AX =0


https://youtu.be/MCrDzhpu3-s?t=671
https://youtu.be/MCrDzhpu3-s?t=671

a tento systém je linedrni, protoze diky distributivnimu zakonu
pro matice pro operator L[ X] = X' — AX plati

L[X1 + Xo] = (X1 + Xo) — A(X1 + X3)
=X+ X} — AX, — AX,
= (X] - AXy) + (X3 — AXy)
= L[X1] + L[X5]

a diky komutativité pii nasobeni s konstantou C' € R také

LICX] = (CX) — A(CX)

= CX' — CAX
= C(X' — AX)
= CL[X].

Je mozné ukézat, ze kazdad pocatecni tloha je jednoznacné
TesSitelna a pro obecné feSeni staci najit tolik nezavislych te-
Seni, kolik komponent ma nezndmé vektorova funkce X. Plati
nasledujici véta, kterou je mozno ovérit primo dosazenim.

Véta (souvislost vlastnich ¢éisel matice a FeSeni line-
arniho autonomniho systému). Md-li matice A vlastn{
cislo A a prislusng vlastni vektor je v, tj. plati Av = v, je
funkce X (t) = ve fesenim systému X' = AX. Jsou-li X a v
komplexni, je Tesenim i samostatné redlnd cdst a imagindrni
cast.

Systém

X'=AX+B (2)

je moZno na tvar (1) pfevést po piepsani do tvaru (X — X)' =
A(X — Xp), kde X je FeSenim soustavy AX + B = 0, coz
odpovida posunu stacionarniho bodu do pocatku.

Poznamka (vlastni hodnoty a feSeni). Nésledujici po-
znatky jsou shrnutim a specifikaci vyse uvedeného a klasifikuji
stabilitu nékterych Feseni systému (2), tj.

X'=AX + B.

e Jakmile ma matice A redlnou kladnou vlastni hodnotu,
existuje Teseni, které se vzdaluje od staciondrniho bodu
smérem danym piislusnym vlastnim vektorem.

o Jakmile ma matice A realnou zapornou vlastni hodnotu,
existuje Teseni, které se priblizuje ke stacionarnimu bodu
ze sméru daného piislusnym vlastnim vektorem.

o Jakmile m4 matice A komplexni hodnotu s kladnou real-
nou c¢asti, existuje feSeni, které se v oscilacich vzdaluje od
stacionarniho bodu.

o Jakmile ma matice A komplexni hodnotu se zapornou re-
alnou ¢asti, existuje Teseni, které se v oscilacich priblizuje
ke staciondrnimu bodu.

manimp:AS_ vlastni_ cisla]O chovani trajektorii v okoli stacio-
nérntho bodu rozhoduje znaménko vlastnich ¢&isel (u redlnych
vlastnich ¢isel), nebo znaménko redlné ¢asti (u komplexné sdru-
Zenych vlastnich ¢isel)

Pokud jsou napiiklad vSechna vlastni ¢isla v daném bodé
zapornd, poté kazdé z nich generuje feseni konvergujici do sta-
cionarniho bodu. Diky linearité, jednoznacnosti reseni a tomu,
ze mame tolik feseni, kolik je nutno pro splnéni libovolné pod-
minky, je mozné pomoci téchto dil¢ich feseni zapsat i libovolné
jiné Teseni. Tim padem ale vSechna TeSeni konverguji do stacio-
narniho bodu. Pokud jsou vlastni ¢isla komplexni se zapornou
realnou casti, je situace stejnd, ale feSeni navic konverguji do
stacionarniho bodu postupnymi oscilacemi. Podobné, pokud
vSechny vlastni hodnoty jsou kladné, vSechna feseni se od staci-
onarniho bodu vzdaluji a pokud jsou vSechny vlastni hodnoty
komplexni s kladnou realnou ¢asti, probiha toto vzdalovani
oscilacemi s nartistajici amplitudou.

Priklad. Model ohiivani vajicka (V) z pfedchozi ¢dsti této
predndsky mé (v posunuté teplotni stupnici, na které teplota
varu vody odpovida nule) stacionarni bod (0, 0). Zkusime zvolit
parametry ki a ko a urcit chovani trajektorii v okoli tohoto
bodu. Pro k1 =1 a ky = 2 dostavame

N\ (-3 2\ /[Ty
)  \2 =2)\Th)"
Charakteristicka rovnice je

A2 4504+2=0
—5++25 -8
7:---.Budou

tedy existovat dvé nezavisla feseni konvergujici do pocatku a
vSechna dalsi feseni dostaneme jako jejich linedrni kombinaci.
Proto vSechna feseni konverguji k pocatku tj. T3 = T = 0. Obé
teploty v nasi posunuté stupnici se tedy ustali na teploté vodni
lazné. Nic jiného jsme ani necekali, at maji zloutek a bilek na
zacatku jakoukoliv teplotu, po case se teplota ustali na teploté
vodni lazné. V tomto pripadé neni zajimavé védét, do jakého
stavu systém konverguje, ale napriklad za jak dlouho bude
dosazeno potrebné teploty ve zloutku nebo v bilku. V praxi
se podobnym zptsobem nefesi vareni vajec, ale predavani che-
mickych latek jako jsou léky nebo enzymy mezi tkdnémi, pro-
strednictvim krve. Podobné jako u Newtonova zakona tepelné
vymeény, i zde je rychlost procesu imérnd mnozstvi, v tomto
pripadé amérna rozdilu koncentraci.

se dvéma zédpornymi kofeny A; o =

ww:problems/autonomni_systemy/13.pg

Mechanicky oscilator

https://youtu.be/8KQ9IqG1leQtU



S mechanickym oscilatorem se setkavame tam, kde je systém tj. ve tvaru rovnice obsahujici prvni dvé derivace neznamé
vychylen z rovnovazné polohy a néjaké sila jej do této rov-  funkce. V podstaté cela klasickd mechanika je zalozena pravé
novazné polohy vraci. Pricemz v nékterych situacich dojde na rovnicich tohoto typu.

(napriklad vlivem setrvacnosti) k tomu, Ze systém se pfehoupne

pfes rovnovaznou polohu na opacnou stranu a vraci se zpét.

Klasickym pripadem je téleso o hmotnosti m na pruziné. Po-

kud silu zavisejici na rychlosti v a vychylce x oznac¢ime F,

dostavame
dx
—_— =
dt ’
dv 1
__F
dt m (v, 2),

pricemz prvni rovnice vyjadruje, ze rychlost je derivace polohy
a druha rovnice je Newtontv zdkon sily. Pro pruzinu tuhosti k&
a odpor prostfedi tmérny rychlosti dostavame

dz
dt
dv
dt

:’U,
=——x — by,
m

nebo ve vektorovém tvaru

d (z\ Ok 1 "
dt \v) \-—— —b)\v)"
m
Charakteristicka rovnice je

k
— -

’—)\ 1
m

:—)\(—b—A)+£:>\2+b/\+£:O.
m m

Pro velké tlument, tj. b* > 4k ma rovnice dva zaporné realné
koteny "
—bd /b2 — 2k
m
Moo=y
Systém se tedy bez oscilaci preklopi do rovnovazného stavu. Pii
opacné nerovnosti jsou koreny charakteristické rovnice

b1 Ak
Moo= -2t iy) b2+ =
127 75+ 5! o

komplexni se zapornou realnou c¢asti a systém osciluje okolo
rovnovazné polohy. Pro b > 0 maji tyto kofeny zapornou
realnou ¢ast a systém osciluje okolo rovnovazné polohy se
zmensujici se amplitudou. Pro b = 0 se amplituda nezmensuje
a oscilator kmitd do nekonecna. Pripad b < 0 neuvazujeme,
protoze odpor prostredi je sila pusobici proti pohybu.

Poznamka (diferenciilni rovnice druhého fadu). Uva-
zovany systém se v literatutre casto vyskytuje ve tvaru, kdy je
rychlost v dosazena do druhé rovnice a poté dostavame model
ve tvaru

e ko de
de2 m de’
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