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Anotace.

V prednéasce se sezndmime s rovnicemi, obsahujicimi de-
rivace neznamé funkce. Jejich vyuziti je vsude tam, kde
rychlosti zmén veli¢in jsou dany hodnotami téchto veli¢in.
Typickym ptikladem je radioaktivita, protoze mnozstvi
rozpadlych atomil je ddno mnozstvim nestabilnich atomii.
Aplikace potom muzeme najit naptriklad pii ochrané budov
pred radioaktivnim radonem.
Jinym typickym piikladem jsou popula¢ni modely, kdy pii-
rustek populace je dan poctem jedinct schopnych repro-
dukce a ten zpétné souvisi s velikosti populace. Vyuziti je
pfi navrhu trvale udrzitelného hospodaieni s prirodnimi
zdroji pri lovu.
Technicky vyznamnym piikladem je i model tepelna vy-
mény, kdy se rychlost zmény teploty pfi tepelné vyméné
se méni podle intenzity toku a ta se méni s teplotnim roz-
dilem.
Rada diferencidlnich rovnic mé specialni vlastnosti, které
muzeme vyuzit pri prozkoum&avani feseni. Dokonce mii-
zeme naptiklad popsat, jak vypadaji vSechna TeSeni, aniz
bychom je museli pocitat. Nékteré z téchto taktik se nau-
¢ime v prednaskach v dalsich tydnech vénovanych linear-
nim rovnicim (nésledujici pfedniska) a autonomnim sys-
témum (pfedndska néasledujici po prednédsce o linedrnich
rovnicich). Ted to zmintujeme proto, aby Slo vidét, Ze v pii-
padé diferencialnich rovnic nejsou dovednosti spojené s vy-
poctem jejich feseni tak dulezité, jak jsme zvykli u jinych
druhii rovnic. Proto jsou v nésledujicim seznamu doved-
nosti az na konci.
Dtlezité dovednosti, které se nauc¢ime v souvislosti s dife-
renciadlnimi rovnicemi, jsou zejména
— schopnost naformulovat diferencidlni rovnici podle
slovniho popisu mechanismu modelovaného déje,
— dovednost posoudit existenci a jednoznacnost feseni,
— dovednost snizit transformaci pocet parametru rov-
nice
— a az v posledni fadé najit feSeni numericky nebo ana-
lytickou cestou.

Prerekvizity.

Diferencidlni rovnice souvisi s derivacemi. Pro ispésné roz-
hodnuti, zda se tloha da modelovat pomoci diferencidlni
rovnice nutné potfebujeme spolehliveé znat vyuziti derivace.

V podstaté s jistotou vSude tam, kde se mluvi o rychlostech,
ale aplikace jsou i jinde.

e Pro nalezeni analytického feseni diferencialni je tfeba ovla-

dat integral funkce jedné proménné.

Modely zaloZené na rychlostech (deri-
vacich)

https://youtu.be/08uAuAgY-lw

Tepelna vymeéna, kava v hrnku

7 fyziky vime, ze rychlost tepelné vymeény mezi dvéma té-
lesy je dmérnd rozdilu jejich teplot (Newtoniv zdkon te-
pelné vymeény). Rychlosti tepelné vymény muZeme rozu-
mét napriklad rychlost s jakou roste teplota studeného té-
lesa v teplém prostiedi nebo s jakou klesa teplota horkého
télesa umisténého v chladnéjsim prostredi.

Rychlost s jakou roste teplota T' télesa télesa v case je
derivace teploty podle ¢asu. Pokud potrebujeme pracovat
s poklesem, uvazujeme zaporné vzatou derivaci. Umérnost
matematicky vyjadrime ndsobenim konstantou a teplotni
rozdil miize byt napriklad pfi umisténi horkého télesa o tep-
loté T' v chladné mistnosti o teploté Ty vyjadren rozdilem
T-1Tp.

Proces tepelné vymeény probihajici podle Newtonova za-
kona je tedy mozno modelovat vztahem

dT
i k(T — Tp).
K rovnici v idedlnim pripadé doddvame materidlovou cha-
rakteristiku (konstantu timérnosti k) a pocdtecn{ teplotu.
ReSenim je funkce udavajici zdvislost teploty na Case.
Chceme-li znat teplotu za urcity ¢as, neni nutné provadét
pokus a ¢ekat na uplynuti pozadované doby. Muzeme tep-
lotu pfimo vypocitat.
Neékdy muze byt vhodné nesledovat teplotu 7', ale rozdil
oproti okolni teploté, 7 =T — Tj. Model se potom zjedno-
dusi na q
’
AT



tedy na model, kdy rychlost zmény je imérna funkéni hod-
noté.

Radioaktivni rozpad, radon ve sklepé

o Radioaktivni prvky se rozpadaji rychlosti, kterd je itmérna
mnozstvi dosud nerozpadnutého materidlu. Rychlost, s ja-
kou se méni mnozstvi (a tedy i koncentrace y v daném
vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materidlu je tedy
popsana matematickym modelem

dy

a - W
kde A je konstanta imérnosti. Tato rovnice je pfirozenym
dtisledkem toho, ze pro dany nestabilni izotop maji vsechny
atomy stejnou pravdépodobnost, ze u nich dojde k rozpadu
a tato pravdépodobnost se s ¢asem neméni.

o Nejznaméjsi aplikaci této rovnice je datovani archeologic-
kych vzorkii pomoci radioaktivniho uhliku *C. V tomto
piipadé se sleduje vzajemna relace mezi mnozstvim tohoto
nestabilnfho uhliku a mnozstvim stabilntho '2C. Poc¢ate¢ni
podminka je zndma (pfedpokldddme stejny pomér zastou-
peni jako relativné neddvno, pred primyslovou revoluci)
a diky tomu mizeme najit funkci udavajici, jak s Casem
klesa zastoupeni radioaktivniho uhliku. Obsah radioaktiv-
niho i stabilniho uhliku je mozné zmérit a tim ziskame
odhad, kolik procent radioaktivniho uhliku se rozpadlo. Re-
Seni pocatecni ulohy poté pouzijeme pro odhad doby, kdy
organismus prestal spotrebovavat uhlik z atmosféry, tj. od-
had stari vzorku.

o Prii pokusu o datovani kosti dinosaurt klesne mnozstvi radi-
oaktivniho uhliku pod méfitelnou troven. Proto se v tomto
ptipadé pouzivaji latky s delsim polocasem rozpadu.

¢ Optikou bézného Zivota je nejzajimavéjsi aplikaci této rov-
nice model rozpadu v radioaktivni radé uranu, kdy vznika
plynny radon, ktery miize ptisobit problémy ve stavbach a
v rizikovych lokalitach je potfeba vhodnymi konstrukénimi
pristupy nebo aktivnimi zatfizenimi na lapani a odvétravani
radonu.

Samocisténi jezer, kontaminace v jezere

e Necht veli¢ina y udavd mnozstvi latky, kterd znecistuje
vodu v jezefe o objemu V.

o Predpokladejme, ze do jezera pritékd cista voda a stejnou
rychlosti odtékéd voda s necistotami (hladina se neméni, je
v ustdleném stavu). Necht veli¢ina r udéva, jaky objem
vody se v jezefe takto vyméni za jeden den. Predpokla-
dejme dale (ponékud nerealisticky), Ze rozdéleni znedistuji-
cich ¢astic v jezefe je rovnomérné.

« Ubytek hmotnosti neéistot za ¢asovou jednotku je dan de-

., dy
rivacl —.
dt

e Protoze koncentrace necistot v jezere a v odtékajici vodé
r
je %, je ubytek znecisténi mozno vyjadrit téz ve tvaru Vy
r
Podil — je pro dané jezero kladné konstanta udavajici, jak

velka c¢ast z celkového mnozstvi vody se v jezefe vymeéni za
casovou jednotku. Oznacime-li tuto konstantu symbolem
k, je proces uibytku necistot v jezere popsan vztahem

dy

a =

o Vyse uvedeny model se nazyva rovnice samocistent jezer,
ale tento nazev je Cisté formdlni. Jedna se vlastné o stejnou
rovnici, kterd popisuje radioaktivni rozpad nebo zménu roz-
dilu mezi teplotou horkého napoje a mistnosti pfi chladnuti
napoje.

e Stejnou rovnici je mozné popsat nejenom odbouravani ne-
Cistot z zivotniho prostiedi, ale i odbouravani 1ékt nebo
drog z téla. Povazujme krevni obéh za jezero a lék nebo
drogu za znecistujici latku. V pripadé, ze rychlost odbou-
réavani je amérnd koncentraci (plati pro farmakokinetiku
prvniho tadu, toto spliuje vétsina 1é¢iv za béznych kon-
centraci), {di se proces odbouravani stejnou diferencidlni
rovnici.

RC obvod a chytré stény ve drevostavbach.

P1i nabijeni kondenzatoru o kapacité C' pres odpor o velikosti
R roste napéti na kondenzatoru, tim se méni nabijeci proud a
proto se méni i rychlost nabijeni. Pomoci zdkontu elektrotech-
niky je mozno ukazat, ze nabijeci proud ¢ kondenzatoru se ridi
vztahem

di 1

R—+ —=i=0.

dt  C
Napéti na kondenzatoru je mozno odvodit bud z proudu, napéti
na rezistoru a napéti zdroje, nebo z celkového proudu, ktery
prosel kondenzatorem.

Rovnice je tedy stejna jako rovnice radioaktivniho rozpadu a
rovnice samocisténi jezer. Vhodnou manipulaci s parametry
soucastek je mozno ménit koeficient u této rovnice a vhodnym
spojovanim téchto obvodi dokazeme podobné simulovat i slozi-
téjsi rovnice. To je bylo zdkladem analogovych pocitact, které
nepracovaly s ¢isly, ale s napétimi. Tyto pocitace sehraly svou
roli v dobé, kdy c¢islicové pocitace byly nedostupné, pomalé a
nespolehlivé. Tim byla historickd tloha analogovych pocitact
splnéna a jiz se nepouzivaji.

RC obvod jako takovy ma vsak dilezité misto i dnes. Do-
kaze naptiklad filtrovat signaly podle frekvence. Vypocet jeho
charakteristiky (tj. vyfeSeni rovnice) a sledovani napéti na kon-
denzatoru umozni méreni elektrického odporu tam, kde neni
vhodné odpor urcovat z proudu a napéti pomoci Ohmova za-
kona. Typickym piikladem je odpor dfeva a jeho vodivost, tj.


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difro.pdf

prevracena hodnota odporu. Tato veli¢ina se pouziva k rych-
lému stanoveni vlhkosti dreva, nebo je mozno ji dlouhodobé
sledovat pomoci senzoru zabudovanych do drevostavby.

Ve skutecnosti zadné elektronickd soucastka nemé idedlni vlast-
nosti a proto se v obvodu projevuji i nezadouci parazitni cha-
rakteristiky. Pokud by toto bylo limitujici, je mozné obvod
nahradit podobné se chovajicim zapojenim s operacnim zesi-
lovacem (odkazovand strénka pracuje s rovnici v integralnim
tvaru).

Vyvoj populace a jeji ekologicky lov

o Zkoumejme velikost y urcité populace v prostredi s nosnou
kapacitou K.

¢ Realistickym predpokladem dodanym biologickymi védami
je, ze v prostiedi s omezenymi tzivnymi vlastnostmi spe-
cifickd miru rastu populace (rychlost s jakou se velikost
populace zvétsuje vztazend na jednotkové mnozZstvi popu-
lace) klesd s tim, jak se velikost populace ptiblizuje k nosné

kapacité, a rychlost ristu populace je modelovana funkci

Y <1 — %) . Podle velkosti koeficient v této funkci délime

zivoCichy na r-stratégy a K-stratégy a toto déleni odrazi,
jak se snazi druh vyrovnavat se zménami prostiredi.
e Za uvedenych predpokladu je mozno vyvoj populace po-

psat modelem
v, (1- )
dt K/’
ktery se nazyva logistickd rovnice.
e Pokud lovem snizime prirastky populace, muzeme tento
proces popsat modelem
dy

<)
— =ryl(l—=)—h(y),
=Y ( e )
kde h(y) je intenzita lovu populace o velikosti y. Modelo-
vani tohoto procesu umozni nalezeni ekonomicky vyhodné
ale pritom trvale udrzitelné strategie lovu.

Obycejna diferencialni rovnice prvniho
radu

https://youtu.be/3HTs62J0gMk

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, kde vystupuje ne-
znama funkce a jeji derivace. Setkdvame se s ni naptiklad
vsude tam, kde rychlost ristu nebo poklesu veli¢iny souvisi
s jeji velikosti. Napriklad rychlost s jakou se méni teplota hor-
kého télesa je funkei teploty samotné. Rychlost tepelné vymeény
mezi dvéma télesy je totiz imérna rozdilu jejich teplot (New-
toniv zdkon). Takto se pFirozené diferencidlni rovnice objevuji
v modelech nejruznéjsich déju jevi. Podstatu déje, ktery mode-
lujeme, musi dodat fyzika, biologie nebo jind aplikovana véda.

To v matematice obsazeno neni. Matematika poté poslouzi
k analyze, jaké jsou pozorovatelné dusledky a tim se ovéri,
jestli prislusna aplikovand véda spravné vystihuje podstatu
modelovaného déje.

Definice (diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni
rovnici prontho Tadu rozresenou vzhledem k derivaci (struénéji
téz diferencidlni rovnici, DR) s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

dy

dx
kde ¢ je funkce dvou proménnych.

= p(z,y) (1)

(anglicky ordinary differential equation, ODE)

Dalsi formy zapisu rovnice (1) jsou
y' = o(z,y),

dy = 90("1:7 y)dll?,

dy — ¢(x,y)dz = 0.

Pfiklad. Najdéte viechny funkce splitujici 4 = 2zy. (Naucime
se TesSit pozdéji.)

Diferencidlni rovnice udava scénar vyvoje systému. K jedno-
znacnému predpovézeni budouciho stavu je ovsem nutno znat
nejenom, jaky mechanismus ovliviiuje vyvoj systému, ale také
stav soucasny.

Definice (pocateéni podminka, Cauchyova iloha).
Necht zg, yo jsou redlna cisla. Uloha najit feSeni rovnice

(1)

(2)
se nazyva pocdatecni (téz Cauchyova) uloha.

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téz partikuldarnim resenim
rovnice. Graf libovolného partikularniho feseni se nazyva inte-
gralni krivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)

Pfiklad. Najdéte viechny funkce splitujici ¢’ = 2zy a y(0) = 3.
(Nauéime se Fesit pozdéji.)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Zapojen%C3%AD_s_opera%C4%8Dn%C3%ADm_zesilova%C4%8Dem#Integra%C4%8Dn%C3%AD_zesilova%C4%8D
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zapojen%C3%AD_s_opera%C4%8Dn%C3%ADm_zesilova%C4%8Dem#Integra%C4%8Dn%C3%AD_zesilova%C4%8D
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie

Véta (existence a jednoznacnost feSeni Cauchyovy
alohy). Md-li funkce @(x,y) ohranicenou parcidlni derivaci

dy
(2) pravé jedno teseni definované v néjakém okoli pocdtecni
podminky.

v okoli pocdteéni podminky, potom md pocdtecni dloha (1)-

Priklad. Rovnice

3)
P R . . .

ma feseni y = e“, coz nahlédneme snadno, protoze exponenci-

alni funkce se neméni derivovanim. Dosazenim je mozné ukézat,
ze ma dokonce Feseni

’
y =y

y=Ce", (4)

kde C je libovolné ¢islo.
Priklad. Reseni poéatecni tlohy

/

y =y, ylxo) =yo
najdeme tak, Ze vyuzijeme FeSeni (4) a zafidime, aby byla
splnéna pocatecni podminka. Tj. fesenim pocatecni tlohy je

y = (yoe™")e”.

Vidime, ze toto TeSeni existuje pro kazdou pocateéni podminku
a proto vzorec (4) popisuje dokonce vSechna feSeni rovnice

(3).

Obecné a partikularni reseni

Reseni diferencidlni rovnice je nekone¢né mnoho. Zpravidla

je dokazeme zapsat pomoci jediného vzorce, ktery obsahuje

néjakou (alespon do jisté miry libovolnou) konstantu C'. Ta-
kovy vzorec se nazyva obecné reSeni rovnice. Pokud neni
zaddna pocateéni podminka a mluvime o partikularnim re-
Seni, mame tim na mysli jednu libovolnou funkei spliujici

diferencidlni rovnici.

Priklad: Obecnym TfeSenim diferencidlni rovnice
/
y = 2xy

je

y=Ce", CeR.

Zadné jind Teseni neexistuji, vSechna rteseni se daji zapsat

v tomto tvaru pro néjakou vhodnou konstantu C'. Partikuldrnim
2 ~

feSenim je napriklad y = 5e” . ReSenim pocatecni tlohy

y =2zy, y(0)=3
je

y = 3e

Uvod do problematiky numerického re-
Seni diferencialnich rovnic

Nejprve si naznac¢ime moznosti numerického reseni. To vy-
chazi z grafické interpretace diferencialni rovnice a odpovida
v podstaté modelovani, kdy postupné prodluzujeme teseni od
zadané pocateéni podminky dopredu ¢i dozadu v ¢ase. Pritom
musime Fesit situaci vzdy pro konkrétni numerické hodnoty po-
catecni podminky a vsech parametri. Nastésti se d4 vhodnou
transformaci (resp. vhodnou volbou jednotek) pocet parametru
zredukovat a tim se zvysi obecna pouzitelnost numerického
vypoctu.

https://youtu.be/7tm1QbNDiz8

Geometricka interpretace ODE
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Obréazek 1: Smeérové pole diferencidlni rovnice, integrdlni krivky, isokliny

Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu
funkce v tomto bodé, 1ze rovnici

y = o(x,y)

chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné pritadi
smérnici teCny k integralni kiivce, ktera timto bodem pro-
chazi. Sestrojime-li v dostate¢ném poctu (napiiklad i ndhodné
zvolenych) bodi [z,y] v roviné vektory (1, ¢(x,y)), obdrzime



smeérové pole diferencialni rovnice — systém linearnich
elementt, které jsou tecné k integralnim krivkam.

Pocateéni podminka y(zo) = yo geometricky vyjadiuje sku-
tecnost, ze graf prislusného feSeni prochazi v roviné bodem
[0, y0]. M&-li tato podatecni dloha jediné FeSeni, neprochézi
bodem [zg, yo] Z4ddnd dalsi kiivka. M&-li kazdd pocatecéni tloha
jediné FeSeni (coz bude pro nés velice ¢asty piipad), znamend
to, ze integralni kiivky se nikde neprotinaji.

Kiivky s konstantni hodnotou ¢(z,y) maji tu vlastnost, Ze
je vSechna feSeni protinaji pod stejnym thlem, mérenym od
kladné ¢asti osy z. Naptiklad v bodech kde plati ¢(z,y) = 0
mii{ vSechny integralni kiivky vodorovné. Proto se kiivky, kde
je p(z,y) konstantni, nazyvaji izokliny.

Transformace diferencialni rovnice

manimp:ODE__transformace|Vhodnou transformaci je mozno

zredukovat pocet parametra v rovnici a tim usnadnit numerické
simulace. Nematematicka cesta k transformaci je vhodnéa volba
jednotek pro sledované veli¢iny.

Naucime se vyjadiovat diferencidlni rovnici v jinych promén-
nych tak, aby bylo mozné snizit pocet parametrii v této rovnici.
Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom ptipad, kdy nova
proménnd je linedrni funkci ptivodni proménné.

Uvazujme funkci y proménné x. Pfipomeneme si vzorce pro de-
rivaci souctu, derivaci konstantniho nasobku a derivaci slozené
funkce, ale uvedeme si je v kontextu vhodném pro studium
diferencidlnich rovnic.

e 7 derivace souctu a z derivace konstanty plyne pro funkci
y a konstantu yo vztah

dlytyo) dy n
dx dx

_dy

dyo dy
Rl N E—
dx

dz  dzx

e 7 derivace konstantniho nésobku funkce plyne pro funkci
y a konstantu k vztah

d(ky) _, dy
dx dz’
e 7 derivace slozené funkce plyne pro konstantu k£ a velicinu
X = kx vztah
dy _ dydX _dy,
dz  dX dz dX
tj.

dy _%_1dy

d(kz) — dX ~ kdz’

Vyse uvedené vypocty je mozno shrnout do pravidla v nasledu-
jici poznamce.

Poznamka (transformace diferencialni rovnice do ji-
nych jednotek). ProY =ki(y — yo) a X = kox plati

dy d(’ﬁ(y - yo)) ki dy
dX — d(kwx)  kodx

a podobné (vSimnéte si druhé mocniny u ko diky druhé derivaci)

BY
dX? k2 da?

Vyraz nalevo neobsahuje konstanty, které jsou ve vyrazu na-
pravo. Tyto konstanty jsou v definici novych veli¢cin X a Y.

Navic vzorec z poznamky silné pripomina klasické pocitani se
dy

zlomky. Proto médme Leibniztv tvar zapisu derivaci e pri stu-
x

diu diferencidlnich rovnic vice v oblibé, nez zapis Lagrangetv,
/!

Y.

Priklad. Diferencialni rovnice tepelné vymeény

U kr-10). T0=T, )
dt

obsahuje t¥i parametry: teplotu okolniho prosttedi T, poca-
tecni teplotu Ty a konstantu k souvisejici s fyzikalnimi vlast-
nostmi prostiedi. Postupné muzeme posunout teplotni stupnici
tak, aby teplota okoli byla nula a pocatecni teplota jedna, tj.
hodnotu 7" sniZzime o T, a upravime dilek stupnice (Tp — T )-
krat

d(#=%) T

dt To — T
vydélit konstantou k
T—Te
d(To—TOC) . T-Ty
kdt Ty —Ts

a preskalovat pomoci konstanty k Cas

d(£%)

. T-Tx

d(kt) Ty —Ts'

T—-Ty

Po substituci y = TP x = kt mé tloha tvar

0~ Lo
dy
— = 0)=1. ok
i 10 (**)

Nové rovnice (**) neobsahuje Zddné parametry a proto je pro
studium jednodussi. Piesto je v ni obsazena veskera informace
obsazend v rovnici (*). Tuto informaci je vSak nutno interpre-
tovat v kontextu definice novych proménnych. Naptiklad to,
Ze vSechna TeSenf rovnice (**) konverguji k nule znamend, ze
vSechna Feseni rovnice (*) konverguji k Tp. To, Ze FeSeni rovnice



(**) klesne na polovién{ hodnotu za ¢as In 2 znamend, ze vzdé-
lenost FeSeni rovnice (*) od rovnovédzného stavu se na polovinu

zmensi za ¢as T In 2.

Pozniamka (nondimenzinalizace, rozmérova analyza).
Proces eliminace parametri z modelu popsaného diferencidlni
rovnici se nazyva nondimenzionalizace nebo rozmérova analyza
modelu, protoZze eliminaci parametru je vhodné provadét tak,
aby vysledné nové veliciny vychazely bez fyzikalnich jednotek.
K tomu se provadi rozbor jednotek jednotlivych veli¢in. V jed-
noduchych pripadech vsak sta¢i primitivni postup popsany
v odstavcich vyse a ukdzany na piikladu. V tomto piikladé
veli¢ina x nemd fyzikalni jednotku, protoze je souCinem kon-
stanty k (s jednotkou s™') a ¢asu ¢ (s jednotkou s). Je mozné
ji povazovat za bezrozmeérny cas. Velicina y také nema fyzi-
kalni jednotku, protoze je podilem dvou teplot a je mozné ji
povazovat za bezrozmeéernou teplotu.

V této tloze bylo zavedeni novych veli¢in pfirozené. I u méné
ziejmych tloh zkuSenosti ukazuji, Ze je vhodné volit transfor-
maci tak, aby vznikly veli¢iny bezrozmérné, které nemaji fyzi-
kalni jednotku. Napriklad v Hordcek, Fyzikdlni a mechanické
vlastnosti dreva I je zavedena bezrozmérna vlhkost, bezroz-
meérny cas a bezrozmérnad vzdalenost na strané 61 pro rovnici
popisujici difuzi a charakteristicka délka, Biotovo ¢islo (bezroz-
mérné tepelnd vodivost) a bezrozmérné teplota, bezrozmérny
cas a bezrozmérna vzdalenost pro rovnici popisujici vedeni
tepla na stranach 88 a 89.

ODE tvaru jy f(z)g(y) (rovnice se
T

separovanymi proménnymi)

https://youtu.be/yH6jzK_999E

Najit feSeni obecné diferencialni rovnice je nemozné, ani vSak
takové ambice mit nemusime. V praxi se setkdvidme s pomérné
specidlnimi druhy diferencidlnich rovnic a pro né jsou metody
feseni k dispozici. Jeden takovy jednoduse fesitelny druh dife-
rencidlni rovnice je predstaven v nasledujicim textu.

Definice (ODE se separovanymi proménnymi). Diferen-
cialni rovnice tvaru

Y= ) (s)

kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych interva-
lech se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice se separovangmi
proménnymi.

Priklad: Rovnice
Y +ay+ay’ =0

je rovnici se separovanymi proménnymi, protoze je mozno ji
zapsat ve tvaru
I
y = —zy(y+1).

Rovnice
/2 2
y =2 -y

neni rovnice se separovatelnymi proménnymi.

Reseni ODE se separovanymi promeén-
nymi

1. M4-li algebraickd rovnice g(y) = 0 Teseni ki, ko, .., kn,
jsou konstantni funkce y = k1, y = ko, ..., y = k,, TeSenimi
rovnice.

2. Pracujme na intervalech, kde ¢(y) # 0 a odseparujeme
proménné.

3. Ziskanou rovnost integrujeme. Tim ziskdme obecné feseni
v implicitnim tvaru.

/g(zz)/f(x)derC

4. Pokud je zaddna pocatecni podminka, je mozné ji na tomto
misté dosadit do obecného reseni a urcit hodnotu konstanty
C. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného feseni a
obdrzime teseni partikuldrni.

5. Pokud je to mozné, pfevedeme FeSeni (obecné nebo parti-
kuldrn{) do explicitniho tvaru (vyjadiime odsud y).

Posledni krok (pfevod do explicitniho tvaru) je volitelny, zpra-
vidla zélezi na tom, co dalsiho hodlame s feSenim délat. Pro

vétsinu vypocti je vSak explicitni tvar vhodnéjsi nez tvar im-
plicitni a proto se o néj vzdy snazime.

Poznamka (zapis partikularniho feSeni pomoci urcitého
integralu). V ptipadé pocdteéni podminky y(zo) = yo je
mozné spojit tfeti a ¢tvrty krok a pouzit urcity integral

/yj;;/w:f(t)dt.

Pocatecni tloha ma jediné feseni, pokud ma prava strana
ohranicenou parcialni derivace podle ¥, jak je zminéno v tvodu
prednésky. Nicméné pro diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi je mozné vyslovit nasledujici mnohem jednodussi
postacujici podminku pro jednoznacnost reseni.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz

Véta (existence a jednoznacnost feSeni Cauchyovy
ulohy pro rovnici se separovanymi proménnymi). Je-li
9(yo) # 0, md pocdtecni uloha

dy

e f@)g(y),  ylzo) =yo

pravé jedno reseni definované v néjakém okoli pocdtecni pod-
minky.

Poznamka (existence a jednoznacénost konstantniho
Feseni). Je-li g(yo) = 0, potom mé pocateéni uloha

dy _

dr y(ffo) =%

f(x)g(y),
konstantni feSeni y(t) = yo, ale z pfedchozi véty neplyne nic
o jednoznacnosti tohoto feseni. Je mozné pouzit vétu o jedno-
znacnosti platnou pro obecnéjsi rovnici

dy

= o(x,y)

uvedenou vyse a potom je Tfeseni urceno jednoznacéné, pokud
ma funkce g v okoli poc¢ateéni podminky ohrani¢enou derivaci.

Redukce parcialni diferencialni rovnice
na obycejnou

https://youtu.be/vDEQBp8y6Jk

V predchozich tydnech jsme se sezndmili s modely zalozenymi
na parcidlnich derivacich, zejména s difuzni rovnici. V pripadé,
kdy hledana stavova veli¢ina je funkci jenom jedné proménné
se parcialni derivace redukuji na obycCejné derivace a muzeme
takové modely Fesit v ramci obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Jednorozmérny pripad

Ukazeme si , ze parcidlni diferencidlni rovnice popisujici tok
tepla nebo tok podzemni vody se ve specidlnich pripadech
redukuji na diferencidlni rovnice, jaké jsme se pravé naucili
Tesit.

Uvazujme tok tepla sténou o tloustce d kterd oddéluje dvé
prostiedi o teplotach T a Ts.

Stacionarni tok tepla v jedné dimenzi je dan rovnici

0 or
5 (K50) o

V ustdleném stavu je T funkci jedné proménné x a parcidlni
derivace se redukuji na obycejné derivace. Rovnice ma tvar

d dr
4 () o

dz
Po integraci dostdvame

dT
k —

a—C’l.

Tuto rovnici budeme fesit ve dvou riiznych situacich, a to pro
linearni a nelinedarni materialové vztahy.

Linearni materidlové vztahy, tj. konstantni materialova
charakteristika

e Je-li k£ konstantni, dostavame

aT_ G
dr &k
a integraci dostavame
C
T = ?1.13 + Cs.

Konstanty C; a Cs ur¢ime z podminek na teplotu na jed-
notlivych strandch stény. Vidime, ze teplota ve sténé klesa
linearné.

e Stejna rovnice a stejné reseni vychazi i pro piezometrickou
hladinu pfi rovinném ustaleném proudéni podzemni vody
v pripadé, ze materidlova charakteristika je konstantni, tj.
pri proudéni s napjatou hladinou (podzemni kolektor s ne-
propustnym stropem a pod tlakem).

Nelinearni materialové vztahy, tj. nekonstantni mate-
ridlova charakteristika

e Zopakujme predchozi vypocet pro material s nelinedrni ma-
teridlovou odezvou, kdy Fouriertv (Darcyho v pfipadé pod-
zemni vody) zdkon neni linedrni, tj. k zdvisi na teploté.
Nejjednodussi zobecnéni je pripad, kdy k(T je linedrni, tj.

plati
k(T)=aT +0.
Poté mé rovnice tvar
dT
T+b)—=C
(aT + b) o 1

a po separaci proménnych dostavame

(aT + b)dT = Cydx

1
iaTQ + 0T = Cix + Cs.



Teplotni profil neni linearni, ale parabolicky s parabolou
otocenou nalezato. Kterou polovinu paraboly vybrat po-
zname z toho, Ze teplota uvnitt stény je mezi teplotami na
okrajich.

Stejny vypocet pro b = 0 odpovidd proudéni podzemni
vody s volnou hladinou. Toto je jinym zptsobem (pfimé od-
vozeni rovnice z Darcyho zdkona) odvozeno v textu Dana
Rihova a Jana Markové, Poznamky k prednaskam z Hyd-
rauliky, prednaska ¢. 9. Hladina podzemni vody tedy klesa
jako lezata parabola.

Dvourozmérny radialné symetricky pripad

Jiny pripad, kdy je mozno redukovat slozitost problému na

jednu dimenzi je stacionarni déj v roviné, kdy je situace ra-
didlné symetricka. K tomu je nutno transformovat divergenci
a gradient do polarnich souradnic. Prislusné vzorce nebudeme
odvozovat, dod4 je Wikipedie.

Obrézek 2: Radidlni proudéni smérem k

Ground surface
Original water table

" Drawdown
curve

Unconfined
aquifer

Impermeable

cerpanému  vrtu.

Zdroj:

hitp://ecoursesonline.iasri.res.in.

Uvazujme napiiklad horkou trubku ochlazovanou zvenci a
proudéni tepla radidlné smérem od stfedu. Teplota T je
funkci vzdélenosti r od stfedu a po transformaci gradientu
a divergence do polarnich souradnic se stacionarni bezzdro-
jova rovnice vedeni tepla

0=V-(kVT)

10 oT

—— kr— ) =0.

r or or
Parcialni derivace se opét redukuji pro funkci jedné pro-
ménné na obycejné derivace a stejné jako v predchozim

redukuje na

pripadé muzeme integrovat na

dT
kr— = Cy.
Td’r Cl
Odsud o
kdT = —Ldr
T
a

ET = Cy1In(r) + Cs.

Konstanty C7 a Cy se urci z teplot na vnitinim a vnéjsim
povrchu trubky.

Stejny vzorec plati pro analogické radidlni proudéni pod-
zemni vody pfi proudéni s napjatou hladinou. Toho se vy-
uziva pri ¢erpacich zkouskach nebo pfi umélém snizovani
hladiny spodni vody. Po dosazeni relevantnich veli¢in a vy-
poctu konstant se odvozeny vzorec uvadi ve tvaru

Q r
=——1In—
2% ol

a nazyva Thiemova rovnice.

Predchozi postup muzeme modifikovat i pro radialni prou-
déni s volnou hladinou, tj. proudéni modelované rovnici

V- (KVh) =0,

h — ho

kde K = kh je materidlova konstanta pro proudéni s vol-
nou hladinou. Jako v predchozim pripadé prejdeme do pro-
ménné r a dostadvame

dh
kh’l"& = Cl.
Odsud c
_ 1
hdh = o dr
: 1, C
Zp2 1
2h 3 In(r) + Cs.

Zpravidla se tato rovnice pouziva pro stanoveni vydatnosti
cerpané studny a konstanty C a Cy urcime z vysky hladiny
ve studni a z vysky hladiny v kontrolnim vrtu nedaleko
studny. Tento vztah umoznuje napiiklad navrhnout pru-
mér studny, odhadnout vydatnost studny, nebo pomoci
odc¢erpavaného vrtu a mensich pomocnych vrti sledujicich
pokles hladiny v okoli od¢erpavaného vrtu stanovit filtracni
soucinitel k. Vyuziti vzorce je vsak mnohem rozmanitéjsi,
umoznuje vypocitat poméry ve stavebnich jdméch a v je-
jich okoli. To je uzite¢né napiiklad pri odhadu, kolik vody
se hromadi ve vykopu. Dalsi vyuziti je, ze dokazeme odhad-
nout vliv stavebni jamy na hydrologické poméry v okoli a
tyto poméry dokdzeme ménit a prizptisobovat nasim potie-
bam. Castou aplikaci je také hydraulické clona (soustava
prvku rozmisténych a provozovanych tak, aby nedochazelo
k sifeni kontaminace z chemické vyroby do vodarensky vy-
uzivanych vod). V tomto piipadé je vsak situace kompliko-
vanéjsi, protoze je nutné zkombinovat dostredivé proudéni
k Cerpanému vrtu s rovinnym proudénim podzemni vody.
Toto se nauc¢ime v pristi pfednasce a vyuzijeme linearitu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates#Del_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Aquifer_test#Steady-state_Thiem_solution

Diferencialni rovnice rustu vodni
kapky

https://youtu.be/gJoOmF39rbw

Modelujme rust kulové kapky. Ta roste tak, Ze na povrchu
kondenzuji vodni pary. Kapka proto roste tak, ze jeji objem
se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu. Povrch je zase imérny
druhé mocniné poloméru a polomér je imérny tieti odmocniné
objemu. Plati tedy (po slouceni vSech konstant imérnosti do
jedné)

dv

— = kV?/3,
dt

Tato rovnice mé konstantni feseni V' = 0. Nekonstantni feSeni
dostaneme po upraveé

V=2BAV = kdt
a po integraci
/V*“‘/de = kz/dt,
coz dava
VY3 =kt +C
& 3
1 1
V=|zkt+=C
(54+5¢)
tj.
V = (kot + ¢)*,

1 1
kde kg = gk‘ ac = §C jsou konstanta spojena rychlosti

kondenzace a integracni konstanta.

Vsimnéte si, Ze pocateéni uloha s po¢atecni podminkou V(0) =
0 méa konstantni nulové feseni

V({t)=0

a nenulové reseni

V(t) = (kot)>.
Méme zde tedy nejednoznacnost v feSeni pocatecni tlohy. Tato
nejednoznac¢nost neni v rozporu s vétou o existenci a jedno-
znacnosti FeSeni, protoze prava strana je nulovd (podminka
pro separovatelnou rovnici neni splnéna) a nemd ohranifenou
derivaci podle V' (podminka pro obecnou rovnici také neni
splnéna). A nejednoznacnost ma v tomto pripadé dokonce fyzi-
kalni vyznam. Plynné skupenstvi mize existovat i pod bodem
kondenzace. Takovému jevu se tikd prechlazend péara. Aby
doslo ke kondenzaci, musi byt k dispozici kondenza¢ni jadra,
napriklad necistoty ve vzduchu. Proto ve znecisténém ovzdusi
dochazi castéji ke kondenzaci a tvorbé mlhy. Své by o tom
mohli vypravét obyvatelé Londyna, ktefi se proslulych mlh
zbavili poté, co se omezilo topeni uhlim. My dnes spiSe zname
prechlazenou tekutinu ve formé hrejicich polstarka, kde se po
lupnuti pliskem spusti pfeména skupenstvi na pevné spojend
s intenzivnim uvolnénim tepla.
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