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Anotace.

e V prednasce se seznamime s néstrojem, ktery umoziuje
predvadét mezi sebou krivkové a dvojné integraly. To vyu-
zijeme pozdéji pri makroskopické formulaci bilance stavové
veli¢iny a pri odvozeni difuzni rovnice v integralnim tvaru.

e Dale se seznamime s vektorovou obdobou Newtonovy-
Leibnizovy véty. Nauc¢ime se pocitat kiivkovy integral dru-
hého druhu pomoci rozdilu potencialu v koncovych bodech.
Tato moznost neni k dispozici automaticky (pouze pro vek-
torova pole s nulovou rotaci, pro kterd existuje kmenova
funkce), ale pokud je mozné touto cestou jit, byva to velké
ulehceni.

Prerekvizity.

o Krivkovy integral prevadime na dvojny integral. Je proto
dobré ovladat vypocet dvojného integralu.

¢ Pro pochopeni odvozeni rovnice kontinuity v integralnim
tvaru je nutné znat vyznam dvojného integralu hustoty a
umét pomoci kiivkového integralu vypocitat tok.

e Dostaneme se jinou cestou ke stejné rovnici, kterou jsme
poznali diive jako difuzni rovnici. Je vhodné si ujasnit fy-
zikdlni vyznam jednotlivych ¢lenti této rovnice a jak se ve
specialnich pripadech tyto ¢leny mohou redukovat na cleny
jednodussi (izotropni materidl, homogenni materil, mate-
rial s linedrnimi vlastnostmi, staciondrni déj, proces bez
zdroju).

Uvod

V této prednésce se sezndmime s nastroji pro pohodlny vypo-
¢et kiivkového integralu v pripadé, kdy tento integrdl nezavisi
na integracni cesté a s metodou prevodu kiivkového integralu
na dvojny integral. Tyto myslenky dnes stoji v samotném zé-
kladu mnoha dalsich teorii a jsou dulezité pro prechod mezi

lokdlnim a globdlnim (mikroskopickym a makroskopickym) po-
pisem transportnich jevi. Proto je az neuvéritelné, ze uvedeny
postup odvodil pekar a samouk George Green, ktery absolvoval
jenom jediny rok skolni dochazky ve véku od osmi do deviti

let! Své dilo publikoval vlastnim nékladem a povétsinou rozdal

pratelum, ktefi vSak textu pravdépodobné nemohli viibec rozu-
mét. Proto neveslo okamzité ve znamost. Nezdvisle na Greenovi
podobny pristup objevili i nékteri dalsi fyzikové.

V nasledujicich vétach si ukazeme nékteré souvislosti mezi
studovanymi pojmy. Tyto souvislosti existuji, pokud objekty
se kterymi pracujeme jsou dostatecné pékné - funkce jsou
dostatecné hladké, oblasti maji dostatecné hladkou hranici a
neobsahuji diry apod. Pro tiplnost uvedeme nebo zopakujeme
potiebné pojmy. Nékteré pojmy pro ndzornost uvedeme po-
nékud volnéjsi interpretaci, jejich presnéjsi zavedeni je mozno
nalézt v literature.

e Vektorové pole F se nazyva potencialové, pokud existuje
skalarni funkce ¢ s vlastnosti Vo = F'. Funkce  se nazyva
kmenova funkce vektorového pole.

o Kirivka C se nazyva uzavrena, pokud jeji pocatecni a kon-
covy bod splyvaji.

e Kiivka se nazyva jednoducha, pokud sama sebe neprotina
(s pfipadnou vyjimkou stejného pocdtecniho a koncového
bodu u uzavienych kiivek).

o Kirivka se nazyva regularni, pokud funkce z jejiho para-
metrického vyjadreni jsou hladké (maji spojité derivace) a
v kazdém bodé je aspon jedna z téchto derivaci nenulova.

e Pokud plati pro libovolné dvé regularni krivky C' a Cf,
které lezi v 2 a maji stejné pocateéni body a stejné koncové

body, plati
/ Fd7 = / Fdr,
c e

fikdme, ze integral v 2 nezavisi na integracni cesté.
Vektorové pole ve kterém krivkovy integral nezavisi na in-
tegracni cesté se nazyva konzervativni pole.

¢ Oblast se nazyva jednoduse souvisla, pokud je souvisla
a neobsahuje otvory.

Véta o nezavislosti integralu na inte-
gracni cesté

https://youtu.be/zQorgqarHG4

Podle této véty je tedy vektorové pole v prostoru konzervativni
pravé tehdy, kdyz je jeho rotace nulova a to je pravé tehdy,

kdyz pro toto pole existuje kmenova funkce a je tedy mozno

zavést potencidl (zaporné vzatd kmenova funkce).


https://cs.wikipedia.org/wiki/George_Green

Véta (o nezavislosti integrialu na integraéni cesté).
UvazZujme vektorovou funkci F , krivku C a oblast Q vR®. Ndsle-
dugici vyroky jsou ekvivalentni za predpokladu hladkosti funkct,
requldrnosti krivek a jednoduse souvislé oblasti 2.

a. Integrdl / Fdr nezdvisi v Q2 na integracni ceste.
C

Fdr po libovolné uzavrené krivce C
@

b. Krivkovy integrdl

v § je roven nule.

c. Rotace V x F vektorového pole F je v © rovna nulovému
vektoru.

d. Ezxistuje funkce ¢ s vlastnosti Vo = F na Q.

Pokud jsou predchozi podminky splnény (platnost jedné z nich
vynuti platnost i vSech ostatnich), je mozno krivkovy integral
vypocitat podle vzorce

[ Far= o) - pta),
C

kde A a B jsou pocatecni a koncovy bod krivky C' a ¢ je kme-
novd funkce vektorového pole F'.

manimp:integracni__cesta|Krivkovy integral druhého druhu
muze a nemusi zaviset na intergracni cesté. Pokud nezavisi,
je jakakoliv prace s tilohou usnadnéna, protoze je mozné=
zavést potencialni energii.

Tato véta je pouzitelnd na mnoho zpisob.

e Véta pfimo udava efektivni kritérium, kdy kiivkovy inte-
gral nezavisi na integracni cesté. Rotace vektorového pole
musi byt nulova. Pokud mame vektorové pole zadané ana-
lytickym predpisem jednotlivych komponent, je toto nej-
snazsi kriterium na ovéreni.

e Véta primo udavd, jak ze znalosti kmenové funkce snadno
urcit hodnotu kfivkového integralu. Staci vypocitat zménu
kmenové funkce (zménu skaldrnfho potencidlu) mezi poca-
te¢nim a koncovym bodem krivky.

o Véta také udava, jak vypocitat skalarni potencial pomoci
krivkového integralu. A¢ se ve sbirkach prikladi studenti
setkavaji s vypoctem krivkového integralu pomoci skalér-
niho potencidlu, je toto typické vyuziti jenom v pripadech
s analyticky snadnym fesenim. V pripadé numerickych vy-
poctu s namérenymi daty je hledani skaldrniho potencialu
v podstaté nemozné provést klasickou cestou. Pomoci kiiv-
kového integralu to je naopak snadné. Staci si vybrat vy-
chozi bod a pocitat kiivkové integraly po libovolnych kiiv-
kéch (zpravidla tisecky) do bodii, kde chceme znét skaldrni
potencial. Tomuto je vénovan Jupyter zapisnik ilustrujici
uvedenou vétu.

Poznamky k vété o nezavislosti krivkového
integralu na integracni cesté

Vétu je mozno formalné vyslovit i pro jiny nez trojrozmeérny
prostor. Pokud je pole v predchozi vété pouze v roviné, tj.

—

F = (F;, F,), doplnime treti komponentu pro vypocet rotace

. E, OF,)\ -
nulou. Protoze V x F' = 0 — Q k, prechézi podminka
dy or

na nulovost rotace v nam jiz zndmou nutnou a postacujici
podminku

oF, OF,
oy  Ox
pro to aby vyraz
F,dx + F,dy

byl totalnim diferencidlem.

Pokud pracujeme v prostoru vyssi dimenze, podminka na rotaci
je nahrazena jinou, komplikovanéjsi podminkou. VSechny dalsi
body véty o nezavislosti na integracni cesté vsSak zlstavaji
v platnosti beze zmény.

Podminka hladkosti funkci na jednodusSe souvislé oblasti je
Yy -
i
x2 492 M Yy
rovnu nule ve vSech bodech, kde je definované, tj. v celém
prostoru kromé osy z. Opravdu, kromé primého vypoctu to

podstatna. Napriklad pole ¥ = — 25 ma rotaci

plyne z toho, zZe se jedna o gradient funkce arctan g. Piimym
x
vypoctem je mozno ukézat, ze kiivkovy integral po jednotkové
kruznici v roviné z = 0 je roven 2mw. To je mozné ukéazat
primym vypoctem, kdy se diky stejnému sméru vektorového
pole a te¢ného vektoru kiivky integrdl redukuje na soucin délky
krivky s vektorovym polem konstantni velikosti.
ww:problems/krivkovy_integral/40_01.pg
ww:problems/krivkovy_integral /40 _02.pg
ww:problems/krivkovy integral/40_03.pg
ww:problems/krivkovy integral/40_04.pg
ww:problems/krivkovy_integral/40_05.pg

ww:problems/krivkovy_integral/40_06.pg

Greenova véta

https://youtu.be/LIIF8H43feQ


http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Nezavislost_na_integracni_ceste.html
http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Nezavislost_na_integracni_ceste.html

Véta (Greenova véta). Necht Q C R? je jednoduse souvisld
requldrni oblast, jejiz hranici je po cdstech reguldrni krivka OS2
orientovand tak, Ze pri obithdni podél krivky OS) je oblast €2
vlevo. Necht vektorovd funkce F(z,y) = Pz, y)i + Q(z,y)]
je hladkd uvnitr nejoké oblasti, obsahujici mnozinu Q0 a jeji
hranici 0S2. Plati

P(z,y)dz + Q(z,y)dy
o0

Clirkulace po hranici 0

()

[V X (Pi+Q7)]-

Varianta Greenovy véty pro tok krivkou

Nahradime-li formalné vektorové pole Pi + Qj vektorovym
polem —Qi + Pj, dostavame nasledujici vztah mezi dvojnym
integrdlem divergence vektorového pole pres oblast  a kiiv-
kovym integralem vyjadiujicim tok vektorového pole Pi+ Q;
protékajici pres hranici 0f2.

Obrézek 1: Krivkovy integrdl v nekonzervativnim poli (obsahy jsou rizné)

—Q(x,y)dz + P(z,y)dy
oQ

Tok pres hranici 9Q2

(2 2

div(Pi+Q5)

VysSe popsané dvé varianty Greenovy véty ndm dévaji moznost
najit fyzikalni interpretaci operatort divergence a rotace. Podil
dvojného integralu funkce f pres oblast €2 a obsahu této oblasti
je roven stiedni hodnoté funkce f na mnoziné Q. Pfi limitnim
prechodu, kdy rozméry mnoziny €2 jdou k nule, dostaneme
primo funkéni hodnotu funkce f. Toto ndm umoznuje dostat se
do integrandii na pravych stranach vztaha.

Rotaci je tedy mozno chapat jako limitu podilu cirkulace vek-
torového pole po uzaviené kiivce a obsahu mnoziny uvnitt této
kiivky, kdy v limitnim procesu stahujeme délku kfivky k nule.
Zejména pokud je prace po libovolné uzaviené kiivce nulova,
je nulova i rotace.

Podobné divergenci je mozno chéapat jako limitu podilu toku
uzavienou kiivkou a obsahu mnoziny ohranic¢ené touto kiivkou,
kdyz rozméry uvazované oblasti jdou k nule. V ustaleném stavu
a pri absenci zdroju ani spotiebict je tok dovnitt kiivky stejny
Obrézek 2: Krivkovy integrdl v konzervativnim poli (obsahy jsou stejné)  jako tok ven (co do uzavieného prostoru vtece, to i vytete ven)
a divergence je rovna nule.




Greenova véta a prechod mezi lokalnim a glo-
balnim tvarem rovnice kontinuity

ww:problems/dvojny__integral/13.pg
ww:problems/dvojny_integral/14.pg
ww:problems/dvojny_integral/14a.pg

Greenova véta umozinuje prechod mezi lokalnim tvarem fyzikal-
nich zdkonu (co se déje v daném bodé prostoru) a globalnim
tvarem (co se déje v koneném objemu). Z fyzikdlniho hlediska
je zajimavéjsi lokdlni tvar, protoze dava nahled, jak funguji stu-
dované procesy. Z hlediska pozorovatele je zajimavejsi globalni
tvar, protoze pracuje s redlné méritelnymi pojmy. Vzhledem
k moznosti prechodu mezi témito pristupy je uzite¢nost Gree-
novy véty a jejiho trojrozmérného zobecnéni nezastupitelna.

Navazeme na koncept predstaveny v prednasce o divergenci
vektorového pole a podobnou bilanci stavové veli¢iny, jakou
jsme pouzili v odvozeni rovnice kontinuity a difuzni rovnice
pouzijeme pro konecné velky objem.

Je-li u(x,y) hustota stavové veli¢iny v mnoziné M, o(z,y) vy-
datnost zdroji a J = (P, Q) pole popisujici tok stavové veliciny,
je rychlost s jakou roste mnozstvi stavové veli¢iny v mnoziné

M (tj. derivace mnozstvi podle ¢asu) ddna vydatnosti zdroju

stavové veli¢iny snizené o odtok stavové veli¢iny pres hranici

mnoziny M. Matematicky vyjadreno plati

i(//}\/ud:tdy) ://Modxdyfngdex+de.

Diky nezavislosti x a y na ¢ase ¢ muzeme zaménit poradi
derivace podle ¢asu a dvojného integralu vlevo. Ktivkovy inte-
gral vpravo muzeme prepsat pomoci Greenovy véty na dvojny
integral. Tim dostavame

I f],

// (8P x,y) N 8Q(x,y)) dady
M dy

a po zkraceni oznaceni v poslednim dvojném integralu a vyuziti
linearity integralu vztah pfejde do tvaru

// dxdyf//a—vwfdxdy.
M

Protoze tato rovnost ma platit pro libovolnou mnozinu M, musi
se rovnat nejenom integraly, ale i integrované funkce, tj. musi
platit

EZO’—VJ

Toto je stejné rovnice jako rovnice odvozena lokdlnimi tivahami
v prednasce o divergenci. Stejné jako v této prednasce poté
miizeme pomoci konstitutivniho vztahu

J=—-DVu
obdrzet difuzni rovnici
0
a%‘ =0+ V- (DVu).
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