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Anotace.

e V predchozi prednasce jsme si ukazali rozsireni integralu,
které nam umoznilo pocitat integral nejenom po usecce,
ale i po libovolné krivce. V této prednasce se naucime in-
tegrovat pres dvourozmérny obrazec v roviné. Seznamime
se s dvojnym integralem.

e Mezi aplikace spadé stfedni hodnota na dvourozmérné ob-
lasti.

e Pomoci dvojného integrdlu je definovan kvadraticky mo-
ment prifezu nosniku, coz je zasadni veli¢ina ovliviujici
tuhost a chovani téchto nosniki pii deformaci.

e Pomoci dvojného integralu je mozné urcit mnozstvi veli-
¢iny ze znalosti jeji plosné hustoty. To vyuzijeme pozdéji
pri makroskopické formulaci bilance stavové veliciny a pri
odvozeni difuzni rovnice v integralnim tvaru.

Prerekvizity.

¢ Dvojny integréal pocitdme prevodem na dva jednorozmeérné
Riemannovy integraly. Je proto tedy dobré ovladat vypocet
neurcitého a urcitého Riemannova integralu.

V praxi pracujeme s fadou veli¢in, které se pocitaji tak, ze se
parametr systému nasobi obsahem.

e 7 plosné hustoty desky a jejiho obsahu nasobenim obdr-
zime hmotnost desky.

e Z hloubky nédrZe (se svislymi sténami) a obsahu hladiny
obdrzime nasobenim objem.

e 7 tlaku a obsahu stény obdrzime nésobenim tlakovou silu
pusobici na sténu nadrze.

Je vsak otézka, jak tento pTistup pouzit v pripadé, ze dany
parametr neni po celé plose konstantni. Deska muze byt neho-
mogenni, nadrz nemusi mit vodorovné dno a tlak pusobici na
sténu nadrze neni ve vsech mistech stejny, protoze rtuzné ¢ésti
stény jsou v ruzné hloubce.

U krivkového integralu jsme se setkali s momentem setrvac¢nosti.
Ukézali jsme si, jak stanovit moment setrvacnosti mnoziny,

kterd ma hmotnost rozlozenu na krivce a tfeba i nerovnomérné.

Pii vypoctu namédhani nosniki, trami, polic nebo stromi
fesime podobnou tlohu, ale pro mnoziny v roviné namisto
krivek. Potfebujeme zohlednit, ze pri deformaci nosnikt se pro
jednotlivé body prurezu lisi vzdalenost od neutralni osy.

Reseni uvedenych nesnézi je stejné: dalsi rozsiteni integralniho
poctu a zavedeni dvojného integralu. Ten si nyni predstavime.

https://youtu.be/DYySq6o6WTk

Dvojny integral

https://youtu.be/tP{-7dZ4110

Pro dvojny integral pouzijeme podobnou myslenkovou kon-
strukei jako u k¥ivkového integralu prvniho druhu, pouze misto
dratu s danou linearni hustotou budeme uvazovat rovinnou
ohranicenou desku s danou plo$nou hustotou.

e Pokud je hustota desky konstantni, je mozno jeji hmotnost
ziskat jednoduse jako soucin plosné hustoty a obsahu.

o Pokud se hustota desky méni a v obecném bodé (z,y) je
déna funkei f(z,y), mizeme myslenkové rozdélit desku na
malé kousky, v ramci kazdého malého kousku hustotu apro-
ximovat konstantou, vypocitat hmotnost kazdého kousku
jako soucin hustoty a obsahu a vSechny hmotnosti secist.

e Ziskana veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti.

V limitnim prechodu kdy rozméry vsech kouskt na néz je deska
délena jdou k nule dostavame dvojny integral

[ etz

kde Q je oblast v roviné (z,y) definovand uvazovanou deskou.
V aplikacich je casty téz zapis

/ /Q flz,y)dA
/ /Q F(z,y)dsS.

Linearita a aditivita

nebo

Dvojny integrdl je odvozen (tak jako vSechny integrily) pro
aditivni veli¢iny a proto se “dobfe sndsi” se s¢itdnim (at uz
integrovanych funkei, nebo integracnich oborti) a s nasobenf
integrované funkce konstantou. Presnéji, plati nasledujici véty.



Véta (linearita dvojného integralu). Bud fi, fa funkce
integrovatelné v Q) a ¢y, co libovolnd redlnd cisla. Plati

//Q[lel(iv,y) + ¢o fo(z, y)|dzdy

— o / /Q fi(@,y)dedy + 3 / /Q fo(, y)dady

Véta (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht
je mnozina Q rozdélena na dvé oblasti Q1 a Qo, které maji
spolecné nejvyse hranicni body. Plati

//Q f(x,y)dxdy:/ﬂl f(x,y)dxdy+/ﬂz f(z,y)dzdy.

Vypocet dvojného integralu
https://youtu.be/ It TWxJGD3sY

Vypocet dvojného integralu se provadi prevodem, na integraly
funkei jedné proménné.

Vypocet (oblast mezi funkcemi proménné z)

a b

Obrazek 1: Oblast mezi funkcemi promeénné x.

V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnozinu €2 definujeme,
muzeme pro vypocet dvojného integralu pouzit nasledujici véty.
Tyto véty udavaji, jak je mozno dvojny integral prepsat jako
dvojnasobny integral. Maji ndzev Fubiniovy véty.

Véta (Fubiniova véta). Necht f je funkce spojitd v uzaviené
oblasti

Q={(z,y) eR*:a<z<bay@) <y <y())

wpasdy = [ [ty ds.
//Q /a [ #(x) }

Vypocet (oblast mezi funkcemi proménné y)

Potom

x=10(y)

x=o(y)

Obrézek 2: Oblast mezi funkcemi promenné y.

Véta (Fubiniova véta pro jiné poradi integrace). Necht
f je funkce spojita v uzavrené oblasti

Q={(z,y) eR*:a<y<bayy) <z <py)h

fadedy = [ [ f@y)do]ay.
/I, S L, r@ve

Zaména poradi integrace

Potom

Casto je mozné oblast integrace zapsat pomoci obou moznosti
uvedenych na predchozich slidech. Naptiklad oblast na obrazku
je mozno zapsat bud jako

0<r<?2

0 2
nebo

0<y<4



Vyse uvedené problémy se stanovenim a pripadnym prepoci-
tavanim mezi pri zdméné poradi integrace se nevyskytuji pii
integrovani pfes obdélnikovou oblast.

Véta (Fubiniova véta na obdélniku). Necht R = [a, b] x
[e, d] je uzavreny obdélnik v R? a f funkce definovand a spojitd
na R. Pak plati

/[ swveay = [ [ v

d b
p ) o = { f(x,y)dx} dy.
Obrézek 3: Oblast, pro kterou jsou moznd obé poradi integrace. . .

Plati-li dokonce rovnost f(x,y) = g(x)h(y), pak
Pro integrél funkce f(z,y) pres takovou mnozinu tedy mame @, y) = g(@)h(y), p

dvé alternativy. Bud b d
J[ f@asty = [ gras [ nwa
R a c

/02 /0 f(@,y) dy da

anebo Aplikace dvojného integralu

4 2
| ] sewacay
0 Jvy https://youtu.be/8YS2Fn8st51

Vsimnéte si, ze nestac¢i prosté prohozeni integrali. Je nutno

prepocitdvat meze a hraniéni kiivky je nutno vyjadriit jednou  Matematické aplikace dvojného integralu
jako funkce proménné x a jednou jako funkce proménné y.
V dusledku tohoto dochézi v prubéhu vypoctu dvéma ruznymi
zpusoby k tomu, Ze pracujeme se dvéma ruznymi integraly.
Vysledky jsou samoziejmé stejné, ale nemusi byt dosazitelné

srovnatelnou namahou. Jedna z cest mize byt snazsi. n(2) = / /Q dady.

o Obsah £() mnoziny 2 vypocteme jako integral

o Integralni stfedni hodnota funkce f(x,y) definované na

Vypocet (obdélnikova oblast) mnoziné € je
Jlg f(z.y)dedy
Q)

kde u(Q2) = // dady je obsah mnoziny €.
Q

https://youtu.be/038mi3t TAvw

Objem kopce nebo jezera pomoci vrstevnic

c gg y<d e Obsah mnoziny ohrani¢ené vrstevnici na mapé vynasobeny
rozestupem mezi vrstevnicemi je priblizné roven objemu
vrstvy mezi dvéma vrstevnicemi.

e . e Pokud seCteme obsahy vsSech vrstevnic a vynasobime ro-
zestupem mezi témito vrstevnicemi, dostaneme odhad pro
objem kopce. Vlastné je to jako bychom kopec rozrezali na

————————— stejné tlusté platky, naskladali je vedle sebe, secetli obsahy
postav takto vzniklych téles a vynasobili vyskou.
Obrazek 4: Integrdl pres obdéintk. e Podobné je mozné odhadnout objem jezera.



e V tomto pripadé je dvojny integral pouze koncept. Samo-
ziejmé nemame ambice vyjadfovat vrstevnice v analytic-
kém tvaru a integrovat pomoci Fubiniovy véty. Ke slovu
prijde spiSe numericky vypocet integralu.

Fyzikalni aplikace dvojného integralu

o Hmotnost mnoziny M je

m=[[ oz,

kde o(z,y) je plosné hustota (hmotnost vztaZena na jed-
notku povrchu).
e Je-li plosnd v hustota kinetické energie molekul (coz je ve-

li¢ina imérnd termodynamické teploté), je udxdy cel-
M

kové kinetickd energie Castic. Tato energie se muze ménit
tepelnou vymeénou. Rychlost, s jakou se méni ¢ast vnitini
energie souvisejici s teplotou, je

it (], o)

a odsud odvozujeme rovnici vedeni tepla.
e Linearni momenty hmotné mnoziny M vzhledem k osam

Y a T jsou rovny
// zo(x,y)dzdy
M

//M yo (z,y)dxdy.

¢ Moment setrvac¢nosti hmotné mnoziny M vzhledem

k ose je
J=// p*(x,y)o(x, y)dady,
M

kde p(z,y) je vzddlenost bodu (x,y) od osy otdc¢eni. Napii-
klad pro osu z je p(x,y) = y a pro osu y je p(z,y) = x. Pro

osu prochézejici kolmo pocatkem je p(x,y) = /22 + y2.

Technické aplikace dvojného integralu

¢ Souradnice tézisté mnoziny jsou podilem linedrnich mo-
menti a celkové hmotnosti mnoziny.

o Kvadraticky moment prafezu (coZ je moment setrvac-
nosti pro o(x,y) = 1, anglicky second moment of area) je
veli¢ina, kterd hraje podstatnou roli v mechanice (nébytek,
stavby) pfi dimenzovéni (polic, nosnych tyéi, nosnik).

e V technické praxi zpravidla neuvazujeme nekonstantni
plosnou hustotu. Potom je mozné je bez Ujmy na obec-
nosti nahradit jedniékou Vzorce pro obsah x-ovou soutad-

Vv

nici tézisté (xg

vvev

moment vzhledem k ose z (1) a kvadraticky moment vzhle-
dem k ose y (I,) (pro mnozinu M s plosnou hustotou 1)

jsou
To = // zdzdy, I, = // y2dady,
S M
Yo = —// ydzdy, I, = // z?dzdy,
) M
kde S = u(M) je obsah mnoziny M. Poloha tézisté je tedy

stfedni hodnotou funkci z a y.

Tuhost nosnikit, stabilita stromu

Tuhost (odolnost viuéi deformaci) pro nosnik obdélnikového
prufezu o vysce b a Sifce a je ddna kvadratickym momentem
obdélnikového prufezu vzhledem k vodorovné ose prochazejici

vV

I, = // y? dady
[-4.8]x[-3.4]
s b RERE
:/gdx/hy dy—a{?)y}_b—mab
2 2 2

Odsud méame okamzité nékolik pozorovani

e Pokud sitka vzroste dvakrat, tuhost vzroste také dvakrat.
Pokud ale dvakrat vzroste vyska, tuhost vzroste dokonce
osmkrat. Pro nosnik s pomérem stran 1:2 je pomér tuhosti
pfi poloze naplacato a nastojato roven 1:4.

o Pro nosnik ¢tvercového prifezu (a = b) roste tuhost se ¢tvr-
tou mocninou rozmért. Obsah (a tedy i hmotnost) roste
s druhou mocninou. Uvazujme t¥i nosniky. Prvni méa ¢tver-
covy prufez. Druhy také, ale prifez mé dvojnasobny obsah.
(Strana je tedy v/2-krat deli.) T¥eti nosnik bude krabicovy
nosnik. Bude mit vnéjsi rozmeéry stejné jako vétsi nosnik,
ale uvnitt bude ¢tvercova dutina o rozmérech prvniho nos-
niku. Tuhost prvniho nosniku bude referenc¢ni, oznacme ji
I. Tuhost druhého nosniku bude ¢tyrnasobna, tj. 41 a za
toto navyseni tuhosti “platime” pouzitim dvojnasobného
mnozstvi materidlu. Tuhost tretiho nosniku najdeme jako
rozdil prvnich dvou, tj. 31, protoze i geometricky nejvétsi
nosnik vznikne zasunutim prvniho nosniku do dutiny ve
tfetim krabicovém nosniku. Nyni porovnjeme ptivodni nos-
nik a krabicovy nosnik. Oba pouzivaji stejné mnozstvi ma-
terialu, ale tuhost krabicového nosniku je trojnédsobna. To
proto, ze Cast materidlu je dal od osy symetrie prarezu.
Podobné se da zduavodnit a vypoctem ukazat, ze profil ve
tvaru pismene I, znamé icko, je tuzsi nez ty¢ vykovana ze
stejného mnozstvi materidlu.

e Pro c¢tvercovy prufez roste tuhost se ¢tvrtou mocninou
délky strany. Podobnd zavislost musi byt u kazdého pru-
fezu jednoparametrického tvaru, naptiklad pro kruh. Jako
na nosnik s kruhovym priurezem muzeme pohlizet i na



stromy. Napftiklad strom, ve kterém je dutina o velikosti
poloviny primeéru kmene vétsinou vyvola obavy ze stabi-
lity. I kdyz takova dutina vypada obrovskd, tuhost se snizi
o puvodni tuhost vynasobenou koeficientem

(0.5)* = 0.0625 ~ 6%.

Vidime, ze i s hrozivé vypadajici dutinou ma kmen potrad
tuhost 94% puvodni tuhosti (za pfedpokladu dutiny upro-
stfed kmene). Pevnost roste jenom s tfeti mocninou a proto
odolnost vuci zlomeni neklesne tak dramaticky jako tuhost.

Tlak na svislou plochu

Vzorec pro tlakovou silu F' = pS neni mozné pouzit napriklad
pro vypocet celkové sily plisobici na svislou hréz, protoze tlak
p se méni s hloubkou a neni tedy konstantni na celém prurezu
o obsahu S. Ukazeme, jak tuto nesndz prekonat.

Uvazujme svislou rovinnou hraz M. Hrazi je pfitom myslena
rovinnd mnozina s jednotkovou plosnou hustotou, ne postaveny
trojrozmérny objekt. Pocatek kartézské soustavy souradnic
volime u hladiny, osa y sméruje dolli, osa x vodorovné. Tlak
v hloubce y je roven p = ypg, kde p je hustota vody a g tthové
zrychleni. Na plochu o rozmeérech AS v hloubce y ptisobi tlakova
sila
AF = ypgAS.

Tato tlakova sila ma ve vSech bodech hrize stejny smér a
celkovou silu na hraz je mozno zjistit sectenim sil v jednotlivych
bodech. Podobna myslenkova tivaha jako v iivodu pro hmotnost
desky, nebo presny matematicky popis, nas dovedou k tomu, ze
celkova sila na hraz je ddna integrdlem

F= // ypg dxdy.
M

Protoze g a p jsou konstanty, je mozno psat

F:pg// y dzdy.
M

Vv

vztah tvar
F = pgyosS,

kde S je obsah hraze. Formalné tento vztah odpovidé vzorci

F :pOS, (Hl)

vvvvvvvv

vvev

neni tento poznatek nijak vazan na konkrétni tvar hraze. Musi
byt vSak splnéna podminka, ze vSsechny body hraze lezi v jedné
rovine.

V predchozim textu jsme proménnou veli¢inu popisujici tlak na
hraz jako funkci hloubky nahradili konstantni veli¢inou, uda-

Vv

je presné smysl stfedni hodnoty. V matematickych pojmech je
mozno Tici, ze stfedni hodnota tlaku na svislou hraz je rovna

vvev

chu, tak by presnéjsi terminologie méla pouzivat radéji pojem
geometricky stied. Budeme se vSak drzet ustalené terminolo-
gie.)

Nikde ve vypoctu jsme nepouzili konkrétni meze pro integraci.
Vysledek tedy plati nejenom pro hréz dosahujici k hladiné, ale
naptiklad i pro poklop vypusti, ktery je cely pod vodou.

Pisobisté tlakové sily

Budeme pokracovat v predchozim prikladé a hledat pusobisté
vysledné tlakové sily.

Tlakova sila pusobici na svislou hrdz méa celkovy nulovy mo-

ment vzhledem k ose prochézejici ptusobistém. Je-1i hraz defino-
vana mnozinou M a je-li y. ptsobisté vysledné tlakové sily, je
v hloubce y tlak na plosku o velikosti AS roven ypgAS a soucin
(ye — y)ypgAS je prispévek k otdc¢ivému momentu vzhledem

k ose, prochézejici vodorovné pusobistém tlakové sily. Soucet

vsech téchto prispévku se nuluje, tedy musi platit

// (Ye — y)ypg dady = 0.
M

Odsud po vydéleni konstantami pg dostavame

//M(yc —y)ydrdy =0

a po roznasobeni zavorky, rozdéleni integralu na dva a vytknuti

konstanty
Ye // ydady = // y? dzdy.
M M

Nyni jiz snadno dostaneme vysledny vztah

e I3 2 dady
© Jyydedy

Pokud je mnozina M obdélnik, je mozné ji (po vhodné zméné
jednotek) brat jako jednotkovy ¢tverec. ProtoZe plati

1 1
// ydxdy = =, // dexdy:f,
0,1]x[0,1] 2 0,1]x[0,1] 3

1
3 2
3= 3@ piisobisté na obdélnikovou hraz je

(H2)

dostavame y. =

v hloubce odpovidajici dvéma tretindm celkové hloubky.

vvev

Yvev

je zaloZena metoda nalezeni pusobisté tlakové sily pomoci
zatézovaciho obrazce.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_prism

Dvojny integral v polarnich souradni-
cich

https://youtu.be/I[EObYHpX 72w

Polarni souradnice

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské souradnice: dvojici ¢i-
sel udavajici vzdalenost bodu od osy y a od osy x, kterd
jednoznacné urcuje polohu bodu v roviné. V praxi je nékdy
vyhodnéjsi pouzit i jiny zptsob jak pomoci dvojice ¢isel cha-
rakterizovat polohu bodu v roviné - takové soutadnice potom
nazyvame krivocaré souradnice.

nice. Pti jejich pouziti polohu bodu A zadavame tak, ze urc¢ime
vzdalenost r bodu od pocatku soustavy souradnic O a thel ¢,
ktery svird spojnice bodi O a A s kladnou ¢asti osy .

X =TC0S @
y=rsin@ A

.
o3

T Yy

r\ (p
of———~——

Obrézek 5: Poldrni souradnice.

Mnoziny s jednoduchym vyjadfenim v polarnich sou-
fadnicich

Nejsnéze se pii vypoctu dvojného integralu pracuje s obdélni-
kovymi mnozinami, tj. s mnozinami charakterizovanymi nerov-
nostmi pro jednotlivé proménné a konstantnim omezenim pro
tyto proménné. Analogicky se bude snadno pracovat v polar-
nich souradnicich s mnozinami, které by se staly obdélniky pro
prekresleni do soutadné soustavy r a . Takové mnoziny jsou
zobrazeny na nasledujicich obréazcich.

Prevod dvojného integralu do polarnich souradnic

dA =~ rdedr

dA = dxdy
| 2

/
,
4 -
, —
J dx
e
J—

Obrazek 6: Element plochy v poldrnich souradnicich

Chceme-li pfevést dvojny integral do polarnich souradnic, pro-
vadime v ném vlastné substituci x = rcosp a y = rsinp.
Pritom se transformuji i diferencidly dz a dy. Pfi zméné thlu
o dy a zméné vzdalenosti o dr ma odpovidajici ¢ast roviny
rozméry dr a rdy a jeji obsah je rdedr (viz obrézek). Plati
tedy, ze obsah elementarni oblasti dA = dzdy se transformuje

na dA = rdedr. Podil dipdr
dxd

elementarni oblasti pfi zméné soufadnic a nazyva se jakobian.
V pripadé polarnich soutradnic je jakobian jak vidime roven r a
plati tedy

//Q f(z,y)dzdy = //Q f(r cos o, rsin @)rdedr.

V diferencialnim poc¢tu polarni souradnice pouzivame prede-
vsim tam, kde ma problém radialni symetrii. Napriklad pfi
studiu ochlazovani nebo kmitt kruhovych desek ¢i valcovi-
tych soucastek. V integralnim poctu tyto souradnice pouzijeme
zejména v pripadé, kdy integrujeme pres kruznici nebo jeji ¢ast
(napf. mezikruzi ¢éi kruhovd vysec). V takovém piipadé maji
totiz integraly které vzniknou po transformaci dvojného inte-
gralu na dvojnasobny pevné meze a vypocet druhého integralu
je zpravidla jednodussi.

udavé, kolikrat se zméni obsah



Z ptaci perspektivy

e Dvojny integral vyuzijeme tam, kde nas zajima celkova
hodnota aditivni veli¢iny, jejiz prispévky jsou rozlozeny
ve dvourozmérné plose. Napriklad celkova tlakova sila na
sténu akvéria.

e Dvojny integral pocitdme jako integral z integralu apara-
tem integralniho poctu funkei jedné proménné. V fadé pii-
padu se vsak problém d& zjednodusit. Napriklad pri inte-
grovani funkei se separovanymi proménnymi pres obdélni-
kové mnoziny se integral da zapsat jako soucin integrali.
Podobné, pri integrovani pres mnoziny které jsou ¢astmi
kruhu se da v mnoha pripadech integral prepsat pomoci
polarnich soufadnic na integrél pies obdélnik (v poldrnich
soufadnicich).
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