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Anotace.

• Již nějakou dobu studujeme vektorová pole. V této před-
nášce si několik typických zkusíme vizualizovat.

• Seznámíme se s pojmy kmenová funkce, skalární potenciál,
kmenová funkce. Tyto pojmy udávají, zda vektorové pole je
či není možné obdržet jako výsledek výpočtu gradientu ně-
jaké skalární funkce. Není to akademická otázka, ale odpo-
věď má dalekosáhlé důsledky. Zjednodušeně řečeno, pokud
je odpověď kladná, dají se některé úlohy místo ve vektoro-
vém poli řešit v poli skalárním, což nese výrazné usnadnění.

• S výše uvedenou problematikou souvisí pojem rotace vek-
torového pole, který si uvedeme jako další z diferenciálních
operátorů vektorové analýzy.

• Ukážeme si, že parciální derivace jsou vhodným nástrojem
pro jakousi citlivostní analýzu. Seznámíme se v této sou-
vislosti se zákonem šíření chyb.

Prerekvizity.

• I zde budeme pracovat s diferenciálními operátory. Je žá-
doucí umět spolehlivě derivovat.

• Budeme počítat vektorový součin vektorů. Ten je nejsnazší
počítat pomocí determinantů třetího řádu. Tuto dovednost
tedy využijeme.

Vektorová pole

• Studujeme funkce R2 → R2 nebo R3 → R3.
• Uspořádané dvojice nebo trojice na vstupu vektorového

pole chápeme jako body v rovině nebo v prostoru. Uspo-
řádané dvojice nebo trojice na výstupu chápeme jako vek-
tory. Bodům v rovině nebo v prostoru jsou tedy přiřazeny
vektory. Můžeme proto vektorové pole interpretovat jako
rychlostní pole nebo silové pole.

• 2D: F⃗ : R2 → R2. Ve složkách píšeme

F⃗ = (P, Q) = P ı⃗ + Qȷ⃗,

kde P a Q jsou (skalární) funkce dvou proměnných.
• 3D: F⃗ : R3 → R3. Ve složkách píšeme

F⃗ = (P, Q, R) = P ı⃗ + Qȷ⃗ + Rk⃗,

kde P , Q a R jsou (skalární) funkce tří proměnných.

Příklady vektorových polí v rovině

https://youtu.be/KR42PRY-72U

• Předpis
F⃗1 = (0, −1) = −ȷ⃗

definuje homogenní pole. Každý vektor je stejný (směr i
velikost).

• Předpis
F⃗2 = (x, y) = x⃗ı + yȷ⃗

definuje radiální pole. Každý vektor směřuje od počátku
souřadnic.

• Předpis
F⃗3 = (−y, x) = −y⃗ı + xȷ⃗

definuje rotující pole. Je kolmé na radiální pole. Každý vek-
tor je tečný ke kružnici se středem v počátku souřadnic.
Nakreslit online.

• Předpis

F⃗4 = F⃗2

|F⃗2|
= (x, y)√

x2 + y2
= x⃗ı + yȷ⃗√

x2 + y2

definuje radiální pole s konstantní velikostí vektorů. Každý
vektor směřuje od počátku souřadnic a má jednotkovou
délku.

• Předpis

F⃗5 = − F⃗4

x2 + y2 = − x⃗ı + yȷ⃗

(x2 + y2)3/2

definuje radiální pole ubývající s kvadrátem vzdálenosti od
počátku a mířící do středu. S druhou mocninou ve jmeno-
vateli ubývá například 3D gravitační pole nebo elektrosta-
tické pole generované hmotným bodem nebo koulí.

• Rychlost při proudění vazké tekutiny ubývá směrem ke stě-
nám. Tekutinu proudící doprava je možné pro y ∈ [0, 1]
modelovat vektorovým polem

F⃗6 = (y(1 − y), 0) = y(1 − y)⃗ı.

Totální diferenciál

https://youtu.be/nD_nqakTN-A
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Definice (totální diferenciál). Totálním diferenciálem
funkce z = f(x, y) v bodě (x0, y0) nazýváme výraz

df = ∇f(x0, y0) · (dx, dy) = ∂f(x0, y0)
∂x

dx + ∂f(x0, y0)
∂y

dy.

V souvislosti s totálním diferenciálem často vyvstává otázka,
zda pro zadané vektorové pole

F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

existuje skalární funkce f , jejímž gradientem je zadané vek-
torové pole F⃗ . Toto je důležitá otázka ve fyzice. Umožňuje
rozhodnout, ke kterému silovém poli je možno zavést potenci-
ální energii. Funkce f se v tomto kontextu nazývá skalární
potenciál vektorového pole F⃗ nebo také kmenová funkce.
Následující věta platí za předpokladu dostatečně hladkých
funkcí na otevřené množině.

Věta (nutná a postačující podmínka pro existenci
kmenové funkce ve 2D). Vektor

F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

je gradientem nějaké funkce f(x, y) právě tehdy, když platí

∂

∂y
P (x, y) = ∂

∂x
Q(x, y).

Jeden směr implikace v předchozí větě je snadný a plyne hned
ze Schwarzovy věty.

Skalární a vektorový součin

Diferenciální operátor divergence jsme poznali v minulé před-
nášce v souvislosti s difuzní rovnicí. Formálně jde o skalární
součin operátoru ∇ definovaného vztahem

∇ =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
a vektorového pole.

Vektorovým součinem a⃗ × b⃗ vektorů a⃗ = (a1, a2, a3) a b⃗ =
(b1, b2, b3) rozumíme vektor

a⃗ × b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ı⃗ ȷ⃗ k⃗

a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= (a2b3 − a3b2)⃗ı + (a3b1 − a1b3)ȷ⃗ + (a1b2 − a2b1)k⃗.

Rotace

https://youtu.be/ev3eFilaGpw

Definice (rotace vektorového pole). Pro vektorovou funkci
tří proměnných

F⃗ = P ı⃗ + Qȷ⃗ + Rk⃗

definujeme operátor rotace vztahem

rot F⃗ = ∇ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ı⃗ ȷ⃗ k⃗
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

• Výsledkem rotace je tedy vektorové pole, jehož komponenty
jsou

∇×F⃗ =
(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
ı⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
ȷ⃗+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗.

Obrázek 1: Tok kapaliny mezi dvěma rovnoběžnými stěnami jako pole s ne-
nulovou rotací. Rychlost proudu klesá kvadraticky směrem ke břehům a díky
tomu se loďka, která odrazí od břehu kolmo, stáčí po proudu.

manimp:Curl|Rotace vektorového pole pomocí Sarussova pra-
vidla.

• Ve dvourozměrném vektorovém poli doplníme třetí kompo-
nentu nulovou. Rotace má potom první dvě komponenty
nulové (R = ∂Q

∂z
= ∂P

∂z
= 0). Třetí komponenta rotace

dvourozměrného vektorového pole je nulová právě tehdy,
když k tomuto vektorovému poli existuje skalární poten-
ciál.

• Ve fyzice má důležité postavení vektorové pole s nulovou
rotací. Je v něm totiž možno zavést potenciál a potenciální
energii. Takové pole se nazývá nevírové pole.

• Představme si vektorové pole charakterizující rychlost
proudící tekutiny. Rotace udává, zda má pole tendenci
uvést do rotace objekt unášený tímto prouděním. Jedná se
o lokální charakteristiku a nesouvisí se směrem proudění.
Rotace může být nulová i pro tok cirkulující okolo jednoho
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bodu (uvidíme níže). Naopak, pro to v přímce může být
rotace nenulová. Příkladem je přímý tok v řece, kdy rych-
lost u břehu klesá. V důsledku toho se loďka, která odrazí
od břehu kolmo stočí po proudu. Mimo středovou osu má
pole nenulovou rotaci, i když ve všech bodech míří stejným
směrem. Online výpočet.

• Pozor: anglický výraz pro rotaci je “curl”.

Poznámka (linearita rotace). Rotace zachovává součet a
násobení konstantou, tj. pro libovolné vektorové funkce F⃗ a G⃗
a konstantu c platí

∇ × (F⃗ + G⃗) = ∇ × F⃗ + ∇ × G⃗, ∇ × (cF⃗ ) = c∇ × F⃗ .

Rotace významných polí

https://youtu.be/JChhJ4nDAtw

• Dostředivé pole ubývající s libovolnou mocninou vzdále-
nosti má nulovou rotaci. Pro

F⃗ (x, y) = − x⃗ı + yȷ⃗

(x2 + y2)n

platí
∇ × F⃗ (x, y) = 0.

Online výpočet.

• Rotace pole kolmého na dostředivé pole závisí na mocnině,
se kterou toto pole ubývá. Pro

F⃗ (x, y) = −y⃗ı + xȷ⃗

(x2 + y2)n

platí
∇ × F⃗ (x, y) = − 2(n − 1)

(x2 + y2)n
k⃗.

Pro různé n toto pole cirkuluje okolo počátku proti směru
hodinových ručiček. Rotace (ve smyslu operátoru rotace)
však může být kladná i záporná, což je určeno znaménkem
výrazu n−1. Pokud bychom takovým polem nechali unášet
drobný míček, v jednom případě by jej pole otáčelo po
směru a v jiném případě proti směru hodinových ručiček.
Pro n = 1 by se míček neroztočil okolo vlastní osy vůbec,
rotace je nulová. Online výpočet. Nakreslit online.

Zákon šíření chyb (chyba nepřímo mě-
řené veličiny)

https://youtu.be/52W524bSOKQ

Některé veličiny neměříme přímo, ale vypočítáváme z jiných
naměřených veličin. Takové veličiny se nazývají nepřímo měřené
veličiny.

• Předpokládejme, že měříme nepřímo veličinu f tak, že mě-
říme veličiny x1, x2, . . ., xn a hodnotu veličiny f určíme
pomocí vzorce f(x1, x2, . . . , xn).

• Měření každé z veličin je zatíženo chybou. Je-li chyba ve-
ličiny xi rovna ∆xi, způsobí tato odchylka to, že chyba
veličiny f bude (v souladu se vzorcem pro lineární aproxi-
maci) přibližně

∆f ≈
∣∣∣∣ ∂f

∂xi
∆xi

∣∣∣∣
• Celkovou chybu veličiny f můžeme určit sečtením chyb způ-

sobených jednotlivými veličinami xi. Častěji se však pou-
žívá následující vzorec

∆f(x1, x2, . . . xn)

≈

√(
∂f

∂x1
∆x1

)2

+
(

∂f

∂x2
∆x2

)2

+ · · · +
(

∂f

∂xn
∆xn

)2

označovaný zákon šíření chyb.

Zákon šíření chyb (příklad)

Kanadský empirický vzorec pro pocitovou teplotu v zimě (wind-
chill factor) je

W (T, v) = 13.12 + 0.6215T − 11.37v0.16 + 0.3965Tv0.16,

kde T je teplota (ve stupních Celsia) a v je rychlost větru
(v km/hod). Teplota byla změřena −11.0 ◦C s chybou 0.2 ◦C
a rychlost 26 km/hod s chybou 5 km/hod. S využitím zákona
šíření chyb určíme, jaký vliv mají nepřesnosti v měření na
nepřesnost vypočítané veličiny.

Dosazením do vzorce dostáváme W (−11, 26) = −20.212 ◦C.
Derivováním dostáváme

∂W

∂T
(T, v) = 0.6215 + 0.3965v0.16,

∂W

∂v
(T, v) = −11.37 × 0.16v−0.84 + 0.3965 × 0.16Tv−0.84

a po dosazení

∂W

∂T
(−11, 26) = 1.289,

∂W

∂v
(−11, 26) = −0.163 ◦C hod/km.

Za dané teploty a rychlosti větru způsobí nárůst teploty o jeden
stupeň nárůst pocitové teploty přibližně o 1.3 stupně. Podobně,
zesílení větru o jeden kilometr za hodinu způsobí snížení po-
citové teploty přibližně o 0.16 stupně. Ze zákona šíření chyb
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https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3Q16iIM9KujDPSjMvT0a1E4RoAVRZn5JdrQJTDeBoKKZlpaRpu0YaxYHGdCk1dqIgBVKRSU0FTrzgztyAnM60yPq00J0cDKAIAmQYn8A==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3U16iIM9KujDPSjMvTqUDhGQAVFmfkl2tAVMN4GgopmWlpGm7RhrFgcZ0KTV2oiAFUpFJTQVOvODO3ICczrTI-rTQnRwMoAgB8XCfD&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJztVNFOwjAUfV-yf7iJmLWzDIEXQjL_AoIhxJRRsLHrZtdp-_e2hQVZUJ-N3jXr3T1n3d3pSXlZV0qDbMvaAm1A1nHEj7WS6lpUWvBtVlufebwWOo78teeH3D1kbm4VQ2OCZmSGMcQRNZCDK2eHgiIcR55lXoqdz-PIlFwSMCU1BGzIbRneGE4JuBEmT3SI4CXXDhqPJgTus3EcNc_VO3rWpUDJQOa3zSC5FVQzgyTGYfkd28Nub5AhFs9BMd0qCWhoR8ik6eTOuhtOU4k7pu0xzXXii2KN4PqCfCY-hEZP3xeaupbvs0kcrcgjWZBlvt6QbgTpKgUGuHRiZ1RReWDosyphCTyPI3DhufaSe1atx_XBe72eER-ru3xtNpe1R1ezvdrC1ToVe9AyQLaDjtv72vI3ptDpfwkUlahUnmwT7O2QNUw_0aZmhUYJe22pSAgkO6qp0y05OSTsbJDw5npMj777bAsCYy_zj6b4DbbwGhRif5Tg3yHfOuQLj_Ts4c6MSTb9t8efsscHFNPTYw==&lang=sage
https://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill
https://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill


dostáváme pro chybu pocitové teploty (dosazováno bez jedno-
tek)

∆W =
√

(1.289 × 0.2)2 + (−0.163 × 5)2 = 0.85 ◦C.

Pocitová teplota je tedy W = −20.2 ◦C ± 0.9 ◦C.

Z ptačí perspektivy

• Rotace vektorového pole je další z diferenciálních operá-
torů. Význam tohoto operátoru nespatřujeme v jeho zá-
kladním určení, které mu dalo název a srozumitelnou inter-
pretaci (roztáčí unášené objekty okolo své osy), ale v jeho
souvislosti s existencí skalárního potenciálu vektorového
pole.

• Ve dvourozměrné formulaci je nulovost rotace nutná a sou-
časně postačující podmínka k možnosti zavedení skalárního
potenciálu. V takovém případě je možno přejít od vektoro-
vého popisu pole ke skalárnímu popisu (skalární je jedno-
dušší).

• Rotace je jedním z vyjadřovacích prostředků, které použi-
jeme později pro formulaci Greenovy věty. Ta zprostředko-
vává přechod mezi difuzní rovnicí v bodě (v nekonečně ma-
lém objemu) a bilancí stavové veličiny v měřitelném makro-
skopickém tělese.

• V závěru přednášky, bez souvislosti s operátorem rotace,
jsme se seznámili s dovedností analyzovat vliv nepřesností
ve vstupních datech na nepřesnost na výstupu. Zákon ší-
ření chyb umožní naplánovat experiment zaměřený na sta-
novení nepřímo měřené veličiny a umožní identifikovat ty
části procesu, které podstatně ovlivňují spolehlivost vý-
sledku.

4


	Vektorová pole
	Příklady vektorových polí v rovině
	Totální diferenciál
	Skalární a vektorový součin
	Rotace
	Rotace významných polí
	Zákon šíření chyb (chyba nepřímo měřené veličiny)
	Zákon šíření chyb (příklad)
	Z ptačí perspektivy

