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Anotace.

Jiz néjakou dobu studujeme vektorova pole. V této pred-
nasce si nékolik typickych zkusime vizualizovat.
Sezndmime se s pojmy kmenova funkce, skalarni potencial,
kmenova funkce. Tyto pojmy udavaji, zda vektorové pole je
¢i neni mozné obdrzet jako vysledek vypoctu gradientu né-
jaké skalarni funkce. Neni to akademicka otézka, ale odpo-
véd mé dalekosahlé dusledky. Zjednodusené fec¢eno, pokud
je odpovéd kladnd, daji se nékteré ilohy misto ve vektoro-
vém poli resit v poli skaldrnim, coz nese vyrazné usnadnéni.
S vyse uvedenou problematikou souvisi pojem rotace vek-
torového pole, ktery si uvedeme jako dalsi z diferencialnich
operatoru vektorové analyzy.

Ukéazeme si, ze parcidlni derivace jsou vhodnym nastrojem
pro jakousi citlivostni analyzu. Sezndmime se v této sou-
vislosti se zdkonem Sifeni chyb.

Prerekvizity.

I zde budeme pracovat s diferencidlnimi operatory. Je za-
douci umét spolehlivé derivovat.

Budeme pocitat vektorovy soucin vektoru. Ten je nejsnazsi
pocitat pomoci determinantti t¥etiho fddu. Tuto dovednost
tedy vyuzijeme.

Vektorova pole

Studujeme funkce R? — R? nebo R® — R3.

Usporadané dvojice nebo trojice na vstupu vektorového
pole chapeme jako body v roviné nebo v prostoru. Uspo-
radané dvojice nebo trojice na vystupu chapeme jako vek-
tory. Bodim v roviné nebo v prostoru jsou tedy prifazeny
vektory. Muzeme proto vektorové pole interpretovat jako
rychlostni pole nebo silové pole.

2D: F : R? — R2. Ve slozkdch piSeme

F=(P,Q) = PT+QJ,

kde P a @ jsou (skaldrn{) funkce dvou proménnych.
3D: F : R® = R®. Ve slozkéch piSeme

F =(P,Q,R) = PT+ Q]+ Rk,
kde P, @ a R jsou (skalarn{) funkce t¥{ proménnych.

Priklady vektorovych poli v roviné

https://youtu.be/KR42PRY-72U

Predpis .
I = (07_1) = _.7
definuje homogenni pole. Kazdy vektor je stejny (smér i
velikost).
Predpis .
Fy = (z,y) =2+ yJ
definuje radidlni pole. Kazdy vektor sméruje od pocatku
souradnic.
Predpis
Fy = (—y,2) = —yi+ 2]
definuje rotujici pole. Je kolmé na radialni pole. Kazdy vek-
tor je tecny ke kruznici se stredem v pocatku souradnic.
Nakreslit online.
Predpis
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definuje radidlni pole s konstantni velikosti vektoru. Kazdy
vektor sméruje od pocatku soufadnic a ma jednotkovou
délku.

Predpis

. Fy _ T+ yJ

I = _x2+y2 - _(xz 1 y2)3/2

definuje radialni pole ubyvajici s kvadrdtem vzddlenosti od
pocdtku a mirici do stredu. S druhou mocninou ve jmeno-
vateli ubyva napriklad 3D gravitacéni pole nebo elektrosta-
tické pole generované hmotnym bodem nebo kouli.
Rychlost pii proudéni vazké tekutiny ubyva smérem ke sté-
ndm. Tekutinu proudici doprava je mozné pro y € [0,1]
modelovat vektorovym polem

Fo = (y(1—),0) = y(1 - y)7.

Totalni diferencial

https://youtu.be/nD_nqakTN-A


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KlUsFUoSyzSUK_QqVTX5OVKBPILcvJL4stSk0vyi-LTMlNzUjQ0gLKaOgpAStdYxxjEqoSxkvNz8ots1ZNySlNB-pOw69et1KnAb0BRagpIf3FGfrlGooK2QpKOQmJxAdCQ-KLEksx8W0NNAAglMj4=&lang=sage

Definice (totalni diferencial). Totalnim diferencidlem

funkee z = f(x,y) v bodé (z0, yo) nazyvame vyraz

8f(370, Yo) df(xo0,y0)

df = Vf(zo,y0) - (dz,dy) = ==~ dy

dx + dy.

V souvislosti s totdlnim diferencidlem casto vyvstava otazka,

zda pro zadané vektorové pole

—

F(x7y) = (P(x,y),Q(m,y))

existuje skalarni funkce f, jejimz gradientem je zadané vek-
torové pole F. Toto je dulezitda otazka ve fyzice. Umoznuje
rozhodnout, ke kterému silovém poli je mozno zavést potenci-
alni energii. Funkce f se v tomto kontextu nazyva skalarni
potencial vektorového pole F nebo také kmenova funkce.
Naésledujici véta plati za predpokladu dostateéné hladkych

funkei na oteviené mnoziné.

Véta (nutnd a postacujici podminka pro existenci

kmenové funkce ve 2D). Vektor

—

F(:L‘,y) = (P(x,y),Q(:z:, y))

je gradientem néjaké funkce f(x,y) pravé tehdy, kdyz plati

Jeden smér implikace v predchozi vété je snadny a plyne hned

ze Schwarzovy veéty.

Skalarni a vektorovy soucin

Diferencialni operator divergence jsme poznali v minulé pred-
nasce v souvislosti s difuzni rovnici. Formalné jde o skaldrni

soucin operatoru V definovaného vztahem

g 0 0
v~ (52a52)
a vektorového pole.

-

Vektorovym soucinem @ x b vektoru @ = (a1,az2,a3) a b =

(b1, ba, b3) rozumime vektor

. T Tk
axb=la; az a3
b1 by b3

= (a2b3 - (13[)2)’74— (a3b1 - albg)j+ (albg - a2b1)E.

Rotace

https://youtu.be/ev3eFilaGpw

Definice (rotace vektorového pole). Pro vektorovou funkci
tf{ proménnych

F = PT+ Q7+ Rk

definujeme operator rotace vztahem

7
9

tF=VxF =
ro a

LS
OF| v~
SNAESE

e Vysledkem rotace je tedy vektorové pole, jehoz komponenty
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Obrézek 1: Tok kapaliny mezi dvéma rovnobéznymsi sténami jako pole s ne-
nulovou rotact. Rychlost proudu klesd kvadraticky smérem ke brehum a diky
tomu se lodka, kterd odrazi od brehu kolmo, stdci po proudu.

manimp:Curl|Rotace vektorového pole pomoci Sarussova pra-
vidla.

e Ve dvourozmérném vektorovém poli doplnime treti kompo-
nentu nulovou. Rotace mé potom prvni dvé komponenty

oQ _ or _

nulové (R = 0). Tfet! komponenta rotace

dvourozmérného vektorového pole je nulova pravé tehdy,
kdyz k tomuto vektorovému poli existuje skalarni poten-
cial.

e Ve fyzice ma dulezité postaveni vektorové pole s nulovou
rotaci. Je v ném totiz mozno zavést potencial a potencialni
energii. Takové pole se nazyva nevirové pole.

e Predstavme si vektorové pole charakterizujici rychlost
proudici tekutiny. Rotace udavé, zda m&a pole tendenci
uvést do rotace objekt unaseny timto proudénim. Jednd se
o lokélni charakteristiku a nesouvisi se smérem proudéni.
Rotace mtze byt nulova i pro tok cirkulujici okolo jednoho



bodu (uvidime nize). Naopak, pro to v pfimce muze byt
rotace nenulovd. Ptikladem je pfimy tok v fece, kdy rych-
lost u brehu klesa. V dusledku toho se lodka, kterd odrazi
od bfehu kolmo sto¢i po proudu. Mimo stredovou osu ma
pole nenulovou rotaci, i kdyz ve vSech bodech miri stejnym
smérem. Online vypocet.

e Pozor: anglicky vyraz pro rotaci je “curl”.

Poznamka (linearita rotace). Rotace zachovava soucet a
nasobeni konstantou, tj. pro libovolné vektorové funkce F a G
a konstantu ¢ plati

Vx(F+G) =VxF+VxGaG, V x (¢F)=¢V x F.

Rotace vyznamnych poli

https://youtu.be/JChhJ4nDAtw

e Dostredivé pole ubyvajici s libovolnou mocninou vzdéle-
nosti ma nulovou rotaci. Pro

- x4y
F =TI
(l‘,y) (IQ +yg)n
plati .
V x F(z,y) =0.

Online vypocet.

¢ Rotace pole kolmého na dostfedivé pole zavisi na mocniné,
se kterou toto pole ubyva. Pro

= —yr+ xy
e = ey
plati
- 2(n—1) -
V X F(l‘,y) = _7(I2+y2)n

Pro rtizné n toto pole cirkuluje okolo pocatku proti sméru
hodinovych ruéic¢ek. Rotace (ve smyslu operdtoru rotace)
vsak muze byt kladné i zdporné, coz je uré¢eno znaménkem
vyrazu n— 1. Pokud bychom takovym polem nechali unaset
drobny micek, v jednom pripadé by jej pole otacelo po

smeéru a v jiném pripadé proti sméru hodinovych rucicek.

Pro n = 1 by se micek neroztocil okolo vlastni osy viibec,
rotace je nulova. Online vypocet. Nakreslit online.

Zakon siteni chyb (chyba nepfimo meé-
Fené veliciny)

https://youtu.be/52W524bSOKQ

Nékteré veliciny neméfime primo, ale vypocitdvame z jinych
namérenych velic¢in. Takové veli¢iny se nazyvaji neprimo mérené

velic¢iny.

e Predpokladejme, ze mérime nepiimo velic¢inu f tak, ze mé-
fime veli¢iny z1, x2, ..., T, a hodnotu veli¢iny f urcime
pomoci vzorce f(x1,Z2,...,2Tn).

e Meéfeni kazdé z veli¢in je zatizeno chybou. Je-li chyba ve-
li¢iny x; rovna Ax;, zpusobi tato odchylka to, Ze chyba
veli¢iny f bude (v souladu se vzorcem pro linedrni aproxi-
maci) priblizné

of

Axi

¢ Celkovou chybu veli¢iny f mizeme urcit se¢tenim chyb zpt-
sobenych jednotlivymi veli¢inami x;. Castéji se vsak pou-
ziva nasledujici vzorec

Af(xy,22,...2,)

2 2 2
~ \/<§iAx1> + (gi;Axg) +-+ (;Z;Axn)

oznacovany zakon Sifeni chyb.

Zakon Siteni chyb (priklad)

Kanadsky empiricky vzorec pro pocitovou teplotu v zimé (wind-
chill factor) je

W(T,v) = 13.12 + 0.6215T — 11.370°1% 4 0.3965T°-1¢,

kde T je teplota (ve stupnich Celsia) a v je rychlost vétru
(v km/hod). Teplota byla zméfena —11.0°C s chybou 0.2°C
a rychlost 26 km/hod s chybou 5km/hod. S vyuzitim zdkona
siteni chyb urc¢ime, jaky vliv maji nepresnosti v méreni na
nepresnost vypocitané veliciny.

Dosazenim do vzorce dostavame W (—11,26) = —20.212°C.
Derivovanim dostdvime

oW
a—T(T, v) = 0.6215 + 0.39650°-16

oW
a—(T,v) = —11.37 x 0.16v 8% 4-0.3965 x 0.16Tv -8
v

a po dosazeni

oW

S (—11,26) = 1.2

5 (—11,26) 89,
%1/(—11,26) — —0.163°C hod /km.

Za dané teploty a rychlosti vétru zpusobi narust teploty o jeden
stupen narust pocitové teploty priblizné o 1.3 stupné. Podobné,
zesileni vétru o jeden kilometr za hodinu zptisobi snizeni po-
citové teploty priblizné o 0.16 stupné. Ze zakona sifeni chyb


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNUUFuwyAQvEfKH1ZRUkNLWlz1yrWfqCOLxJAgYWNhkkKi_L1ALLvqqRzMDjO76531JJAru3CLCg8BrgVeLpYLiXx6xwxR4p9RufX4pXz7IDSzvlUdAd9yTyDkOMQYGFACJcnfJGvURTLUKCmR_KI7EmuMoNyRMIH3XWyEXwfV9lrJUMuz1ij2OZytnv8D5tQr3s6pAROYkZ8omnQTRZNwO5fwGPIkw8l8o5NrNbKrdbUXR9XduFbHTjR3qC7iAJ9PDDYDVBVUywUAVC13J9Pf8m3bWxzyfv-X0ho3KYElpeiaqdt6tclZSHMnPIqDszg6S8uJ7hB4PCdL_zIjNdr1m4snDdlr4-rY1xlbSyV0g7Ij2VqKSTJkjGO1GOX1pu0mGEjecHhAPvSxTm25U4bFVR-MNpYVe30WBf4BTyS0Gg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3Q16iIM9KujDPSjMvT0a1E4RoAVRZn5JdrQJTDeBoKKZlpaRpu0YaxYHGdCk1dqIgBVKRSU0FTrzgztyAnM60yPq00J0cDKAIAmQYn8A==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUybMtSyzSUK9QqFTIU9fk5XLTqNCp1LTV0K3U16iIM9KujDPSjMvTqUDhGQAVFmfkl2tAVMN4GgopmWlpGm7RhrFgcZ0KTV2oiAFUpFJTQVOvODO3ICczrTI-rTQnRwMoAgB8XCfD&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJztVNFOwjAUfV-yf7iJmLWzDIEXQjL_AoIhxJRRsLHrZtdp-_e2hQVZUJ-N3jXr3T1n3d3pSXlZV0qDbMvaAm1A1nHEj7WS6lpUWvBtVlufebwWOo78teeH3D1kbm4VQ2OCZmSGMcQRNZCDK2eHgiIcR55lXoqdz-PIlFwSMCU1BGzIbRneGE4JuBEmT3SI4CXXDhqPJgTus3EcNc_VO3rWpUDJQOa3zSC5FVQzgyTGYfkd28Nub5AhFs9BMd0qCWhoR8ik6eTOuhtOU4k7pu0xzXXii2KN4PqCfCY-hEZP3xeaupbvs0kcrcgjWZBlvt6QbgTpKgUGuHRiZ1RReWDosyphCTyPI3DhufaSe1atx_XBe72eER-ru3xtNpe1R1ezvdrC1ToVe9AyQLaDjtv72vI3ptDpfwkUlahUnmwT7O2QNUw_0aZmhUYJe22pSAgkO6qp0y05OSTsbJDw5npMj777bAsCYy_zj6b4DbbwGhRif5Tg3yHfOuQLj_Ts4c6MSTb9t8efsscHFNPTYw==&lang=sage
https://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill
https://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill

dostévame pro chybu pocitové teploty (dosazovdno bez jedno-

tek)

AW = \/(1.289 % 0.2)° + (—0.163 x 5)* = 0.85 °C.

Pocitova teplota je tedy W = —20.2°C + 0.9 °C.

Z ptaci perspektivy

Rotace vektorového pole je dalsi z diferencidlnich opera-
torid. Vyznam tohoto operatoru nespatirujeme v jeho za-
kladnim urceni, které mu dalo nazev a srozumitelnou inter-
pretaci (rozta¢i undsené objekty okolo své osy), ale v jeho
souvislosti s existenci skaldrniho potencidlu vektorového
pole.

Ve dvourozmérné formulaci je nulovost rotace nutna a sou-
casné postacujici podminka k moznosti zavedeni skalarniho
potencialu. V takovém pripadé je mozno prejit od vektoro-
vého popisu pole ke skaldrnimu popisu (skalarni je jedno-
dussi).

Rotace je jednim z vyjadrovacich prostiedku, které pouzi-
jeme pozdéji pro formulaci Greenovy véty. Ta zprostiedko-
vavé prechod mezi difuzni rovnici v bodé (v nekonecné ma-
1ém objemu) a bilanci stavové veli¢iny v méfitelném makro-
skopickém télese.

V zévéru prednasky, bez souvislosti s operdtorem rotace,
jsme se seznamili s dovednosti analyzovat vliv nepresnosti
ve vstupnich datech na nepresnost na vystupu. Zakon si-
feni chyb umozni naplanovat experiment zaméreny na sta-
noveni neprimo mérené veli¢iny a umozni identifikovat ty
casti procesu, které podstatné ovlivnuji spolehlivost vy-
sledku.
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