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Anotace.

e Predstavime si univerzalni nastroj umoznujici popsat libo-
volny transportni déj v prirodé. Tedy transport energie
(vedeni tepla), transport vody (suseni dfeva, proudéni pod-
zemni vody, proudéni tzv. mélké vody) a transport latky
obecné (pohyb sedimentti, pohyb tektonickych vrstev).

e Aparat z této prednéasky se vénuje zakladnim principim
transportnich déju. Budeme se zamérovat predevsim na
transport energie nebo latky materialem. Naucime se za-
kladni predstavu o fungovani téchto déju naformulovat ma-
tematicky. Vzniklé rovnice fesit nebudeme, coz viibec ne-
vadi. ReSeni za nés zvladnou poéitace. Role ¢lovéka je ne-
To bude i nasim hlavnim tkolem.

e Béhem analyzy transportnich jevi si predstavime novy di-
ferencidlni operator: operator divergence. Divergence vyja-
dfuje, zda tok zesiluje a nabird na intenzité (tj. z daného
mista vice vytéka, nez tece dovnitf) nebo naopak.

Prerekvizity.

o Navazeme na vyuziti vektorovych funkci a gradientu k po-
pisu transportu latky nebo energie prostredim.

o Ukéazeme si, jak se v matematickém popisu transportu zo-
hledni izotropie nebo homogenita materidlu. Ukazeme si,
jak se lisf popis stacionarnich a nestacionarnich jevu a jak
se lisi popis materialt s lineArnimi a nelinedrnimi materia-
lovymi vlastnostmi. Pokud se budete pri pouzivani nemate-
matickych pojmu (jako napiiklad izotropie) citit zaskoceni,
muzete si ozivit znalosti naptiklad na Wikipedii.

e Rovnici vedeni tepla v jedné dimenzi, kterou jsme si od-
vodili v tvodni predndasce, si zobecnime do dvoudimenzi-
onalniho a tridimenziondlniho tvaru. Je proto vhodné si
zakladni fakta o této rovnici zopakovat.

Transportni déje

https://youtu.be/plQu8IEKc94

Pochopeni a modelovani transportnich déju je dulezité pro
vétsinu technickych obort. Podstata téchto déji je ¢asto od-
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lisn4, presto maji navenek podobné chovani a tim je umoznén
jednotny pristup pri matematickém modelovani.

Priklady transportnich déji:

e pohyb povrchové vody,
e pohyb podzemni vody,

e vedeni tepla,

e transport vody ve dfevé.

Obecna bilance veliciny, kterd ma zdroje a spotfebice a je
prenasena tokem vypada nasledovné.

o Existuje veli¢ina, spojité rozlozend v prostoru, charakteri-
zujici stav systému. Tuto veli¢inu budeme nazyvat stavovou
veli¢inou. Jeji hustotu oznacime wu.

e Stavova veli¢ina se miize v prostoru premistovat tokem J.

e Stavova veli¢ina muze vznikat a zanikat. Zdroje i spotre-
bice budeme uvazovat spolecné a jejich vydatnost rozlisime
znaménkem: spotiebi¢e budou zdroje se zdpornou vydat-
nosti. Celkovou vydatnost zdroji a spotiebi¢t v daném
misté, tj. mnozstvi veli¢iny vygenerované za jednotku casu
v jednotce objemu (nebo plochy, nebo délky, podle poctu
dimenzi v tloze), oznacime o.

Zakon zachovani (se zohlednénim toku a zdroju) je vlastné
celkova bilance stavové veliciny v daném misté. Pfirozenym
jazykem je mozno tuto bilanci formulovat nasledovné.

Prirustek mnozstvi veli¢iny je souctem prirustku zpi-
sobeného tokem a prirastku ze zdroja. Akumulace je
pritok plus zisk z internich zdroja.

Toto je jednoduchy, ale pritom neuvéritelné silny néastroj.
Umozni jednotnym zpusobem popsat Fadu zcela odlisnych déju.
Pro pouziti v matematickém modelu ale musime jednotlivé
pojmy nejprve kvantifikovat. Mérit rychlost zmény mnozstvi
veli¢iny v daném misté umime pomoci derivace podle ¢asu. Mé-
Tit zmény v jednodimenziondlnim toku prenédsejicim sledovanou
veli¢inu jsme se naucili jako jednu z prvnich aplikaci parcidlnich
derivaci: jedna se o derivaci toku podle prostorové proménné.
Jesté se musime naucit mérit zmény v toku ve dvou nebo trech
dimenzich.



Zmeéna toku vektorového pole

https://youtu.be/cXT6ULeZF Js

Budeme sledovat tok vektorového pole a bude nas zajimat,
o kolik se tok v daném misté méni.

e Pro jednoduchost rozdélime tok na tfi nezavislé casti ve
sméru jednotlivych os a vztadhneme vse k jednotkdm casu
a prurezu. Tedy budeme uvazovat hustotu toku stavové
velic¢iny.

— Je-li tato hustota toku popsana vektorovym polem
¢ = (P,Q,R) napiiklad v jednotkdch kilogram na
metr ¢tvereéni za sekundu, znamenda to, ze kolmym
prufezem jednotkového obsahu projde za jednotku
casu P kilogramt sledované latky, jejiz tok popisu-
jeme.

— Casto se pracuje i s objemovym tokem, kdy mnozstvi
nemérime v kilogramech ale v metrech krychlovych a
naptiklad pfi ustdleném proudéni v trubici (hydrody-
namika) je tok roven vektoru rychlosti a p¥i proudéni
poréznim materidlem (proudéni podzemni vody) je ro-
ven filtracni rychlosti.

e Uvazovani toku v souradnicich ndm umozni tok rozdélit
na t¥i nezavislé toky ve sméru jednotlivych os (pfipadné
na dva toky ve dvoudimenziondlnich dlohdch). Muzeme si
pro jednoduchost predstavit tii trubky. Kazda trubka mifi
ve sméru jedné z os.

— Funkce P udéava tok v trubce mifici smérem v ose x
(v kladném sméru kladny tok a naopak) a potifebu-
jeme zjistit, jestli tento tok narustd nebo sldbne. To
jsme jiz tesili v pripadé toku tepla u rovnice vedeni

opP
tepla v iivodni prednasce. Derivace — udéava, o kolik

studovand komponenta toku v danémxmisté vzroste a
tento néarust je vztazeny na jednotku délky.

— Ve sméru osy y mame tok vyjadreny veliCinou @ a
proto nas pro popis zesilovani ¢i zeslabovani zajima
oQ
oy’

— Analogicky e ve sméru osy Z.

o Celkova zména toku bude souc¢tem vsech t¥i prispévkiu.

— Pokud je soucet kladny, znamend to, ze tok zesiluje.
V takovém pripadé je pfevaha toku ven. Z daného
mista vice veli¢iny vytéka, nez kolik tece dovnitt.

— Pokud je soucet zaporny, je tomu naopak.

— Nesoulad mezi pritokem a odtokem je mozné pricist
na vrub zdrojim a akumulaci stavové veli¢iny. Za-
lezi na charakteru proudici veli¢iny a na okolnostech
s timto proudénim spojenych. Tuto informaci ndm pro
dalsi popis musi dodat externi véda (obecna fyzika, fy-
zika materialu, fyzika zivotniho prostredi, hydrologie,
pedologie, ...).

e Pii preciznéjsim formulaci vysSe uvedenych myslenek je

nutné pracovat s konecné velkym objemem (viz obrazek),
vztahnout vysledek na jednotku objemu a rozméry tohoto
objemu limitné stdhnout k nule. Toto vsak jiz presahuje
ambice v nasem kurzu a jedna se o formalismus, kterému
se vyhneme piimym predstavenim hotového vysledku.

Divergence

https://youtu.be/ejDQx3Qjgfl

Vyse uvedenymi ivahami je motivovana nasledujici definice a
véta. (Definice je malicko nepfesnd, protoZe nemdme ndstroje
pro peclivéjsi formulaci. Ale je v ni skryta hlavni mysSlenka
vedouci k zavedeni pojmu divergence.)

Definice (divergence). Divergence vektorového pole F v da-
ném bodé je previs toku vektorového pole z tohoto mista nad
tokem do tohoto mista. Tento tok se pocita pres hranici infini-
tezimalné malého referencéniho télesa a je vztazeny na jednotku
objemu. Divergenci vektorového pole F oznacujeme div F nebo
V. F.

Véta (vypocet divergence). Pro vektorovou funkci
F = (P,Q,R) = Pi+Qj + RE,

kde P, Q a R jsou funkce tri proménngch x, y a z vypocteme
divergenci vztahem

Pro vektorovou funkci dvou promeénnich vypocteme divergenci
analogicky, pouze chybi treti clen.

Pozndmka (linearita divergence). Divergence zachoviva
soucet a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné vektorové funkce
F a G a konstantu c¢ plati

— —

V- (F+G)=V-F+V-G a

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence). Vek-
torové pole pouzivame k modelovani toku veli¢in, které nés
zajimaji (teplo v materidlu, tekutina nebo chemickd latka

v materidlu, voda nebo plyn v pidé a podobné). Divergence
vektorového pole udava tok z jednotkového objemu latky v da-
ném misté. Udava, jestli se v daném misté a case tok nabyva na
intenzité (kladnd divergence) nebo ustava (zapornd divergence).
Tento efekt muze byt zptisoben tim, ze veli¢ina prenasena timto
polem se v daném misté bud kumuluje, nebo ubyva a také tim,
ze dana veli¢ina v bodé muze vznikat nebo zanikat.



Divergence je lokdlni veli¢ina. Udava informaci o proudéni
v daném bodé. Pro méfeni vsak je nutné mit konecny objem
a pro stanoveni toku konecné velkou hranici. Vzajemny vztah
mezi lokdlni veli¢inou a kone¢nym objemem je zaloZeny na
predpokladu, Zze podminky se neméni skokem a okoli kazdého
bodu jsou neprilis odlisné od podminek v okolnich bodech.

Pozndmka (fyzikalni interpretace divergence v méri-

telnych pojmech). Tok pres hranici umime méfit u téles.

Zajima-li nés divergence v néjakém bodé, predstavime si okolo
tohoto bodu néjaké téleso. Napriklad kouli nebo krychli. Poté
urc¢ime tok pres hranici. Tok hranici ven pocitame kladné a

dovnitt zaporné. Celkovy tok hranici uré¢ime jako soucet pres
vSechny casti hranice. Podil celkového toku pfes hranici télesa
a objemu tohoto télesa je odhad pro divergenci v daném bodé.
opak, ze znamé divergence je mozno odhadnout zesileni toku

v malé oblasti okolo studovaného bodu jako soucin divergence
a objemu (nebo obsahu ve 2D) oblasti.

Presnou divergenci ziskame postupem uvedenym v predchozi
pozndmce, pokud limitnim prechodem stdhneme rozméry uva-
zovaného télesa k nule.

Pokud se pfi transportu v daném misté mnozstvi velic¢iny
ani tok neméni s ¢asem, mluvime o stacionarnim proudéni a
staciondrnim poli. V takovém ptipadé se situace zjednodusi,
protoze potom divergence souvisi jenom s pritomnosti zdroju a
spotiebicu.

Poznamka (praktickd interpretace divergence stacio-
narniho pole). Pokud je pfi ustdleném proudéni v nékte-
rém misté divergence kladna, znamend to, ze v tomto misté
je zdroj této veli¢iny. Pokud je zdporna, je v daném misté
spotfebi¢. Vektorové pole, jehoz divergence je rovna nule, se
nazyva nezridlové pole. To proto, ze pokud toto pole popi-
suje stacionarni tok, tak se jednd o tok v prostiedi bez zdroju
a spotiebicl. (Zkrdcené fikdme jenom “bez zdroju”, protoze
jak jsme uvedli na zacatku, spotifebice povazujeme za zdroje se
zdpornou vydatnosti.)

Ze stiedni skoly z fyziky umime modelovat vektorové pole po-
moci silocar. Ty zacéinaji ve zdrojich a koné¢i ve spotiebicich.

Siloc¢ary staciondrniho neziidlového pole nikde nezacinaji ani

nekonéi a jsou to uzaviené krivky. Napiiklad staciondrni mag-
netické pole je neztidlové. Absence zdroju magnetického pole se
projevuje tak, ze roztiznutim tycového magnetu vzniknou dva
mensi plnohodnotné magnety. Nevznikne samostatny jizni pol
a samostatny severni p6l magnetu. To je rozdil oproti poli elek-
trickému, kdy rozdélenim tyce s opac¢né nabitymi konci vznikne
jedna kladné nabita a jedna zaporné nabita tyc polovicni délky.

Vypocet divergence

Viz cviceni. Jednd se o prosté derivovani se naslednym sec¢tenim
derivaci.

Rovnice kontinuity

https://youtu.be/HIOmERpTAVO

o Prirastek stavové veli¢iny za jednotku casu v jednotko-
vém objemu (nebo plose, nebo délce, podle dimenzionality
ulohy) je derivace hustoty u podle casu.

Prirtstek = @
ot
o Prirtstek veli¢iny v jednotkovém objemu (nebo plose, nebo
délce) za jednotku ¢asu zpisobeny tokem J'je zdporné vzata
divergence vektorového pole 7. Tento prirustek je zptso-
beny snizenim toku, proto ho pocitdme jako zaporné navy-
Seni, tj. zdporné vzatou divergenci.

Prirustek zpisobeny tokem = -V -7

Matematickou formulaci celkové bilance je rovnice kontinu-
ity.

ou

=0 -V-7

ot J

Poznamka (fyzikalni interpretace ¢lenti rovnice konti-
nuity).

x ou
e Clen — udéva, jak rychle se roste hustota stavové veli¢iny

u v daném misté a Case.

e Clen o udava vydatnost zdroji stavové veli¢iny, pricemz
spotfebice jsou uvazovany jako zdroje zaporné vydatnosti.
Tento ¢len tedy udava, kolik stavové veli¢iny v tomto misté
vznikd v jednotkovém objemu za jednotku casu. Zpravidla
neobsahuje derivace podle ¢asu a polohy. Muze se vsak mé-
nit s ¢asem, s polohou, nebo s mnozstvim stavové velic¢iny.
Nemusi byt nutné konstantni.

e ClenV 5 udava v daném bodé zménu ve velikosti proudéni
prenasejicim stavovou veli¢inu. Presnéji, udava, o kolik vice
veli¢iny z daného mista vytece ve srovnani s mnozstvim ve-
liciny, které do tohoto mista vteCe. Jinak feceno, udava,
o kolik zesili v daném misté tok 7© My potfebujeme mit za-
chyceno zeslaben{ (mnoZstvi které chybi v toku se “pouzije”
na akumulaci veli¢iny v daném misté) a proto uvazujeme
zéporné vzatou divergenci, tj. —V - ;

¢ Pokud zdroje stavové veliciny neexistuji, jedné se o bezzdro-
jovou rovnici. V takovém pripadé klademe o = 0. Pozname
to tak, ze v rovnici chybi ¢len bez derivaci.


http://user.mendelu.cz/marik/am/slidy/cviceni/cviceni03.md.html

o Pokud studujeme systém v ustaleném stavu, kdy se stavové

ot

V tomto pripadé mluvime o staciondrnim stavu a staci-
ondrni rovnici kontinuity. Stacionarni rovnice kontinuity
typicky popisuje systémy, které byly dostatecné dlouhou
dobu ve stabilnich podminkich a dosdhly rovnovazného
stavu. Staciondrni rovnici pozname tak, ze v ni nefiguruje
¢len s derivaci podle casu.

o Vidéli jsme, ze za urcitych podminek mohou nékteré cleny
v rovnici kontinuty chybét. Naopak ¢élen V ~jcharakteri—
zujici zmény v toku je v rovnici kontinuity pritomen vzdy.
Bez néj by rovnice kontinuity ztratila smysl (resp. reduko-
vala by se na trividlni pfipad, kdy veli¢ina v daném misté
vznikd danou rychlosti a zustava zde, tj. problém resitelny
Cisté integrovanim).

veli¢ina neméni v case, je Clen na levé strané nulovy.

V matematice ¢asto rovnici kontinuity uvazujeme ve vyse uve-
deném tvaru. Pri praktickém pouziti vétsinou preferujeme
nazornou interpretaci jednotlivych veli¢in a proto se v rovnici
mohou objevit dalsi konstanty timérnosti, které umozni sla-
dit jednotky a fyzikdlni interpretaci Clent. Nékdy se naopak
snazime konstanty co nejvice redukovat metodami transfor-
mace popsanymi v prednasce o diferencidlnich rovnicich. Proto
volime vhodné nasobky veli¢in vystupujicich v matematické
formulaci tak, aby se co nejvice konstant eliminovalo, pripadné
shluklo do jediné veli¢iny. ZkusSenosti ukazuji, ze je vhodné
volit veli¢iny bezrozmérné. Naptiklad v publikaci P. Horécek,
Fyzikalni a mechanické vlastnosti dreva I je zavedena bezroz-
meérna vlhkost, bezrozmérny cas a bezrozmérnd vzdalenost na
strané 61 pro rovnici popisujici difuzi a charakteristicka délka,
Biotovo ¢islo (bezrozmérna tepelnd vodivost) a bezrozmérna
teplota, bezrozmeérny cas a bezrozmérna vzdélenost pro rovnici
popisujici vedeni tepla na stranach 88 a 89.

V této rovnici neni zahrnut pripad, kdy se veli¢ina prenasi jesté
i proudénim hmotného prostred{ (konvekce).

Rovnice mélké vody

Rovnici kontinuity mizeme pouzit pro popis vody v Tfecisti.
Uloha je jednodimenzionalni a tok @ je proto skaldarni veli-
¢ina. Divergence toku se diky jednodimenzionalnosti redukuje

na derivaci podle prostorové proménné —Q Zachovavajici se
x
velicinou je mnozstvi vody. Hustota zachovavajici se veliciny
je mnozstvi vody na metr délky toku, tj. prutocny prurez A
(obsah prufezu Fi¢ntho toku v daném misté). Zdroje zpravidla
neuvazujeme, tj. ¢ = 0. Rovnice kontinuity ma potom tvar
oA 0Q
ot Ox
a nazyva se Saint-Venantova rovnice nebo téz rovnice melké
vody. Tato rovnice se pouziva pri popisu proudéni v koryté

nebo pii modelovani vin tsunami.

Difuzni rovnice

https://youtu.be/p2FTgy AWzA4

Difuzni rovnice je rovnice kontinuity s dosazenym konstitu¢nim
vztahem pro tok. Pouzijeme-li pro kvantifikaci souvislosti toku
a gradientu linearni aproximaci, je mozné psat

7= —DVu,

kde D konstanta timérnosti. Pokud tok 7 a gradient Vu lezi
v jedné primce, je D redlné cislo, jinak je D matice. Naptiklad
pri studiu pohybu vody ve dievé se voda tidi nejen smérem
maximalniho poklesu vlhkosti, ale sta¢i se soucasné do podél-
ného sméru, ve kterém dievo vede vlhkost nejlépe. V takovém
pripadé je D matice. Spojenim rovnice kontinuity

ou

a vztahu pro tok stavové velic¢iny dostavame rovnici

ou
ik V - (—=DVu).

Tuto rovnici je mozno upravit na tvar

ou

ktery se nazyva difuzni rovnice.
Poznamka (fyzikalni interpretace difuzni rovnice).

- ou
e Clen — udava, jak rychle se méni hustota stavové veli¢iny

u. Je stejny jako v rovnici kontinuity.

« Clen o udavéa vydatnost zdroji stavové veli¢iny. Je stejny
jako v rovnici kontinuity.

e Clen Vu udava nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni
stavové veli¢iny. Pomoci difuzni matice D a konstitutivniho
zédkona tuto nerovnomérnost prepocitame na tok, ktery se
snazi uvazovanou nerovnomeérnost vyrovnat. Tento tok je
reprezentovan vyrazem —DVu.

e Zéaporné vzatd divergence toku udava, jak tok v daném
misté ztrdci na intenzité. Vzhledem k zapornému zna-
ménku v konstitutivnim zdkoné mé zdporné vzata diver-
gence tvar

V - (DVu).

Predstavuje priristek hustoty stavové veliciny v daném
misté za jednotku c¢asu, zpusobeny zeslabnutim toku.

o Rovnice jako celek vyjadiuje, ze navyseni hustoty stavové
veli¢iny (tj. mnoZstvi stavové veli¢iny v jednotkovém ob-
jemu) je souc¢tem navySen{ diky zdrojum a navyseni diky
zeslabeni toku v daném misté.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz

V jednorozmérném piipadé (proudéni jednim smérem) gradient
splyva s parcialni derivaci a ma jenom jednu komponentu.
Ztraci tedy vektorovy charakter a proto nema smysl D uvazovat
maticové. Prostredi je automaticky izotropni. Divergence se
v takovém pripadé také redukuje na parcialni derivaci a rovnice
difuze v jedné dimenzi méa tvar
(25)
ox

ou 0
To jsme vidéli jiz v prvni prednasce, jenom bez zdroju.

— =0 _|_ _
ot Ox
ww:problems/difuzni_ rce/interpretace_ clenu.pg

Vedeni tepla

Dilezitym specidlnim ptipadem difuzni rovnice je rovnice ve-
deni tepla. Stavovou velic¢inou, kterd se zachovava v tlohach
s vedenim tepla, je vnitini energie ve formé tepla. V materi-
alu se teplo zpravidla pouze predava z mista na misto. Nijak
se v ném teplo negeneruje ani nespotirebovava. Proto zpravi-
dla neméa smysl uvazovat Cleny vyjadiujici zdroje, tj. o = O.
Protoze teplo neméfime piimo, je vhodnéjsi model formulovat
pro teplotu T'. Jsou-li ¢ a ¢ po fadé hustota a mérné tepelnd
kapacita materidlu, ma ¢len vyjadiujici zménu hustoty energie

v daném misté tvar gc—t. Umérnost mezi gradientem teploty a

tokem tepla zprosttedkovava Fouriertuv zdkon. Difuzni rovnice
ma v tomto pripadé tvar

or _
ot T

a nazyva se rovnice vedent tepla.

V- (kVT)

Poznamka (interpretace rovnice vedeni tepla).
e Velicina — udéava rychlost rastu teploty télesa a koefici-
ent pc tuto hodnotu prepocitava na tdaj, jak rychle roste
v daném bodé hustota vnitni energie télesa.

o Vyraz kVT udévd (aZz na znaménko), jak se nerovnomér-
nost v rozlozeni teploty vyrovnava tokem tepla. Presnéji,
tok tepla je —kVT.

e Clen V-(kVT) udava, kolik tepla z celkového toku v daném
misté zustava a podili se na zvyseni teploty. Vzhledem k ab-
senci zdroju je to také jediny mechanismus, jak v daném
misté muze vnitini energie pribyvat ¢i ubyvat.

¢ Rovnice jako celek vyjadiuje to, ze pokud z daného mista
vice energie odtéka, nez kolik do mista proudi, dojde
v tomto misté k odpovidajicimu snizeni teploty. V tomto
bodé je totiz divergence toku V - (—kVT) kladné a vyraz
z rovnice V - (kVT) je proto zdporny.

Uvedena rovnice je zobecnénim rovnice vedeni tepla v jedné
dimenzi, kterou jsme odvodili primitivnimi prostfedky (jenom

pomoci parcidlnich derivaci, bez gradientu a divergence) ve

tvaru
or _ o (,or
Ox

=
o0 = b
v uvodni prednésce.

Rovnice vedeni tepla se pouzivd napriklad pii tepelné ochrané
budov, pti modelovani tepelngch ostrovi v krajiné, pri tepelné
modifikaci dreva, nebo pri studiu permafrostu.

V literature vénované problematice dfeva se rovnice vedeni tepla

ve dfevé oznacuje jako Druhy Fourieruv zikon (P. Horddek,
Fyzikaln{ a mechanické vlastnosti dfeva I, str. 88).

V nékterych pripadech ¢len charakterizujici zdroje nemusi byt
nulovy. Teplo mtize vznikat naptiklad pri tfeni nebo pfi pri-
chodu elektrického proudu transformaci z jiného druhu energie.
Dale teplo vzniké napiiklad pii betonovani po pridani vody do
cementu, znamy je problém jak uchladit Hooverovu prehradu
pri stavbé.

Rovnice vedeni tepla ve 2D v rtznych
podminkach

Uvazujme rovnici vedeni tepla ve dvou rozmérech a v prostredi
bez zdroju.

T
pca— =V . (kVT)

Stacionarni stav

Stacionarni stav znamend, ze stavové veli¢iny nezavisi na case.
Derivace podle ¢asu je v takovém pifpadé nulovd. Rovnice (¥*¥)
se redukuje na

V- (kVT) = 0.

Homogenni izotropni material a linearni mate-
rialové vztahy

Nejjednodussi tvar ma rovnice vedeni tepla v prostredi, které
je homogenni a izotropni (m& ve vSech mistech a ve vSech

smeérech stejné vlastnosti). Veli¢ina k je v takovém piipadé

skalarni veli¢ina (redlnd konstanta).

Podle pravidla derivace konstantniho nasobku se rovnice

vedeni tepla (***) v takovém pripadé redukuje na
oT
— =kV - (VT
o (VT)
a ve slozkéach
oT

<82T 82T>
=k +25).

P or 9z Oy?


http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
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http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada

Ortotropni material, nehomogenni nebo neli-
nearni

Dvourozmérny ortotropni materidl ma dva charakteristické
sméry souvisejici s rovinami symetrie. Zvolime soustavu soutad-
nic tak, aby osy byly orientovany ve sméru vlastnich vektort.

Veli¢ina k je v takovém pripadé diagonalni matice. Pro

ke 0
= n)

je tvar rovnice (***) ve slozkach
O _ 0 (L orY o (T
ot = ox "o oy \ Yoy )

Homogenni ortotropni material a linearni ma-
teridlové vztahy

Takovy materidl ma dva charakteristické sméry souvisejici

s rovinami symetrie (ortotropni) a materidlové charakteristiky
jsou ve vSech mistech stejné a nezdvislé na T (homogenni a

linedrni). Situace je stejnd jako pfedchozi pfipad, ale k, a k,
jsou navic konstanty. Podle pravidla pro derivaci konstantniho
ndsobku se rovnice (***) redukuje na

o0*T

o1
T Ox2

or

g
Pe ot

Voda v poréznim materialu

V poréznim materidlu voda prostupuje materidlem a zachovava
se jeji mnozstvi. Mnozstvi vody bude predstavovat stavovou
velicinu. Hustotu tohoto mnozstvi, tj. obsah vody v jednotce ob-
jemu, oznac¢ime c a pro tuto veli¢inu formulujeme matematicky
model. Zdroje neuvazujeme, voda je dfevem pouze transpor-
tovdna. Nevznikd ani nezanikd. Umérnost mezi gradientem
koncentrace vody a jejim tokem zprostiedkovava Fickuv zdkon.
Modelem difuzniho déje je potom difuzni rovnice bez zdroji.

Oc

Frie V - (kVe)

Tato rovnice se pouziva napiiklad pri modelovani procesu susens
dreva v susdrnach nebo pti modelovani dreva ve vihkém prostreds.
Stejnéd rovnice napsand pro vzduch se pouziva k modelovani
proudéni v atmosfére pri predpoviddni pocast.

V literatufe vénované problematice dieva se rovnice difuze
pouzita na modelovani vlhkosti ve dfevé oznacuje jako Druhy
Ficktv zakon (A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti dreva,
str. 202, P. Horacek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti dreva I,
str. 60).

V praxi je dievo Casto s jistou presnosti homogenni, ale difuzni
koeficient dreva zavisi na vlhkosti. Tedy vztah mezi gradien-
tem vlhkosti a difuznim tokem neni linearni. Presto i v tomto
pripadé pouzivame Fickav zakon, ovsem slozky difuzniho ko-
eficientu nepovazujeme za konstanty. Jsou zavislé na ¢ a jejim
prostiednictvim i na x.

Rovnice podzemni vody

Proudéni podzemni vody je vlastné tloha s fekou se zasypa-
nym korytem. Takovd voda tece ve srovnani s povrchovou
vodou velmi pomalu, protoZze prosakuje pudou. Prostor, ve
kterém se podzemni voda nachazi, se nazyva zvoden. Voda
v podzemni zvodni tece v jistém smyslu “z kopce”. Narozdil od
vody povrchové vsak kromé nadmotské vysky mize hrat roli i
rozdil tlakdl nebo dalsi efekty. Vliv vsech téchto efekt shrnu-
jeme do jediného pojmu piezometrickd vijska. Smér “z kopce”
pro podzemni vodu je poté smér poklesu piezometrické vysky.
V daném misté se mize voda hromadit, coz se projevi nartstem
hladiny spodni vody. Také mutze z hlediska zvodné ¢ast vody
zanikat. Napriklad pokud je zde Cerpand studna nebo prusak
do jiné zvodné. Voda mize ve zvodni i vznikat. Napiiklad za-
sakovacim vrtem nebo prisakem destovych srdzek. Pokud do
celkové bilance zapocteme rozdil mezi pritokem a odtokem a
vSechny zdroje a spotfebice, mnozstvi vody se zachovava.

Uloha se vétSinou uvazuje ve dvou dimenzich, protoZe hori-
zontalni rozmeéry zvodné jsou mnohem vétsi nez jeji hloubka.
Podzemni zvoden je typickym poréznim materidlem, pfesto
k modelovani vody v tomto prostiedi pristupujeme specidlnim
zpusobem. Zachovava se mnozstvi vody, ale stejné jako u vedeni
tepla je vyhodné formulovat model pro 1épe méritelnou veli¢inu.
Tou je v tomto pripadé piezometrickd vyska h. Prirastek mnoz-
stvi podzemni vody za c¢asovou jednotku na jednotkové plose

v daném misté zvodné ma tvar Sgd—, kde Sg je specifickd

ot

zdsobnost. Umérnost mezi gradientem piezometrické vysky a
filtra¢nim tokem byla prokazana experimentdlné i teoreticky a
je zndma jako Darcyho zdkon. Difuzni rovnice ma (s konstantou
umérnosti T, transmisivitou) tvar

SS% =0+ V.- (TVh).
ot

Tato rovnice se nazyva rovnice podzemni vody. Zdroje v této
rovnici jsou nejcastéji zasakovaci nebo odvodnovaci vrty, dale
studny, poldry, vykopy nebo zarezy. Informace ziskané z rovnice
podzemni vody se vyuzivaji napriklad k ochrané lom1, dolu a
stavebnich jam pred zaplavenim, k hospodareni s pitnou vodou,
k ochrané pred sifenim kontaminace z chemickych provozi.
Aplikace jsou dale v detekci zdroje kontaminace pitné vody
a odhadu rychlosti $ifeni kontaminace, véetné kontaminace
slanou morskou vodou v primorskych oblastech.



U proudéni s napjatou hladinou (mezi dvéma nepropustnymi
vrstvami, angl. confined aquifer) transmisitiva zavisi pouze
na fyzikdlnich vlastnostech zvodné. Napriklad pro homogenni
izotropni material je konstantni. U proudéni s volnou hladi-
nou (bez horni nepropustné vrstvy, angl. unconfined aquifer)
je transmisivita amérna tloustce vrstvy obsahujici vodu. Zpra-
vidla nulovou hodnotu piezometrické hladiny volime na dolni
nepropustné vrstvé a potom plati T' = kh, kde k zavisi pouze na
fyzikalnich vlastnostech pudy. Proto se ¢asto rovnice podzemni
vody pro proudéni s volnou hladinou zapisuje ve tvaru

oh
Ss g, =0+ V- (khVh).

Laplacetiv operator

Definice (Laplaceiiv operator). Laplaceovym operdtorem
V? rozumime divergenci gradientu, tj.

Vif =V (V).

e V kartézskych souradnicich a trojrozmérném prostoru je
Laplacetv operator V2 dan vztahem

0? 0? 0?
20 _ 9 O, O
V= 8x2f+ 8y2f+ 822f'

V prostorech jiné dimenze postupujeme analogicky, jenom
vynechdme nebo priddme derivace podle dalSich promén-
nych.

e Jiné bézné oznaceni Laplaceova operatoru je Af. Toto je
bohuzel stejné oznaceni jako zména funkce f a je nutné
tyto dva vyznamy symbolu A nezaménovat.

o Laplacetiv operdtor vystupuje napriklad v problémech po-
psanych difuzni rovnici a linedrnim konstituénim vzta-
hem s konstantnim skaldrnim difuznim koeficientem (ho-
mogenni izotropni prostfedi s linedrni materidlovou ode-
zZvou).

Z ptaci perspektivy

o U vektorového pole popisujiciho tok néds zajima, jestli tok
nabird na intenzité nebo naopak slabne. Toto je skryto
v pojmu divergence.

e Formulovanim bilance davajici do souvislosti intenzitu
zmény toku s vydatnosti zdroji a s ¢asovou zménou je
mozno formulovat matematické modely popisujici trans-
portni jevy. Nezdlezi na charakteru prenasené veliciny,
muze se jednat o energii i o latku. Nezalezi ani na tom,
pomoci jakého parametru mnozstvi prenasené tokem meé-
fime. Vysledkem je rovnice kontinuity.

Rovnici kontinuity ¢asto spojujeme jesté s konstitutivnim
zakonem. Vyslednym spojenim je difuzni rovnice.

Difuzni rovnice je zdkladnim néastrojem pro popis trans-
portu vody ve dfevé nebo v propustnych vrstvach pudy.
Je také zdkladnim nastrojem pro modelovani vedeni tepla,
tj. napriklad pro popis tepelného namahani stény domu, de-
tailu okna ¢i dveri, ulice v rozpdleném meésté nebo krajiny,
ve které jsou umistény lesy, pole, mésta.
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