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Anotace.

¢ Umime pomoci derivace najit rychlost, s jakou se méni ve-

li¢ina, ktera je objektem naseho zajmu. V této pfednasce
se zaméiime na prakticky nejlépe vyuzitelny pripad, kdy
budeme sledovat zavislost na prostorovych proménnych.
Aparat predstaveny v této prednasce m4 smysl zejména ve
dvourozmérném a trojrozmérném svété. Budeme schopni
sledovat, v jakém sméru veli¢ina roste a klesd maximalni
rychlosti. Tato veli¢ina v mnoha pripadech determinuje
rychlost s jakou probihaji fyzikalni procesy typu difuze
nebo vedeni tepla.

Obecnéji tento aparat slouzi k linedrni aproximaci funkce.
Naucime se linedrni aproximaci pouzit i pro vektorové
funkce. To nam umozni formulovat fyzikalni zakony davaji-
cich do souvislosti tok a gradient velic¢iny (spad veli¢iny) i
v pripadé, kdy tyto vektory nemaji stejny smér. Bez této do-
vednosti se neobjedeme, chceme-li realisticky popsat vlast-
nosti anizotropnich materialt. Pii této prilezitosti zjistime,
ze nékteré fyzikalni veli¢iny maji pti vyjadfeni v soufadni-
cich podobu matic. Zpravidla na né odkazujeme jako na
tenzorové veliCiny.

Jako vedlejsi produkt slouzi gradient k nalezeni lokalni ex-
trému funkce.

Prerekvizity.

e Navazeme na znalosti parcidlnich derivaci z minulé pred-

nasky.

Pro efektivni formulaci vyuzijeme maticovy soucin. Ten
vétsina studentti poznd v Uvodnich prednaskach z mate-
matiky. Naptiklad zde.

Pred snahou o linearni aproximaci funkce vice proménnych
je vhodné si zopakovat linearni aproximaci funkce jedné
proménné.

Geometrie

Skalarni souc¢in dvou vektorli je definovan vztahem
(u1,uz) - (v1,v2) = vy + ugva.

Pro kolmé vektory je skaldrni souc¢in nulovy. Mé-li jeden
z vektor jednotkovou délku, je skalarni soucin pramétem
druhého vektoru do sméru daného uvazovanym jednotko-
vym vektorem.

Linearni algebra

manimp:MatrixMultiplication|Maticové ndsobeni.

Soucin matice a vektoru je linedrni kombinace sloupcti ma-
tice, pricemz koeficienty této kombinace jsou slozky vek-
toru. Viz nasledujici priklad.
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Matice je mozno chapat jako zobrazeni mezi vektorovymi
prostory. Vektor muzeme pomoci matice zobrazit na jiny
vektor. Zachovavaji se pritom dulezité vlastnosti, jako se
pritom rovnobéznost a poloha stfedu usecky.

Matice je mozno pouzit pro prepocet vektort a tenzorti do
jiné soustavy souradnic.

Pokud se vektor zobrazi na sviij ndsobek, nazyva se vlastni
vektor a tento nasobek je vlastni ¢islo.

AT = \J

Matice s vlastnimi vektory se sméru souradnych os je dia-
gondalni. Skuteéné, naptiklad pouzitim definice maticového
souc¢inu a pouzitim definice vlastniho vektoru a ¢isla dosta-
vame

Opakovani

Vrstevnice
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To si vynuti ¢ = 0. Podobné bychom dostali pro vektor ve
sméru druhé osy b = 0.

e Pro funkci dvou proménnych jsou vrstevnice kiivky, které
spojuji mista se stejnou funkéni hodnotou.


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/
http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/
http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/

Diferencialni operatory

Parcialni derivace se vyskytuji ve vétsiné dulezitych rovnic
popisujicich fyzikalni svét okolo nas. Vztahy ze stredoskolské
fyziky nebo tabulek pro inzenyry jsou jenom dusledky odvozené
pro hodné specialni situace. Vsude tam, kde se zajimame o fyzi-
kalni podstatu déje a mame ambice popsat déj presné, nestaci
stredoskolsky aparat, protoze je nutné pracovat s okamzitou
rychlosti zmén fyzikalnich veli¢in. A tyto jsou vyjadieny prave
parcidlnimi derivacemi.

Parcialni derivace umoznuji sledovat zavislost stavovych veli-
¢in v zavislosti na soutradnicich nebo case, a to pro kazdou
soutadnici samostatné. Nicméné souradny systém je néco, co
do popisu vnasime umeéle a proto by fyzikalni proces nemél
byt na tomto souradném systému zavisly. Proto casto spoju-

operdtoru. Zde teprve vynikne sila parcidlnich derivaci.

Gradient

https://youtu.be/9RwaJnV5TUs

Definice (gradient). Gradient skaldrni funkce dvou promeén-
nych f(z,y) je vektorové pole oznafené a definované nasle-

dovné. of of
Vi=|:, =
/ (830 0@/)
Podobné je definovan gradient skalarni funkce tii proménnych

f(z,y, 2). of of of
vi= (aaya)

Vyznam a postaveni gardientu ilustruje nésledujici priklad,
ktery je poté zobecnén do poznamky shrnujici fyzikalni vyznam
gradientu.

Piiklad. Pokud je teplota v roviné v bodé (z,y) ddna pfedpi-
sem

T = (2 — 2y*)°C,
je gradientem vektor
VT = (295 — 2, —2my) °Cm~!.
V bodé (1,1) je gradient
VT(1,1) = (1,-2) °Cm ™",

To znamend, ze v tomto bodé roste teplota ve sméru osy
x rychlosti jeden stupen Celsia na kazdy metr délky a ve
smeéru osy y klesa rychlosti dva stupné Celsia na kazdy metr
délky. Vektor definovany timto gradientem ma smér doprava

doli (pod thlem spliiujicim podminku tanp = —2) a délku

V(12 + (=2)2 = V/5 ~ 2.2. To znamens, Ze maximalni nartst
teploty je smérem doprava dolu a tento narust je 2.2 stupné

Celsia na kazdy metr délky.

Poznamka (fyzikdlni vyznam gradientu). Gradient ska-
larni veli¢iny f je vektorova veli¢ina, kterda vyjadiuje smér a
intenzitu maximalniho rustu veli¢iny f. Presnéji, vysledkem
gradientu je vektor ve sméru maximalniho ristu veliciny f.
Délka tohoto vektoru je nartst veli¢iny f na intervalu jed-
notkové délky. Pro rovnomérné rozlozenou veli¢inu v prostoru
(konstantni) je gradient nulovy. Proto je mozné gradient chapat
jako miru nerovnomérného rozlozeni veli¢iny v prostoru. Rada
fyzikalnich déjt probiha tak, ze tato nerovnomérnost vyvola
proudéni, které se snazi tuto nerovnomeérnost vyrovnat. Napri-
klad vedeni tepla vyrovnava nerovnomeérné rozlozeni teploty a
difuze vyrovnava nerovnomeérnosti v koncentraci. Teplota se vy-
rovnava tak, ze teplo tefe z mista s vysokou teplotou do mista
s malou teplotou. Difuze sméruje z mista s vyssi koncentraci
do mista s nizsi koncentraci. V praxi nas proto vétsinou misto
sméru maximalniho ristu zajima smér maximalniho poklesu,

tj. —V .

Symbol V je operator nabla definovany formalné vztahem
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(v zavislosti na poc¢tu proménnych funkce f). “Nésobeni” 2
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Nékdy je vhodné formulovat fyzikalni zdkony pomoci pro-
stredkt linedrni algebry, zejména pomoci maticového soucinu.
V takovém pripadé gradient zapisujeme jako sloupcovy vektor.

s funkci f pritom chédpeme jako parcidlni derivaci

Gradient tzce souvisi s vrstevnicemi, s kiivkami, které spojuji
mista se stejnou funkéni hodnotou funkce dvou proménnych.
Nékdy misto pojmu vrstevnice pouzivame vyraz, ktery obsahuje
i povahu sledované velic¢iny, napriklad se pouzivaji nazvy jako
izotermy, izobary, hydroizopsy, hydroizopiezy atd. Pro funkce
tF{ proménnych mame plochy spojujici mista se stejnou funkéni
hodnotou ekvipotencialni plochy. Gradient je v kazdém bodé
kolmy k vrstevnici (ve 2D) resp. k ekvipotencidlni plose (ve

3D). Nakreslit online.

Poznamka (linearita gradientu). Gradient zachovava sou-
Cet a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné funkce f a g a
konstantu ¢ plati

V(f+9) =Vf+Vyg,  V(cf)=cVf.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlj71uwyAUhfdIfgcU2TKk5Mdupip0TFdPnapY1IaYFoMFJDV5-hLbUVKVAbjncr_D4bDHHpH-kC_8sl_4w3M0a9mF9SQ0MrxFY-kJ9HiZ4TzUjaS1UJ5sN9HMNvoHNq6VcL5r8td3Yx07K1ExQMHRhHdMud06dMD-pL4r9gJiwEdLkFgQzxMgqWM9HMWwotkj1aRvEyVMfij6KeltHiYWJxbFaQIfEata8HBDCIP_8uAwWBSk0srpkyk7qR3keAg97B6DqWfJlDUoLe1I-sVcigEXUpI9lZahK6h4uiLKM6ucNiUXTNaQr27pIVorbdo_SvjbaDcc_p65uMKPVlwYyTYYUNsFaGmoE5pk6BegT4aw&lang=sage

Gradient v prirodeé

https://youtu.be/Mpb4EAdIPPM

e V matematice se gradientem rozumi vektor z parciilnich
derivaci podle vSech proménnych. V aplikacich tomu byva
ponékud jinak. Casto je funkce popisujici studovany systém
funkei ¢asu i prostorovych proménnych. V takovém pripadé
gradientem rozumime vektor slozeny jenom z parcialnich
derivaci podle prostorovych proménnych. Cas pfi vipoctu
gradientu za proménnou nepovazujeme.

e V jednorozmérném piipadé je gradient totéz co derivace.
Presto se nékdy z tradi¢nich divodu respektujicich zvyk-
losti oboru nemluvi o derivaci, ale o gradientu. Naptiklad
mluvime o gradientu teploty pri studiu tepelné izolacnich
vlastnosti materidli. Pokud mame na mysli vrstvu z jed-
noho materidlu (a ne napifklad sendvicovou sténu), je roz-
lozeni teploty linedrni a dokonce v tomto pripadé pojmem
gradient vlastné oznacujeme smeérnici primky.

e S gradientem souvisi majdkovd navigace pri migraci zivo-
¢ichu. Ti sleduji ur¢ity chemicky podnét a pohybuji se ve
sméru nejvétsiho rastu tohoto podnétu. Tedy ve sméru gra-
dientu. Napriklad zralok ve vodé takto sleduje koncentraci
krve.

e Pokud se zajimdme nejenom o smér, ale i velikost gradi-
entu, pomuze nam velikost gradientu k posouzeni rychlosti
zmény veli¢iny v prostoru (gradient je velky, jestlize se
funkce méni rychle a jsou-li tim paddem vrstevnice nahusto).

e Pri proudéni podzemni vody sledujeme hydroizohypsy,
krivky spojujici mista se stejnou hladinou podzemni vody
nebo obecnéji se stejnou piezometrickou vyskou. Tok vody
je v homogennim prostfedi kolmy na tyto kiivky a inten-
zivni podle hustoty kfivek. ZjednoduSené rfeceno, i pod-
zemni voda mé snahu téct “z kopce”, ale “z kopce” je
ve smyslu nejrychlejsiho poklesu piezometrické vysky. Ani-
zotropni prostfedi tento tok miize odklanét do sméru, ve
kterém puda klade toku podzemni vody mensi odpor. Po-
dobné jako dfevo staci tok tepla nebo vlhkosti do podél-
ného sméru.

Linearni aproximace
7 diferencidlniho poc¢tu funkci jedné proménné vime, ze plati
priblizny vzorec

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — x0)-

Tento vzorec rozsifime do svéta funkci vice proménnych a do
svéta vektorovych funkei.

https://youtu.be/3wTwWTtbkis

Linearni aproximace skalarni funkce

o Linearni aproximaci funkce z = f(x,

8f(giv yO) (J) _ -130) +

y) v bodé (z0,0) je
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[z, y) = f(xo,y0) +

nebo (vyjddieno pomoci skaldrniho soudinu a gradientu)

flz,y) =

e TecCna rovina ke grafu funkce z =
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J(xo,y0) + V f(zo,v0) - (x — 20,y — Yo)-

f(z,y) vedend bodem
= f(z0,y0) ma rovnici

3f(3307y0)

8y (y - yO)v

—x0)+

nebo (vyjadifeno pomoci gradientu)

z=z0+ Vf(xo,y0) - (x — z0,y — yo)-

Linearni aproximace vektorové funkce

Linearni aproximaci vektorové funkce je linearni aproximace
jednotlivych komponent. To jsou skalarni funkce a je na né
mozné aplikovat postup z predchoziho bodu. Tedy pro funkci
F(z,y) = fi(z,y)T+ fo(z,y)7 méme v bodé (z0,yo) linedrni
aproximace

Ofi(x Ofi(z
fles) = faan,go) + G0 gy 4 S0,y
a
ol )~ folao,yo) + P20 (g OB W) )

y

Tyto dva vztahy je mozné zapsat jako jeden vektorovy vztah
ve tvaru

(o)~ (o) + (Bewe)) e =20
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of. Yo)

.’L' 0, yO)
Tento vektorovy vztah je mozné zapsat s pouzitim maticového
sou¢inu misto linedrni aproximace. Tim ziskdvame vztah ve
tvaru

(hen) = Che)
1 (20, 0)

i(xo,yo) T — xg
B
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Po preznaceni dostavame

- - T—T
F(z,y) = F(zo,y0) + J(x0,Y0) ( B 0) ,
Y—1Y

kde of ;
1 1
7($,y) 7(1‘,y)
0 0
J(l‘,y) = 3]%2 0}{2
%(x,y) 87(%@,)

je Jacobiho matice funkce F.

V materialovém inzenyrstvi ¢asto provadime linearizaci v okoli
nuly a pro funkci, kterd je v nule nulova. Tedy méame xg = yo =
F(0,0) = 0. Vysledn4 linedrni aproximace se poté redukuje na
tvar

F(z,y) ~ J(0,0) (z) .

Vicerozmérné konstitutivni zakony

https://youtu.be/uTzCAxOOye8

manim:Eigenvectors|vizT25D6Zz8|Pfipomenut{ vlastnich
smért matice

manim:Flow|PzFh8f9Qz{8| Tok v anizotropnich materidlech je
ve sméru opacném nez gradient jenom v pripadé, ze se jedna
o vlastni smér.

Konstitutivni vztahy tvori z hlediska materidlového inzenyrstvi
do vzajemné relace gradient stavové veli¢iny, pomoci niz cha-
rakterizujeme stav studovaného objektu, a tok, ktery se snazi
zahladit nerovnomérnost v rozlozeni stavové veli¢iny. Napii-

klad pri nerovnomérném rozlozeni koncentrace latky se tato

koncentrace vyrovnava difuznim tokem. PFi nerovnomérném

rozlozeni vnitini energie v systému se tato nerovnomérnost na-
venek projevuje rozdilnymi teplotami v rtiznych ¢astech télesa a
vyrovnava tokem tepla. Pri raznych piezometrickych hladinach
podzemni vody (hladina podzemni vody se zapoc¢tenim piipad-
ného tlaku a dalsich parametra majicich vliv na proudéni vody)
se tato nerovnomérnost vyrovnava proudénim podzemni vody.

Zakony uvedené nize byly casto odvozeny v jednorozmérném
pripadé. V moderni formulaci pouzivime obecny vektorovy
zapis, ktery zohlednuje i smér. Zpravidla je mozné pouzit pro
tento konstitutivni vztah linedrni aproximaci a proto se vlastné
jedna o nasobeni vektoru matici. Tato matice umozni nejenom
zménit délku vektoru a jeho jednotku, ale i smér. Matice se
navic pri zméné béze transformuje specidlnim zpusobem, tak
jako vektory. Takové objekty nazyvame tenzory. Nize budeme
pojmem tenzor rozumét matici 3 X 3 nebo 2 x 2, podle kontextu.
(Obecnéji je moZno povazovat skaldrni veli¢iny a vektory za
tenzory nizsich ¥adu, toto my vsak délat nebudeme.)

Aby meély konstitutivni vztahy niZe smysl, uvazujeme
v nich gradient jako sloupcovy vektor.

Fickiv zdkon (difuze)

V roce 1855 némecky lékar A. Fick objevil, ze difuzni tok J
(mnozstvi 14tky které projde pii difuzi jednotkovou plochou za
jednotku ¢asu) je imérny gradientu koncentrace ¢ této latky.
Vyjadreno moderni terminologii to znamena, ze plati

J = —DVe.

Velic¢ina D se nazyva difuzni koeficient. Pokud ma J stejny smeér
jako Ve, je D skalarni veli¢ina. Pokud sméry nejsou stejné, je
D tenzor. Z fyzikalnich divodu je tenzor D symetricky.

Difuzi se naptiklad dievo zbavuje vlhkosti pii vysouseni.

Darcyho zakon (proudéni podzemni vody)

V letech 1855 a 1856 francouzsky inzenyr H. Darcy pokusy
prokazal pfimou tméru mezi rozdilem tlakt na koncich trubice
naplnéné porézni zeminou (jednalo se vlastné o rozdil vysek pro
Sikmou trubici) a rychlosti proudén{ vody touto trubici. Pro tok
podzemni vody je vhodné rozdil tlaki vyjadrovat pomoci veli-
¢iny nazyvané piezometrickd vyska h. Do této velic¢iny se séita
vliv nadmotské vysky, tlaku geologickych vrstev a pripadné
dals{ efekty. Tok (mnoZstvi vody, kterd protece jednotkovou
plochou za jednotku Casu) je ddn vztahem

i=—KVh,

kde h je piezometrickd vyska a K je koeficient filtrace. Veli¢ina
K je v obecném pripadé symetricky tenzor. V izotropnim pti-
padé ma tok ¢ opac¢ny smér nez gradient veli¢iny h a v takovém
pripadé se K redukuje na skalarni hodnotu.

Fouriertuv zdkon (vedeni tepla)

Fourieriuv zdkon se tyka vedeni tepla a vyjadiuje, ze vektor
hustoty tepelného toku ¢ je tmérny zaporné vzatému gradientu
teploty VT, tj.

qg=—kVT.

Je-li material anizotropni, coz je nejobecnéjsi pripad, je velicina
k symetrickym tenzorem. Je-li materidl izotropni, je k skalarni
veli¢inou, pripadné skaldrni veli¢ina nasobend jednotkovou
matici, pokud potifebujeme zachovat jeji maticovy charakter.
Velic¢ina k se nazyva soucinitel tepelné vodivosti, koeficient
tepelné vodivosti nebo Fouriertv koeficient.



Riazné podoby Fourierova zakona

V souvislosti s Fourierovym zdkonem prodiskutujeme rizné
tvary konstitutivnich zakoni. Tento zakon udava tok tepla vy-
volany teplotnim gradientem. Je to velmi pouzivany zdkon a
proto ma nékolik variant. Za¢neme od nejjednodussi formulace
(F.1), kterou muzeme formulovat pomoci zdkladnich matematic-
kych operaci, nasobeni a déleni. Tento tvar se snadno pouziva,
ale je vhodny jenom pro jednoduché vypocty, jako naptiklad
vyuzivajici derivace, dokézi modelovat i to, co se déje uvnitr
stény a jak vypada teplotni profil. Nejsou vsak uzitecné pri
studiu vedeni tepla v roviné nebo v prostoru. K tomu je nutno
pouzit jesté obecnéjsi (a slozitéjsi) formulaci (F.4), vyuzivajici
gradient misto derivace. I zde jsou vSak omezeni: je-li soucinitel
tepelné vodivosti skalarni hodnota, je mozné takto spolehlivé
modelovat pouze izotropni materidly. Neni mozné zohlednit
skutecnost, zZe v nékterém sméru je prenos tepla snadnéjsi
nez ve smeéru jiném. Tuto nesndz odstranuje az nejobecnéjsi
tenzorova formulace (F.5), kterd kromé gradientu pouzivd i ten-
zorovy tvar soucinitele tepelné vodivosti a diky tomu dovoluje
modelovat i anizotropni materialy.

¢ Jednodimenzionalni tvar, kde se nezohledniuje smér toku
tepla ani rozlozeni teploty je

q=A\—, (F.1)

Az
kde A je materidlova konstanta, ¢ je tok tepla, AT je tep-
lotni rozdil na vrstvé materidlu tloustky Axz. Toto je nej-
jednodussi tvar, umoznujici zakladni vypocty i apardtem
stredni skoly, jako napriklad teplotni ztraty sténou.

o Zohlednime-li v predeslé formulaci i smér toku tepla (proti
rustu teploty, tj. z horkého mista do mista studeného), ma
Fourieriv zdkon tvar

AT

AR (F.2)

q =

e Zohlednime-li v predeslé formulaci i moznost, ze teplotni

profil je nerovnomérny, musime zménu teploty pocitat de-
rivaci misto podilu a poté ma Fourieruv zakon tvar

T
q=—>\df

—. (F.3)

¢ Chceme-li v predeslé formulaci zachytit i vedeni tepla v ro-
vinném materidlu ¢i v trojrozmérném télese, musime de-
rivaci teploty nahradit gradientem a poté ma Fourieruv
zékon tvar

7= —A\VT. (F.4)

V souradnicich potom

e Chceme-li v predeslé formulaci zachytit i vedeni tepla v ani-
zotropnim materidlu (v rtiznych smérech rizné vlastnosti),
ma Fourieruv zdkon formalné opét tvar

g=—A\VT,

ale veli¢ina A uz neni skalarni veli¢ina, je to matice. V sou-
fadnicich potom

oT
q; = —ZAz’jach-

Tento vztah se zpravidla zapisuje pomoci zkracené Einstei-
novy notace (pres opakovany index se s¢itd a vynechava se
znaménko pro sumu) ve tvaru

oT
q; = _)\ij%-
j

Tvar (F.5) je nejobecnédjsi. Pokud je material iztropni, redukuje
se (F.5) na (F.4). Pokud je tuloha jednodimenzionalni, redukuji
se (F.4) a (F.5) automaticky na (F.3). Pokud teplota roste
linearné, je mozno derivaci vypocitat pomoci podilu a tloha se
déle redukuje na (F.2) nebo (pokud nés zajima velikost a ne
smér) na (F.1).



Odlisnoktle K je symetricky tenzor. Gradient ma ve trojrozmérném
od predpiipadé vyjadieni
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Specialni pripady vztahu mezi gradien-

tem a tokem

https://youtu.be/vrPhbce-GJqc

Uvazujme vztah mezi gradientem a tokem ve tvaru
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S diagonélni matici se pracuje velmi dobfe, protoze ma v hlavni
diagonale vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou fyzikdlni charak-
teristikou tlohy. Napriklad nejvétsi vlastni ¢islo a odpovidajici
vlastni smér charakterizuji smér, ve kterém je odezva materi-
alu na vnéjsi podnét maximalni a vlastni ¢islo udava velikost
této reakce. Tyto fyzikdlni charakteristiky nemohou byt za-
vislé na volbé soufadné soustavy, ve které tlohu popisujeme.
Co se méni s volbou souradné soustavy jsou pouze souradnice
vlastniho vektoru. Vlastni ¢isla jsou vsak skaldrni a proto jsou
invariantni pti otoceni soustavy souradnic. Pokud bychom ne-
méli moznost zvolit soustavu souradnic tak, aby matice byla
diagonalni, mame alespon jistotu, Ze vlastni ¢isla ztustanou
stejna.

Ortotropni pripad ve 2D

Stejné jako ve 3D, pouze chybi tfeti rovnice.

Izotropni pripad

Stejné jako ortotropni pripad, ale navic plati k17 = koo =
kss = k. Potom f = —kVu, kde k je konstanta a vektory
toku a gradientu maji opacny smér. V tomto pripadé, na rozdil
od ortotropniho ptipadu, nezavisi na volbé soutadné soustavy,
tenzor materidlovych vlastnosti se redukuje na jednorozmérnou
konstantu v libovolné souradné soustave. Toto je nejjednodussi
pripad. Proto je studium izotropnich materidli mnohem mno-
hem jednodussi, nez studium materiali obecnéjsich. To je
nejzasadnéjsi vlastnost, kterd ¢ini studium biologickych mate-
rialt mnohem komplikovanéjsim, nez je tieba studium vlast-
nosti kovi. Biologické materidly maji typicky ur¢itou vnitini
strukturu, kterd jim dava v riznych smérech rizné vlastnosti.
Postupy odvozené pro izotropni materidly zde nefunguji.

Tec¢na k vrstevnici

https://youtu.be/tc8pmUNyhhI

Vyjdeme z rovnice pro tecnou rovinu v bodé (zg,yo), ktery je
na vrstevnici na trovni nula, tj. plati f(xg,y0) = 0. V fezu
vodorovnou rovinou z = 0 z grafu funkce a z tecné roviny
ziustanou vrstevnice na trovni nula a te¢na k vrstevnici v bodé
(z0,Yo). Rovnici teény ziskdme dosazenim z = 0 = 2y do
rovnice tecné roviny.

0=V f(zo,90) - (x = o,y = yo)-

Implicitné definovana funkce

Pokud tecna k vrstevnici neni rovnobéznd s osou y, je mozno
vrstevnici chapat jako graf funkce jedné proménné. Takova
funkce je do jisté miry urcena jednoznacné, jak ukazuje nésle-
dujici véta.

Véta (o implicitni funkci). Uvazujme funkci f(z,y)
dvou proménniych, spliujici v néjakém bodé (zo,yo) podminku
f(xo,y0) = 0 a majici v okoli bodu (xo,yo) spojité parcidlni
derivace. Plati-li

9f (0, Yo) £0,
Ay
je rovnict
flz,y)=0

v okoli bodu (xo,yo) implicitné uréena prdvé jedna spojitd
Sfunkce y = g(z).

Lokalni extrémy funkce vice promén-
nych

Pro funkce vice proménnych definujeme lokalni extrémy
stejné jako pro funkce jedné proménné. Funkce ma tedy v da-
ném bodé lokalni minimum, pokud v néjakém okoli tohoto
bodu neexistuje bod s mensi funkéni hodnotou. Funkce ma
v bodé lokalni maximum, pokud v okoli tohoto bodu neexis-
tuje bod s vyssi funkéni hodnotou.

Funkce jedné proménné urcité nema lokdlni extrém v bodé, ve
kterém mé kladnou derivaci (protoze tam funkce roste). Stejné
tak nemad lokdlni extrém v bodé, ve kterém mé zdpornou

derivaci (protoze tam funkce klesd). Derivace v bodé lokalniho
extrému tedy musi byt bud nulova nebo nesmfi existovat. Stejna
myslenkova tvaha se da provést pro krivky vzniklé na svislych
rezech funkce dvou proménnych. Proto plati nasledujici véta.

Véta (Fermatova nutnd podminka pro lokalni ex-
trémy). Jestlize funkce vice proménngch md v néjakém bodé
svuj lokalni extrém, pak kazdd parcialni derivace, kterd v tomto
bode existuje, je nulovad.

V bodé lokdlniho extrému hladké funkce je tedy nulovy gradient.

Tenzor malych deformaci

Na zavér jedna aplikace z oblasti parcidlnich derivaci a lineér-
nich aproximaci vektorovych funkci vice proménnych. Ukazeme
si, ze parcialni derivace jsou vhodné k popisu deformaci.



Vektorovou funkci je mozné chapat jako zobrazeni roviny
do sebe. Toto zobrazeni mize odpovidat transformaci té-
lesa, ptsobenim sily. PopiSme tuto deformaci vektorem
U(z1,22) = (u1(z1,22), us(z1, 22)). Theto vektor udava po-
sunuti bodu o soufadnicich (21, z2) vlivem pusobici sily. Pokud
je tato vektorova funkce nulova, s télesem se nic nedéje, kazdy
jeho bod zustava na misté. Pokud je konstantni, kazdy bod se
posune stejné a jedna se o posun, bez zmény tvaru. V obecném
pripadé vsak tato funkce konstantni neni. Linedrni aproximaci
v bodé (z1, z2) dostdviame

ﬁ(xl + Az, w0 + Azs) & U(xl,m) + J(z1,22) (22) :

Clen U(z1,x5) je posunuti. Tento ¢len nés pii studiu deformace
nezajima, nesouvisi se zménou tvaru. Zajima nés az druhy clen,
obsahujici zkombinované deformaci a pootoceni. Toto pootoceni
musime z druhého clene eliminovat. Udélame to tak, Ze clen
rozdélime na ¢ast obsahujici pootocCeni a zbytek, souvisejici se
zmeénou tvaru. Nas bude zajimat az tento zbytek.

Pokud matici J(z1, x2) rozdélime na soucet symetrické a antisy-
metrické matice, dostaneme matici, odpovidajici zméné tvaru
a matici, odpovidajici pootodeni. Pootoceni (antisymetricka
¢ast) néds nezajima, zajima nds jenom zména tvaru. Obecny po-
stup, jak rozdélit matici na soucet symetrické a antisymetrické
matice je

A+ AT . A— AT

2 2
Prvni matice v tomto souctu je symetrickd a druha antisymet-
ricka. Pro Jacobiho matici dostavame

A:

Ouy 1 (0uy | Ouy
J+JT o) 2(aw2+am1)
2 - 1 (ous + Oug Ous
2 \ dza Oxy Owa

Tato matice popisuje zménu tvaru a nazyva se tenzor malych
deformaci. Ten se jesté nékdy rozdéluje na soucet vhodného
konstantniho nasobku jednotkové matice (souvisi se zvétSenim
nebo zmensSenim, tj. se zménou objemu) a devidtor (souvisi se
zménou tvaru bez zapocteni zvétSeni ¢i zmensSeni).

Pro vyuziti v dievafskych tlohach viz téz A. Pozgaj, Struk-
tara a vlastnosti dreva str 318 nebo P. Horacek, Fyzikalni a
mechanické vlastnosti dieva I, str. 40. Analogicky jako tenzor
deformace je definovan tenzor rychlosti pretvofeni (deformacni
rychlost) pouzivany v hydrodynamice. MuZzeme jej dostat jako
derivaci tenzoru malych deformaci (pii studiu deformaci), nebo
jako symetrickou ¢ast matice vytvorené gradienty jednotlivych
komponent rychlosti proudéni. Pro proudéni vody viz J. Riha,

Matematické modelovani hydrodynamickych a disperznich jevi,
kap. 3.3.

Obréazky a online vypocty.

Z ptaci perspektivy

e Parcidlni derivace z minulé prednasky sleduje vliv kazdé
vstupni proménné na funkéni hodnotu funkce samostatné.
Gradient se snazi podchytit informaci od vSech prostoro-
vych proménnych soucasné do vektoru, ktery miri smérem
maximélniho rustu funkénich hodnot a méa velikost odpo-
vidajici narustu na intervalu jednotkové délky.

e Pomoci gradientu dokdzeme formulovat linearni aproxi-
maci funkce. U vektorovych funkci tuto aproximaci mu-
zeme formulovat pro kazdou komponentu samostatné a do-
stavame tak néastroj, jak pomoci maticového nasobeni apro-
ximovat funkéni vztahy, kde na vstupu i na vystupu je
vektor. Tim ziskdme jednotny popis vSech materidlovych
vztaht, kde vektorova veli¢ina, kterd je podnétem, vyvo-
lava jako odezvu jinou vektorovou veli¢inu. Napriklad po-
kles teploty, definovany smérem a intenzitou, vyvolava tok
tepla odpovidajicim smérem a odpovidajici intenzitou.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJydU8tq20AU3Rv8DxdlESmaKLbadBEyBbeFkoU3behGmDCWbuKpRzNiNHIr_UO-oKt8QL7C-bBePeq42FCoQGIe555z7kMnMI3gi2nWSmRglphqBGeFLu-NzUWKoAUYZ1LUEgSUdY7OynRtqn2UHI9OIH7l2cEOuWRjnDUFsaWidESZ4UYKZywtdmTj0aYxtuZ-MmGTBUumw3dK30l0yabRu3bV7-kuGI9mPBck-dNPkojgUXzZYSeX7DyKFx3ils-izk5hSvTp5MMdGeX-LJzdBhdxuxf9wflwcALf6nKDTrXZ97dXsIbCyrLAzbpisHZoa7BYWGxQu-o7QpOjrv7ULGctOhM5gswIIB0FiWWdrkwOOSoqA6qDYrZWqFC8M9h6TsnvRXw2UNR3Q65xlwRVsEeed1EHtun-3667NqQSTDa0SMuVaWMKkVX_mQQtYQ5SQ5LMmPcR1fZp12X0qD99SZk3I87dzBDo5XH7VDpSNVTGl0fU22eCQ9JlybyvR6BN_vKLxstthK0GLOXBvJth3rbPA7RH1n8hKXnmfaIKbJ_2J7FVXVyNR0CPWVrR1Dzx58lkER42IjjbYErBvgygzVu2eXdTvOgJbuafeWGkdn5PxSA1ylh-ajE7ZVDKBvnbSRAWRtUPRh9HCVWsBKdfIAiV1HgMFLzK0Rv2kp2RncgOv1QVHgb0-kPIvVSK39oK98SPxpcr88NfuVz53vUqfu-F82S6CL3ri3YT7IHA110RGWTyQbqSv9m_9ckDSdGkpu7OCicNnx5TsC3pb7sKl7c=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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