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Anotace.

e Nauc¢ime se sledovat rychlost, s jakou se méni veli¢ina,
kterd je objektem naseho zajmu.

e U veli¢in zavisejicich na nékolika parametrech budeme
schopni sledovat reakci téchto veli¢in na zmény parame-
tri. Naptiklad u teploty mitizeme v daném misté sledovat
zménu teploty v ¢ase, nebo muzeme v daném case sledovat
zménu teploty s polohou.

e Aparat vyuZijeme k tomu, ze z fyzikdlnich zdkonu sesta-
vime rovnici vedeni tepla. Rovnice vedeni tepla je jednou
z nejdtlezitéjsich rovnic matematické fyziky. Jedna se o ma-
tematicky model umoznujici jednak modelovani pfenosu
tepla a jednak kontrolu toho, ze fyzikdlni zakony vedouci
k formulaci této rovnice spravné vystihuji realitu.

Prerekvizity.

e Navazeme na znalosti z diferencidlniho poc¢tu funkei jedné
proménnych. Zejména je nutné si pripomenout definici, vy-
uziti a vypocet derivace.

o Zopakujte si fyzikdlni (prakticky) vyznam derivace a pro
osahéni si konkrétnich priklada také zédkladni metody vy-
poctu.

Funkce jedné proménné

https://youtu.be/zhaebxHbghs

Zakladni informace o funkci jedné proménné a jeji derivaci si
muzete osvézit v materidlech k pfedmétu Matematika. Nasle-
duje neformalni pfipomenuti pojmu derivace.

Zobrazeni f : R — R se nazyva funkce jedné proménné.

V kartézské soustavé souradnic pracujeme casto s grafem funkce,
coz je mnozina usporddanych dvojic bodu [z, f(z)]. Tyto body
zpravidla vypln{ kfivku v roviné. (Nakreslit online.)

Jednim ze zdsadnich kol je schopnost mérit rist nebo pokles
veli¢iny a jeho rychlost. Abychom nemuseli rozliSovat narust

a pokles, pracujeme s jednotnym pristupem, kdy pokles uva-
zZujeme jako zaporny narust a Castéji oboji sjednocujeme pod
pojem zména velic¢iny.

U velic¢iny zavislé na ¢ase zménu veli¢iny na ¢asovém intervalu
urcujeme jako rozdil hodnoty veli¢iny na konci a na zacatku
casového intervalu, tj.

flE+h) = f(t)

je zména veli¢iny mezi okamziky t a t + h. Pro porovnani
rychlosti zmény tuto zménu prepocitivame na jednotku casu a
definujeme primeérnou rychlost zmény vztahem

ft+h) - f()
. .

Kladna rychlost znamend narust v ¢ase, zdpornd pokles. Pro
nalezeni okamzité rychlosti zmény bychom pottebovali dosadit
h = 0, aby byla rychlost pocitana na intervalu nulové délky.
Toto udélat nemuzeme, protoze bychom dostali nedefinovany
vyraz, muzeme to vsak obejit pomoci limity a najit okamzitou
rychlost jako limitu

o FE+R) = £
h—0 h

Tato limita se nazyva derivace a udava, jak rychle se méni
funkce f v Case v okamziku t. Protoze kladnd zména odpovida
narustu, interpretujeme derivaci ¢asto i jako rychlost zmény
funkce i jako rychlost rustu funkce. Protoze rychlost je zména
za jenodtku casu, mizeme derivaci ekvivalentné interpretovat
jako nartst za jednotku ¢asu nebo zménu za jednotku casu.

V nékterych prirodnich zédkonech potiebujeme pracovat s rych-
losti poklesu funkce nebo s poklesem za jednotku ¢asu. Tento
pokles vyjaruje zaporné vzatéd derivace, tj. derivace vyndsobena
faktorem (—1).

U veli¢iny zavislé na poloze postupujeme analogicky, ale rych-
losti zmény rozumime zménu na jednotce délky, tj. pro interval
délky h a polohu vyjadrenou souradnici x je okamzité rychlost
rustu dana vztahem

lim flz+h)— f(x)
h—0 h

Vyse uvedeny koncept je mozné pouzit i pro libovolnou jinou
nezavislou proménnou, nez je ¢as nebo poloha. Je-li f funkce
proménné z, definujeme derivaci f'(x) funkce f v bodé z

vztahem
oy = g 04D 1)


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_I/
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQtK3QSq0o0NCt0OTlKsjJL9FQSAOKKugoaFTo6BrqmGgqaAIA3aEKBw==&lang=sage

Podle kontextu a oborovych zvyklosti zapisujeme derivaci po-
moci ¢arky (nékdy tecky) nebo jako podil diferencidli.
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Derivace derivace je rychlost s jakou se méni rychlost zmény a
nazyva se druha derivace. Je oznacovana nejcastéji nékterym
z nasledujicich zpusobi.
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Poznamka (Newtonuv zdkon tepelné vymény).
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Obrézek 1: Sobi karibu v poldrnich krajich nepotrebuji sneéhule a presto jim
nent zima. Jak to délaji? Minimalizuji teplotni rozdil mezi svgm krevnim
obéhem a povrchem, po néemz chodi. Maji v nohdch zabudovany protiproudy
tepelny vgmeénik. Tim minimalizuji teplotni ztrdty. Podle hitps://twitter.
com/fuseknowledge/status/1215796937657479168

dT

Je-li T'(t) teplota télesa v Case t, je Ty zména této teploty za
jednotku ¢asu, tj. rychlost s jakou roste teplota. Naptiklad pro
¢as v minutdch a teplotu ve stupnich Celsia hodnota derivace
v Sesté minuté muze byt

dr

—(6) = 2°C/min.

—(6) = 2°C/
To znamena, Ze v ¢ase 6 minut roste teplota okamzitou rychlosti
2 stupné Celsia za minutu. Pokud tento rist vydrzi celou

minutu, bude v ¢ase 7 minut teplota o dva stupné Celsia vyssi.

Pokud tato rychlost riustu vydrzi deset minut, jsme schopni
podobné urcit zménu teploty i za delsi ¢asovy usek.

V realnych déjich vsak konstantni rychlosti vidame ziidka.
Napriklad u tepelné vymény se dynamika procesu zastavuje
tim, jak se teploty postupné vyrovnavaji. Rychlost, s jakou
roste teplota chladného télesa pii tepelné vymeéné s teplejSim
télesem neni konstantni, ale méni se. Nejcastéjsim modelem
redlné situace je, ze tato rychlost je imérna rozdilu teplot téles
zapojenych do tepelné vymeény. Roli teplejsiho télesa hraje

vétsinou okoli. Pokud je tedy teplota okoli konstantni a rovna
Ty, je kvantitativnim modelem procesu tepelné vymeény rovnice

dT

dt
To plati pro ohfev (teplota okoli je vySsi a teplota télesa roste).
Analogicky mtzeme naformulovat model

dTr

dt
pro ochlazovani (teplota okoli je nizsi, téleso se ochlazuje a ma
zdpornou derivaci podle ¢asu).

= k(Ty - T).

k(T —To)

Tento model se nau¢ime Casem vytesit, to vsak neni to nejdile-
véda ndstroj umoznujici kvantitativné pracovat s okamZitou
rychlosti zmeny libovolné veliciny. Derivace umoznuji vymanit
se z omezeni pouzivanych ve stiedoskolské fyzice, kterd se tyka
zpravidla velmi specifickych podminek, a vénovat se popisu
redlného svéta.

Protoze tvar rovnic s derivacemi mé naprostd vétsina fyzi-
kalnich zédkonti a pomoci rovnic s derivacemi je modelovana
naprosta vétsina fyzikdlnich procest, existuji propracované na-
stroje pro TeSeni téchto rovnic na pocitaci. Z pedagogickych
dtvodu si vsak muze kdokoliv dany matematicky model na-
skriptovat tak, ze predpoklada casové skoky, v jejichz ramci je
rychlost neménné a zmény veli¢in jsou pocitat béznymi opera-
cemi néasobeni a sc¢itani. Naptiklad Sage je zalozen na siroce
rozsiteném jazyce Python, pripadné Octave jako opensource
alternativa programu Matlab.

Poznamka (linearni aproximace, materidlové vztahy).
Zména Az v proménné x vyvold zménu Ay ~ f’(z)Ax. Proto
je mozné pouzivat linedrni aproximaci funkce

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20)-

Napriklad naprosta vétSina materidlovych vztaha je takovou
aproximaci pro g = 0 (relativné malé podnéty) a f(z9) =0
(bez podnétu neni odezva). Linedrni aproximace mé poté tvar

f(@) ~ f'(0)x = ka.

Proto jsou zdkony jako Fourieruv, Fickav nebo Darcyho for-
mulovany ve tvaru primé umeérnosti. S témito zdkony jste se
pravdépodobné seznamili v naukach o materialu a blize se jim
budeme vénovat pozdéji. Podobné je mozno chapat Newtontv
zakon tepelné vymény z predchozi poznamky jako linearni apro-
ximaci pripadného obecného vztahu. Srovnejte obecny vztah

dT
_— = (I) Clﬂ — tlj (I> () - ()
=Ty~ T), 2(0)
a formalné sice podobny vztah
dT
— =kx(To-T), k=3ao(0),

dt


https://twitter.com/fuseknowledge/status/1215796937657479168
https://twitter.com/fuseknowledge/status/1215796937657479168
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlU02L2zAQvRv8HwZySbZJmhYKpeBjT4WlFN-WZdFak0aRPGP0tWv_-o7sZDdtdbKsN-89vRmt4D716E1nFQTTJ6c6hMEz3ONLZEoZJmWZgLuTUxNnRQZ0-1FHaGAHFu5g3e7aw6auVvDTm95EkwUycJrkE-KU96B58KgJ4Xty6DmP0GNkPS41DKQ8d4Tn8F6HrybEdDYQ-Ch7W4RnwFK5lZrBG-uUhl-JfuPuR4pR1VVdtc3XA8haQcTBcVQ31vHE8tdhEGRsZpjgJtWpiFaoPYr1ToVUV1rO95_KseyLZevZzsFcUjJ1ZQXyZaawjEfTGaQI4uDQfD787cCyE_zAHcanQpQEsUCSVlmSH9ihRAABNDrLaZZLV21DEX1W7h_9PAaHGm3z8HDYto-Pha8QbSVxsFJS7vucNPYIqWSlopxLrgONkMfM54vDsQR3ZA9GpMArCXR9Y3bzbc5htC6Fuiqhle5H-AAyBu-riIdEkIttXIC6LXNi75YhuSv4FfhROiI-YJILqSy3jqI5gowGGRm_PJLc-xlJzTFgLzoLXWFrRZfWut3c6Mr8xtK7qUfhsYVRYj1LS-DEmjhe7Py3VnOkEqSM1pstGS1-Nf38ErhnIdEYMBoiQUBnArrrwTGRFRgt9NeG7NUwIOn1Q5S2bC4OBz4Xi5ovMJnp0p_SsKW6jBFhtwS9_KqrcOKXtZPH8FQatb4qbKFsz2wIddP6hJvt2BtqDpuZKI_WoyBFjy7PG9-e9x9WM0on&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwtj81qwzAQhO8CvcNeAlKTFLtQCDY59g18Kz2o1oYK_ayR1wbn6SvZEQjEzsy3I8twh-a97aGeE1gM3oDP5Bcpdq2z3H00fRVX9EwZZhjNTOsWHTyTGb2J7gLeIvwuFiPCRKNjw8A4BSqYoWCemGlWs3uiYq0P2sYrZUzuxV1gynSEeCsp1eoSvB2rZzaZaTWjgz-yidgUR1P0vVp1HEED5Ck4Kfz-r8-XOJlsInKuLgwJy_KIaQMppDjB1xJKvdVAsZA1Zfoo33T3tktLxKAGfW2lqKRBufNeqzw0nMEyvIEvVw3Ntc50LwUmW7m1juLLoKXYgovquwGXHj_6H6tibEk=&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

ktery ale misto obecné a slozité identifikovatelné funkce ® obsa-
huje jenom néasobeni vcelku jednoduse méritelnou konstantou

k.

Poznamka (logisticky rust populace). Je-li 2(t) velikost

0 . X v . . . .
populace zivocichi, je U zména této velikosti za jednotku

casu. Castym modelem redlné situace je modelovani pomoci
dx
— =Tz

logiSl iCke rovinice
d K

V této rovnice vystupuje celkovd nosnad kapacita prostiedi
K a rovnice vyjadiuje, ze rychlost rustu je imérnd velikosti
populace a volné kapacité prostredi. Volnou kapacitu prostredi
pocitame jako doplnék obsazené Casti prostiedi do sta procent.
Obsazenou ¢ast prostiedi pocitame jako podil velikosti populace
a nosné kapacity prostredi.

Funkce dvou proménnych, graf
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Obrézek 2: 8d graf funkce dvou proménngch

V popisu prirodnich déju si ziidka vystacime s funkcemi jedné
proménné. Déje probihaji v ¢ase (jedna Casovd proménnd) a
v néjakém misté (jedna az t¥i prostorové proménné). Uz pro
zéakladni fyzikalni tlohy tedy musime umét pracovat s funkcemi
vice proménnych.

e Zobrazeni f:R? — R se nazyva funkce dvou proménnych.

o Grafem funkce f je mnozina usporddanych trojic [z,y, 2],

které spliuji z = f(z,y) . Graf kreslime zpravidla jako
body v 3D prostoru.

— Nakreslit online. (Sage),

— Nakreslit online. (matplotlib),

Prikladem skalarni funkce dvou prostorovych proménnych je

teplota v urcitém okamziku na dvourozmérném povrchu. Apa-
rat funkci dvou proménnych se tedy jisté uplatni pri studiu

tepelnych ostrovi souvisejicich s urbanizaci a kvalitou zivota
ve méstech.

Prikladem skaldrni funkce dvou proménnych, kdy kazda z pro-
ménnych ma jiny charakter, je teplota ve sténé budovy. Tato
teplota se méni s casem (studend sténa, na kterou zacalo svitit
slunce, se ohfivd) a s polohou (vnéjsi a vnitini okraj stény maji
teplotu priblizné podle teploty venku a teploty uvnitt budovy,
uvnit¥ stény se teplota spojité méni).

Parcialni derivace

https://youtu.be/Vw7OF5F;j8G4

Pokud sledujeme napriklad ve sténé ménici se teplotni profil,
zajima nas, jak se teplota v jednotlivych mistech stény méni

v Case a jak se teplota méni v fezu sténou. Zda se byti rozumné
oddélit obé zmény. Bud v daném bodé fixovat polohu a sledovat
casovy vyvoj v tomto bodé, nebo v daném case udélat néco

jako teplotni snimek a srovnédvat teplotu ve vybraném bodé

s okolnimi teplotami ve stejném case. To vede k nasledujicimu
pristupu, kdy u funkce vice proménnych sledujeme reakci na
zménu jedné jediné veliciny.

Definice (parcialni derivace). Bud f(z,y):R* — R funkce
dvou proménnych x a y. Vyraz
of fl@+hy) = fzy)

90 h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Vyraz

8y " h—0 h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle y.

Podobné mizeme definovat parcidlni derivaci pro funkce libo-
volného kone¢ného poctu proménnych. V téchto parcialnich
derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje veli¢ina f na zmény
jenom v jedné proménné. Ostatni proménné, podle kterych se
nederivuje, maji vlastné roli parametru a nijak se neméni.

Poznamka (stavebni kameny z definice derivace).

e Vyraz
f(x+hay) _f(xvy)
z Citatele je zména velifiny f na intervalu [z,z + h| pfi
konstantni veli¢iné y. Tento citatel casto oznacujeme téz

Af.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVkgvSkxTyEpVyM0_ui8vXyG_5PDCI72pJQqJCgVHZ2Ym5WQe3ZdflliikFt5dOHhtbxclbZliUUa6pXqmrxcBTn5JcYpGhVxRrqVcUY6ChoVOrqGOoaaQFYlhKUJAGE3Igs=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

« Podil
flx+h,y)— f(z,y)
h

je zména veli¢iny f na intervalu [z, z + h] pfi konstantn{
veli¢iné y prepocitand na jednotku veli¢iny z. Je to tedy
pramérna rychlost zmény funkce f vzhledem k z na inter-

valu [z, x + h)]. Casto oznacujeme téz i—m

e Limita v definici derivace stahuje délku intervalu pro vypo-
¢et prumeérné rychlosti k nule. Tim se z pramérné rychlosti
stane okamzita rychlost. Parcidlni derivace je tedy oka-
mzitd rychlost, s jakou se méni funkce f pri zménach jedné
promeénné.

Pozndmka (jednotka parcialni derivace). Jednotka deri-

vace % je stejnd, jako jednotka podilu i Jednotka derivace
v x

—— je stejna, jako jednotka podilu i
Ay Y

Poznamka (slovni interpretace parcidlni derivace). De-

. of . .. e o o

rivace = udava, jak se méni veli¢ina f pfi zménach veli¢iny x
x

a za predpokladu konstantni veli¢iny y. Interpretace derivace

v nematematickych disciplinach je proto okamzita rychlost
s jakou veli¢ina f reaguje na zmény veliciny x.

Poznamka (derivace teploty podle éasu a polohy). Po-
kud sledujeme vyvoj a rozlozeni teploty na dvourozmérné te-
pelné vodivé desce, je teplota (uddvand napiiklad ve stupnich
Celsia) funkef t¥{ proménnych: jedna proménnd je ¢as t a dvé
proménné x a y jsou soufadnice v roviné. Tedy T = T(t,z,y).

Parcidln{ derivace — udava je rychle (naptiklad ve stupnich

Celsia za hodinu) roste v daném misté teplota. V riznych

castech desky miize byt tato veli¢ina jind a vzdy se vztahuje
k danému bodu. Muze se ménit i v ¢ase, napriklad deska

v prostfedi s konstantni teplotou postupné dospéje do stavu
se staciondrnim rozlozenim teploty, kdy se teplota v zadném
misté ani neroste ani neklesd a parcidlni derivace podle ¢asu je
nulova. Derivace g—i udéva jak prudce (napiiklad ve stupnich

Celsia na centimetr) roste teplota ve sméru osy x.

Interpretace parcialni derivace, vedeni
tepla v 1D

Studujme vedeni tepla v jednorozmérné tyci. Teplota T je
funkei dvou proménnych: polohy x a ¢asu t. Tedy T = T'(t, x).

Parcidlni derivace %—f udévd, jak rychle (napiiklad ve stup-
nich Celsia za hodinu) roste v daném misté teplota. V riznych
castech desky muze byt tato veli¢ina jind a vzdy se vztahuje
k danému bodu. Prirozené se méni i v case. Naptiklad v pro-
stredi s konstantni teplotou postupné systém dospéje do stavu
se stacionarnim rozlozenim teploty, kdy se teplota v zadném
misté ani neroste ani neklesa a parcidlni derivace podle ¢asu je

oT
nulova. Derivace — udava jak prudce roste teplota ve sméru

osy x. Tato derivace muze byt vyjadirena napriklad ve stupnich
Celsia na centimetr.

e Je-li parcidlni derivace %—f rovna 2°C/min, znamena to,
ze v daném misté roste teplota v Case rychlosti dva stupné
Celsia za minutu.

e Pokud je parcidlni derivace teploty podle ¢asu zaporna a
rovna napiiklad hodnoté —2°C/min, znamend to, Ze tep-
lota v tomto misté klesd rychlosti dva stupné Celsia za
minutu.

. P or L

e Je-li parcidlni derivace 5, ovna 2°C/cm, znamend to, ze
v daném misté roste teplota ve sméru osy x takovou rych-
losti, Zze na centimetru délky tyCe naroste o dva stupné
Celsia.

e Pokud je parcialni derivace teploty podle polohy zaporna
a rovna napiiklad hodnoté —2°C/cm, znamend to, Ze ve
sméru osy x teplota klesa takovou rychlosti, ze na centime-
tru délky tyce klesne o dva stupné Celsia.

Interpretace parcialnich derivaci, brz-
dna draha

https://youtu.be/UE_ nkyDe7bw

Priklad: Brzdna drdha L (v metrech) auta o hmotnosti m
(v kilogramech) brzdiciho z rychlosti v (v kilometrech za hodinu)
je ddna vzorcem

L = kmv?,

kde k = 3.45 x 107% (mhod?)/(kgkm?). Pro m = 1100kg a
v = 100km/hod je brzdna draha 37.95m.

oL
e Parcialni derivace podle m je I = kv? a pro zadané
m

hodnoty vychézi

oL

— 0.0345 m /kg.
o m/kg

Kazdy kilogram hmotnosti nad 1100kg auta jedouciho
rychlosti 100km/hod prodlouzi brzdnou drdhu o cca
3.5 cm.

oL
e Parcidlni derivace podle v je 5 2kmuv a pro zadané
v



hodnoty vychazi

oL

55 = 0759 m/(km/hod) = 7.59 x 10~* hod.
(Y

Kazdy kilometr za hodinu nad 100 km/hod u auta vézictho
1100 kg prodlouzi brzdnou dréahu o cca 76 cm.

e Zjednoduseny vzorec pro brzdnou drahu auta s hmotnosti
blizkou 1100 kg a rychlosti blizkou 100 km/hod je

L ~ 37.95 + 0.0345(m — 1100) + 0.759(v — 100),

kde hmotnost a rychlost se dosazuji v kilogramech a kilo-
metrech za hodinu a brzdna drédha vychazi v metrech.

Interpretace parcialnich derivaci, po-
hyb jestérky

https://youtu.be/lk-LRBKth3Q

Energie E (v kecal), kterou spotfebuje jestérka o hmotnosti
m (v gramech) na prekonani vzdédlenosti jednoho kilometru
rychlosti v (v kilometrech za hodinu), se d4 odhadnout vzorcem

3.5m0.75
E(m,v) = 2.65m%% + =
v
Pfimym vypoctem je mozné urcit
oE 3.5m0-7°
ov v2

Prom =400g a v = 8kmh™! dostdvame

oFE
——(400,8) = —4.9kcal km ™ 'h.
Ov
Zvyseni rychlosti o kilometr za hodinu vede ke snizeni energe-

tického vydeje jestérky o 4.9 kcal. Podobné, plati

£ . . —0.25
87 = 2.65 x 0.66m 3% 4 3.5 x 0.75m
om .
1.749 2.625
7

a pro vySe uvazované hodnoty dostavame

%(400,8) =0.30kcalg™!.

Kazdy gram, ktery ma jestérka navic oproti hmotnosti 400
gramil, zvedne energeticky vydej priblizné o 0.30 kcal.

Online vypocet.
(Zpracovéno podle Stewart: Biocalculus)

ww:problems/parcialni_ derivace/povrch__tela.pg

Vyuziti parcialnich derivaci, ochrana
zelv

V publikaci Deborah T. Crouse, Larry B. Crowder, Hal Caswell:
A Stage-Based Population Model for Loggerhead Sea Turtles
and Implications for Conservation, Ecology, Vol. 68, No. 5
(Oct., 1987), pp. 1412-1423 je predstaven model populace Zelvy
Karety obecné, kdy je populace rozdélena do sedmi vyvojovych
stadii a jsou sledoviny pocty jedinct v jednotlivych stadiich.
Funkce popisujici vyvoj v dalsim obdobi na zdkladé situace
v obdobi predchozim je funkci sedmi proménnych a je mozné ji
maticové vyjadrit ve tvaru

N({t+1)=AN(t),
kde N(t) je sedmirozmérny vektor obsahujici velikosti jednotli-

vych populacnich tiid a A je matice projekéni matice modelujici
vyvoj populace. M4 tvar

0 0 0 0 127 4 80
0.6747 0.737 0 0 0 0 0
0 0.0486 0.661 0 0 0 0
A= 0 0 0.0147 0.6907 0 0 0
0 0 0 0.0518 0 0 0
0 0 0 0 0.8091 0 0
0 0 0 0 0 0.8091 0.8089

V této matici jsou zohlednény pocty potomki zelv v plodné
fazi, pravdépodobnost prechodu zZelv do nasledujici vyvojové
faze a pravdépodobnost setrvani ve stavajici vyvojové fazi. Tato
¢isla se méni v zavislosti na tom, kolik ma zelva nepiatel, jak
slozité je pro ni prezit, jak obtizné je pro ni se rozmnozovat.
Napriklad vysoka c¢isla v prvnim radku znadi, ze zelvy maji
hodné potomkii. Cislo v prvnim fadku a predposlednim sloupci
je mensi, protoze v tomto predposlednim stadiu je zelva jenom
jeden rok a mé malo potomkid. Dynamika rustu populace je
déana dominantni vlastni hodnotu matice. Tuto vlastni hodnotu
oznacime \. Velikost populace roste priblizné geometrickou ra-
dou s kvocientem A. Pokud je tato hodnota vétsi néz jedna,
velikost populace roste, v opacném pripadé populace vymira.
Pro uvedenou matici je A = 0.95 a populace se tedy mezi jed-
notlivymi obdobimi snizuje o pét procent. Hodnota \ zavisi na
tfindcti nenulovych komponentdch matice A a je tedy funkei
tiindcti proménnych. Pokud ozna¢ime prvky matice A jako a;j,
je pro biology nesmirné zajimava veli¢ina D0 ktera udava cit-
1,
livost koeficientu fidiciho rust populace na velikosti komponent
matice A. JesSté Castéji se pracuje s relativni zménou a v tomto
@ij
A 8aij
a je bez jednotky. Proto se udava v procentech. Jedna se tedy
o tfindct parcidlnich derivaci a t¥indct elasticit (pracujeme je-
nom s nenulovymi komponentami matice). Je pozoruhodné,
ze hodnoty elasticity spojené s rozmnozovanim a prezivanim

pripadé sledujeme velicinu , ktera se nazyva elasticita


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUM9VKFPX5OVytTXSMzPVyo0z0DMzU9BWMNYzVQDzzE31y3i5Cooy80oUNFw1cm1NDAx0ymwtNDURonopmWlpGmWa-GRzUWQBdPEfhw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://www.jstor.org/stable/1939225

vajicek a mlddat jsou fadové jednotky procent, ale hodnoty spo-
jené s dospivanim jsou pres deset procent. To znamena, Ze pro
ochranu populace je dulezité nepodcenit ochranu dospivajicich
vétsich zelv. Ochrana vajicek a cerstvé narozenych zelv ma na
celkovou kondici maly vliv a posileni téchto parametri sama
o sobé k udrzeni populace Zelv nesta¢i. Proto bylo vyvinuto
zarizeni Turtle excluder device, které umozni vétsSim zelvam
uniknout z rybarskych siti a zvysi tak jejich Sanci na preziti.

Linearita parcialni derivace

Nésledujici poznamka je nendpadna a prirozena, protoze je
analogii stejného tvrzeni pro obycejné derivace. M4 vsak mimo-
radnou dulezitost, protoze udava vlastnost, které se muzeme
drzet pri studiu rovnic s derivacemi. Stejné véty zformulujeme
i u dalsich operaci s funkcemi a pozdéji se je naucime vyuzivat.

Poznamka (linearita parciilni derivace). Parcidlni deri-
vace zachovava soucet a nasobeni konstantou, tj. pro libovolné
funkce f a g a konstantu c plati

of+g) _0f 09
Oz Or Oz’

acf) Cﬁ
or Oz

a analogicky pro libovolnou jinou proménnou.

Rovnice vedeni tepla v 1D

https://youtu.be/ilAaBQNoySI

Vratme se k problematice vedeni tepla v jednorozmérné tyci.
Teplota T je funkci dvou proménnych: polohy x a casu t.

Tedy T = T'(t,z). Pokusime se odvodit matematicky model
vedeni tepla. ReSenim takového modelu bude funkce 7. Po

vyreseni modelu bychom tedy méli vzorec udavajici teplotu
v libovolném bodé tyce a v libovolném case. Nejprve ovsem
musime pozadovnou rovnici sestavit.

Poznamka. Potfebujeme fyzikdlni zakony fidici vedeni tepla.
Bez nich matematika model vedeni tepla nema jak naformu-

lovat. Tyto zakony je potfeba matematice dodat z aplikované

védy. Tou je v tomto pripadé fyzika, jindy muze byt biologie

nebo geologie. Jakmile jsou potfebné zdkony a pripadné materi-
alové vztahy k dispozici, stava se problém ¢isté matematickym
a fyzika prijde ke slovu pfi zavérecné interpretaci. Pouzijeme

nasledujici fyzikalni fakta.

e Rozdilem teplot je vyvolan tok tepla. Velikost toku tepla
je umérna teplotnimu rozdilu a teplo tece z mista s vétsi
teplotou do mista s mensi teplotou.

e Teplota se zvysSuje doddnim tepla. Zména teploty je
tmérnd dodanému teplu.

V dalsim uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych
chvilich vzdy pouzijeme vySe uvedené fyzikalni zdkony. Mlu-
vime o teple, ale jako mechanicky model si mizeme predstavit
proudén{ tekutiny (pro jednoduchou piredstavu) nebo proudéni
vlhkosti (pro odvozeni rovnice difuze namisto rovnice vedeni
tepla). Budeme uvazovat libovolné misto materidlu a budeme
matematicky vyjadrovat déje, které prispivaji ke zméné teploty.

o Rychlost rustu teploty (s ¢asem) je

oT

ot
Meérime ji napriklad ve stupnich Celsia za minutu. Tato
rychlost je imérna rychlosti s jakou do daného mista do-
davame teplo. Proto v dalsim budeme hledat rychlost do-

davani tepla a daného mista. Poté se vratime do tohoto
mista a dame tuto rychlost do souvislosti s rychlosti ristu

teploty.
e Rychlost rastu teploty jako funkce polohy je
oT
ox’

Meértime ji napiiklad ve stupnich Celsia na centimetr.

e Pro prepocet nerovnomérného rozlozeni teploty na tok
tepla nas zajima nikoliv jak teplota v prostoru roste, ale
jak klesa. Proto musime vzit derivaci podle prostorové pro-
ménné zaporné, abychom dostali pokles teploty. Tento po-
kles vynasobime konstantou, ktera prevede spad teploty na
tok tepla. Tuto konstantu oznacime k (nazyva se soudini-
tel tepelné vodivosti a doda nam ji fyzika a v ni takzvany
Fourieruv zdkon). Tok tepla ¢ ve sméru osy z je tedy

oT
¢= -k Ox’
To je veli¢ina, kterd udava, kolik jould tepla protece prire-
zem za jednotku casu.

— Je-li ¢ rovno 7 J/min znamen4 to, Ze prufezem protece
ve sméru osy x sedm joull za minutu.

— Je-li ¢ zédporné a rovno —7J/min, znamend to, Ze
sedm joulil za minutu protece v daném misté proti
sméru osy .

e Pokud do daného mista pritéka teplo stejnou rychlosti jako
odtékd, teplota se neméni a dané misto se ani neohriva ani
neochlazuje. Intenzita ochlazovani je dana bilanci mezi pri-
tokem a odtokem. Muzeme si to predstavit tak, ze z tepla,
které do daného bodu pritece, se ¢ast “oddéli” a prispéje
k navyseni teploty. Zbytek tepla tece dal. Pro zjisténi, kolik
tepla se z toku “oddéli” a zpusobi v daném misté navyseni
teploty potfebujeme védét, jak rychle v daném misté tok
klesa jako funkce proménné x. Nartst urc¢ime derivaci podle
2 a pokles z narustu uré¢ime vynasobenim koeficientem —1.
Pokles toku tepla je tedy

oT
ax) '

dg 9 ( 9T\ 8
Tor T or ("“ax) = o (’“


https://en.wikipedia.org/wiki/Turtle_excluder_device

dq

— Naptiklad pokles 9 = 2J/(mincm) toku ¢ =
x

10 J/min znamend, Ze o centimetr dal ve sméru osy
x protece prurezem smérem doprava uz nikoliv deset,
ale pouze osm jouli za minutu.
— Stejny pokles u toku ¢ = —10J/min znamend, Ze
v daném misté protece smérem doleva deset joulu za
minutu, ale o centimetr vice vpravo je o 2 méné, tj.
—10 — 2 = —12 a smérem doleva tec¢e dvanact joull
za minutu.
— V obou pripadech intenzita toku klesd podél tohoto
toku. Tok sldbne.
e Pokles toku vypocteny v predchozim bodé je timérny rych-
losti rustu teploty. Prislusné konstanty timérnosti doda fy-
zika. Plati

oT

0 (or _ or
oz "oz ) T

kde ¢ je mérnd tepelnd kapacita a p je hustota. (V tomto
pripadé jsou hustota i mérna tepelna kapacita vztazeny ne
k jednotce objemu, jak jsme zvykli, ale k jednotce délky.
Napriklad p je linedrni hustota, tj. v gramech na centi-
metr).

dq

— Naptiklad pokles o = 2J/(mincm) toku ¢ =
x

10 J/min znamend, %e o centimetr ddl ve sméru osy
x protece prurezem smérem doprava uz nikoliv deset,
ale pouze osm jould za minutu. Tedy kazdou minutu
se v jednom centimetru délky od toku “odpoji” ener-
gie o velikosti dva jouly a ta se “ulozi” do materi-
alu. Navenek se to projevi zvysSenim teploty v daném
misté. Pricemz hraji roli fyzikalni vlastnosti materi-
alu, které udavaji, jaka teplotni zména odpovida do-
danému teplu.
¢ Rovnice odvozena v predchozim kroku se nazyva rovnice
vedeni tepla a dokaze modelovat napriklad prostup tepla
sténou domu. Tato rovnice zachycuje matematicky to, jak
funguje material z hlediska predavani tepla mezi misty
o ruzné teploté.

Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je vlastné
bilance toku tepla. Zeslabeni toku udava, kolik tepla se v daném
misté spotfebovalo. Tato spotieba tepla se projevi zvysenim
teploty v misté, kde k zeslabeni doslo.

Cést rovnice vedeni tepla Slovni interpretace

aoT
N Rychlost s jakou roste
’ v daném misté teplota jako
funkce casu.
oT .
o Rychlost s jakou roste
r v daném okamziku teplota
podél tyce.
oT . ‘
92 Rychlost s jakou klesa
v v daném okamziku teplota
podél tycCe. Zaporné vzata
rychlost ristu.
oT .
—k— Tok tepla. Podle Fourierova
ox ( R .
zakona je imérny rychlosti
s jakou klesé teplota.
0 oT
— | —k— Rychlost s jakou roste tok
ox ox

tepla podél tyce.

Rychlost s jakou klesa tok
tepla podél tyce. Toto teplo
zustava v daném misté tyce a
projevi se narustem teploty
v tomto misté.

Upraveny vyraz

z predchoziho radku.
Rychlost s jakou klesa tok
tepla podél tyce.

Cervené vyrazy jsou si
ameérné.

Rovnice vedeni tepla

ww:problems/parcialni_ derivace/rovnice_vedeni_ tepla_ interpretace

Numerické modelovani. Rovnici je mozno pouzit k simulaci
¢asového vyvoje teploty napiiklad takto. (Pokud si rozkliknete
odkaz, neuvidite rovnici s poc¢atecnimi podminkami a prikaz
k jejimu vyfteseni, ale pomérné dlouhy kéd prevadéjici reseni
rovnice vedeni tepla na feseni vhodné soustavy linearnich rov-
nic. V tomto pripadé se ¢tyficetkrat fesi soustava 100 rovnic
o 100 nezndmych. V inzenyrsky zajimavych aplikacich byvaji
takovych rovnic tisice.)

Druha derivace

https://youtu.be/vIVRrik3EAw

Druhé derivace je derivace prvni derivace. U funkce dvou pro-
ménnych kazdd ze dvou po sobé jdoucich derivaci muze byt

podle nékteré ze dvou proménnych a v tvahu pripadaji ¢tyti
kombinace. Pokud derivujeme dvakrat podle stejné proménné,
dostaneme

2f 9 of
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Pokud derivujeme pokazdé podle jiné proménné, dostaneme
v zéavislosti na poradi

9 9f
Oz Oy

0 of
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Podéji si ukazeme, ze tyto dvé moznosti jsou v praxi zpravidla
vzdy totozné.

Je-li tepelna vodivost k v rovnici vedeni tepla

or _ o (o1
pe ot Oz ox

konstantni, redukuje se rovnice na rovnici

o*T

0x?’

or _
Pt ~

ve které figuruje druhé derivace podle polohy.

Fisherova— KPP rovnice

Analogicky postup jako u vedeni tepla funguje pro libovolny
transportni déj. Pouziva se naptiklad pro model sifeni zZivo-
¢isného druhu v zZivotnim prostfedi nebo sifeni genu v popu-
laci. Ukazeme si zde linedrni verzi pro jednorozmérné zivotni
prostiedi, napriklad podél reky. Vicerozmérné zobecnéni si
uvedeme na konci semestru.

Tento model se nazyva Fisherova—KPP rovnice a jedna se
vlastné o rovnici vedeni tepla, do které jsou doplnény zdroje.

Ponékud krypticky nazev Fisherovy—-KPP rovnice je podle
jmen vyznamnych védcl spojenych s touto rovnicich. Jsou to
vyznamny americky statistik a biolog Ronald Fisher a trojice
ruskych matematikii Andrey Kolmogorov, Ivan Petrovsky a
Nikolai Piskunov.

Fisherova—KPP rovnice popisuje populaci, kterd se muze si-
Tit v prostoru. Kromé casové zavislosti tedy musime uvazovat
i zévislost na poloze. Tato rovnice je vyjadfena pro funkci
vyjadiujici hustotu populace. Hustotou populace muze byt
napriklad mnozstvi jedinci na jednotku délky, v pripadé zo-
becnéni na vice dimenzi mnozstvi jedincti na jednotku plochy.
Procesy vedouci k migraci a tedy i zméné hustoty populace
jsou stejné jako u vedeni tepla. Populace méa tendenci migrovat
z mist, kde je vysokd hustota do mist, kde je hustota mensi a
v misté, kde prevazuje imigrace nad emigraci velikost populace
roste. Protoze se populace muze rozmnozovat, je do rovnice
navic zapocitan ¢len modelujici vlastni reprodukci. Zpravidla
je uvazovan logisticky rist a rovnice ma poté tvar

%:D%Jﬂ“u(lf%).

Tato rovnice byla puivodné navrzena jako model siteni vyhod-
ného genu populaci. To potvrzuje, ze v rovnici mame opravdu

nastroj pro sifeni nebo transport ruznych objektl, od energie,
pres molekuly nebo Castice v latce ¢i geny v populaci az po
jedince invazniho druhu v ekosystému.

Uvedend rovnice zfejmé nebude fungovat tam, kde se populace
chova jinak, nez teplo, napriklad pokud jedinci téhoz druhu
maji tendenci se shlukovat, coz nékteré druhy jak znamo ¢ini.
Rovnice a cely pristup jsou dostatecné flexibilni na to, aby
zvladly tpravu i na takové pripady, to ale jiz presahuje ambice
tohoto textu.

Numericka aproximace derivaci: ko-
nec¢né diference

https://youtu.be/iGohx4i95F1

Obrazek 3: V prazi casto pracujeme s daty ziskanymi po skocich. Misto
spojité funkce (krivky) tedy mdme funkci definovanou v bodech (diskrétni
funkce). I zde je nutné mit moznost méreni rychlosti zmény, kterd je co
nejvice kompatibilni s derivaci.

Dopredna diference

Zakladnim pristupem pfi numerickém odhadu derivace je vyne-
chani limitniho prechodu v definici derivace. Pro funkci jedné
proménné a jeji derivaci
df flx+h)—f(=z)

h

— = lim
dx h—0

tedy dostavame

df _ flz+h) - f(2)
dz h '

Okamzita rychlost je nahrazena primérnou rychlosti na in-
tervalu (x,z 4+ h). Tento podil se nazyva doprednd pomérnd
diference nebo zkracené doprednd diference. Pokud pouzijeme
tento postup pro parcidlni derivace, dostavame

or Az

oy Ay

Centralni diference

Poznadmka (Taylorav polynom). V diferencidlnim poctu
funkci jedné proménné se zabyvame otdzkou hledani nejlepsi
polynomialn{ aproximace néjaké funkce. Touto aproximaci je



Taylortv polynom. S jeho vyuZzitim pro aproximaci kvadratic-
kou funkei plati

df(:Z?) h+ lde(x) h2 4 O(hg),

flo+h) = fz)+ dx 2! dx?

kde O(h?) je funkce, kterd v okoli nuly konverguje k nule
alespon tak rychle, jako konstantni nasobek funkce k3.

Presnéjsi aproximace derivace vychazi z Taylorova polynomu
druhého Tddu napsaného pro f(z+ h) a f(x — h), tj. ze vztaht

Fla+h) ~ @)+ f@h+ 3 " (@)h?

1
fla=h) = f@) = f'(@)h+ S " (2)h,
Pokud tyto vztahy secteme a odecteme, dostaneme

fla+h)+ flz—h) = 2f(x) + ' (x)h?

fl@+h) = f(z—h) = 2f'(x)h.

Odsud dostdavame aproximace prvni a druhé derivace

_df _ flz+h)—flx—h)
Tdr 2h

f'(x)

d? —h)— h
L GO R (RS (X))

Analogicky pro parcialni derivaci podle z

of _fla+hy) - flx—hy)
oxr 2h

827f ~ f(thay) *2f(l’,y)+f($+h,y)
ox2 h?
Tato aproximace prvni derivace se nazyva centrdlni diference
a je presnéjsi nez dopredna diference, protoze je zalozena na
presnéjsi aproximaci funkce f. Pouziva totiz polynom druhého
stupné. Dopredna diference je zalozena pouze na linedrni apro-
ximaci a proto dava méné presné vysledky.

Uvedené zavéry shrneme do nasledujici véty, kterou vyslovime
pro parcialni derivaci podle z i y. Dva vzorce pro kazdou parci-
alni derivaci prvniho fadu a jeden vzorec pro parcidlni derivaci
druhého taddu. Aproximace uvedeme ve tvaru, ze kterého je
mozno soucasné vidét i chybu pii pouziti dané aproximace.
(Pro urceni chyby u druhé derivace aproximujeme polynomem
o Tad vyssim.)

Véta (aproximace parciilnich derivaci pomoci koneé-
nych diferenci). Plati ndsledujici aprozimace derivace podle
.

ﬁ: f(m—i—fuy)—f(ac,y)
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Plati ndsledujici aprozimace derivace podle y.
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Diskretizace diferencialnich rovnic pomoci ko-
necnych diferenci

Rovnice obsahujici parcialni derivace jsou prirozenym jazykem,
kterym modelujeme fyzikalni déje. To jsme vidéli na rovnici
vedeni tepla vyse a setkdme se s tim i dale. Bohuzel tyto
rovnice umime ru¢né vytesit jenom v pomérné specidlnich
ptipadech a ani v téchto pripadech to neni snadna préace. Proto
v inzenyrské praxi davame prednost numerickému feseni rovnice.
To je zaloZeno na numerické aproximaci derivaci a prevadi reseni
rovnic s parcidlnimi derivacemi na TesSeni linearnich rovnic.
Moznosti si naznac¢ime v nasledujici poznamce, ktera je cisté
informativni a neni toho typu, Ze byste méli umét vypocty v ni
uvedené reprodukovat. Je vsak dilezitd pro pochopeni, co ndm
z rovnic vlastné muze vyplyvat a jaké jsou zhruba pozadavky
na vypocetni prostredky.

Pozndmka (explicitni metoda feSeni rovnice vedeni
tepla). Po prevedeni{ derivaci z rovnice vedeni tepla

oT_ 0T
pe ot Ox2

bychom dostali

T(x,t+ At) — T(x,t) kT(IC — Az, t) = 2T(x,t) + T(z + Az, t)

pc

At Az?

kde Az a At jsou intervaly oddélujici body a ¢asy, ve kterych
aproximujeme teplotu. Odsud

kAt

T(a, t+ A1) = T(a, )+ —=20 [T(wm, #)—2T (z, t)+ T (2+Ax, t)]

pelBr)?


http://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#taylor%C5%AFv-polynom-a-polynomi%C3%A1ln%C3%AD-aproximace-v-1d

a teplotu T'(z,t + At) v néasledujicim ¢asovém okamziku v libo-
volném bodé x dokazeme vypocitat ze soucasné teploty v tomto
bodé a z teploty v sousednich bodech x + Az a x — Azx. Toto je
vzorec pro takzvanou explicitni metodu Feseni rovnice vedeni
tepla a tuto metodu je snadné implementovat programovym
kédem. Pokud teploty v case t uspordadame do sloupcového
vektoru f(t), je dokonce mozno ptredchozi vztah zapsat pro
vSechny body soucasné jedinou maticovou rovnici

kAt

T(t+ At) = T(t) + PRANSE

AT,
kde A je matice, kterd ma v hlavni diagondle ¢isla —2, podél

diagonaly m4 ¢isla 1 a jinak nuly s vyjimkou prvniho a posled-
niho fadku, které jsou nulové. Viz vysledny kod, kde je jenom
jeden cyklus pro posun v c¢ase a namisto cyklu pres vSechny

body v ty¢i je zde maticové nésobeni.

Jesté existuje metoda zalozena na zpétné diferenci v Case na-
misto dopredné, tj.

oT(x,t)  T(x,t) — T(x,t — At)
ot At
a odsud
kAt
T(IE, t) = T(SC, t*At)+m

Toto vztah umoznujici vypocet teplot v case t z teplot v Case
t — At. Bohuzel vSak v kazdém tomto vztahu figuruji t¥i teploty
v Case t, které jesté nezndme. Uloha vede na FeSeni soustavy
linearnich rovnic, kterych je stejné jako je uvazovany pocet
bodt v tyci. Tedy v prakticky vyuzitelnych tilohach pocty rov-
nic a proménnych zacinaji fadové stovkami ¢i tisici a omezeny
jsou jenom pameéti pocitacu. Kazda rovnice v soustavé mé sice
jenom tii neznamé, ale jako celek je postup komplikovanéjsi na
naprogramovani i na vypocet. Presto se ukazuje jako vyhod-
néjsi, protoze je stabilngjsi a dovoluje feSeni pocitat po vétsich
casovych skocich nez pri explicitni metodé. Programova reali-
zace je zaloZzena na FeSeni rovnice a v programech Octave nebo
Matlab muze vypadat nasledovné. Tento pristup se nazyva
implicitni metoda TeSeni.

Vzdalenost a pojmy s ni souvisejici

V podkapitole vénované popisu bodl, mnozin a jejich vlast-

nosti v euklidovském prostoru se ujistime, ze dokazeme dat

presny obsah tak béznym pojmum, jako vzdalenost nebo hra-
nice mnoziny. Protoze matematické pojeti téchto pojmu plné
vystihuje a zobecnuje zakladni pfedstavu z bézného zivota, neni
v tuto chvili nutné se ucit jednotlivé definice. Jenom si rdémcové
odneste prehled, jak jsou tyto pojmy definovany a jaké pojmy
vlastné pouzivame. V pripadé nutnosti se k témto definicim

muyzete kdykoliv vratit.

https://youtu.be/owfHzLBonRA

V dalsim budeme pracovat s pojmy jako mnozina a jeji hranice,
mnozina obsahujici hranici, mnozina neobsahujici hranici, spo-
jitd funkce apod. A¢ v technicky nejvyznamnéjsich aplikacich
Casto mizeme tyto pojmy chépat intuitivné, historie ukazala,
ze presnd formalni definice je nezbytna.

V dalsim nastane jedna z nejnebezpecnéjsich situaci v matema-
tice, kdy presné definovanému pojmu dame nazev, ktery lidé
znaji z prostého zivota. Napriklad hranice, oblast, spojitost,
uzéveér, okoli, ... Podrobny rozbor ukazuje, Ze tyto definice jsou
v jednoduchych pripadech v souladu s intuici.

Euklidovsky metricky prostor

Definice (metricky prostor, metrika). Mnozina E® prvki
z R? s metrikou p definovanou pro A = (ay,a,,a,) € R® a
B = (bg,by,b.) € R3 vztahem

p(A.B) = \/(as — b2) + (a, — b,)? + (as — b.)?

[T(a:fAz, t)—2T(z, t)+T (z+Az,se nazyva Fuklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru E? bu-

deme nazyvat body. Funkce p se nazyva Fuklidovskd metrika.
Cislo p(A, B) se nazyvé Euklidovskd vzddlenost bodu A, B.

Analogicky je mozno definovat metriku v prostoru libovolné
kone¢né dimenze.

Definice (okoli). Bud A € E" bod z E" a ¢ > 0 kladné
realné cislo. Epsilonovym okolim bodu X rozumime mmnozinu
oznacenou O.(A) sklddajici se z bodu, jejichz vzdélenost od
bodu A je mensi nez ¢, tj.

O (A)={X eE": p(A, X) < e}.

Ryzim epsilonovym okolim bodu A rozumime mnozinu O (A)
definovanou

0:(A) = 0:-(A) \ {A},
tj. e-okoli bodu A, s vyloucenim bodu A.

Vyznamné vlastnosti mnozin v Euklidovském
prostoru

V nésledujicich definicich je X € E” bod a M C E™ podmnozina
v Euklidovském prostoru E" (n = 2 nebo 3). Abstraktné
je mozno s témito pojmy pracovat i v prostorech libovolné
konec¢né dimenze.

Ohraniéend mnozina: Mnozina M se nazyva ohranicend,
jestlize lezi v (dostatecné velkém) okoli néjakého bodu Y € E™.
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https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVVUGO4zYQvBvwH_pijOzR7NoD5DKGf7DIIRgsAgTJghY5a1oUKUikIOlPeUU-lmqKsjUzhyA-WKJEVldXV7c29JvrrC4UdUoqq8mr2giqG0dXJa1r3FipxrpAfiiopTfdu07YoZp2Oi9wZwWVzha6uFC8a72wHli1K4RXhZ33uvBlvdrQ63SQWgRlWE2IYtzI1846jqcoM9oq0TBK49602S6O3h7ioiRJ14oR3KvpfMeLiyOw6ELMpAkjEAvRDjTqthSVojHu_Zh3jPGrHhWSJ4Gjva4E9jSqVTGfyoEtMkRSA7KV-k01CpmT6mujC83UKuWdhGBPk4IyFBfBEumqNqpS1otC5ySMIqvA8ayNxbp2ZZB4AgAQdd1AZeNKpOajhIoqYYb1CgQjR8HZYXNcr1ff6ESHI02_DUllSsHSqvXKx1frle1x88v-mLagNsrTGfRSEXIoQaVXDSd2DhJUeZNG_FS-ABAfQSaUGYSJMgp4I57kON--2v44bWmQAmyUEqKsGyVyt3hKsoNMrQstdDqze5jOFhAc5ct-v-eUNks9ctIWFDth4MWrKIdqptqRFFZVDKGoNUrCB55gXjsk-lCPlr93wFSFVtN58PRB8pyu2gq8B66Z6jMXjYUPYDoq5JhZ_3jIbf942B5nfA2DaWH0yB6CECBjVY4IUWc1Uw-lEfKmcizy648OZeCWONF-B7-12R18Azel8t9bDOpdHOzmF4czZeWWy58KNrH6r8MoT8txbzDHhWTLlGL-4HV4icw-H9lQQFtzpPR47ko-mZz8fZhMhIYrhtKENp9MSKFy421ysL3QdmWjPPd5LLKIF1BPDuIsuiGM2sem7xLwTdUNMJA7rBGuSKKayg_LOEyEUZdxODGvN9fQ9YSs_D3v2MreaO4R2GW42T2aKomWHban_b0LeSaiurIZw5XrbJfDEWTTAC0u7zC4ZqdUsf-F8cHeS6NHS9t__p7FmMTxAIyHOGF9ekYZP529gcomXMQPqRrdsZtPlN1tplH9p-fd4sH2cbF4Omy39JVk_9fzlNRisjIs_hPsLdoshn7nKl4-fmSyI-mPn3hvZmWiFyZLp3ZP5Y6xIHYSP4U4pcj3KkapMAWh_AzJfUv40GB6zW06f-AiWsiumAUv4P4JbW4IZlW7Uapry90BY8OY00iZON3aY36FXezdMiSX_vH7IX89_Al9KtVefjZaZvsX2aOIO9nnuPUw8E76LWZ_4YxrKlGjy9HidVxm8XzO83a9ai9Cavtzmq51OnAWDT4f2huVPXwfOncF63BWl3C3UfxyPACiN-KsTPbQ82JIC_-w_ReYO7Kb&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVVUGO4zYQvBvwH_pijOzR7NoD5DKGf7DIIRgsAgTJghY5a1oUKUikIOlPeUU-lmqKsjUzhyA-WKJEVldXV7c29JvrrC4UdUoqq8mr2giqG0dXJa1r3FipxrpAfiiopTfdu07YoZp2Oi9wZwWVzha6uFC8a72wHli1K4RXhZ33uvBlvdrQ63SQWgRlWE2IYtzI1846jqcoM9oq0TBK49602S6O3h7ioiRJ14oR3KvpfMeLiyOw6ELMpAkjEAvRDjTqthSVojHu_Zh3jPGrHhWSJ4Gjva4E9jSqVTGfyoEtMkRSA7KV-k01CpmT6mujC83UKuWdhGBPk4IyFBfBEumqNqpS1otC5ySMIqvA8ayNxbp2ZZB4AgAQdd1AZeNKpOajhIoqYYb1CgQjR8HZYXNcr1ff6ESHI02_DUllSsHSqvXKx1frle1x88v-mLagNsrTGfRSEXIoQaVXDSd2DhJUeZNG_FS-ABAfQSaUGYSJMgp4I57kON--2v44bWmQAmyUEqKsGyVyt3hKsoNMrQstdDqze5jOFhAc5ct-v-eUNks9ctIWFDth4MWrKIdqptqRFFZVDKGoNUrCB55gXjsk-lCPlr93wFSFVtN58PRB8pyu2gq8B66Z6jMXjYUPYDoq5JhZ_3jIbf942B5nfA2DaWH0yB6CECBjVY4IUWc1Uw-lEfKmcizy648OZeCWONF-B7-12R18Azel8t9bDOpdHOzmF4czZeWWy58KNrH6r8MoT8txbzDHhWTLlGL-4HV4icw-H9lQQFtzpPR47ko-mZz8fZhMhIYrhtKENp9MSKFy421ysL3QdmWjPPd5LLKIF1BPDuIsuiGM2sem7xLwTdUNMJA7rBGuSKKayg_LOEyEUZdxODGvN9fQ9YSs_D3v2MreaO4R2GW42T2aKomWHban_b0LeSaiurIZw5XrbJfDEWTTAC0u7zC4ZqdUsf-F8cHeS6NHS9t__p7FmMTxAIyHOGF9ekYZP529gcomXMQPqRrdsZtPlN1tplH9p-fd4sH2cbF4Omy39JVk_9fzlNRisjIs_hPsLdoshn7nKl4-fmSyI-mPn3hvZmWiFyZLp3ZP5Y6xIHYSP4U4pcj3KkapMAWh_AzJfUv40GB6zW06f-AiWsiumAUv4P4JbW4IZlW7Uapry90BY8OY00iZON3aY36FXezdMiSX_vH7IX89_Al9KtVefjZaZvsX2aOIO9nnuPUw8E76LWZ_4YxrKlGjy9HidVxm8XzO83a9ai9Cavtzmq51OnAWDT4f2huVPXwfOncF63BWl3C3UfxyPACiN-KsTPbQ82JIC_-w_ReYO7Kb&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyFVMFu2zgQvRvwP8zFsJworR1gLwn2kHvRw8IIFii6AC2OY1oUKUgUYekf9gMWe9oP2E_YvbT5r76hZCcpCtRBbFEk37x582YW9JuPzhRMkTU7Q4Frq6huPB1ZO9_4oeLG-Y5CX1BLe3PyUbm-Gk_6oPDkFJXeFaY4UHpqg3IBWLUvVODCnc_67t18tqDteJFaBBVYQ4hi_SC_0XmJx5RZ41g1gtL4vbGrV1cvL_HDmrRv1QDu1Xg_yuLgCSxilzJpugGIhWp7GkxbqoppSGe_zzvF-GgGRvKkcPVkKoUzDbec8qk82CJDJNUjW2323DAyJz7V1hRGqFUcvIZgN6OCuisOSiQyVW25YhdUYXJSlskxOO6MdVjXvuw03gAARH3sqWx8KbmFpCFTpWw_n8nfguSfPipJETewktcf6Ffa3NP4WZBmWyrRl2XTnbD7y_p-2kRpONAO7KYa5BCCysCN5LXrNJjKIYPoU_U6gIQEMqKcQYSnoIA2ImmJ8-G9O92PRxokABed88nioJG6w1vSESq1vmsh007MI3RWgJAo79brtSSzeC1HTsaBYlQWVjyqcqjOVCNp5bgSCKbWsoYNAsG7rh_pz2f0-vMGlqquNbTrw_dy53Q0TmEfqHYszrliomkHngMjw8yF603uTteb1f0Z38BdRlkziIEgA6g4zhEhqcxn4l1plb5onAq8Bez6CiZrsxfQBSw0lfulr6DZwcNjISfXWY8KTjAUW8BLcgjhxH6pQYGdsdMrMcpUxZ8jT30uNy6dnrIHu81d4ge87eSJCP9IKwuinHrAXvCAMGHIPt3c5pt8lExSu9msPo_JxT5E3wiFSgUzKkYGQimx7wNO360uar-V-qWksU8qqDQf0N0YAo3SMOeE-SBIyP9nWG-RvNjph2CpF1MrPlpI6L78S_HLf7X_-ifaQhEQnv9neYui16r6-nc4t-reN3QEh9s7tNQlapoXwZqYKlf2l6bCrphiS9ekw_tMn_64XdEVZQ_42i5XyyThqBYYxwFKFiDeDSYqtJkqG3FYo1xbozYFbAh5gx9EZlV0RzFim9JDS1SYBCV6lqtxSqV8xVuwid9Jifade8KlVKPW-q5O2-OtPrHtsuP1j9wBSQYexzf4DZqPaLzYlxiwNg0yVAcAF2Efz1sQ8fkvfv5HniYNP_2-ybebz0CvuD08NUZn6zt9QswrfcrxGCDulQ6r-_ms8NY3laph6jCf1WmZpfu5TJz5rD0obdzTOF_q6cJONfNZMMFytnzsoz-Cd7fjQ_fSZml2LgFxsmrHNlueZNFPi7BcfQPOnGh8&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1U01v2zAMvQfIf-CliNw6bVTslELA0nMxDEOxFWi3QbGZRq0jZRJl2P71o2RnLYbNB-vxm4-izuCLa62pEFqs0RogPDYajt7BC9bWeTcc0FsXgfoKAuxM51pt-8Po6Ugzshpena1MtYeMAmlLnOvoKk1Y2ZOvi5fz2Rncj4EQuGhKa4CrNG5IZ2tdqocgGmNR-5TFu51pinehf5R8YA21C3rg3g9jfJuEvQPuoo2ZiY8DZ6x06GEw4VUfEIbs-zfvXOOTGZDJg-bQzhw0-3gMmPkcHHfLDJlUz2xrs0OPzHw-m8_ulLyhnVpdfriZz7T6KKiAFcPtCOUqCc8sdKO-JvZdyYS6E9LNca9VTVd19-OaZdupO8YJkaLdVU0MSarVuqY17VjostCt7xhHNaB3QVi6kKXtLmSRlGJdykJpQXJxktHWhdq-aWS5LtSz6HIAz2D5n49N3xDcNqBvEWiPgL-iJuMsCFmACWAs7Jw__ITNeRRUdoVa8rmUjDh4k1xE6mxsD0KadeAcHnmLyJtuPtso7FGc2udsYNT12rIF-NsIU5qlXBs2q8c8L1jK5fX5CPP_O8cxxUwFxjZS4RqJVytaXpnAfaMlo5umf1eD5zZWuU1tcxmey-JmVGU1s1RsKHNrb9o8z6RPII_wZIsSlNg8Pd1yHhjVyS_xKUBFKTJKptzwvyfP-s-89mTscx46r2NsKFymQg9SvXpnBe_kdPGyKMeLvH9vmiZeTndeuYavSR9h72g-O2ZRPMjyXpaxSHnDXtepnrE8tOMUsNWe189Qg2LxtW_dCz-vuMV9nB54Pz3oBafoGr3FRiy6JPSTQEkYJiEuit9lQlKQ&lang=octave&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_method#Example:_The_heat_equation

Vnitrni bod, vnitfek, oteviena mnozina: Bod X se nazyva
vnitrnim bodem mnoziny M, jestlize X € M a existuje néjaké
okoli O(X) bodu X lezici celé v mnoziné M, tj. O(X) C M.
Mnozina vSech vnitfnich bodti mnoziny M se nazyva vnitrek

mnoziny M a oznacuje M°. Je-li mnozina M totoznd se svym
vnittkem, tj. je-li kazdy bod mnoziny M vnitini, fikame, Ze

mnozina M je otevrend.

Hranic¢ni bod, hranice: Bod X se nazyva hranicnim bodem
mnoziny M, jestlize kazdé okoli bodu X obsahuje alespon jeden
bod lezici v mnoziné M a soucasné alespon jeden bod nelezici
v mnoziné M. Mnozina vsech hrani¢nich bodi mnoziny M se
nazyva hranice mnoziny M a oznacuje OM .

Uzavér, uzaviend mnozina: Uzdvérem mnoziny M rozu-

mime mnozinu M definovanou jako sjednoceni vnitiku a hra-
nice mnoziny M, tj. M = M° U M. Je-li mnozina totozné

se svym uzdvérem (tj. obsahuje-li vSechny své hraniéni body),
nazyva se uzavrend.

Souvisla mnozina: Mnozina M se nazyva souvisla, jestlize

kazdé dva body, lezici v mnoziné M lze spojit lomenou carou,
lezici v M.

Oblast, uzavrena oblast, kompaktni mnozina: Oteviena
souvislda mnozina se nazyva oblast. Uzaviend souvisla mnozina
se nazyva uzavrend oblast. Uzaviend ohrani¢end mnozina se
nazyva kompakini.

Spojitost funkce

Spojitost skalarni funkce: Necht f:R"™ — R je skalarni

funkce n proménnych definovand v néjakém okoli bodu A € R™.

Rekneme, ze funkce f je v bodé A spojitd, pokud pro kazdé
okoli O(f(A)) bodu f(A) existuje okoli O(A) bodu A takové,
7e obrazy vsech bodt z tohoto okoli bodu A lezi v okoli bodu
O(f(A)), tj. pro viechna X € O(A) plati f(X) € O(f(4)).

Spojitost vektorové funkce: Necht f: R"™ — R™ je vektorova

funkce n proménnych definovand v néjakém okoli bodu A € R".

Rekneme, Ze funkce f je v bodé A spojitd, jestlize je v tomto
bodé spojita kazda jeji komponenta.

Elementarni funkce: Vsechny mnohocleny, goniometrické,
cyklometrické, exponencidlni a logaritmické funkce a obecna
mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce Vsechny

funkce, které ze zékladnich elementarnich funkci ziskdme ko-
neénym poctem operaci s¢itani, odecitani, nasobeni, déleni a

sklddani téchto funkci navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.

Véta (spojitost elementarnich funkci). Vsechny elemen-
tarni funkce jsou spojité v kazdém vnitrnim bodé svého definic-
nitho oboru.
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Schwarzova véta

Véta (Schwarzova). Jsou-li smiSené derivace spojité na
otevrené mnozing, jsou zde stejné, tj. plati

0 0f 0 0f

0xrdy Oyox’

Vzhledem k této vété existuji jenom tii druhé parcialni derivace.
Je tedy bezpecné psat

o of  &f
0x2’  Oxdy’ Oy?’
nebo
fows foy oy

Z ptaci perspektivy

U meénicich se veli¢in bézné udavame, jak se zméni za jed-
notku ¢asu nebo jak se zméni na jednotce délky. Napriklad
o kolik vzroste teplota za hodinu. Pomoci parcidlnich deri-
vaci muzeme tyto zmény sledovat a popsat jejich okamzité
rychlosti. Tato dovednost je nutna pro matematické vyjad-
feni predstav, jak funguji vztahy mezi veli¢inami zavislymi
na vice proménnych.

Parcidlni derivace udavad okamzitou rychlost, s jakou se
méni funkce vice proménnych pri zméné vybrané nezavislé
proménné. Tedy je to zména funkcénich hodnot pri zméné
jedné nezavislé proménné o jednotku a zafixovani ostatnich
proménnych. Tato zména se pocitd na nekoneéné malém in-
tervalu a jednd se tedy o okamzitou rychlost.

Piiroda funguje tak, ze déj v daném okamziku probiha
rychlosti souvisejici s aktualnimi hodnotami veli¢in, které
maji na déj vliv. Potfebujeme tedy nastroj pro méreni rych-
losti. Tim je derivace. V pripadé, kdy vysledek je ovlivnén
vice vstupnimi daty, mame funkci vice proménnych a par-
cidlni derivace, kdy sledujeme vliv kazdé vstupni veli¢iny
samostatneé.

Prirodni zdkony jsou formulovany bud priblizné, pomoci
soucint, podili a primérnych rychlosti, nebo pfesné po-
moci derivaci a okamzitych rychlosti. Nam jde o detailni
popis, tj. o presnou fomrulaci.

Kvalitativni predstava muze byt, Ze teplo tece do studenéj-
$itho mista a v misté, kam se dodava teplo, roste teplota.
Toto je pouze hruby model. Pomoci parcidlnich derivaci
tento déj umime namodelovat kvantitativné. Muzeme si
tak sestrojit model, porovnat s experimentem a presvédcéit
se, ze nase metody kvantitativniho vyjadieni fyzikalnich
zakonu jsou spravné. Tim si potvrzujeme, ze jsou spravné
nase predstavy o fungovani materidld.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Elementární_funkce%7D
http://cs.wikipedia.org/wiki/Elementární_funkce%7D

e V praxi ¢asto derivace poc¢itame pro funkce dané tabulkou.
V tomto pripadé pouzivime numerickou aproximaci deri-
vace. Nejcastéji pomoci centralni diference.
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