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1 Diferencialni pocet
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Obrazek 1: Euklidovska vzdalenost v roviné

1.1 Euklidovsky metricky prostor

Definice 1.1 (metricky prostor, metrika). Mnozina E* prvkii z R® s metrikou p definovanou pro A =
(az,ay,a,) € R* a B = (by,b,,b.) € R vztahem

p(A, B) = \/(az — b2)2 + (a — b,)? + (a — b.)? (11)

se nazyva Euklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru E® budeme nazyvat body. Funkce p se nazyva
Euklidovska metrika. Cislo p(A, B) se nazyva Euklidovskd vzddlenost bodi A, B.

Podobné definujeme dvourozmérny Euklidovsky prostor a Euklidovskou vzdalenost mezi body A, B
v roviné, pouze vynechdme treti souradnici. Zobecnéni na n-rozmérny je taktéz okamzité.
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Definice 1.2 (okoli, ryzi okoli). Bud A € E" bod z E" a ¢ > 0 kladné realné &islo. Epsilonovym okolim
bodu X rozumime mnozinu oznaéenou O, (A) sklidajici se z bod, jejichz vzdalenost od bodu A je mensi
nez ¢, tj.

O(A)={X eE": p(A, X) <e}.

Ryzim epsilonovym okolim bodu A rozumime mnoZinu O, (A) definovanou

0:(4) = 0:(A) \ {4},

tj. e-okoli bodu A, s vylou¢enim bodu A.

V nésledujicich definicich je X € E” bod a M C E" podmnoZina v Euklidovském prostoru E" (n = 2
nebo 3).

Definice 1.3 (ohrani¢end mnozina). Mnozina M se nazyva ohranicend, jestlize leZi v (dostate¢né velkém)
okoli néjakého bodu Y € E".

Definice 1.4 (vnitfni bod, vnitfek, otevfend mnozina). Bod X se nazyva vnitfnim bodem mnoZiny M,
jestlize X € M a existuje néjaké okoli O(X) bodu X leZici celé v mnoziné M, tj. O(X) C M. Mnozina
vSech vnitfnich bodi mnoziny M se nazyva vnitfek mnoziny M a oznauje M°. Je-li mnozina M totozna
se svym vnittkem, tj. je-li kazdy bod mnoziny M vnit¥ni, fikdme, ze mnozina M je otevrend.

Definice 1.5 (hrani¢ni bod, hranice). Bod X se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli
bodu X obsahuje alespon jeden bod lezici v mnoZiné M a soucasné alespon jeden bod nelezici v mnoziné
M. MnozZina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M se nazyva hranice mnoziny M a oznaduje OM.
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Definice 1.6 (uzavér, uzaviend mnozina). Uzdvérem mnozZiny M rozumime mnozinu M definovanou jako
sjednoceni vnitiku a hranice mnoziny M, tj. M = M°UJM. Je-li mnoZina totoZnd se svym uzavérem (tj.
obsahuje-li vSechny své hrani¢ni body), nazyva se uzavrend.

Definice 1.7 (souvisld mnozina). Mnozina M se nazyva souvisla, jestlize kazdé dva body, lezici v mnoziné
M Ize spojit lomenou carou, lezici v M.

Definice 1.8 (oblast, uzavfena oblast, kompaktni mnozina). Otevfend souvisld mnozina se nazyva oblast.
Uzavrena souvisld mnoZzina se nazyva uzavrend oblast. Uzaviena ohrani¢end mnozina se nazyva kompaktni.
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1.2 Zobrazeni mezi prostory vysSich dimenzi

Narozdil od zakladniho kurzu matematiky bu-

deme studovat bohat€jsi skalu zobrazeni, nez pouze
zobrazeni z R do R.

e Funkce jedné proménné, R — R napt. y =
sinx
vizualizace: graf ve 2D (obvykle k¥ivka)

e Funkce dvou proménnych, R? — R napt.
z = 2% + y?, skalarni pole
vizualizace: graf ve 3D (obvykle plocha), vrs-
tevnice ve 2D, obarvena rovina

e Vektorova funkce dvou proménnych, R? —
R? napt. F(z,y) = (—y,z), vektorové pole
vizualizace: vektorové pole (systém vektori
v roving)

e Parametricky zadané kiivky R — R? nap¥.
x = cos(t),y = sin(¢), t € [0, 7]
vizualizace: rovinna krivka

e Podobné skaldrni a vektorové pole v prostoru
(R* — R, R® — R?), kiivky v prostoru
(R — R?).

 http://cs.wikipedia.org/wiki/Elementarni_funkce
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1.2.1 Spojitost funkce

Definice 1.9 (spojitost skaldrni funkce). Necht
f: R™ — R je skalarni funkce n proménnych de-
finovana v né&jakém okoli bodu A € R™. Rekneme,
ze funkce f je v bodé A spojita, pokud pro ka-
7dé okoli O(f(A)) bodu f(A) existuje okoli O(A)
bodu A takové, ze obrazy vsech bodi z tohoto okoli
bodu A lezi v okoli bodu O(f(A)), tj. pro viechna

X € O(A) plati f(X) € O(f(4)).

Definice 1.10 (spojitost vektorové funkce). Necht
f :R™ — R™ je vektorova funkce n proménnych
definovana v né&jakém okoli bodu A € R". Rek-
neme, ze funkce f je v bodé A spojitd, jestlize je
v tomto bodé spojitd kazda jeji komponenta.

Vechny elementarni funkce® jsou spojité v kaz-
dém vnitfnim bodé svého defini¢niho oboru.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Element�rn�_funkce

1.3 Derivace a parcialni derivace

Na funkci y = f(z) uvazujme bod [z, f(z)].
Pokud se hodnota & zméni na xz + Az, hodnota
y se zméni na f(x + Az) a zména veli¢iny y je

A
flxz+ Az) — f(z). Pokud vypoéteme podil A—y na-
x
lezneme priimérnou rychlost rlstu funkce f na inter-
valu mezi x a Az, pokud pouzijeme limitni pfechod

Ax — 0, dostaneme okamzitou rychlost ristu funkce
f v bodé z, tj. derivaci.

Definice 1.11 (derivace funkce v bodé&). Necht
x € D(f). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x deri-
vaci rovnu &islu oznagenému f/(x), jestlize existuje
konecna limita

. fle+Az) — f(x)
AIJIL'IEO Az ’

fiz) = (1.2)

. . Ao Ay
ProtoZe derivace vznikne z podilu 29 Jimitnim

@y
prechodem, oznacujeme ji také & nebo —y .
dz dz

U funkce vice proménnych postupujeme podobné,
vé§imame si pouze jak se funkce méni pfi zménach
jedné z proménnych (ostatni proménné se neméni).
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Definice 1.12 (parcidlni derivace). Necht f
R? — R je funkce dvou proménnych. Jestlize exis-
tuje konecnd limita

f(x—l—Ax,y) _f($7y)
Ax ’

0

gl = Jim,
nazyva se tato limita parcidini derivace funkce
f(z,y) podle proménné x v bodé (x,y). Rekneme,
ze funkce ma na oteviené mnoziné M parcidlni de-
rivaci podle x, jestlize ma v kazdém bodé mnoziny
M parcialni derivaci podle x. Predpisem, ktery ka-
zdému bodu takovéto mnoziny M priradi hodnotu
parcidlni derivace podle z v tomto bodé je defino-
vana funkce nazyvana parcidlni derivace podle x.
Podobné definujeme parcialni derivaci podle y po-
moci limity

Opétovnym derivovanim téchto funkci dostavame
druhé a vyssi derivace (podobné jako v jednoroz-
mérném pripadé).




Poznamka 1.1. Parcialni derivace podle z je deri-
vace kfivky, kterd vznikne na fezu grafu funkce rovi-
nou y = konst. Parcialni derivace podle y je derivace
krivky, kterd vznikne na fezu grafu funkce rovinou
x = konst, viz obr. 2.

Poznamka 1.2. Derivaci funkce z = f(x,y) podle
, of 0z

x oznalujeme téZ f., fu, 2., Zz, =, ——. Podobné
o 7 0x’ O .
pro derivaci podle y. Druhé derivace oznadujeme z;,,
2 2
y oy 0%z 0°z .
Ty Z a podobné.

R xdy” Oy?

Definice 1.13 (hladké funkce). Bud M oteviend
mnoZina. Rekneme, ¥e funkce f je hladkd na M,
jestlize ma na mnoziné M spojité vSechny parci-
alni derivace prvniho radu. Rekneme, ¥e funkce f
je na M hladka radu k, jestlize ma na mnoziné M
spojité vsechny parcialni derivace do Fadu k vcetné.
Mnozinu spojitych funkci na M oznacujeme C (M),
mnozinu hladkych funkci C*(M), mnozinu hlad-
kych funkci ¥adu k oznalujeme C*(M).

Poznamka 1.3. Parcidlni derivace ? je rychlost
x

zmény funkce f(x,y) pfi zménach veli¢iny 2. Pokud
se veli¢ina x zméni o Az, funkéni hodnota se zméni

Robert Mafik — Aplikovand matematika

L, Of . oy ,
o priblizné —fo. Pokud je velicina x zndma s chy-

of

bou Az, veli¢ina f je vypocitana s chybou

Jednotkou derivace 8—f je jednotka veli¢iny f délena
x

jednotkou veli¢iny x. Analogicka tvrzeni plati pro ve-
licinu y.

Véta 1.1 (derivace slozené funkce). Bud f(z,y)
vnéjsi slozka a © = x(u,v) a y = y(u,v) vnitini
slozky slozené funkce f(xz(u,v),y(u,v)). Za pred-
pokladu hladkosti uvedenych funkci na otevrenych
mnozinach na kterych pracujeme plati

of 0fox _0fdy

97 o (1.3)

ou Oz du

Analogicka véta plati i pro jiny pocet promén-
nych ve vnéjsi slozce nebo vnittnich slozkach. Vnéjsi
funkci derivujeme podle kazdé z vnitfnich slozek,
tyto derivace nasobime derivacemi vnitfnich slozek a
vSechny takto obdrzené soudiny s¢itdme. Pfitom, po-
kud se nékde vyskytuje funkce jedné proménné, pre-
chazi parcidlni derivace v derivaci obycejnou. Napfi-
klad je-li funkce f(x,y,z) funkce tfi proménnych z,
1,z a kazda z téchto proménnych je funkci proménné



t, plati pro derivaci slozené funkce f(z(t), y(t), z(t))
vztah

df _ofde

dt Ox dt

af dy
dy dt

af dz
Fyare (1.4)

Predchozi rovnost je mozno zapsat ve tvaru skalar-
niho soucinu

dif _ g, 47
kde Vf = 8f 8f 8f je gradient funkce f a
oz’ 8y oz

dt — \dt’ dt’ dt

d
7(t) = (x(t),y(t), z(t)) Plati, ze smér d—: je tedny?
k trajektorii 7(t).
Pokud se pohybujeme po vrstevnici, je f kon-

dr . (dl' dy dz) je derivace vektorové funkce

—

stantni a v (1.5) plati ——

dt

. s s v o T
je tedy skaldrni soudin vektor(i T a V[ roven nule.

= 0. V tomto pripadé

—

—

. - o y dr
Z nulovosti skalarniho soucinu a z toho, Ze vektor T
je pri pohybu po vrstevnici teény k této vrstevnici

plyne, ze vektor V f je kolmy k vrstevnicim. Tento
vektor sméfuje k vys§im funkénim hodnotdm (viz 3).

Formalné je Vf mozno chapat jako soucin vektoru
o 0 0
= (&z’ a—y, (?)z) a skalarni funkce f.
Vyraz
of of of

Sode+ ody +

df = Vf-dif=3 5 o

—dz (1.6)
nazyvame totdlni diferencial funkce f. Naopak,
funkce f se nazyvd kmenova funkce tohoto totalniho
diferencidlu. Je-li dana funkce f(z,y,z), vypoltem
t¥i derivaci mizeme snadno vypocitat jeji totdlni di-
ferenciadl. Naopak, je-li dan vyraz tvaru

P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz,

muze ale nemusi existovat kmenova funkce tohoto
totalniho diferencialu.

2Fyzika’lné se totiz jednd o vektor rychlosti télesa, které se pohybuje v &ase ¢ po trajektorii 7(t).

Robert Mafik — Aplikovand matematika



Véta 1.2 (Schwarzova véta). Jsou-li smisené par-
cidlni derivace definované a spojité na oteviené

mnoziné M, pak na M plati %% = %g—i

N4ésledujici véta udava nutnou a postacujici pod-
minku pro existenci kmenové funkce totalniho di-
ferencidlu pro funkce dvou proménnych. Analogic-
kou podminku pro funkce tfi proménnych si uvedeme
pozdéji.
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Véta 1.3 (charakterizace totdlniho diferencialu).
Necht funkce P(z,y) a Q(x,y) maji spojité parcialni
derivace na otevrené souvislé mnoziné M . Nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Vektorové pole
F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))
Je gradientem néjaké skalrni funkce f(x,y).
(i) Vyraz
P(z,y)dz + Q(z, y)dy
je totdlnim diferencidlem néjaké funkce na
mnoziné M.
(iii) Plati
OP(z,y) _ 0Q(z,y)
Jy Ox




Nékteré funkce dvou proménnych je mozno za-
psat jako soucin dvou funkci jedné proménné, napri-

1
klad o(z,y) = sin(2? + l)ﬂ. U nékterych funkci
)

toto mozné neni, napiiklad funkce p(z,y) = 2% — 1.
Pomoci parcialnich derivaci je mozno podat jednodu-
chou charakterizaci vSech funkci, majicich vyse uve-
denou vlastnost.

Véta 1.4. Necht funkce dvou proménnych p(x,vy)
je nenulovd na konvexni oblasti G a ma zde spo-
Jjité vsechny parcialni derivace do radu dva, vietné.
Funkci ¢(x,y) je moZno zapsat ve tvaru p(z,y) =
f(x)gly), kde f a g jsou vhodné funkce jedné pro-
ménné pravé tehdy, kdyZ je na mnoziné G nulovy
vyraz

82 X, 0 z, 0 z,
(1) e(x,y)  Op(x,y) Op(z,y)
Qyox ox y
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Dikaz. Naznacime cast dikazu. Pokud plati

p(,y) = f(@)g(y), je mo(z,y) = In(f(x)) +
In(g(y)). Derivaci podle 2 dostdvame

@)
fla)

Protoze prava strana nezdvisi na y, dostavame deri-
vovanim podle y

8% p(z 1 dp(x, op(z,
( 5/;(%1/)) o(z,y) 7( wéwy)) ( soéyy)) »

@2 (x,y) B

Lo(x,y)
o(x,y)

Vyraz v Citateli je uveden v tvrzeni véty. O
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Obrazek 2: Parcidlni derivace gi (o, y0)
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Obrazek 3: Gradient skalarni funkce dvou proménnych
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1.4 Linearni aproximace funkce

A A
P-rotoie pro funkci jedné proménné plati f'(z) = Al'irril)o A—z je mozno psét priblizny vzorec f'(z) ~ A—i
t.
Ay ~ f'(z)Az. (1.7)

Takto pFiblizné vyjad¥eny pfiristek funkce Ay = f(x + Ax) — f(x) je mozno pouzit k linedrni aproximaci
funkce

@+ Az) = f(z) + Ay ~ f(z) + /(@) A
Po preznaceni je mozno tento vztah zapsat ve tvaru
f(@) = f(zo) + f'(z0)(x — o).

U funkci vice proménnych postupujeme obdobé. Ve vztahu (1.6) nahradime df zménou Af a d7’ zménou
A7 = (Ax, Ay, Az). Pfiblizny vzorec ma potom tvar

f(x,y,2) = f(xo, Y0, 20) + V f(x0, Y0, 20) - (x — o,y — Yo, 2 — 20)-

Tyto Gvahy je nutno provadét za predpokladu dostatecné hladkosti funkce f. Presné jsou uvedeny v nasle-
dujici vété (zformulované pro jednoduchost pro funkce dvou proménnych).
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Véta 1.5 (dostateénd podminka spojitosti, linedrni aproximace funkce pomoci parcidlnich derivaci). Necht
funkce f md definované a spojité parcialni derivace v okoli bodu (xq,yo). Potom plati ndsledujici.

e Funkce f je v bodé (x¢,yo) spojitd.
e Rovina o rovnici

= Fn.0) + G (a0, o) = ) + 5 (o, )0~ w0)

Je te¢nd rovina ke grafu funkce f v bodé (x, yo, f(z0,y0))

e Plati priblizny vzorec

f(z,y) = f(zo,y0) + W(m — ) + 0)‘(2(;,710)(?/ — o).

V tomto vzorci je presnost tim vétsi, ¢im

— je mensi vzddlenost bodi (x,y) a (zo,yo),
— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existujr).
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1.5 Zakon Sifeni chyb — chyba nepfimo mérené veliciny

V praxi ¢asto méfime nepfimo veli¢inu f tak, ze méfime veliiny 1, x2, ..., x, a hodnotu veli¢iny f urime
pomoci vzorce f(x1,x2,...,x,). MéFeni kazdé z veli¢in je zatiZzeno chybou. Je-li chyba veli¢iny z; rovna
Ax;, zplsobi tato odchylka to, Ze chyba veli¢iny f bude (v souladu s (1.7)) pFiblizné

of
Af = |5 A

Celkovou chybu veli¢iny f mazeme uréit se¢tenim chyb zplisobenych jednotlivymi veli¢inami ;. Castéji se
vSak pouziva nasledujici vzorec

2 2 2
Af(l‘l,ﬂig,...l‘n) ~ \/(gxflA 1) (88];AI2> + -+ (aaxf AJ‘,L>

oznacovany zdkon Sireni chyb.
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1.6 Funkce zadana implicitné

Uvazujme funkci f(z,y) dvou proménnych, spliiujici v néjakém bodé (xg,yo) podminku f(xg,y0) = 0 a
majici v okoli bodu (xq,yo) spojité parcidlni derivace.

e Rovnice f(z,y) = 0 vrstevnice na Grovni 0 popisuje kfivku prochéazejici bodem (xq, yo).

e Dosadime-li z = 0 v rovnici te&né roviny ke grafu funkce v bod& (xq, 5o, f(z0,%0) = 0), obdrzime
rovnici pfimky v roviné z = 0 (tj. v roviné obsahujici osy z a y)

S (o, — 20) + 5 0, 30) 0~ o) =0, (19

kterd je tenou k uvazované vrstevnici. Provedeme-li totéz s funkci jedné proménné y = g(z) pfepsanou
do implicitniho tvaru y — g(z) = 0, dostavdme

—g'(zo)(z — o) + (y — yo) = 0.
To je vhodné pro porovnani s (1.8).

o Plati-li ?(xo,yo) # 0 (tj. neni-li te¢na (1.8) svisld pfimka bez smérnice), je rovnici f(z,y) = 0

v okoli bodu (z¢,yo) implicitné uréena pravé jedna spojitd funkce y = g(z) (tj. vrstevnice je v okoli
bodu (¢, yo) grafem néjaké spojité funkce g).

e Funkce g z pfedchoziho bodu ma v z derivaci, kterd je rovna je smérnici te¢ny (1.8), tj. plati

e

g/(:Co) _ 3%(9607%)
ﬂ(x )
oy \L0, Yo
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Obrazek 4: Funkce zadana v okoli bodu (zo,yo) implicitné rovnici f(x,y) =0
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1.7 Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Podobné jako pro funkce jedné proménné definujeme i pro funkce vice proménnych lokdini extrémy na-
sledovné: funkce ma v daném bodé lokdIni minimum, pokud v néjakém okoli tohoto bodu neexistuje bod
s mensi funkéni hodnotou a podobné, funkce ma v bodé lokdlni maximum, pokud v okoli tohoto bodu
neexistuje bod s vyssi funkéni hodnotou. Z popisu gradientu je zfejmé, ze v bodé lokalniho extrému funkce
nemize mit gradient, ktery sméfuje néjakym smérem. Musi se tedy jednat o nulovy vektor, nebo néktera
z komponent gradientu nesmi existovat. Plati dokonce nasledujici o néco silnéjsi tvrzeni.

Véta 1.6 (Fermatova). Jestlize funkce vice proménnych f md v néjakém bodé svijj lokdIni extrém, pak
kazda parcidini derivace, kterd v tomto bod€ existuje, je nulova.
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1.8 Priklad: skalarni a vektorovy popis gravitacniho pole
Gravita¢ni pole se projevuje pfitahovanim hmotnych objektl. V daném misté pole je pro vSechna télesa

, ] P = o o . o
o hmotnosti m konstantni pomér —, (zde F je gravita¢ni sila). Tento podil nazyvdme intenzitou gravitacniho
m

pole® K a jedna se tedy o silu plsobici na téleso o jednotkové hmotnosti.

V gravitanim poli je mozné zavést potencialni energii télesa. Podil potencialni energie télesa a hmotnosti
je opét konstantni pro dané misto pole a nazyva se potencial* gravitaéniho pole. Pro premisténi télesa do
mista s vys$im potencidlem je nutno vykonat praci. Pro téleso o jednotkové hmotnosti je velikost této prace
rovna rozdilu potencialii. Podobné, pokud téleso o jednotkové hmotnosti spadne z potencidlové hladiny
100 J na hladinu 45 J, uvolni se pfi dopadu energie 75J. Pokud nejde o dopad na pevnou podlozku, dojde
napfiklad k tomu, Ze téleso nabere rychlost a jeho kineticka energie (Ej = 1va) je rovna 75 J.

Plochy, kde je potencial konstantni se nazyvaji ekvipotencialni plochy. V roviné, pokud je potencial funkci
dvou proménnych, odpovidaji ekvipotencidlni plochy vrstevnicim potencidlu.

e Prace vykonana pfi premisténi télesa v gravita¢nim poli nezdvisi na cesté mezi témito body, ale pouze
na pocatecni a koncové poloze.

e Intenzita gravitacniho pole je zdporné vzatym gradientem potencidlu gravitacniho pole
K= —Vo.

Je kolma k ekvipotencidlnim plochdm a sméfuje do mist s nizSim potencidlem.

3http://cs.wikipedia.org/wiki/Intenzita_gravita&niho_pole
*http://cs.wikipedia.org/wiki/Gravitaéni_potencial
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Obrazek 5: Homogenni a radidlni gravitaéni pole.

1.8.1 Homogenni gravitacni pole

Homogenni gravitacni pole je pole, ve kterém intenzita je konstantni sméfuje svisle doli. Ekvipotencialni
plochy jsou vodorovné plochy ve 3D resp. vodorovné pfimky ve 2D. Takové pole se nachazi napriklad v malych
vyskach nad zemi, jeho intenzitu oznacujeme § (tihové zrychleni®). Volime-li nulovou hladinu potencidlu na
ose x, je potencidl dan vztahem ¢ = gy. Hmotné objekty , padaji* do mist s nizsim potencidlem, pokud jim
v tom nezabrani jina sila. Napriklad knihy nespadnou, pokud lezi na policce.

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Tihové_zrychleni
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Obrazek 6: Gravitadni potencial v okoli hmotného bodu v roviné jako funkce dvou proménnych

1.8.2 Radialni gravitacni pole

Radialni gravitacni pole je pole, ve kterém intenzita sméfuje do stfedu a jeji velikost je nepfimo Umérna
kvadratu vzdalenosti od stfedu. Ekvipotencidlni plochy jsou soustfedné kulové plochy ve 3D resp. kruznice
ve 2D. Takové pole se nachazi napriklad v okoli hmotnych bodil nebo kulovitych objektd. Volime-li nulovou

. . . o kM : Y .
hladinu potencidlu v nekoneénu, je potencidl dan vztahem ¢ = ———, kde M je hmotnost télesa jehoz
,

pole studujeme, x je gravitadni konstanta a r = \/x2 + y2 + 22 je vzdilenost od stfedu. Hmotné objekty
»padaji* do mist s niz§im potencidlem (tj. do stfedu pole), pokud jim v tom nezabrani jing sila, napfiklad
odstfediva sila pro planety obihajici kolem Slunce po (téméF) kruhovych drahach.
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1.9 Divergence

Pro vektorovou funkci dvou proménnych ﬁ(ay) = (P(:v,y%@(x,y)) = P(%y)f—k Q(:uy)j definujeme
operator divergence vztahem

- oP 0
div F(z,y) = g; Y Qg;, Y (1.9)
Podobné pro tfi proménné a vektorovou funkci ﬁ(a:, y,z2) = (P(x,y, 2), Q(x,y, 2), R(z,y, z)) =
P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(x,y, 2)k definujeme operétor divergence vztahem
= oP 0 OR
diVF(fL‘,y,Z) — (x7y7z) + Q(x7y7z) + (‘x?yaz). (110)

oz dy 0z

Symbolicky mizeme psat pomoci skalarniho soucinu a operatoru nabla

L (0 9 9\ = B,
ivF=—,—,— | - F=V-F.
div (ax’ay’az) v

Vektorové pole, jehoz divergence je rovna nule, se nazyva nezridlové pole. Vektorova pole ¢asto charakte-
rizujeme pomoci silo¢ar — ¢ar, ke kterym jsou vektory vektorového pole tecné. Silo¢ary nezfidlového pole
nikde nezacinaji ani nekondi a jsou to uzavrené krivky. Tuto vlastnost ma napriklad magnetické pole.

Wikipedia: Ve vektorovém poctu je divergence diferencialni operator udavajici zridlovost
vektorového pole. Je-li napf. zkoumanym polem gradient teploty (vektory necht uddvaji napr.
rychlost vedeni tepla), potom kladnd divergence v daném bodé znamend, Ze v daném bodé
vznika teplo, zaporna naopak, Ze v daném misté teplo zanika.
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1.10 Rotace
Pro vektorovou funkci tfi proménnych a vektorovou funkci F"(x, y,z) = (P(:z:, y,2),Q(z,y,2), R(x,y, z)) =
P(z,y, z)f—i— Qz,y, z)j—i— R(z,y, z)lg definujeme operator rotace symbolicky vztahem
i j k
= = 0 0 0
rot F(x,y,2) =V x F(x,y,2) = — — — 1.11
(z,9,2) (2,9,2) 2 99 pys (1.11)
P(z,y,2) Qz,y,2) R(z,y,z)
_ P P
Vysledkem je tedy vektor, jehoz komponenty jsou rot F'(z,y,z) = <(3]; — %, %—Z — g—f, % - é;y)
Vektorové pole, jeho? rotace je rovna nule®, se nazyva nevirové pole a ve fyzice ma diileZité postaveni — je

v ném mozno zavést potencidl a potencidlni energii (Véta 2.5).
Wikipedia: Rotace je matematicky operdtor definovany pro vektorové funkce n proménnych,

ktery v kaZdém bodé udavd lokdlni miru rotace (otdceni) definované timto polem.

6
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Obrazek 7: Pole se zdrojem (nenulovou divergenci) a pole virové (s nenulovou rotaci)

Robert Mafik — Aplikovand matematika



1.11 Laplacedv operator

Laplacedv operator A, je definovan jako divergence gradientu skaldrni funkce
Af =div(VS).

V kartézskych soufadnicich a trojrozmérném prostoru tedy plati

2

0? 0? 0

A= Gl ey

pricemz plati nasledujici:

(1.12)

e |aplaceliv operator je mozno rozsifit do prostoru libovolné dimenze — vypocteme druhou derivaci podle

kazdé z proménnych a tyto derivace seCteme.

e Laplaceliv operator je mozno formalé zapsat pomoci skaldrniho soudinu dvou operatori V

Af=div(Vf) =V (Vf)=(V-V)f = V.

e Oznaleni symbolem A je stejné jako zména funkce [ (viz kapitola vénovand linedrni aproximaci
funkce a kapitola vénovand zdkonu $ifeni chyb) a je nutné tyto dva vyznamy symbolu A nezaménovat.
Chceme-li se vyhnout nedorozuméni, je moZno pro oznaceni Laplaceova operatoru pouZivat V2 namisto

A.

e |aplaceliv operator vystupuje v problémech tykajicich se elektrického nebo gravitaéniho potencialu,

difuze, nebo kmitl a Sireni vin.
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1.12 Shrnuti vzorci a postupt

Uloha: Najdi smér kolmy na vrstevnice funkce f(x,y) v bodé (x0,y0)-
Jak na to: V [(z0,y0)

Uloha: Najdi te¢nu k vrstevnici funkce f(,y) v bodé& (0, y0).
Jak na to: Vf(x0,%0) - (z —zo,y — yo) = 0 (Pfimka v roviné z = f(z0,¥0).)

Uloha: Najdi te¢nu k funkci dané implicitn& rovnici f(z,y) =0 v bodé (zq,yo).
Jak na to: Totéz co predchozi pfipad. Musi navic platit f(zo,y0) = 0.

Uloha: Najdi te¢nou rovinu ke grafu funkce f(z,7) v bod& (zo, o).
Jak na to: z = f(zo,y0) + Vf(zo,y0) - (z — 0,y — Yo)

Uloha: Najdi linearni aproximaci funkce f(z,y) v okoli bodu (zq,yo).
Jak na to: f(z,y) = f(z0,y0) + Vf(20,90) - (x — 20,y — yo)

Uloha: Je Mdx + Ndy totélni diferencial? Existuje funkce ¢ takova, ze Vi = (M, N)?

oM  ON
Jak na to: Plati nasledujici vztah? — = —
dy ox

Uloha: Je mo¥no psat funkci o(z,y) ve tvaru f(x)g(y) pro vhodné funkce f a g?
Jak na to: Plati nasleduici vztah? -2 929% _
) ) ' (paa:ay or dy
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2 Integralni pocet

V nasledujici kapitole se zaméfime na rdzné druhy integral(. Protoze se budeme snazit klast ddraz na
pochopeni rozdilu mezi jednotlivymi integraly, budeme se snazit vyklad vést co nejméné formalné. Zejména
budeme tide predpokladat, e viechny funkce se kterymi pracujeme jsou hladké’ nebo po &astech hladké®.
U kfivek budeme pfedpokladat, ze jsou reguldrni: po ¢astech hladké, samy sebe nikde neprotinaji (s pfipadnou
vyjimkou uzavfenych kfivek kdy splyvd pocatecni a koncovy bod) a v jejich parametrickém vyjadfeni ma
vzdy alespon jedna funkce nenulovou derivaci. U oblasti v roviné budeme predpokladat, ze jsou souvislé,
neobsahuji Zadné otvory a jejich hranice je tvorena po Castech hladkou kfivkou. Tyto predpoklady je nékdy
mozno podstatné oslabit a odpovidajici teorie je podrobné zpracovana v literature.

Spole&ny princip viech integrélli je, 7e po&itdme n&jakou veli¢inu, ktera je aditivni.® V myslenkéach vidy
obor pres ktery se integruje (interval, kfivku, oblast v roviné) rozdélime na malé kousky, v rdmci téchto
kousk( funkci, kterd nds zajima, aproximujeme konstantou a v limitnim prechodu velikost délicich kouska
stdhneme k nule.

"hladka je funkce, kterd ma spojitou derivaci

8po &stech hladka funkce je funkce, kterou je mozno rozdélit na kone&n& mnoho hladkych funkei

9Aditivni veli¢ina je napiiklad hmotnost t&lesa, protoze tu je moZno uréit tak, ¥e t&leso rozbijeme na kousitky, viechny
kousicky zvazime a tyto hmotnosti secteme.
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2.1 Urcity integral (opakovani)

Motivace: Predpoklddejme, Ze fyzikdIni veli¢inu s umime vypoditat jako soucin dvou veli¢in v a ¢, tj. ze
s = wvt. Jako vhodny prfiklad poslouzi drdha pohybu s, rychlost v a ¢as t. Vzorec s = vt je mozno pouZit
pouze pro pohyb konstantni rychlosti. Pokud se rychlost v béhem pohybu méni, mizeme postupovat takto:
Casovy Usek, ve kterém pohyb probihd rozdélime na malé ¢asové Gseky At, v i-tém &asovém uUseku At; vy-
bereme libovolnou rychlost v; se kterou se téleso nékdy béhem tohoto ¢asového Gseku pohybovalo a soucin
s; = v;At; je priblizné draha, kterou téleso urazi v tomto ¢asovém Gseku. Zde se védomé dopoustime néjaké
nepresnosti, protoze rychlost v; neni v ¢asovém Gseku At; konstantni a nerovnomérny pohyb nahrazujeme
pohybem rovnomérnym. Sectenim vSech s; dostaneme aproximaci celkové drahy. Pokud v; v kazdém useku
vybereme jako minimum funkce v, dostaneme dolni odhad pro celkovou drahu, pokud jako maximum dosta-
neme horni odhad. Tyto odhady budou tim presnéjsi, ¢im jemnéjSi bude déleni ¢asového intervalu. Pokud
existuje limita vSech téchto aproximaci pro délku c¢asového (seku jdouci k nule, potom obdrzime velidinu,
kterou jsme v zdkladnim kurzu matematiky nazyvali Riemanniv integral. Geometricky integral

/ab u(t) dt

vyjadfuje obsah mnoZiny mezi nezdpornou funkci v(t) a osou x na intervalu [a, b].
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Obrazek 8: Konstrukce Riemannova integralu
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2.2 Linearni a kvadraticky moment

Nez pokrocime k dalsim typdm integralu, uvedeme si dalsi dvé uzitecné aditivni veliiny, pouzivané ve fyzice.
Mame-li v roviné xy soustavu n hmotnych bodi v roviné, potom vyraz

kde z; a m; jsou x-ova souradnice a hmotnost i-tého bodu, nazyva linedrni moment soustavy vzhledem

k ose y. Podil linedrniho momentu soustavy a celkové hmotnosti je roven z-ové poloze tézisté. Podobné je
mozno vypoditat y-ovou soufadnici téZisté a v prostoru z-ovou soufadnici té€zisté.

Analogicky, vyraz
n
Jy = Z z2ms,
i=1

se nazyva moment setrvacnosti soustavy bodi vzhledem k ose y. Tato veli¢ina ma pro rotacni pohyb okolo
osy y stejny vyznam, jako hmotnost pro pohyb translacni. Presnéji: kineticka energie rotacniho pohybu

thlovou rychlosti w pri rotaci okolo osy y je nywQ a otacejici se télesa s velkym momentem setrvacnosti

je obtizné uvést do rotaéniho pohybu nebo zastavit.

Podobny vzorec plati i v prostoru nebo vzhledem k jinym osam. V tomto pfipadé je vzdy veli¢ina x
nahrazena druhou mocninou vzdalenosti od osy otaceni.

Vyvstava otazka, jak vypocitat predeslé veli¢iny v pripadé, Ze hmotnost neni rozloZzena do konecného
poctu bodti, ale spojité podél kfivek (nap¥. problém nalézt téZi5t€ a moment setrvalnosti driténych kon-
strukci), v roviné (znalost téZisté a momentu setrvaénosti priifezu nosniku je ddleZitd pfi studiu chovani
tohoto nosniku pfi zatiZeni) nebo v prostoru (téZisté a moment setrvanosti télesa). Ndastroje umozniujici
resit tyhle otazky si uvedeme v nasledujicich odstavcich. Zjednodusené feceno, tyto nastroje ndm umozni
narezat dany objekt (draténou konstrukci, rovinnou desku, téleso) na malé kousky a pFispévky od vSech

kousickll secist tak, aby timto fezanim nevznikla zadna nepresnost.
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2.3 Ki¥ivkovy integral prvniho druhu

Pokud uvazujeme drat o linedrni hustoté F' a
délce s, je hmotnost dratu rovna soucinu m =
F's. Uvazujme drat, ktery neni homogenni, lezi po-
dél rovinné kfivky C' a jeho specifickd hmotnost se
méni a bodé (x,y) je dana funkci F(z,y). Celkovou
hmotnost mizeme odhadnout takto: myslenkoveé roz-
délime drat na malé kousicky a kazdém z nich odhad-
neme linearni hustotu konstantou. M{izeme naptiklad
pouZit minimalni hodnotu hustoty v tomto kousicku.
Vynasobenim délkou kazdého kousi¢ku obdrzime jeho
hmotnost a seCtenim pres vSechny kousky dostaneme
dolni odhad pro hmotnost dratu. Tento odhad bude
tim presnéjsi, ¢im jemnéjsi déleni pouzijeme. Po-
dobné je mozno ziskat horni odhad, pokud pouzi-
jeme pro vypocet maxima linedrni hustoty. Zjemno-
vanim déleni se tyto odhady zpresniuji a v limitnim
procesu, kdy se délka vSech kousi¢kl blizi k nule,
dostavame objekt, ktery se nazyva krivkovy integrdl
prvniho druhu, oznacuje

/Fds
c

a fyzikdlné vyjadfuje hmotnost dratu z vysSe uvazo-
vané llohy. Pokud pocatecni a koncovy bod kFivky

(2.1)
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C splyvaji, piseme téz

j{Fds
c

a integral nazyvame integralem po uzavrené kfivce.
Zname-li parametrické rovnice kfivky C,

o Je=et)
y=1(t),
je mozno kfivkovy integral prvniho druhu funkce

F(z,y) po kfivce dané parametrickymi rovnicemi
(2.2) zapsat nasledovné

B
[P as= [ P00V 0w

(2:3)

telag, 22

Geometricky integrél (2.1) vyjadFuje obsah svislé
plochy nad rovinnou kfivkou C, shora omezené
funkci F(z,y). Integrdl z funkce F(z,y) = 1
resp F(z,y,z) = 1 podél kfivky C' udavd délku
kfivky C' v roviné nebo v prostoru. Je-li F(z,y) =
7(x,y), kde 7(z,y) je linedrni hustota materidlu
v bodé (z,y), uddva (2.1) celkovou hmotnost. Je-
li F(z,y) = x7(x,y), udavé (2.1) linedrni moment a



Ax zke‘(-t) di
d\ar W@

Obrazek 10: Délkovy element kfivky zadané
i iz=p(t),y=19(t . .
rovnicemi @ = (t), y = ¥() Obrazek 11: Kfivkovy integral prvniho
druhu jako obsah valcové plochy

hlédnout, Ze kfivkovy integral nezavisi na orientaci
krivky — tj. je jedno, ktery koncovy bod volime jako
pocatecni a ktery jako koncovy.

je-li F(z,y) = 2*7(x,y) udava (2.1) moment setr-
vacnosti vzhledem k ose y. Z konstrukce krivkového
integralu i z jeho fyzikalni interpretace je snadné na-
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2.4 K¥ivkovy integral druhého druhu

Pokud po draze délky s plsobime na téleso si-
lou F, koname pracil® W = F's. Protoze ptremisto-
vani nemusi probihat ve sméru pusobici sily, ma-li
sila smér F a posunuti §, je prace rovna skaldrnimu
sou&inu F - §. Predpokladejme, Ze na téleso pulsobi
sila F' a t&leso se pohybuje podél kfivky C' urcené
polohovym vektorem 7(t). Obecné se podél kfivky
mize ménit velikost nebo smér sily Fi tecny vek-
tor ke kfivce A7. Pro vypocet price mizeme pouzit
stejny trik jako vyse. Rozdélime drdhu na malé kou-
sicky a v ramci téchto kousi¢kd povazujeme Fi A7
za konstantu. Tato aproximace bude tim presnéjsi,
¢im jemnéjSi déleni pouzijeme. V limité dostdvame
veli¢inu, ktera se nazyva krivkovy integral druhého
druhu funkce F po kfivce C' a zapisujeme

/ﬁdﬁ
C

F(z,y) = P(z,)i + Q(z,y)j,  (25)

zapisujeme nékdy kfivkovy integrél (2.4) ve slozkach

(2.4)

Je-li

/ P(z,y)dz 4+ Q(x,y)dy.
c

Oyviz http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanicka_prace
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Zname-li parametrické rovnice kfivky C, je mozno
k¥ivkovy integral druhého druhu funkce (2.5) po
k¥ivce dané parametrickymi rovnicemi (2.2) zapsat
nasledovné

oo B ’
| Far= [ [Peet o o
+ Qo) w0 (1)] at. (26)

Protoze pfi pohybu télesa po kfivce jednim smérem se
prace kona a pfi pohybu opaénym smérem spotrebo-
vava, je nutné, aby kfivka figurujici v kfivkovém inte-
gralu druhého druhu byla orientovand — tj. abychom
prohlasili, ktery bod je pocatecni a ktery koncovy.
Vzdy budeme predpoklddat, ze krivka je orientovana
v souladu se svym parametrickym vyjadrenim, tj. Ze
pocateéni bod kfivky (2.2) odpovida hodnoté para-
metru t = « a koncovy bod odpovida hodnoté para-
metru t = f3.
Je-li kfivka C' uzavrend, piSeme

7{ F dr.
C


http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick�_pr�ce

Fyzikalné se jedna o praci kterou vykona sila F pri
premisténi télesa po uzavrené kfivce. Tato prace se
téz nazyva cirkulace vektorového pole po krivce C.
Pokud je mozno v poli zavést potencialni energii a po-
kud tedy prace zavisi jenom na pocatecni a koncové
poloze, musi tato prace byt nulova. To je disledkem
véty kterou si uvedeme v kapitole 2.7.

Kfivkovy integral ma jesté jinou fyzikdlni inter-
pretaci: pri odvozeni tohoto integralu jako vykonané
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prace hraje roli vlastné jenom ta slozka silového pole,
kterd je te¢nad ke kfivce. Pokud pouzijeme naopak
normalovou komponentu, dostaneme veli¢inu vyja-
dfujici tok vektorového pole krivkou C'. Vysledny vzo-
rec vyjadrujici tento tok je

/ —Q(z,y)dx + P(x,y)dy.
e,



2.5 Dvojny integral

Pro dvojny integral pouzijeme podobnou myslen-
kovou konstrukci jako u kfivkového integralu prvniho
druhu, pouze misto dratu s danou linedrni husto-
tou budeme uvaZovat rovinnou ohranicenou desku
s danou plosnou hustotou. Pokud je hustota desky
konstantni, je mozno jeji hmotnost ziskat jednoduse
jako soucin plosné hustoty a obsahu. Pokud se hus-
tota desky méni a v obecném bodé (z,y) je déna
funkci f(x,y), mizeme myslenkové rozdélit desku na
malé kousky, v rdmci kazdého malého kousku hustotu
aproximovat konstantou, vypocitat hmotnost kaz-
dého kousku jako soucin hustoty a obsahu a vSechny
hmotnosti secist. Ziskana veli¢ina je aproximaci cel-
kové hmotnosti. V limitnim prechodu kdy rozméry
vSech kouskil na nez je deska délena jde k nule do-
stavame dvojny integral

//Q f(, y)dady,

kde © je oblast v roviné (x,y) definovand uvaZova-
nou deskou. Dvojny integal se teké nékdy znaci

//Q f(z,9)d4  nebo / [ fw.pas
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V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnoZzinu
Q definujeme, mizeme pro vypolet dvojného inte-
gralu pouzit nasledujici véty. Tyto véty uddvaji, jak
je mozno dvojny integral prepsat jako dvojndsobny
integral.

DVodny INTeealL

Obrazek 12: Konstrukce dvojného integralu



Ou=ex<lL

‘3"(’(-) : I Q(x)gagw(x)
A1 —
!
_ - —
a L 2 xERLY xR
A
Obrazek 13: Oblast Obrazek 14: Ob-

integrace ve Vété 2.1 last integrace ve

Véte 2.2

Véta 2.1. Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti

Q={(z,y) eR*:a<z<bayp() <y<y()}

(viz obr. 13). Potom
- b r(x)
/ f(Ly)dxdy:/ [/ f(z,y)dy|dx.
JQ a ~Jo(x)
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Obrazek 15:
Oblast in-
tegrace ve
Vétach 2.3 a
2.4



Véta 2.2. Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti

Q={(r,y) eR?:a<y<baply) <z <y}

// flz,y dxdy—/ [/;y(j)f(x,y)dx dy.

Véta 2.3. Necht R = [a,b] x [c,d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce definovand a spojitd na R (viz
obr. 15). Pak plati

/Rf(x,y)dxdy:/ /fxydydm—/ /fxydx

Véta 2.4. Plati-li ve vété 2.3 rovnost f(x,y) = g(x)h(y), plati

/[ raaasay = | ' (e / hy)ay.

(viz obr. 14). Potom

vvvvvv

vyberme obsah S mnoziny M, ktery vypocteme jako integral S = / dxdy. Dale hmotnost mnoziny M
M

vypocéteme jako m = // o(x,y)dzdy, kde o(x,y) je plodnd hustota (hmotnost vztaZend na jednotku
M
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povrchu). Linedrni momenty hmotné mnoziny M vzhledem k osdm y a x jsou rovny // zo(x,y)dzdy a
M

Vv

Moment setrvanosti hmotné mnoziny M vzhledem k ose je J = // 0% (x,y)o(z,y)dady, kde p(z,y) je
M

vzdalenost bodu (x,y) od osy otdceni. Napfiklad pro osu x je p(x,y) = y a pro osu y je p(x,y) = . Pro
osu prochézejici kolmo po&itkem je p(z,y) = /2% + y2 1t

V dimenzovani homogennich nosnikid se pracuje
s veli¢inami kvadraticky moment prifezu (coz je mo-
ment setrvacnosti pro o(x,y) = 1) a modul prifezu,
coz je velicina, kterd Gzce souvisi s kvadratickym mo-

vvvvvvvv

prifezu také klademe o(x,y) = 1 a hmotnost se tedy
redukuje na obsah. Vzorce pro obsah x-ovou sourad-

vvvvvvvv

draticky moment vzhledem k ose « (1) a kvadraticky
moment vzhledem k ose y (I,) tedy jsou

1

rp = — // rdxdy, I, = // y2dady
S M
1

yr = — // ydady, I, = // z?dzdy
SJ)Iu ) M

Pokud mame soubor diskrétnich hodnot, je
mozné najit stfedni hodnotu pomoci aritmetického
priméru. V pripad€, Ze hodnoty jsou rozloZeny spo-
jité na intervalu (tj. je jimi na uvaZovaném intervalu
definovana funkce), je mozno tuto stfedni hodnotu
najit jako integralni stfedni hodnotu. Pokud jsou data
definovana na urcité ¢asti roviny, tj v mnoziné €2,
muizeme predpoklddat, ze tato data definuji na Q
funkci f(x,y). Za pramérnou hodnotu funkce f na
mnoziné ) bereme

JJq fla,y)dady
() ’

kde () = // dady je obsah mnoziny Q.
Q

poté da odvodit pomoci Steinerovy véty (http://cs.wikipedia.org/wiki/Steinerova_v/ECta).
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2.6 Dvojny integral v polarnich souradnicich

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské souradnice: dvojici Cisel udavajici vzdalenost bodu od osy y a od osy
x, kterd jednoznacéné urcuje polohu bodu v roviné. V praxi je nékdy vyhodnéjsi pouzit i jiny zplsob jak
pomoci dvojice Cisel charakterizovat polohu bodu v roviné — takové souradnice potom nazyvame krivocaré
soufadnice.

Z kfivocarych soufadnic jsou nejdulezitéjsi polarni souradnice. P¥i jejich pouziti polohu bodu A zaddvame
tak, Ze ur¢ime vzdalenost 7 bodu od pocatku soustavy souradnic O a Ghel ¢, ktery svird spojnice bodli O
a A s kladnou &asti osy = (viz obrazek 16).

Chceme-li prevést dvojny integral do polérnich soufadnic, provadime v ném vlastné substituci z = r cos ¢
a y = rsin . PFfitom se transformuji i diferencidly dz a dy. Pfi zméné Ghlu o dp a zméné vzdalenosti o dr
m3 odpovidajici &ast roviny rozméry dr a rdy a jeji obsah je rdedr (viz obrazek 17). Plati tedy, Ze obsah

ded
elementarni oblasti dS = dzdy se transformuje na dS = rdedr. Podil d(pdr
x

udava, kolikrat se zméni obsah

elementarni oblasti pfi zméné souradnic a nazyva se jakobian. V pFipadé polarnich soufadnic je jakobian jak
vidime roven r a plati tedy

/ flz,y)dady = // f(rcos,rsing)rdedr.
Q Q

V diferencidlnim poctu poldrni soufadnice pouzivime predev$im tam, kde ma problém radialni symetrii.
Napriklad pfi studiu ochlazovani nebo kmitl kruhovych desek ¢i vélcovitych soucastek. V integralnim poctu
tyto soufadnice pouzijeme zejména v pfipadé, kdy integrujeme pres kruznici nebo jeji &ast (napf. mezikruzi ¢
kruhovd vysed). V takovém pFipadé maji totiz integraly které vzniknou po transformaci dvojného integralu na
dvojnasobny pevné meze a vypocet druhého integrilu je zpravidla jednodussi. O dalSich druzich kfivocarych
souradnic pojedndme na konci tohoto textu.
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Obrazek 16: Definice poldrnich soufadnic
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Obrazek 17: Jakobian v polérnich
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2.7 Integralni véty

V nasledujicich vétach si ukdzeme nékteré souvislosti mezi studovanymi pojmy. Tyto souvislosti existuji,
pokud objekty se kterymi pracujeme jsou ,,dostate¢né pékné” — funkce jsou dostatecné hladké, oblasti maji
dostatecné hladkou hranici a neobsahuji diry apod. Pro Gplnost uvedeme nebo zopakujeme potfebné pojmy

e Vektorové pole F se nazyva potencidlové, pokud existuje skaldrni funkce ¢ s vlastnosti Vo = F.
Funkce ¢ se nazyva kmenovd funkce vektorového pole.

e Pokud plati pro libovolné dvé kfivky C' a Cy, které lezi v Q) a maji stejné pocatecni body a stejné

koncové body, plati .
/ Fdr = / Fdr, (2.7)
c Joy

fikdme, ze integral v 2 nezdvisi na integracni cesté. Vektorové pole ve kterém kfivkovy integral nezavisi
na integracni cesté se nazyva konzervativni pole.

o Kfivka C' se nazyva uzavrend, pokud jeji pocatedni a koncovy bod splyvaji.

o Kfivka se nazyvd jednoduchd, pokud sama sebe neproting (s pfipadnou vyjimkou stejného po&ateniho
a koncového bodu u uzavienych kfivek).

e Oblast se nazyva jednoduse souvisld, pokud je souvisld a neobsahuje otvory.
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Véta 2.5 (o nezdvislosti integrdlu na integracni cesté). UvaZujme vektorovou funkci F, kfivku C' a oblast )
v R3. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni za predpokladu hladkosti funkci, reguldrnosti kiivek a jednoduse
souvislé oblasti ().

(i) Integrdl / Fd7 nezavisi v Q) na integraéni cesté.
c

(ii) KFivkovy integral j{ FdF po libovolné uzavtené ktivce C v ) je roven nule.
c

(i) Rotace rot F' vektorového pole F' je v ) rovna nulovému vektoru.
(iv) Existuje funkce ¢ s viastnosti Vi = F na Q.

Pokud jsou predchozi podminky spinény (platnost jedné z nich vynuti platnost i vSech ostatnich), je moZno
krivkovy integrdl vypocitat podle vzorce

/ Fdr = p(B) — p(A),
C

kde A a B jsou poclatecni a koncovy bod krivky C' a ¢ je kmenovd funkce vektorového pole F.

Podle Véty 2.5 je tedy vektorové pole v prostoru konzervativni pravé tehdy, kdyz je jeho rotace nulova
a to je pravé tehdy, kdyz pro toto pole existuje kmenova funkce a je tedy mozno zavést potencidl (zaporné
vzatd kmenova funkce).

Vétu 2.5 je mozno formalné vyslovit i pro jiny nez trojrozmérny prostor. Pokud je pole v predchozi vété
pouze v roviné, doplnime treti komponentu pro vypocet rotace nulou. Potom podminka rot ' =0 prechazi
v podminku z Véty 1.3. Pokud pracujeme v prostoru vyssi dimenze, podminka na rotaci je nahrazena jinou,
komplikovanéjsi podminkou. VSechny dalsi body vsak zistavaji v platnosti beze zmény.
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Obrazek 18: Orientace hranice pfi aplikaci Greenovy véty.

Podminka hladkosti funkci na jednoduse souvislé oblasti je podstatna. Napfiklad pole v = 7$;+
ety
T < . . . . L . . v
ﬁj ma rotaci rovnu nule ve vSech bodech, kde je definované, tj. v celém prostoru kromé osy z. PFimym

vypocltem je mozno ukazat, ze kfivkovy integral po jednotkové kruznici v roviné z = 0 je roven 27.
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Véta 2.6 (Greenova véta). Necht ) C R? je jednoduse souvisld reguldrni oblast, jejiz hranici je po Edstech
reguldrni_ kfivka O} orientovand tak, Ze pfi obihdni podél kfivky OS) je oblast €2 vlevo. Necht vektorovd
funkce F(z,y) = P(z,y)t + Q(z,y)j je hladkd uvnitf néjaké oblasti, obsahujici mnozZinu ) a jeji hranici

0. Plati 20 8P( )
(2,9) .y
jgg P(z,y)dz + Q(z,y)dy = // ( oy ) dzdy. (2.8)

Cirkulace po hranici 92 [rot(Pf—&-Q;)]z

Pouzijeme-li pro funkci F vystupujici v Greenové vété tfidimenzionalni rozsifeni popsané v odstavci pred
touto vétou, vidime, Ze vpravo v dvojném integralu figuruje treti komponenta rotace rot F'. Je to souasné
jedind nenulovd komponenta vektoru rotace, zbylé dvé komponenty vektoru rotace jsou rovny nule.

Nahradime-li formaIn& vektorové pole Pi+Qj vektorovym polem —Qi+ Pj, dostavame nasledujici vztah
mezi dvojnym integralem divergence vektorového pole pres oblast €2 a kfivkovym integralem vyjadfujicim
tok vektorového pole Pi + Qf protékajici pres hranici 0f)

OP(z,y) aQ(I’y)>dxdy. (2.9)

E;Q —Q(z,y)dz + P(z,y dy_// ( + ay

Tok pres hranici 92 div(Pi+Q7)

VySe popsané dvé varianty Greenovy véty ndm davaji moznost najit fyzikalni interpretaci operator divergence
a rotace. Podil dvojného integralu funkce f pres oblast €2 a obsahu této oblasti je roven stfedni hodnoté
funkce f na mnoziné Q. Pfi limitnim prechodu, kdy rozméry mnozZiny 2 jdou k nule, dostaneme primo
funkéni hodnotu funkce f. Toto ndm umoziiuje dostat se do integrand(i na pravych stranich vztah( (2.8)
a (2.9).

Robert Mafik — Aplikovand matematika



Rotaci je tedy mozno chapat jako limitu podilu cirkulace vektorového pole po uzavrené kfivce a obsahu
mnoziny uvnitf této krivky, kdy v limitnim procesu stahujeme délku krivky k nule. Zejména pokud je prace
po libovolné uzavrené kfivce nulovd, je nulova i rotace.

Podobné divergenci je mozno chapat jako limitu podilu toku uzavienou kfivkou a obsahu mnoziny
ohranicené touto kfivkou, kdyz rozméry uvazované oblasti jdou k nule. Zejména pokud pole neobsahuje
zadné zdroje ani spotrebice, pak tok dovnitf kfivky je stejny jako tok ven (co do uzavfeného prostoru vtele,
to i vytele ven), je divergence rovna nule.

V literatufe je mozno nalézt rozsifeni Greenovy véty na pfipad, kdy mnozina €2 neni jednoduse souvisla.
Zhruba teceno, v téchto pfipadech je nutno integrovat po vnéjSim obvodu mnoziny a po obvodu vsech
dér uvnitf mnoziny a jednotlivé vysledky vhodné zkombinovat. Na zavér uvedeme jedno z dalSich vyuziti
Greenovy véty — vypocet obsahu rovinného obrazce.

0Q(z,y) OP(z,y)
ox oy
dvojny integrél figurujici v rovnici (2.8) vyznam obsahu mnoziny 2. Greenova véta v tomto pfipadé nabizi

Poznamka 2.1. Pokud zvolime funkce P(x,y) a Q(z,y) tak, Ze plati =1, potom md

moznost vypocditat obsah mnoZiny pomoci kfivkového integralu druhého druhu / P(z,y)dz + Q(z, y)dy.
X9)
Je-li S obsah (mira) mnoziny Q, plati napfiklad

1
Sz//dxdy:f xdy:—% yd:vzf% xdy — ydzx.
Q o0 oQ 2 Joq
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2.8 Trojny integral

Podobné jako jsme zavedli dvojny integral, je mozno zavést i trojny integral, pfipadné integral v prostoru
libovolné dimenze.
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2.9 Spolecné poznamky

Vzhledem ke zplsobu zavedeni jsou vSechny integraly aditivni vzhledem k oboru integrace. Napriklad k¥ivkovy
integral po kfivce kterd je sjednocenim na sebe navazujicich kfivek C; a Cs je roven souctu kfivkovych

vvvvvv

po Castech hladkych kfivkach, poditat dvojné integraly pres obecnéjsi mnoziny nez je uvedeno v kapitole
vénované dvojnému integralu apod.
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3 Obycejné diferencialni rovnice

Obycejna diferencialni rovnice je rovnice, kde vy-
stupuje nezndm3d funkce a jeji derivace. Setkavame
se s ni napriklad vSude tam, kde rychlost rlstu
nebo poklesu veli¢iny souvisi s jeji velikosti. Napfri-
klad rychlost s jakou se méni teplota horkého télesa
je funkci teploty samotné. Rychlost tepelné vymény
mezi dvéma télesy je totiz tmérnd rozdilu jejich tep-
lot (Newtontv zakon).

Rad diferenciélni rovnice je ¥ad nejvy&si derivace,
ve které se hledana funkce vyskytuje. Napriklad rov-
nice

y +axlny =2
je diferencidlni rovnice prvniho ¥adu, rovnice
y' +1y — 2y =sinx

je diferencidlni rovnice druhého Fadu.

Z fyzikalniho hlediska diferencidlni rovnice popi-
suje mechanismus vyvoje systému. Diferencialni rov-
nice prvniho radu se vyskytuji napriklad v rovnici te-
pelné vymény

y/ = _k(y - T)7
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teplota y horkého télesa se méni (rychlost zmény je
derivace y') tak, ze klesd (znaménko minus) rych-
losti tmérnou (konstanta k) teplotnimu rozdilu mezi
teplotou télesa a teplotou okoli (¢len y — T').
Diferencidlni rovnice druhého fadu se vyskytuji
v mechanice: je-li y poloha, je 4/ rychlost a 4" zrych-
leni. Potom je podle Newtonova pohybového zdkona
pohyb télesa na které pisobi v bodé y vnéjsi sila
f(y,y") dan rovnici my” = f(y,y'). Je-li y napfi-
klad rovnovazna poloha pfi kmitavém pohybu télesa
na pruziné, je sila plsobici na toto téleso sloZena
ze sily zpasobené deformaci pruziny a odporem pro-
stfedi. Prvni sloZka je v linedrnim priblizeni imérna
vychylce y, druha je tmé&rnd rychlosti ¢'. Oznadime-
li konstanty imérnosti k£ a b, je tento pohyb popsan

rovnici ) .
y// o 7y/ + Sy = 0.
m m



3.1 Uvod a numerické feSeni obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

Definice 3.1 (obycejnd diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici prvniho Fadu rozresenou
vzhledem k derivaci (stru¢né - diferencidlni rovnici, DR) s neznamou y rozumime rovnici tvaru

y/ = @(x,y), (31)

kde ¢ je funkce dvou proménnych.

Diferencialni rovnice udava scénar vyvoje systému. K jednoznaénému predpovézeni budouciho stavu je
ovSsem nutno znat nejenom, jaky mechanismus ovliviiuje vyvoj systému, ale také stav soucasny. Viz napriklad
diferencialni rovnice ochlazovani. Teplota v budoucnu, napfiklad za minutu, se pro stejny objekt za stejnych
podminek muaze lisit — stadi nechat objekt jednou ochlazovat z pocatedni teploty 100°C' a jednou z pocatedni
teploty 50°C.

Definice 3.2 (pocateéni podminka). Necht z, yo jsou redlna Cisla. Uloha najit FeSeni rovnice (3.1), které
spliuje zadanou pocatecni podminku
y(x0) = o (32)

se nazyva pocdtecni (téz Cauchyova) dloha. Jejim FeSenim rozumime funkci, kterd spliiuje podminku (3.2)
a je na néjakém intervalu obsahujicim bod xo feSenim rovnice (3.1).

Redeni Cauchyovy Glohy nazyvdme té partikuldrnim Fesenim rovnice (3.1). Graf libovolného partiku-
larniho feseni se nazyva integralni krivka.

Poznamka 3.1 (geometrickd interpretace diferencidlni rovnice). ProtoZe derivace funkce v bodé uddva
smérnici te¢ny ke grafu funkce v tomto bodg, Ize rovnici (3.1) chapat jako predpis, ktery kazdému bodu
v roviné pfifadi smérnici tecny k integralni k¥ivce, kterd timto bodem prochézi. Sestrojime-li v dostate¢ném
po¢tu (napfiklad i ndhodné zvolenych) bodi [z,y] v roviné vektory (1, ¢(z,y)), obdrzime smérové pole
diferencidlni rovnice — systém linedrnich elementd, které jsou tecné k integralnim krivkam.
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Obrazek 19: Smérové pole diferencidlni rovnice

Pocateéni podminka (3.2) geometricky vyjadfuje skutecnost, Ze graf pfislusného feseni prochdazi v roviné
bodem [z, yo]. M&-li tato poateéni Gloha jediné FeSeni, neprochazi bodem [z, yo] Zddna dalsi kfivka. Ma-li
kazdd pocatecni tloha jediné FeSeni (coz bude pro nas velice &asty pfipad), znamena to, Ze integralni kfivky
se nikde neprotinaji .

Poznamka 3.2 (numerické fedeni pocatecni Glohy). Reseni polate¢ni Glohy Ize numericky aproximovat
pomérné snadno: zaéneme v bodé zadaném pocatecni podminkou a v okoli tohoto bodu nahradime integralni
krivku jeji teCnou. Tim se dostaneme do dalsiho bodu, odkud opét integralni kfivku aproximujeme tecnou.
Smérnici te¢ny zjistime z diferencidlni rovnice, bud p¥imo z derivace (Eulerova metoda), nebo ponékud
rafinovanéji, kdy bereme v Gvahu i konvexnost ¢i konkdvnost a fakt, ze se derivace méni s ménicim se
x iy (metoda Runge-Kutta). Staéi tedy mit zvolen krok numerické metody (délku intervalu, na kterém
aproximaci te¢nou pouZzijeme) a vystupem metody bude aproximace integralni kfivky pomoci lomené &ary.
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3.2 Diferencialni rovnice se separovatelnymi proménnymi

Definice 3.3 (DR se separovanymi proménnymi).
Diferencidlni rovnice tvaru

y' = f(x)g(y),

kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) ote-
vienych intervalech se nazyva obycejna diferencialni
rovnice se separovanymi proménnymi.

(33)

Reseni DR se separovanymi proménnymi

(i) M&-li algebraickd rovnice g(y) = 0 FeSeni kq,
ko, ..., kn, jsou konstantni funkce y = k1,
.., y = k,, feSenimi rovnice.

(i) Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0. For-
malné& nahradime derivaci 3/ podilem diferen-

iy
cidld = ;
Y
) (34)
(iii) Odseparujeme proménné
Ay _
PO f(z)dx. (3.5)
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(iv) Ziskanou rovnost (3.5) integrujeme
dy /
—— = [ f(x)dz + C.
/ 9y) . @)

(v) Pokud je zadana pocateéni podminka, je
mozné ji na tomto misté dosadit do obecného
feSeni a urcit hodnotu konstanty C. Tuto hod-
notu poté dosadime zpét do obecného Feseni a
obdrzime feSeni partikularni.

(3.6)

(vi) Pokud je to mozné, prevedeme feSeni (obecné
nebo partikularni) do explicitniho tvaru (,vyja-

dfime" odsud y).

Poznamka 3.3 (feSitelnost a jednoznalnost). Je-li
9(yo) # 0, je FeSeni polatedni dlohy (3.3), (3.2),
které obdrzime pomoci predchoziho postupu, defino-
vané a jednoznacné urcené v néjakém okoli bodu z.

Poznamka 3.4 (vyuziti uréitého integralu namisto
neurcitého). Partikuldrni FeSeni podldteéni alohy
(3-3)(3.2) Ize misto (3.6) psat téz pfimo ve tvaru
urcitého integralu

/yy g(z) = [ ft)dt. (3.7)



Ve vétsiné pripadil dokdzeme identifikovat, zda | funkci jedné proménné podle vzoru (3.3). Véta 1.4
diferencidlni rovnice je rovnice se separovanymi pro- | uddva jednoduse pouZitelné kritérium, které umozni

ménnymi tak, Ze z rovnice vyjadfime derivaci a pra- | poznat, zda viibec Ize tento rozklad na souéin pro-
vou stranu rovnice se snazime rozlozit na soucin dvou | vést.
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3.3 Linearni operatory

Operatorem rozmime zobrazeni, které ma na vstupu i na vystupu funkci. Napriklad pro funkce jedné pro-
ménné mohou byt operatory derivace, druhd derivace, vynasobeni funkce funkci In z anebo vnoreni zadané
funkce do funkce Inz. Tj. pro y = y(z) miZeme uvazovat operdtory

Al =2 Bl= Y bl =y@)ne), Rble =)

Linedrnim operdtorem rozumime zobrazeni, které zachovdava soucet funkci a ndsobek konstantou, tj. plati

Lly1 +y2] = L{y1] + Llyo]

L[Cy] = CLyi]
pro libovolné redlné ¢islo C' a libovolné funkce y; a yo z defini¢niho oboru operatoru L.
Poznamka 3.5 (Priklady linedrnich operatort). (i) Operétor derivace, tj. operator definovany vztahem

Ly = d—i je linearni,

(i) Bud déna funkce a(z). Operator nasobeni funkci a(z), tj. Lly](z) = a(x)y(z) je linedrni.
d?y
(iii) SloZeni (postupnd aplikace) linedrnich operétorti je linedrni operdtor. Napfiklad tedy T2 je linearni
x
operdator.

(iv) Soucet linedrnich operdtor( je linedrni operator.

(v) Bud pevné déna funkce a(z). Linedrni operator Lly] = d—y + a(x)y se nazyva linedrni diferencidlni
x
operator prvniho radu.
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(vi) Budte pevné dany funkce p(z) a g(x). Linedrni operdtor L[y] = dTL‘Z + p(m)ﬁ + g(x)y se nazyvd
linearni diferencidlni operator druhého radu.

Véta 3.1 (princip superpozice, linedrni operator zachovavé linedrni kombinaci). Kazdy linedrni operdtor
zachovavd linedrni kombinaci funkci, tj. plati

L[C1y1 + Caya] = C1L{y1] + C2L[yo]
vzdy, kdyz C 2 € R a y1 2 jsou funkce z definicniho oboru operatoru L.

Tvrzeni predchozi véty plyne pfimo rozepsanim

L[C1y1 + Caya] = L[Cry1] + L[C2ya]
= C1L[y1] + C2L[ya].

Operatorovou rovnici budeme rozumét rovnici

kde b(x) je funkce, L operdtor a y neznama funkce.
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Véta 3.2 (dusledek linearity). Jsou-Ii funkce y1(x) a y2(x) po Fadé FeSenimi rovnic

Llyl = bi(2), Lly] = ba(2),

je funkce
y(z) = Ciyi(z) + Caya(z)

feSenim rovnice
L[y] = C’lbl(m) + Cgbg(x)

Napfiklad pro L[y] = v"” —y a bi(x) = ba(x) = 0 viechny t¥i rovnice z pfedchozi véty splynou v
y" — 1y = 0. ProtoZe y;(z) = €” je FeSenim této rovnice a y2(z) = e~ je také FeSenim této rovnice, je
feSenim této rovnice i kazda funkce tvaru y(x) = Cie” 4+ Cae™ ", kde C 2 € R. Pozdéji uvidime, Ze tento
vzorec je vyCerpavajici a zadné dalsi FeSeni nexistuje.
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3.4 Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Definice 3.4 (linedrni DR). Necht funkce a, b jsou spojité na intervalu I. Rovnice
y' +a(@)y = b(z) (38)

se nazyva obycejnd linedrni diferencialni rovnice prvniho Fadu (zkrdcené piseme LDR). Je-li navic b(z) =0
na I, nazyva se rovnice (3.8) homogenni, v opaéném pfipadé nehomogenni.

Poznamka 3.6 (feSitelnost a jednoznaénost). Jsou-li funkce a, b spojité na intervalu I, zp € I a yp € R
libovolné, ma kazdd pocatecni dloha (3.8)—(3.2) pravé jedno feseni definované na celém intervalu I.

Definice 3.5 (homogenni rovnice). Bud dana rovnice (3.8). Homogenni rovnice, ktera vznikne z rovnice
(3.8) nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

y +a(z)y=0 (3.9)

se nazyva homogenni rovnice, asociovand s nehomogenni rovnici (3.8).

Poznamka 3.7 (trivialni FeSeni). Homogenni linedrni diferencidlni rovnice ma vzdy (bez ohledu na konkrétni
tvar funkce a(x)) konstantni FeSeni y = 0, jak Ize ovéfit pfimym dosazenim. Toto feSeni se nazyva trividlni
feseni a v praktickych Glohach zpravidla nemivd Zadny vyznam.

Poznamka 3.8 (operdtorovd symbolika). Definujeme-li na mnoZiné vSech funkci diferencovatelnych na
intervalu I linedrni operator L vztahem

Llyl(x) = ¢/ (z) + a(z)y(z)
pro kazdé x € I, je mozno diferencidlni rovnici (3.8) a s ni asociovanou homogenni rovnici zapsat v kratkém
tvaru Lly] = b(z) a Ly] = 0.
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Véta 3.3 (princip superpozice). Pro libovolné diferencovatelné funkce y, y1 a y2 a libovolné redlné Eislo C
plati

Llyi) =0 =  LC-y]=C-0=0,
Lly1] = 0 a Llyo] = f(=) = LIC-y1 +y2] = C -0+ f(x) = f(2),
Liy1] = Lly2] = f(2) = Liyg—yo] = f(z) — f(z) =0,

Véta 3.4 (obecné FeSeni nehomogenni LDR). UvaZujme linedrni diferencidlni rovnici (3.8) a s ni asociovanou
homogenni rovnici (3.9).

Je-li y,(x) libovolné partikuldrni FeSeni nehomogenni LDR a y,o(x) nenulové partikularni feseni asocio-
vané homogenni LDR, je funkce

y(z,C) = yp(x) + Cypo(w) (3.10)

obecnym resenim nehomogenni LDR.

Slovné:

e Vsechna Feseni homogenni linedrni rovnice jsou nasobky jednoho libovolného nenulového feseni této
rovnice.

e Soucet jednoho libovolného feSeni zadané nehomogenni a obecného feSeni asociované homogenni
linedrni rovnice je obecnym feSenim dané nehomogenni rovnice.

Stali tedy najit dvé (do jisté miry specidlni) FeSeni a z nich snadno sestavime obecné FeSeni zadané
rovnice. Timto se bude zabyvat v nasledujicich odstavcich.
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3.5 Homogenni LDR

Podle definice je homogenni LDR rovnice tvaru (3.9)
y 4 a(z)y = 0.

Tato rovnice je rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji nenulové feSeni vS8ak mizeme snadno uhodnout.

Vskutku: rovnici je mozno prepsat na tvar
/

y = —a(z)y

a slovné lze problém feSeni linedrni homogenni rovnice formulovat nasledovné: naleznéte funkci y takovou,
Ze jeji derivace je rovna funkci samotné, vyndsobené navic faktorem (—a(x)). Uvédomime-li si, ze funkce,
kterd je rovna svoji derivaci je (mimo jiné) exponencialni funkce ”, miZeme feSeni problému hledat ve tvaru
exponencidlni funkce, kde se po derivaci faktor (—a(x)) objevi jako derivace vnitfni slozky. V exponentu tedy
musi figurovat vyraz, jehoz derivace je (—a(z)). Redenim homogenni rovnice je tedy funkce y = e~ Jal@)dz
a (jak plyne z linearity) i jeji libovolny nasobek. Vidime, Ze pro obecné Feseni rovnice (3.9) dostavame vzorec

y(z,C) = Ce~ S o@)dz, CeR (3.11)

Homogenni rovnici |ze tedy se znalosti obecné teorie vyresit prekvapivé snadno.
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3.6 Nehomogenni LDR — metoda integracniho faktoru
Zlstavé otdzka, jak najit partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice (3.8). Protoze plati
(yef a(x) dr) _ y/efa(z)dr + ya(x)efa(z)dz7

je moZno rovinci (3.8)
Y +a(z)y = b(x)

prepsat do tvaru
y/ef a(x)dx + a(x)yef a(z)dr _ b(a:)ef a(z)dz

a odsud pomoci vzorce pro derivaci soucinu
<yef a(x)dm)/ — b(m)ef a(x)dm.

Integraci dostadvame
yef a(z)dz /b(az)ef a(@)dz gy 4 ¢

a explicitni tvar Feeni rovnice (3.8) je

y= Ce_fa(:t)dz + e—fa(w)dw/b(x)ef a(z)dz ..

Poznamka 3.9. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je

yp(x) =€~ fa(z)dz/ b(az)efa(x)dxdx.
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3.7 Linearni diferencialni rovnice druhého radu

Definice 3.6 (linearni diferencilni rovnice druhého
fadu). Budte p, ¢ a f funkce definované a spojité
na intervalu I. Diferencidlni rovnice

y" +p(@)y +q(2)y = f(z) (3.12)
se nazyva linearni diferencialni rovnice druhého radu
(zkracené LDR druhého ¥adu). Resenim rovnice
(nebo téz integrdlem rovnice) na intervalu I rozu-
mime funkci, kterd ma spojité derivace do radu 2
na intervalu I a po dosazeni identicky spliuje rov-
nost (3.12) na I. Uloha nalézt feSeni rovnice, které
spliiuje v bodé =y € I pocatecni podminky

y(z0) = Yo,
, , (3.13)
Y (z0) = Yo,
kde yo a y(, jsou redlnd &isla, se nazyva pocdtecni
tloha (Cauchyova iloha). ReSeni polatecni Glohy
se nazyva partikuldrni reseni rovnice (3.12).

Poznamka 3.10 (existence a jednozna&nost). Kazda
pocateéni Gloha pro rovnici (3.12) m3 FeSeni, které
je uréeno jednoznadné a toto feseni je definované na
celém intervalu 1.
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Definice 3.7 (obecné Feseni). VSechna feseni LDR
druhého fadu (3.12) Ize vyjadrit ve tvaru obsahuji-
cim dvé nezavislé konstanty C, Cy € R. Takovyto
predpis se nazyva obecné reseni rovnice (3.12).

Poznamka 3.11 (operdtorova symbolika). Podobné
jako linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu, i zde
Casto pravou stranu rovnice Casto zkracujeme do
tvaru L[y](x). Definujeme-li tedy

Llyl(x) = y"(x) + p(2)y'(z) + q(x)y(x), (3.14)
je timto predpisem definovan linedrni operator, ktery
kazdé dvakrat diferencovatelné funkci pfifazuje levou
stranu rovnice (3.12). Rovnici (3.12) je potom mozno
zapsat ve tvaru Lly] = f(x).

Definice 3.8 (specidlni typy LDR druhého f4du).
Plati-li v rovnici (3.12) f(x) = 0 pro vSechna x € I,
nazyva se rovnice (3.12) homogenni, v opaéném pfi-
padé nehomogenni. Jsou-li koeficienty p(z) a ¢(x)
na intervalu I konstantni funkce, nazyva se (3.12)
rovnice s konstantnimi koeficienty.




Poznamka 3.12 (trivialni feseni). Funkce y(z) =0
je resenim homogenni LDR 2. fadu vzdy, bez ohledu
na tvar koeficientl p, ¢q. (Ovéfte sami dosazenim.)
Toto FeSeni nazyvame trividlni feseni rovnice (3.12).

Definice 3.9 (asociovand homogenni rovnice).
Nahradime-li v nehomogenni LDR (3.12) pravou
stranu (tj. funkci f) nulovou funkci obdrzime rov-
nici

y" +p@)y +q(z)y =0.
Tato rovnice se nazyva asociovand homogenni rov-
nice k rovnici (3.12).

(3.15)
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Véta 3.5 (linearita a princip superpozice). Operd-
tor (3.14) zachovdvd linedrni kombinaci funkci, tj.
pro libovolné dvé funkce y1 a ys a libovolné redlné
konstanty C7 a Co plati

L[Cyy1 + Cayo] = C1 L{y1] + Co L[], (3.16)

Jako specidlni pfipad vztahu (3.16) dostavame impli-
kace

Lly2] =0 a Lly1] = f(x) = Lly1 +yo] = f(2),
Llyi] = Lly2] = f(x) = Lly1 —y2] =0,
Lly1] = Lly2] =0 = L[C1y1 + Caya] = 0,

e Soucet FeSeni zadané nehomogenni a asocio-
vané homogenni LDR je feSenim dané neho-
mogenni rovnice.

e Rozdil dvou feseni nehomogenni LDR je feSe-
nim asociované homogenni rovnice.

e Kazda linearni kombinace dvou feSeni homo-
genni LDR je opét reSenim této rovnice.



3.8 Homogenni LDR 2. ¥adu

V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého fadu, tj. rovnici (3.15)
y' +p(2)y +q(z)y =0,

kterou miZeme zkracené zapsat jako L[y] = 0, kde operator L je linedrni diferencidlni operator druhého
fadu definovany vztahem (3.14).
Motivace. Budeme predpokladat Ze funkce y;(x) a y2(x) jsou obé feSenimi a budeme hledat podminky,
za kterych je funkce
y(z) = Cryi(z) + Caya(z)

obecnym feSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskdvdme
y'(z) = Cryy () + Cayy(x)

a dosazeni po&atenich podminek y(a) = B, y'(a) = 7 vede k nasledujici soustav& linedrnich rovnic

s neznamymi Cy, Cs

B = Ciyi(a) + Caya(a),
v = Cryi(a) + Cays(a).
Jak je zndmo z linearni algebry, tato soustava ma pravé jedno feseni pro libovolnou volbu Cisel 3, v pravé
. . . . yi(a) ya(a)

tehdy, kdyZ matice soustavy, tj. matice
YKy W (yi(a) Yh()
kdyz jeji determinant je nenulovy a to nastane pravé tehdy kdyz jeden sloupec neni nasobkem druhého.

Timto motivujeme nasledujici definice.

(3.17)

> , je regularni. Tato matice je reguldrni pravé tehdy,
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Definice 3.10 (linedrni (ne-)zavislost funkci). Bu-
dte y1 a y» funkce definované na intervalu I. Rek-
neme, ze funkce y; a Yy, jsou na intervalu I linedarné
zavislé, jestlize jedna z nich je na intervalu I nasob-
kem druhé, tj. jestlize existuje readlné Cislo k € R
s vlastnosti

y1(x) = kya(x) pro viechna x € I,

nebo

ya () = kyi1(x) pro vSechna z € I.

V opacéném pripadé fikame, ze funkce y1, Yo jsou
na intervalu I linedrné nezavislé.

Definice 3.11 (Wronskian). Budte y;(x) a y2(x)
dvé libovolna Feeni homogenni rovnice (3.15).
Wronskidanem funkci y; (z), y2(x) rozumime deter-
minant

Véta 3.6 (linedrni (ne)zavislost). Budte yi(x) a
y2(x) dvé FeSeni rovnice (3.15) na intervalu I. Tato
reseni jsou linearné nezdvisla pravé tehdy kdyz je je-
Jjich Wronskian rizny od nuly na intervalu 1.

Tuto vétu je snadné dokazat: staci derivovat po-
dil funkci y2/y;. Derivaci podilu dostaneme zlomek,
ktery v Citateli obsahuje pravé wronskian a pokud je
podil konstantni, musi tato derivace (a tedy i wron-
skidn) byt rovna nule.

Véta 3.7 (obecné reSeni homogenni LDR). Jsou-Ii
Y1 a Yo dvé netrividlni linedrné nezavisla reseni rov-
nice (3.15) na intervalu I, pak funkce y definovand
vztahem

y(z,C1, C2) = Cryi(z) + Coya(z), (3.19)

kde Cy 2 € R, je obecnym FeSenim rovnice (3.15) na
intervalu I.

Definice 3.12 (fundamentdlni systém fe3eni).
Dvojici funkci y1 a yo z predchozi véty nazyvame
fundamentdlini systém reseni rovnice (3.15).

Robert Mafik — Aplikovand matematika



3.9 Homogenni LDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Budeme studovat rovnici tvaru

y" +py' +qy =0, (3.20)
kde p, ¢ € R. VSimnéme si nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnice y = e*%, kde z je
realné Cislo, po vypocltu derivaci a po vytknuti faktoru e** ziskdvame

Y +py +qy =" (2 +pz +q).

ProtoZe exponencialni faktor na pravé strané je vzdy nenulovy, bude vyraz na pravé strané roven nule
pokud bude splnéna podminka

224 pz4+q=0. (3.21)

Pouze v tomto pfipadé bude uvazovana funkce feSenim rovnice (3.20).

Definice 3.13 (charakteristicka rovnice). Kvadraticka rovnice (3.21) s nezndmou z se nazyva charakte-
risticka rovnice pro rovnici (3.20).
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Véta 3.8 (fundamentdlni systém Feeni LDR s konstantnimi koeficienty). UvaZujme DR (3.20) a jeji cha-
rakteristickou rovnici (3.21).

o Jsou-li z1,z2 € R dva rizné redlné kofeny charakteristické rovnice (3.21), definujme a
=]
e Je-li z1 € R dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice (3.21), definujme a

Yo = xe*tT |

o Jsou-li z10 = a+if ¢ R dva komplexné sdruZené kofeny charakteristické rovnice (3.21), definujme

’yl(x) = ™ cos(fx) ‘ a ’ ya2(x) = e sin(fz) ‘

Potom obecné feseni rovnice (3.20) je

y(z,Cr,Cs) = Cryr(x) + Coya(x), CieR, Cy eR.

Poznamka 3.13. Ze stiedni Skoly vime, Ze je-li néjaky pohyb popsan goniometrickymi funkcemi y = sin(wt)
a y = cos(wt), jednad se o kmitavy pohyb a veli¢ina w se nazyvad dhlovd rychlost. Vydélenim faktorem 27
dostavame z Ghlové rychlosti veli¢inu nazyvanou frekvence. Je-li tedy x ¢as a pohyb je popsan rovnici
s komplexné sdruzenymi kofeny o + i3, jednd se o kmitavy pohyb s (hlovou rychlosti 3 a frekvenci o

T

Veli¢ina «, je-li nenulova, omezuje amplitudu tohoto pohybu: v praktickych aplikacich vychazi zaporna a
ma vyznam exponencidlniho tlumeni.
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3.10 Nehomogenni LDR 2. fadu

Nyni se budeme vénovat feSeni nehomogenni diferencialni rovnice.

Véta 3.9 (disledek principu superpozice). Souéet libovolného partikuldrniho Feseni nehomogenni linedrni
diferencidlni rovnice a obecného feseni asociované homogenni rovnice je obecnym resenim pivodni neho-
mogenni rovnice

Podle predchozi véty tedy k vyfeSeni linedrni nehomogenni rovnice stadi nalézt jedno (partikularni) Feseni
této rovnice a obecné Feseni asociované homogenni rovnice.
Jednim z feseni rovnice
y'+y=6 (3.22)

je zcela jisté funkce y(z) = 6. (Vidime pfimo po dosazeni.) Fundamentalnim systémem feSeni asociované
homogenni rovnice 3/ + y = 0 jsou funkce y; = sinx a y, = cosx. Obecné Fedeni (3.22) je tedy

y(z) = Cycosz + Cysinz + 6.

Nasledujici véta udava jednu z metod nalezeni partikularniho feSeni, pokud je diferencialni rovnice do
jisté miry specialni: ma konstantni koeficienty a polynomialni pravou stranu.

Véta 3.10 (metoda neuréitych koeficient). UvaZujme linedrni diferencidlni rovnici druhého fddu

y' +py +qy = Py(x),

kde p € R je konstanta, ¢ € R\ {0} je nenulovd konstanta a P,,(z) je polynom stupné n. Existuje polynom
stupné n, ktery je partikuldrnim fesenim této diferencidlni rovnice.

V praxi polynom ktery ma byt feSenim napiSeme s neurcitymi koeficienty a dosazenim do rovnice uréime
potfebné hodnoty téchto koeficienta.
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3.11 Aplikace diferencialnich rovnic

(i)

(i)

(iii)

Oznaluje-li y miru znecisténi jezera o objemu V, do kterého se jiz déle dalsi nelistoty nedostavaji a
pritéka pouze Cista voda rychlosti ¢ a odplavuje necistoty, je tento proces modelovan rovnici samocisténi
c

. /
ezer Yy = ——uy.
J Y Vy
Oznaluje-li K nosnou kapacitu prostfedi pro zivoclisny druh o velikosti y a mirou rychlosti roz-
mnoZovéni (tzv. specifickou mirou ristu) r, je vyvoj velikosti populace y popsan logistickou rovnici
’ Y
=ry(l—=
lejSi organismy se s kolisdnim Zivotnich podminek vyrovnavaji relativné dobre a proto se velikost jejich
populace pohybuje trvale v okoli nosné kapacity K. Méné vyspélé organismy se se zménami prostredi
nedokaZzi vyrovnat a populace mize byt zdecimovana na malou Groven, jakmile vSak nepfiznivé pod-
minky pominou, dokaZe se populace rychle zotavit, pokud projevuje vysokou specifickou miru ristu.
Tyto dva zplisoby reakce na zmény Zivotniho prostiedi se v ekologii nazyvaji K -strategie a r-strategie!?.

). V praxi velikost populace kolisa vlivem riznych nepredvidatelnych pficin. Vyspé-

Kmity télesa o hmotnosti m pruzné pripevnéného k nehybné podlozce spojem tuhosti k jsou popsany

diferencialni rovnici §j + —y = 0. Kmity matematického kyvadla'® jsou popsany diferencidlni rovnici
m

T/ . _ S Y . Y PR

@+ —¢ = 0. Zde navic pouzivame fyzikdlni Gzus oznalovat derivace podle ¢asu pomoci te¢ky a ne

¢arky. Symbol §j tedy znadi druhou derivaci funkce g, kde y bereme jako funkci ¢asu.

Vice viz skriptum R. Mafik, Diferenciélni rovnice a autonomni systémy, http://user.mendelu.cz/marik/
aplikace/aplikace_diferencialnich_rovnic.pdf a dalsi literatura.

2http:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Zivotni_strategie
Bhttp:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Matematické_kyvadlo

Robert Mafik — Aplikovand matematika


http://user.mendelu.cz/marik/aplikace/aplikace_diferencialnich_rovnic.pdf
http://user.mendelu.cz/marik/aplikace/aplikace_diferencialnich_rovnic.pdf
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
http://cs.wikipedia.org/wiki/Matematick%C3%A9_kyvadlo

4 Rovnice matematické fyziky

V této podkapitole se sezndmime se zakladnimi diferencidlnimi rovnicemi pouzivanymi v matematické fyzice.
Jednd se o rovnice zachycujici matematicky déje okolo nas. Protoze se bude jednat o rovnice, kde nezndmé
jsou funkce vice proménnych a v rovnicich vystupuji i derivace téchto funkci, patfi tyto rovnice do kategorie
parcialnich diferencidlnich rovnic. Naprosta vétsina fyzikalnich zakonl a procestl je matematicky formulovana
pravé pomoci parcialnich diferencialnich rovnic nebo jejich integralnich ekvivalenti a vztahy, které zname
napriklad ze stfedni skoly, jsou aproximacemi feseni téchto rovnic. Tyto rovnice mizeme uvaZovat v jedné
dimenzi (napfiklad Sifeni tepla nebo kmitd v ty¢i), ve dvou dimenzich (SiFeni tepla v desce, kmity membrany)
nebo ve tfech dimenzich (Siteni tepla nebo kmitd v télese).

Umluva: Abychom se vyhnuli nedorozuménim v pouzivani symbolu A, budeme timto symbolem v na-
sledujici kapitole vzdy rozumét kone¢nou zménu. Laplacetiv operator budeme oznalovat symbolem V2.

Pozorovani 1: VSechny rovnice, se kterymi se setkdme v této kapitole jsou linearni. Jsou tedy zachovany
vSechny principy, které plynou pfimo z linearity. Zejména tedy libovolna linedrni kombinace libovolného poctu
feSeni homogenni rovnice je opét fesenim.

Pozorovani 2: V rovnicich uvedenych v nasledujicich podkapitoldch figuruji vzdy parcidlni derivace a
jisté materidlové konstanty, dané povahou problému. Tyto konstanty jsou dilezité z fyzikalniho hlediska, pfi
matematickém studiu je vSak budeme pro vétsi prehlednost v nékterych podkapitoldch vynechavat (polozime
je rovny jedné). Toto neni na Gkor obecnosti, protoze Ciselné velikosti konstant Ize ménit vhodnou volbou
fyzikalnich jednotek. Mizeme napriklad délku méFit v tak obrovskych jednotkdch, Ze rychlost svétla ve vakuu
bude rovna jedné. Ze je takova jednotka velmi nepraktickd pfi mé¥eni provadénd v b&zném Zivoté neni pro
matematické studium povahy problému nijak podstatné.
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4.1 Rovnice kontinuity

Odvodime rovnici kontinuity pro dvé proménné, pro tfi proménné nebo jednu proménnou je postup analo-
gicky. Necht z, y jsou prostorové proménné a t ¢as. Uvazujme skaldrni stavovou funkci u(z,y,t) charak-
terizujici stav studovaného objektu v daném bodé€ a case. Napriklad hustotu plynu v oblasti mezi dvéma
rovnymi deskami. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vSechny veli¢iny jsou dostatecné hladké a pouzijeme
ponékud neformalni postup bez podrobnych dikazi.

Necht M je jednoduse souvisla oblast v roviné. Rovnice kontinuity vyjadfuje, Ze ke zméné celkového
mnozstvi veli¢iny u v oblasti M za jednotku casu pFispivé tok veli¢iny pres hranici 9M (dovnitf nebo ven) a
pripadné zdroje nebo spotrebice uvnitf mnoziny M. Je-li (x y, 1) vektorova funkce popisujici tok prostredi
popsaného veli¢inou u, o(z,y,t) je hustota zdroji (je-li o kladné) a spot¥ebicl (je-li o zdporné), dochazime
k nasledujici bilanci pro rychlost zmény celkového mnozstvi veli¢iny v mnoziné M:

mnozstvi veli¢iny v mnoziné M

5 [ wwtaey = [[ oty — § ey 0do+ @i,
ot JJu Jm oM

velikost zmény za jednotku asu celkovd vydatnost zdroji tok pres hranici mnoziny M
uvnitf mnoziny M

kde @1 2(z, y,t) jsou jednotlivé komponenty vektoru &(x,y, ). Pouzijeme-li Greenovu vétu (2.9), dostdvame

// u(z,y,t)dedy = // o(x,y,t)dzedy — / d1V<I> (z,y,t)dady,
ot J Jar M

Pokud se oblast M neméni v Case, je mozné na levé strané presunout Casovou derivaci dovnitf integralu a
dostavame dale rovnici zvanou rovnice kontinuity v integralnim tvaru

// u(x,y, t)dedy = // d1V(I>(a7 y,t) + o(x,y, ))dmdy
M0 M
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a odsud (protoZze rovnost musi platit pro kazdou mnozinu M) nutné

ou

il div® + o,
neboli 5
6—1; +div®d = o, (4.1)

coz je diferencidlni tvar rovnice kontinuity, ve kterém jsme pro stru¢nost vynechali explicitni vypisovani
nezavislych proménnych. Ve stejném tvaru rovnice plati i v linedrnim pfipadé a trojdimenzionalnim pripadé.
Z integralniho tvaru a z odvozeni ihned vidime, Ze se vlastné jednd o rovnici vyjadfujici zdkon zachovani

. ou . . . o . N
veli¢iny u, kde ¢len E vyjadfuje casovou zménu veli¢iny u, ® vyjadfuje hustotu toku velic¢iny u, div® je
divergence této hustoty toku a o je ¢len souvisejici s pfitomnosti zdrojii nebo spotrebici. Specidlnimi pfipady
rovnice kontinuity jsou rovnice kontinuity bez zdrojii

%%+mvézm

staciondrni rovnice kontinuity pro popis stacionarnich jevi
divd =0
a stacionarni bezzdrojova rovnice kontinuity
div®d =0,

kterou zname ze stredni Skoly v integralnim tvaru pro ustdlené proudéni nestlacitelné tekutiny trubici s pro-
ménnym prirezem:

Sv = konst
a ktera rika, ze objem nestlacitelné tekutiny, ktery do trubice na jedné strané vtece je stejny jako objem,

ktery z ni vytece.
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4.2 Difuzni rovnice (vedeni tepla)

Odvozeni difuzni rovnice je kombinaci rovnice
kontinuity a Fickova zakona, ktery Fika, Ze v oznaceni
z pfedchozi kapitoly je sméFuje vektor d (difuzni tok,
tj. mnozstvi veli¢iny u které projde elementarni ob-
lasti za jednotku Casu) z oblasti s vyssi koncentraci
do oblasti s nizsi koncentraci a velikost je imérna
gradientu veli¢iny u. Plati tedy

$ = —DVau, (4.2)

kde D je tzv. difuzni koeficient. Je-li tento koeficient
konstantni (nezavisly na prostorovych soufadnicich a
na ¢ase), potom ma difuzni rovnice vhledem k iden-
tité

div® = —V(DVu) = —DV(Vu) = —DV>u

konecny tvar

Ou — DV?u =0,

ot 43)

Robert Mafik — Aplikovand matematika

kde V? je Laplaceiiv operator definovany na strané
28. Tuto rovnici je mozno najit v literatufe pod na-
zvem rovnice vedeni tepla, protoZe popisuje Sifeni
tepla v prostredi s teplotnim soucinitelem vodivosti
D a hustotou tepelnych zdroji o.

Odhadnout nékteré aspekty chovani je mozné
i bez znalosti reSeni této rovnice, kterou je mozno
vyresit pouze v nékterych specidlnich pripadech. Na-

ou .
priklad z toho, Ze ¢leny e a DV?u musi mit stejné

jednotky vidime, ze jednotka difuzniho koeficientu D
je m?s~!. Proto je pfirozené ocekavat, ze

e primérnd vzddlenost na kterou dodifunduje
latka za Cas t je Gmérna vyrazu Vv Dt;

e primérny Cas za ktery litka dodifunduje na
2

vzdalenost d je imérny vyrazu o



4.3 VInova rovnice

VInové rovnice je rovnice popisujici kmity strun (v jed-
norozmérném pfipadé), membrin (ve dvourozmérném
pfipadé€) nebo téles (v trojrozmérném pfipadé). Odvo-
dime rovnici kmitani strun. Na kmitajici struné uvazujme
v bodé z element o délce Ax. Vychylku z rovnovazného
stavu oznaéme wu. Déle oznaéme ’7_L silu, kterd v tomto
bodé napina strunu - vnitfni napéti ve struné. Tento vek-
tor ma podél struny konstantni velikost a smér se méni
podle zakfiveni struny. Oznacime-li ¢ Ghel mezi vekto-

7 , v . U .
rem 7 a vodorovnym smérem, je tanp = — (derivace

ox

je smérnice te€ny). Na levy konec pusobi sila 71, kterou
pro dalsi poditani rozloZime do vodorovného a svislého
sméru. Doleva pusobi sila o velikosti 7 cos¢ a doli sila
T sin . Podobné, na pravy konec, kde je smérnice tecny
© 4+ Ay pusobi doprava sila T cos(¢ 4+ Ayp) a nahoru sila
T sin(¢ + Ayp). ProtoZe se element pohybuje ve svislém
sméru, podle Newtonova pohybového zikona plati

0%u
m——-
ot?

CDvoen 2yyrn e
k"‘\ "TA\N o Sﬂu‘g\( N

X X"‘b,\—

Obrazek 20: Odvozeni vinové rovnice v jedné di-
menzi

= T sin(¢ + Ap) — T sin p,

kde m je hmotnost uvazovaného elementu. Je-li linedrni specifickd hmotnost struny p a délka elementu v rov-
novazné poloze (bez deformace) je pfiblizné Az, je moZno vyjadfit hmotnost jako m = pAx a dostdvdme

po upravé vztah

p O*u  sin(p + Ap) —sing

T Ot2 Ax
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Pokud pravou stranu prepiseme do tvaru

sin(p + Ap) —sinp Ap
Ay Ax

a v limité stdhneme velikost uvaZzovaného elementu

k nule, dostdvdme napravo vyraz znamy z definice
derivace

Osin(p) 0p . Oy

——C = tj. cos(p)=.

dp Ox ! (¥) ox

. e O
Potfebujeme nyni vyjadfit vyraz 8—90 Ze vztahu
x

ou . (s
tanp = 7 derivovanim podle z dostdvame
x

L oy
cos? p Or  Ox2

a za predpokladu malych vychylek nahradime v pred-
chozich dvou vzorcich funkci kosinus jeji linearni
aproximaci v okoli nuly:

cos(p) = cos(0) + (cos(p))’ (p—0)

»=0

=1+ sin(cp)‘

p=1.
©=0
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, . . . Y 0%u
Tim se prava strana rovnice zjednodusi na 902 a
x
ziskdvame rovnici
Pu T 0%u
otz p 0x?’

Toto je rovnice popisujici kmitavy pohyb struny. Ve
vicerozmérném pripadé je situace obdobna, pouze
na pravé strané dostaneme Laplacelv operator a vy-
sledna rovnice

Pu T

- = 2
o pV u.

(4.4)
se nazyva vinova rovnice.
Po preznaceni je moZno vinovou rovnici zapsat ve
tvaru
0%u
ot?
kde ¢ je kladna konstanta. Necht f je libovolna dva-
krat diferencovatelna funkce jedné proménné a uva-
zujme jednorozmérnou vinovou rovnici

= 2V, (4.5)

2u
ot?

0%u
= CZ@ (46)



a funkci dvou proménnych u(z,t) = f(x — ct). Po-
tom plati

ou 9%u

% :f/('r_Ct)a @ :f”('r_Ct)a
2
O ey, T2 a),

odkud snadno vidime, ze funkce u je feSenim rov-
nice (4.6). Vrstevnice funkce u(z, t) jsou dany rovnici
x — ct = konst, coz odpovida tomu, ze bod o dané
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vychylce se za ¢as At posune o Az = cAt. Jedna se
tedy o postupnou vInu, kterd se Sifi rychlosti ¢ do-
prava. Podobné, funkce v(x,c) = f(x+ct) je FeSenim
rovnice (4.6), které odpovida postupné viné, ktera
postupuje rychlosti ¢ doleva.

Rovnice popisujici podélné kmity kmity tyce mo-
dulu pruznosti E a hustoté p ma tvar (4.6), kde
c= \/Ep je rychlost Siteni kmitl. Trojrozmérnd ana-
logie této rovnice je vhodnd pro popis elastickych
kmitd (chvéni) v télese.



4.4 Fourierova metoda (separace proménnych) |

Jedna z nejjednodussich metod feseni parcidlnich
diferencialnich rovnic spociva v tom, ze se feSeni rov-
nic snazime najit v néjakém konkrétnim tvaru, ktery
nam umozni rovnici redukovat na nékolik rovnic jed-
nodussich.

Uvazujme Sifeni tepla v ty¢i jednotkové délky bez
vnitfnich zdroji tepelné energie, popsané diferenci-
alni rovnici 5
ou_ o )

ot Ox?
Pro jednoznacny popis déje je nutno zadat pocatecni
teplotu ¢(z) ve vSech bodech tyce a podminky, které
udavaji, v jakém prostredi se ty¢ nachazi — napriklad
teplotu konctl tyce. Mame tedy podminky

U(ZE, O) = gﬁ(.fC), U(Oﬂf) = UO(t)a u(lvt) = ul(t)

(4.8)
Pro jednoduchost uvaZzujme homogenni okrajové
podminky u(0,t) = 0 = u(1,t). Redeni u budeme

hledat ve tvaru funkce
u(z,t) = X (2)T(t),
kde X a T jsou funkce jedné proménné. V tomto
0 0%u
oznadent plati ai; = X(2)T'(t) a aT;Z = X" (z)T(t)

a po dosazeni do (4.7) a po vydéleni faktorem
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X (2)T(t) dostaneme
T'(1)

Tt

X”(CE)
X(x)

Protoze leva strana zavisi pouze na t a prava strana
pouze na x, musi byt obé strany rovny stejné kon-
stanté. Tuto konstantu zapiseme z divodu které bu-
dou patrné pozdé&ji jako —\2. Z po&ateénich a okra-
jovych podminek naloZenych na funkce u plyne, ze
funkce X a T musi spliovat

X(0)=0=X(1). (4.9)
Funkce X a T tedy musi spliovat rovnice
T =-NT, X"4+XX=0
a podminku (4.9). Rovnice
T' = -\’T

je linedrni a jeji obecné feseni je libovolny nasobek
funkce T(t) = e *"*. Uloha najit funkei vyhovujici
rovnici

X"+ XX =0
a podmince (4.9) bude hlavnim objektem nésledujici
podkapitoly.



4.5 Okrajova dloha, vlastni cisla

Pro parametr A feSme rovnici

X"+ XX =0 (4.10)
s okrajovymi podminkami
X(0)=0=X(1). (4.11)

Uloha najit feseni diferencidlni rovnice, které spliiuje
podminky typu (4.11) se nazyvd okrajovd dloha.
Jedno z feSeni dlohy (4.10)—(4.11) je trividlni FeSeni
X (x) = 0. Ukazuje se, ze netrividlni FeSeni existuje
jen pro nékteré hodnoty parametru \. Hodnota \?,
pro kterou existuje netrividlni feSeni Glohy (4.10)-
(4.11) se nazyva vlastni hodnota okrajové dlohy a
prislusné teSeni se nazyva vlastni funkce okrajové
ulohy.

Rovnice (4.10) je homogenni linedrni diferenci-
alni rovnice druhého fadu a ma (podle toho jaké je
feSeni charakteristické rovnice) Fedeni bud exponen-
cialni funkce nebo goniometrické funkce. Podrobnym
rozborem Ize ukazat, Ze v pripadé linearni kombinace
exponencialnich funkci se nepodafi splnit podminky
(4.11) a charakteristicka rovnice tedy nesmi mit re-
alné koreny. Proto jsme volili konstantu v separaci

proménnych ve tvaru —\2. Nyni jsou totiz fe$enimi
charakteristické rovnice ¢isla =i\ a FeSenim rovnice
(4.10) je tvaru

X (z) = Cysin(Azx) + Cz cos(Ax).
Z podminky X (0) = 0 dostavdame C3 = 0. Tedy
X (z) = Cy sin(Ax).

Z podminky X (1) = 0 dostdvdme 0 = C sin(\). Za-
jima nas pouze netrividlni feseni a proto nemizZeme
pfipustit C; = 0. Plati tedy sin(\) = 0, neboli
\ = k7, kde k je pfirozené &islo'*. Vlastni hodnoty
jsou tedy tvaru
)\2 _ k27T2

a uvazovand okrajova lloha pro libovolné prirozené
Cislo k feSeni

X (z) = Csin(knx),

kde C je realna konstanta.

“Nemusime uvazovat viechna celd &isla, protoze pFipadné znaménko minus je mozno vzhledem k lichosti funkce sinus

zahrnout do konstanty C

Robert Mafik — Aplikovand matematika



4.5.1 Fourierova metoda (separace proménnych) Il

Protoze feSeni rovnice (4.7) hleddme ve tvaru
u(x,t) = X (x)T(t), mizeme vysledky predchozich
odstavcl shrnout do poznatku, Ze pro libovolnou
konstantu C; a libovolné prirozené Cislo k je funkce

Ck sin(kﬂm)e_’\Qt.

ProtoZe rovnice (4.7) je linedrni, je feSenim i libo-
volnd linedrni kombinace téchto funkci. Pouzijeme-li
vSechny funkce tohoto tvaru, dostavime fesSeni

u(z,t) = Z C sin(lmm:)e_v’f,

k=1
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Protoze mame zadanu polateéni podminku (4.8)
ve tvaru u(z, 0) = p(x), potfebujeme najit konstanty
C}, takové, ze plati

Z Crsin(k mz) = p(z).

k=1

Tuto Glohu budeme Fesit v nasledujici podkapitole.



4.6 Fourieruv rozvoj periodické funkce

Nekonecnd fada goniometrickych funkci tvaru

Q > .
50 + ; (ag cos(k z) + by, sin(k x))

muize pro konkrétni hodnoty koeficientl a;, b; kon-
vergovat k n&jaké funkci f(z) a za jistych podminek!®
je tato funkce dostatec¢né pékna: je spojitd, je mozno
ji derivovat Clen po ¢lenu apod.

P¥i FeSeni rovnic matematické fyziky reSime opa-
&ny problém: pro zadanou funkci f(z) na intervalu
[—7, ] chceme nalézt koeficienty a;, b; tak, aby na
tomto intervalu platilo

flz) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)) .
k=1

Ukazuje se, Ze tento zdpis funkce f pomoci goniome-
trickych funkci je mozny, pokud pouzijeme nésledujici
volbu koeficienti

ag = —

. : f(x)dx

ar = % ! f(x) cos(kzx)dx
b = % ’ f(z) sin(kz)dz.

—Tr

Tyto vztahy je mozno zobecnit i na jiné intervaly nez
[—7, 7] a také pro jiné funkce neZ goniometrické — je
mozné pouzit napriklad systém vSech vlastnich funkci
okrajové llohy. V nasem pripadé je mozné ukazat, ze
pokud plati

1
Cr = 2/ o(x) sin(krx)de,
0

potom na intervalu [0, 1] plati
o0
Z Ci sin(kmx) = p(x).
k=1

Mame tedy koeficienty C;, které je mozno pouzit pro
konecny zapis reSeni nasi dlohy.

Bstejnomérna konvergence, viz http://cs.wikipedia.org/wiki/Stejnomérnd_konvergence
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http://cs.wikipedia.org/wiki/Stejnom%C4%9Brn%C3%A1_konvergence

4.6.1 Fourierova metoda (separace proménnych) IlI

Regeni rovnice (4.7),
(4.8) je

které splnuje podminky

t) = Z Ck sin(kww)e*’\%,

kde L
Cr = 2/ o(z) sin(kmra)da.
0

Podobné, kmity struny jednotkové délky, popsané
vlnovou rovnici

Pu_ 20

EZAr
s okrajovymi podminkami

u(0,t) =0 =u(l,t)
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(struna upevnénd na koncich) a pocate¢nimi pod-
minkami

ou

u(z,0) = at(

<p($)7 € O)

P(x).

(po&ateéni poloha a rychlost viech bodi struny) jsou
dany vztahem

u(xw,t)

Z an, cos(kmt) + by, sin(knt)) sin(krz),
k=1

kde .
ap = 2/ () sin(krx)dx
0

1
by, = 2/ () cos(kmx)dx.
0



4.7 Transformace do kfivocarych souradnic, sféricky symetrické rovnice
4.7.1 Polarni, cylindrické a sférické souradnice

Polarni souradnice v roviné jsme zavedli v kapitole o dvojném integralu na strané 42.

Cylindrické souradnice'® jsou soutadnice v prostoru, kde proménné x a y vyjad¥ime stejné jako v polarnich
souradnicich a proménnou z nechdme stejnou jako v soufadnicich kartézskych.

Sférické souradnice'” jsou jakési analogie dobfe znamych zemé&pisnych soufadnic'®, pouzivanych Rozdil
je pouze v tom, Ze Ghel uddvajici ,zemé&pisnou délku” méfime v intervalu [0, 27) (tj. nemdme analogii pro
vychodni a zdpadni délku) a dhel udavajici ,,zemépisnou $itku" méfime v intervalu [0, 7], kde ,severni pél*

7 vy

. v . . v s y .. . . v .. T . .
ma soufadnici 0 a ,,jizni pdl" soufadnici 7 (,,rovnik” ma soufadnici 3 a nemame analogii pro ,severni sirku*

v v/ “

a ,jizni 8itku").

Bhttp:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Valcova_soustava_soufadnic
"http:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Sférické_soutadnice
Bhttp:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Zemépisné_soufadnice
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http://cs.wikipedia.org/wiki/Zem%C4%9Bpisn%C3%A9_sou%C5%99adnice

4.7.2 Odvozeni difuzni rovnice v polarnich soufadnicich

Zkusime odvodit difuzni rovnici pro pripad polarnich souradnic. Pro jednoduchost uvazujme, ze problém
je radialné symetricky — tj. Ze vSechny hodnoty zavisi jenom na vzdalenosti od pocatku. Zejména tedy,
pocitdme-li tok elementarni ploskou na obrazku 21, je nenulovy tok pouze na straniach A a B. Tok obéma
bocnimi stranami je nulovy. Pro zjednodusSeni, nebudeme pfi odvozeni rovnice postupovat opatrné jako na
strané 72, ale napiSeme bilanci primo pro elementarni plosku na obrdzku.

e Obsah plosky je rdedr, mnozstvi veli¢iny popsané hustotou u(r) je urdedr a rychlost zmény tohoto
U
mnozstvi je rdedr—.
Y
e Je-li vydatnost zdrojii ddna hustotou o(r), je celkové mnoZstvi veliCiny které vznikne v oblasti rovna

ordedr.

e Tok stranou A je soulinem délky strany rdy a intenzity toku ®(r), tj. ®(r)rdy. Strana B je ve
vzdélenosti r + dr od podatku a je-li intenzita toku v tomto bodé ®(r + dr), je tok stranou B roven
O (r 4 dr)(r+ dr)de. Pro vyjadFeni celkového toku pFes hranici musime tok pres stranu A odedist od
toku pres stranu B a vyuZzitim definice parcialni derivace dostdvame

O(r+dr)(r+dr) — o(r)
dr

O(r 4+ dr)(r + dr)de — O(r)rdep = ngpdr = 9 (r@(r))dgadr
NI or

tok prfes B tok pres A

Rovnice kontinuity (4.1) a difuzni rovnice (4.3) maji v poldrnich soufadnicich tvar, ktery nalezneme z celkové
ou

or

bilance pro elementarni oblast vydélenim ¢lenem rdrdy a pouzitim Fickova zdkona ® =k tj.
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Obrazek 21: Polarni soufadnice — tok elementérni ploskou

4.7.3 Diferencialni operatory v kfivo€arych soufadnicich

4.7.4 Kmity kruhové membrany
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