Dvojny integral

Robert Marik
27. listopadu 2010

=]

1 Dvojny a dvojnasobny integral

Dvojny integral v systémech pocitacové algebry vétsinou nefiguruje, je nutno jej jiz zadat jako integral
dvojnasobny. Pfitom muze dojik k chybé zpusobené clovékem. Pro kontrolu, zda nerovnice definuji
opravdu oblast pfes kterou se mé integrovat, muze poslouzit funkce region_plot) kterd vykresli feSenf
soustavy nerovnic o dvou neznamych. Metoda show(aspect_ratio=1) slouzi k tomu, ze kruznice nejsou
deformované a vypadaji jako kruznice (dojde k volbé stejného meéfitka na ose x a ose y).

Sage code

x,y = var("x,y")
region_plot ([0<x, x<1, 1-x<y, y<i-x"2], (x,0,1.2), (y,0,1.2)).show(aspect_ratio=1,figsize=5)
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Pokud je oblast integrace v pofadku, muzeme vypocitat dvojny intgerdl. V nésledujicim piikladé je
mnozina M zaddna jako ohrani¢end oblast mezi kiivkami y = 1 —z a y = 1 — 22 a pocitdme integral
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sage_worksheet/worksheet.html


Dvojný a dvojnásobný integrál




Dvojný integrál v systémech počítačové algebry většinou nefiguruje, je nutno jej již zadat jako integrál dvojnásobný. Přitom může dojík k chybě způsobené člověkem. Pro kontrolu, zda nerovnice definují opravdu oblast přes kterou se má integrovat, může posloužit funkce region_plot, která vykreslí řešení soustavy nerovnic o dvou neznámých. Metoda show(aspect_ratio=1) slouží k tomu, že kružnice nejsou deformované a vypadají jako kružnice (dojde k volbě stejného měřítka na ose $x$ a ose $y$).





{{{id=1|
x,y = var("x,y")
region_plot([0[image: ]
}}}

Pokud je oblast integrace v pořádku, můžeme vypočítat dvojný intgerál. V následujícím příkladě je množina $M$ zadána jako ohraničená oblast mezi křivkami $y=1-x$ a $y=1-x^2$ a počítáme integrál $\iint_{M} x^3\,\text{d}x\text{d}y = \int _0^1\left[ \int_{1-x}^{1-x^2} x^3dy\right] dx$.





{{{id=2|
integrate(integrate(x^3,y,1-x,1-x^2),x,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Zkusíme ještě druhé pořadí integrace, nejdřív musíme správně zapsat integrační oblast pomocí nerovnic.





{{{id=3|
A=solve(1-x==y,x); A
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[x = -y + 1\right]
}}}

{{{id=7|
B=solve(1-x^2==y,x); B
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[x = -\sqrt{-y + 1}, x = \sqrt{-y + 1}\right]
}}}

Vizuální kontrola





{{{id=16|
region_plot([0[image: ]
}}}

Výpočet





{{{id=12|
integrate(integrate(x^3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)
///
Traceback (most recent call last):
  File "", line 1, in 
  File "_sage_input_9.py", line 10, in 
    exec compile(u'open("___code___.py","w").write("# -*- coding: utf-8 -*-\\n" + _support_.preparse_worksheet_cell(base64.b64decode("aW50ZWdyYXRlKGludGVncmF0ZSh4XjMseCwxLXksc3FydCgxLXkpKSx5LDAsMSk="),globals())+"\\n"); execfile(os.path.abspath("___code___.py"))' + '\n', '', 'single')
  File "", line 1, in 
    
  File "/tmp/tmptXmJQq/___code___.py", line 3, in 
    exec compile(u'integrate(integrate(x**_sage_const_3 ,x,_sage_const_1 -y,sqrt(_sage_const_1 -y)),y,_sage_const_0 ,_sage_const_1 )' + '\n', '', 'single')
  File "", line 1, in 
    
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/misc/functional.py", line 718, in integral
    return x.integral(*args, **kwds)
  File "expression.pyx", line 7380, in sage.symbolic.expression.Expression.integral (sage/symbolic/expression.cpp:29088)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/integral.py", line 589, in integrate
    return definite_integral(expression, v, a, b)
  File "function.pyx", line 429, in sage.symbolic.function.Function.__call__ (sage/symbolic/function.cpp:4503)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/integral.py", line 174, in _eval_
    return integrator(*args)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/external.py", line 21, in maxima_integrator
    result = expression._maxima_().integrate(v, a, b)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/maxima.py", line 2112, in integral
    return I(var, min, max)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1408, in __call__
    return self._obj.parent().function_call(self._name, [self._obj] + list(args), kwds)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1316, in function_call
    return self.new(s)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1097, in new
    return self(code)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1032, in __call__
    return cls(self, x, name=name)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1451, in __init__
    raise TypeError, x
TypeError: Error executing code in Maxima
CODE:
	sage20 : integrate(sage16,sage17,sage18,sage19)$
Maxima ERROR:
	
defint: upper limit of integration must be real; found sqrt(1-y)
 -- an error. To debug this try: debugmode(true);
}}}

Chyba?




defint: upper limit of integration must be real; found sqrt(1-y)
 -- an error. To debug this try: debugmode(true);




Ale náš integrál je zapsán správně a pro takovou chybovou hlášku není důvod .....




I počítačům je někdy nutno pomoct, například přidáme předpoklad, který počítač přesvědčí, že $\sqrt{1-y}$ je reálné číslo. Použijeme příkaz assume.





{{{id=11|
assume(y<1)
integrate(integrate(x^3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Vidíme, že pro opačné pořadí integrace je výsledek stejný. Jiná metoda jak vnutit výraz $\sqrt{1-y}$ do horní meze je použití parametru, za který potom dosadíme $\sqrt{1-y}$. Lze to udělat například následovně.





{{{id=18|
b=var('b')
integrate(integrate(x^3,x,1-y,b).subs(b=sqrt(1-y)),y,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Aplikace dvojného integrálu




Poloha těžiště




Je-li $\sigma(x,y)$ plošná hustota dvourozměrné množiny $M$, je hmotnost této množiny $m=\iint _M \sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y$. Poloha těžiště je $\left[{x_T},{y_T}\right]$, kde jednotlivé souřadnice vypočteme z následujících  vzorců. $$\begin{aligned}x_T&= \frac 1m \iint _M x\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y \\ y_T&=\frac 1m\iint _M y\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y\end{aligned}$$




 




Určíme těžiště půlkruhu o poloměru $r=1$ vyrobeného z homogenního materiálu. Volíme $\sigma(x,y)=1$ a $M=\{(x,y):-1\leq x\leq 1, 0\leq y\leq\sqrt{1-x^2}\}$.





{{{id=20|
meze=(-1[image: ]
}}}

Vypočteme hmotnost půlkruhu. Výsledek však již známe dopředu! Vzhledem k volbě $\sigma=1$ bude hmotnost rovna obsahu půlkruhu a ten umíme snadno vypočítat pomocí vzorců ze střední školy. Trik s assume známe z předchozího textu.





{{{id=22|
assume(1-x^2>0)
m=integrate(integrate(1,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
m
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, \pi
}}}

{{{id=23|
x_T=integrate(integrate(x,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
y_T=integrate(integrate(y,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
teziste = 1/m*x_T, 1/m*y_T
teziste
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(0, \frac{4}{3 \, \pi}\right)
}}}

Že je $x$-ová poloha těžiště nulová vidíme ze symetrie. Druhou souřadnici aproximujeme desetinným číslem. Vzhledem k tomu že ve spodní části půlkruhu je více materiálu než nahoře, očekáváme méně než $0.5$.





{{{id=31|
n(teziste[1])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}0.424413181578388
}}}

Pokusme se ještě zakrelist těžiště do obrázku. Protože grafiku vytvořenou příkazem region_plot není možno kombinovat s dalšími grafickými objekty, sestavíme obrázek tak, že nakreslíme horní půlkružnici, vyšrafujeme plochu mezi grafem a osou $x$ a přidáme červený bod v místě těžiště. Použití show a aspect_ratio zajistí, že kružnice není nijak deformovaná.





{{{id=25|
show(plot(sqrt(1-x^2),(x,-1,1), fill='axis')+point2d(teziste,color='red', size=50),aspect_ratio=1)
///
[image: ]
}}}

Pro srovnání, výpočet v polárních souřadnicích. Ten je možno použít, pokud výpočet v kartézských souřadnicích ztroskotává.





{{{id=34|
r,phi=var('r phi')
jakobian=r
m=integrate(integrate(1*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
show(m)
x_T=integrate(integrate(r*cos(phi)*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
y_T=integrate(integrate(r*sin(phi)*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
teziste = 1/m*x_T, 1/m*y_T
teziste
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, \pi
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(0, \frac{4}{3 \, \pi}\right)
}}}

Moment setrvačnosti




Moment setrvačnosti hraje roli při výpočtech rotačních pohybů, ale i při výpočtech pevnosti a při dimenzování nosníků a nosných tyčí. Při dimenzování hraje roli tvar průřezu. Momenty setrvačnosti bežných tvarů je možno najít v literatuře, obecný vzorec je $$J=\iint _M \rho^2(x,y)\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y ,$$ kde $\rho(x,y)$ je vzdálenost bodu $(x,y)$ od osy otáčení. Pro kruh o poloměru $R$, plošné hustotě $\sigma = \frac{m}{\pi R^2}$ (hmotnost vztažená na jednotku plochy) a osu procházející středem kolmo na kruh máme $\rho(x,y)=\sqrt{x^2+y^2}$ a dostáváme následující výsledek.




 





{{{id=29|
R = var('R')
m = var('m') # zapomeneme promennou m
sigma =  m/(pi*R^2)
forget()  # zapomeneme vsechny predpoklady zadane prikazem assume
assume(R>0,R^2-x^2>0)  # sqrt(R^2-x^2) je realne cislo 
J=sigma*integrate(integrate(x^2+y^2,(y,-sqrt(R^2-x^2),sqrt(R^2-x^2))),(x,-R,R))
J
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, R^{2} m
}}}

To je i vzorec, který je možno najít v literatuře pro kruhové desky a válce. A ještě přidejme analogický výpočet v polárních souřadnicích.





{{{id=36|
sigma =  m/(pi*R^2)
jakobian = r
forget()
assume(R>0)
J=sigma*integrate(integrate(jakobian * r^2,(r,0,R)),(phi,0,2*pi))
J
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, R^{2} m
}}}

{{{id=37|

///
}}}

To je i vzorec, který je možno najít v literatuře pro kruhové desky a válce. A ještě přidejme analogický výpočet v polárních souřadnicích. Zde platí $\rho=r$.





{{{id=38|

///
}}}





sage_worksheet/worksheet.txt


Dvojný integrál
system:sage


Dvojný a dvojnásobný integrál




Dvojný integrál v systémech počítačové algebry většinou nefiguruje, je nutno jej již zadat jako integrál dvojnásobný. Přitom může dojík k chybě způsobené člověkem. Pro kontrolu, zda nerovnice definují opravdu oblast přes kterou se má integrovat, může posloužit funkce region_plot, která vykreslí řešení soustavy nerovnic o dvou neznámých. Metoda show(aspect_ratio=1) slouží k tomu, že kružnice nejsou deformované a vypadají jako kružnice (dojde k volbě stejného měřítka na ose $x$ a ose $y$).





{{{id=1|
x,y = var("x,y")
region_plot([0[image: ]
}}}

Pokud je oblast integrace v pořádku, můžeme vypočítat dvojný intgerál. V následujícím příkladě je množina $M$ zadána jako ohraničená oblast mezi křivkami $y=1-x$ a $y=1-x^2$ a počítáme integrál $\iint_{M} x^3\,\text{d}x\text{d}y = \int _0^1\left[ \int_{1-x}^{1-x^2} x^3dy\right] dx$.





{{{id=2|
integrate(integrate(x^3,y,1-x,1-x^2),x,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Zkusíme ještě druhé pořadí integrace, nejdřív musíme správně zapsat integrační oblast pomocí nerovnic.





{{{id=3|
A=solve(1-x==y,x); A
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[x = -y + 1\right]
}}}

{{{id=7|
B=solve(1-x^2==y,x); B
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[x = -\sqrt{-y + 1}, x = \sqrt{-y + 1}\right]
}}}

Vizuální kontrola





{{{id=16|
region_plot([0[image: ]
}}}

Výpočet





{{{id=12|
integrate(integrate(x^3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)
///
Traceback (most recent call last):
  File "", line 1, in 
  File "_sage_input_9.py", line 10, in 
    exec compile(u'open("___code___.py","w").write("# -*- coding: utf-8 -*-\\n" + _support_.preparse_worksheet_cell(base64.b64decode("aW50ZWdyYXRlKGludGVncmF0ZSh4XjMseCwxLXksc3FydCgxLXkpKSx5LDAsMSk="),globals())+"\\n"); execfile(os.path.abspath("___code___.py"))' + '\n', '', 'single')
  File "", line 1, in 
    
  File "/tmp/tmptXmJQq/___code___.py", line 3, in 
    exec compile(u'integrate(integrate(x**_sage_const_3 ,x,_sage_const_1 -y,sqrt(_sage_const_1 -y)),y,_sage_const_0 ,_sage_const_1 )' + '\n', '', 'single')
  File "", line 1, in 
    
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/misc/functional.py", line 718, in integral
    return x.integral(*args, **kwds)
  File "expression.pyx", line 7380, in sage.symbolic.expression.Expression.integral (sage/symbolic/expression.cpp:29088)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/integral.py", line 589, in integrate
    return definite_integral(expression, v, a, b)
  File "function.pyx", line 429, in sage.symbolic.function.Function.__call__ (sage/symbolic/function.cpp:4503)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/integral.py", line 174, in _eval_
    return integrator(*args)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/symbolic/integration/external.py", line 21, in maxima_integrator
    result = expression._maxima_().integrate(v, a, b)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/maxima.py", line 2112, in integral
    return I(var, min, max)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1408, in __call__
    return self._obj.parent().function_call(self._name, [self._obj] + list(args), kwds)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1316, in function_call
    return self.new(s)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1097, in new
    return self(code)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1032, in __call__
    return cls(self, x, name=name)
  File "/opt/sage/local/lib/python2.6/site-packages/sage/interfaces/expect.py", line 1451, in __init__
    raise TypeError, x
TypeError: Error executing code in Maxima
CODE:
	sage20 : integrate(sage16,sage17,sage18,sage19)$
Maxima ERROR:
	
defint: upper limit of integration must be real; found sqrt(1-y)
 -- an error. To debug this try: debugmode(true);
}}}

Chyba?




defint: upper limit of integration must be real; found sqrt(1-y)
 -- an error. To debug this try: debugmode(true);




Ale náš integrál je zapsán správně a pro takovou chybovou hlášku není důvod .....




I počítačům je někdy nutno pomoct, například přidáme předpoklad, který počítač přesvědčí, že $\sqrt{1-y}$ je reálné číslo. Použijeme příkaz assume.





{{{id=11|
assume(y<1)
integrate(integrate(x^3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Vidíme, že pro opačné pořadí integrace je výsledek stejný. Jiná metoda jak vnutit výraz $\sqrt{1-y}$ do horní meze je použití parametru, za který potom dosadíme $\sqrt{1-y}$. Lze to udělat například následovně.





{{{id=18|
b=var('b')
integrate(integrate(x^3,x,1-y,b).subs(b=sqrt(1-y)),y,0,1)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{30}
}}}

Aplikace dvojného integrálu




Poloha těžiště




Je-li $\sigma(x,y)$ plošná hustota dvourozměrné množiny $M$, je hmotnost této množiny $m=\iint _M \sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y$. Poloha těžiště je $\left[{x_T},{y_T}\right]$, kde jednotlivé souřadnice vypočteme z následujících  vzorců. $$\begin{aligned}x_T&= \frac 1m \iint _M x\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y \\ y_T&=\frac 1m\iint _M y\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y\end{aligned}$$




 




Určíme těžiště půlkruhu o poloměru $r=1$ vyrobeného z homogenního materiálu. Volíme $\sigma(x,y)=1$ a $M=\{(x,y):-1\leq x\leq 1, 0\leq y\leq\sqrt{1-x^2}\}$.





{{{id=20|
meze=(-1[image: ]
}}}

Vypočteme hmotnost půlkruhu. Výsledek však již známe dopředu! Vzhledem k volbě $\sigma=1$ bude hmotnost rovna obsahu půlkruhu a ten umíme snadno vypočítat pomocí vzorců ze střední školy. Trik s assume známe z předchozího textu.





{{{id=22|
assume(1-x^2>0)
m=integrate(integrate(1,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
m
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, \pi
}}}

{{{id=23|
x_T=integrate(integrate(x,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
y_T=integrate(integrate(y,(y,0,sqrt(1-x^2))),(x,-1,1))
teziste = 1/m*x_T, 1/m*y_T
teziste
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(0, \frac{4}{3 \, \pi}\right)
}}}

Že je $x$-ová poloha těžiště nulová vidíme ze symetrie. Druhou souřadnici aproximujeme desetinným číslem. Vzhledem k tomu že ve spodní části půlkruhu je více materiálu než nahoře, očekáváme méně než $0.5$.





{{{id=31|
n(teziste[1])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}0.424413181578388
}}}

Pokusme se ještě zakrelist těžiště do obrázku. Protože grafiku vytvořenou příkazem region_plot není možno kombinovat s dalšími grafickými objekty, sestavíme obrázek tak, že nakreslíme horní půlkružnici, vyšrafujeme plochu mezi grafem a osou $x$ a přidáme červený bod v místě těžiště. Použití show a aspect_ratio zajistí, že kružnice není nijak deformovaná.





{{{id=25|
show(plot(sqrt(1-x^2),(x,-1,1), fill='axis')+point2d(teziste,color='red', size=50),aspect_ratio=1)
///
[image: ]
}}}

Pro srovnání, výpočet v polárních souřadnicích. Ten je možno použít, pokud výpočet v kartézských souřadnicích ztroskotává.





{{{id=34|
r,phi=var('r phi')
jakobian=r
m=integrate(integrate(1*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
show(m)
x_T=integrate(integrate(r*cos(phi)*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
y_T=integrate(integrate(r*sin(phi)*jakobian,(r,0,1)),(phi,0,pi))
teziste = 1/m*x_T, 1/m*y_T
teziste
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, \pi
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(0, \frac{4}{3 \, \pi}\right)
}}}

Moment setrvačnosti




Moment setrvačnosti hraje roli při výpočtech rotačních pohybů, ale i při výpočtech pevnosti a při dimenzování nosníků a nosných tyčí. Při dimenzování hraje roli tvar průřezu. Momenty setrvačnosti bežných tvarů je možno najít v literatuře, obecný vzorec je $$J=\iint _M \rho^2(x,y)\sigma(x,y)\;\mathrm{d}x\mathrm{d}y ,$$ kde $\rho(x,y)$ je vzdálenost bodu $(x,y)$ od osy otáčení. Pro kruh o poloměru $R$, plošné hustotě $\sigma = \frac{m}{\pi R^2}$ (hmotnost vztažená na jednotku plochy) a osu procházející středem kolmo na kruh máme $\rho(x,y)=\sqrt{x^2+y^2}$ a dostáváme následující výsledek.




 





{{{id=29|
R = var('R')
m = var('m') # zapomeneme promennou m
sigma =  m/(pi*R^2)
forget()  # zapomeneme vsechny predpoklady zadane prikazem assume
assume(R>0,R^2-x^2>0)  # sqrt(R^2-x^2) je realne cislo 
J=sigma*integrate(integrate(x^2+y^2,(y,-sqrt(R^2-x^2),sqrt(R^2-x^2))),(x,-R,R))
J
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, R^{2} m
}}}

To je i vzorec, který je možno najít v literatuře pro kruhové desky a válce. A ještě přidejme analogický výpočet v polárních souřadnicích.





{{{id=36|
sigma =  m/(pi*R^2)
jakobian = r
forget()
assume(R>0)
J=sigma*integrate(integrate(jakobian * r^2,(r,0,R)),(phi,0,2*pi))
J
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{2} \, R^{2} m
}}}

{{{id=37|

///
}}}

To je i vzorec, který je možno najít v literatuře pro kruhové desky a válce. A ještě přidejme analogický výpočet v polárních souřadnicích. Zde platí $\rho=r$.





{{{id=38|

///
}}}
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Sage code
integrate(integrate(x~3,y,1-x,1-x72),x,0,1)

1

O z . 7 7. . e z Ve . ’ ’ .

Zkusime jesté druhé potradi integrace, nejdiiv musime spravné zapsat integra¢ni oblast pomoci nerovnic.
Sage code

A=solve(l-x==y,x); A

[z =—-y+1]
Sage code

B=solve(l-x"2==y,x); B

[0 ===y Lo =v=y+1]

Vizualni kontrola
Sage code
region_plot ([0<y, y<1, 1-y<x, x<sqrt(l-y)], (x,0,1.2), (y,0,1.2)).show(aspect_ratio=1] figsize=2)

1.2
1}
0.8}
0.6 |
0.4
0.21
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Vypocet
Sage code
integrate(integrate(x~3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)

Traceback (most recent call last):

—-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Chyba?
ipre;defint: upper limit of integration must be real; found sqrt(l-y)

-- an error. To debug this try: debugmode(true);j/pre;

Ale nas integral je zapsan spravné a pro takovou chybovou hlasku neni duvod .....

I pocita¢um je nékdy nutno pomoct, napiiklad pfiddme predpoklad, ktery pocitac presvédéi, ze /1 —y
je realné ¢islo. Pouzijeme piikaz assume.

Sage code

assume (y<1)
integrate(integrate(x~3,x,1-y,sqrt(1-y)),y,0,1)

1

30
Vidime, ze pro opacné poradi integrace je vysledek stejny. Jind metoda jak vnutit vyraz /1 — y do horni
meze je pouziti parametru, za ktery potom dosadime /1 — y. Lze to udélat napiiklad nasledovné.

Sage code
b=var(’b’)
integrate(integrate(x~3,x,1-y,b) .subs(b=sqrt(1-y)),y,0,1)

1

30
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2 Aplikace dvojného integralu

v~

2.1 Poloha teziste
Je-li o(z,y) plosnd hustota dvourozmérné mnoziny M, je hmotnost této mnoziny m = / / o(z,y) dedy.
M

Poloha tézisté je [zr,yr], kde jednotlivé soufadnice vypocteme z nésledujicich vzorcu.

1
T = — // zo(x,y) dedy
mJJm

1
yr = f// yo(x,y) dzdy
m M

M={(z,y): =1 <z <1,0<y<1—22}.

Sage code

meze=(-1<x,x<1,0<y,y<sqrt(1-x"2))
P=region_plot(meze, (x,-1,1),(y,0,1) ,plot_points=500) .show(aspect_ratio=1, figsize=3)

P

-1 0.5 0.5 1

Vypocteme hmotnost pulkruhu. Vysledek v8ak jiz zndme dopredu! Vzhledem k volbé o = 1 bude hmot-
nost rovna obsahu pulkruhu a ten umime snadno vypocitat pomoci vzorcu ze stiedni skoly. Trik s assume

zname z predchoziho textu.

Sage code

assume (1-x"2>0)
m=integrate(integrate(l, (y,0,sqrt(1-x"2))), (x,-1,1))

m

Sage code
x_T=integrate(integrate(x, (y,0,sqrt(1-x"2))), (x,-1,1))
y_T=integrate(integrate(y, (y,0,sqrt(1-x"2))), (x,-1,1))
teziste = 1/m*x_T, 1/mxy_T

teziste

4
(07 )
3
Ze je z-ova poloha tézisté nulova vidime ze symetrie. Druhou soufadnici aproximujeme desetinnym

¢islem. Vzhledem k tomu Ze ve spodni ¢asti pulkruhu je vice materidlu nez nahote, ocekdvame méné nez
0.5.

Sage code

n(teziste[1])

0.424413181578388
Pokusme se jesté zakrelist tézisté do obrazku. Protoze grafiku vytvofenou piikazem region_plot neni

mozno kombinovat s dalsimi grafickymi objekty, sestavime obrazek tak, ze nakreslime horni pulkruznici,

aspect_ratio zajisti, ze kruznice neni nijak deformovana.

Sage worksheet converted by [Fwsatex


http://bitbucket.org/whuss/sws2tex/
http://cs.wikipedia.org/wiki/T%C4%9B%C5%BEi%C5%A1t%C4%9B

Sage code

show(plot(sqrt(1-x~2),(x,-1,1), fill=’axis’)+point2d(teziste,color="red’, size=50),asf

o o ©
F =Y ch [ais]
*——————————

o §
P
———

-1 0.5 0.5 1

Pro srovnani, vypocet v polarnich souradnicich. Ten je mozno pouzit, pokud vypocet v kartézskych

soufadnicich ztroskotava.
Sage code

r,phi=var(’r phi’)

jakobian=r

m=integrate(integrate(l*jakobian, (r,0,1)), (phi,0,pi))

show (m)
x_T=integrate(integrate(r*cos(phi)*jakobian, (r,0,1)), (phi,0,pi))
y_T=integrate(integrate(r*sin(phi)*jakobian, (r,0,1)), (phi,0,pi))
teziste = 1/m*x_T, 1/m*xy_T

teziste

N

(0:5%)

2.2 Moment setrvac¢nosti

Moment setrvacnosti hraje roli pfi vypoctech rotacnich pohybu, ale i pii vypoctech pevnosti a pii dimen-
zovéani nosniku a nosnych tyéi. Pl dimenzovani hraje roli tvar prufezu. Momenty setrvacnosti beznych
tvaru je mozno najit v literatufe, obecny vzorec je

J = //M p*(x,y)o(z,y) dady,

kde p(x,y) je vzdélenost bodu (x,y) od osy otdceni. Pro kruh o poloméru R, plosné hustoté o = %
T
(hmotnost vztazend na jednotku plochy) a osu prochézejici stfedem kolmo na kruh méme p(z,y) =
V22 + 2 a dostdvame néasledujici vysledek.

Sage code

R = var(’R’)

m = var(’m’) # zapomeneme promennou m

sigma = m/(pi*R~2)

forget() # zapomeneme vsechny predpoklady zadane prikazem assume

assume (R>0,R"2-x72>0) # sqrt(R"2-z°2) je realne cislo
J=sigmaxintegrate(integrate(x"2+y~2, (y,-sqrt(R"2-x72) ,sqrt(R"2-x72))), (x,-R,R))
J

Sage worksheet

ect_ratio=1)

converted by [swsatex
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1

5 Rzm
To je i vzorec, ktery je mozno najit v literature pro kruhové desky a valce. A jesté pridejme analogicky
vypocet v polarnich soutadnicich.

Sage code

sigma = m/(pi*R~2)

jakobian = r

forget )

assume (R>0)

J=sigma*integrate(integrate(jakobian * r~2,(r,0,R)), (phi,0,2*pi))
J

1

5 RQm

To je i vzorec, ktery je mozno najit v literatute pro kruhové desky a valce. A jesté pridejme analogicky
vypocet v polarnich soutadnicich. Zde plati p = r.
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