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1 Homogenni rovnice

ReSenim homogenn{ rovnice muze byt linedrn{ kombinace, exponencidlnich funke{ (redlné ruzné kotreny
charakteristické rovnice) , soucin linedrniho polynomu a exponencidlni funkce (redlny dvojndsobny koren
charakteristické rovnice) anebo soué¢in exponencidln{ funkce s linedrni kombinaci goniometrickych funkeci

(komplexné sdruzené kofeny charakteristické rovnice).
Sage code

y=function(’y’,x)

Sestavime rovnici a vyfresime. Pro kontrolni tisk rovnice na obrazovku pouzijeme prikaz show, protoze
jinak by se zobrazil pouze vystup posledniho fadku. Prvni derivace je v prostfedi Sage Notebook zapsana

jako D[0] (y) (x), druhé derivace je D[0,0] (y) (x).
Sage code

p,q = -4,4

rovnice = diff(y,x,2)+p*diff (y,x)+q*y ==
show(rovnice)

desolve(rovnice, y)

4y () — 4D[0] (y) () + D[0,0] (y) () = 0

(]4323) + k1)€(2 x)
Sage code

p,q = 8,1
show(diff (y,x,2)+p*diff (y,x)+q*xy == 0)
desolve(diff (y,x,2) +p*diff (y,x)+q*xy == 0, y)

y (x) +8D[0] (y) (x) + D[0,0] (y) () = 0

kle((VGEAA)x) +>k2€(*(vqg+4)m)
Sage code

p.q = 2,2

rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y ==
show(rovnice)

desolve(rovnice, y)

2y (z) +2D[0] (y) (x) + D[0,0] (y) (x) = 0

(ky sin () + kg cos (z))e ™
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Homogenní rovnice




Řešením homogenní rovnice může být lineární kombinace, exponenciálních funkcí (reálné různé kořeny charakteristické rovnice) , součin lineárního polynomu a exponenciální funkce (reálný dvojnásobný kořen charakteristické rovnice) anebo součin exponenciální funkce s lineární kombinací goniometrických funkcí (komplexně sdružené kořeny charakteristické rovnice).





{{{id=6|
y=function('y',x)
///
}}}

Sestavíme rovnici a vyřešíme. Pro kontrolní tisk rovnice na obrazovku použijeme příkaz show, protože jinak by se zobrazil pouze výstup posledního řádku. První derivace je v prostředí Sage Notebook zapsána jako D[0](y)(x), druhá derivace je D[0,0](y)(x).





{{{id=19|
p,q = -4,4
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}4 \, y\left(x\right) - 4 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(k_{2} x + k_{1}\right)} e^{\left(2 \, x\right)}
}}}

{{{id=8|
p,q = 8,1
show(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0)
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}y\left(x\right) + 8 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}k_{1} e^{\left({\left(\sqrt{15} - 4\right)} x\right)} + k_{2} e^{\left(-{\left(\sqrt{15} + 4\right)} x\right)}
}}}

{{{id=9|
p,q = 2,2
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + 2 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(k_{1} \sin\left(x\right) + k_{2} \cos\left(x\right)\right)} e^{\left(-x\right)}
}}}

{{{id=10|
p,q = 0,2
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}k_{1} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + k_{2} \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Nehomogenní rovnice




Pokud řešíme nehomogenní rovnici, je řešením součet partikulárního řešení a obecného řešení asociované homogenní rovnice.





{{{id=11|
p, q, f = 0, 2, exp(-x)*x
show(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f)
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = x e^{\left(-x\right)}
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} + k_{1} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + k_{2} \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Počáteční podmínky




Pro zadání počátečních podmínek (u homogenních i nehomogenních rovnic je to stejné) použijeme volitelný parametr příkazu desolve, parametr ics.





{{{id=12|
p, q, f = 0, 2, exp(-x)*x   
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y, ics=[0,2,-2])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} - \frac{19}{18} \, \sqrt{2} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + \frac{16}{9} \, \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Pro kontrolu si nejprve označíme výsledek jako funkci $g$ a potom dosadíme počáteční podmínku $x=0$ do funkce $g(x)$ a derivace $g'(x)$.





{{{id=21|
g(x)=_
g(0),diff(g)(x=0)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(2, -2\right)
}}}

Jiná možnost jak započítat počáteční podmínky je použít stejnou cestu, jako bychom počítali ručně: dosadíme do $y$ a $y'$, řešením soustavy rovnic určíme konstanty $k_1$ a $k_2$ a tyto konstanty použijeme v obecném řešení.





{{{id=13|
k1,k2 = var('k1 k2')
res(x)=desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y)
soustava = [ res(x=0) == 2, diff(res(x),x).subs(x=0) == -2 ]
koeficienty=solve( soustava, [k1,k2], solution_dict=True)
res(x).subs(koeficienty[0])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} - \frac{19}{18} \, \sqrt{2} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + \frac{16}{9} \, \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Nakreslíme graf patrikulárního řešení z předchozího příkladu. Díky klesající exponenciální funkci $e^{-x}$ se partikulární řešení bliží velmi rychle k nule a zůstane lineární kombinace sinusoidy a kosinusoidy z řešení asociované homogenní rovnice (červeně).





{{{id=15|
res_hom(x)=(desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0, y)).subs(koeficienty[0])
show(plot(res(x).subs(koeficienty[0]),(x,0,10))\
+plot(res_hom(x),(x,0,10), rgbcolor='red', zorder=-1))
///
[image: ]
}}}

Metoda neurčitých koeficientů




Sage umí řešit diferenciální rovnice plně automaticky. Nicméně, můžeme jej použít i když chceme simulovat postup při ručním počítání. Pokusme se vyřešit rovnici $y''+3y'+2y=x^2 e^{-2x}$





{{{id=17|
p,q,f=3,2,x^2*exp(-2*x)
a,b,c,x = var('a,b,c,x')
y = x*(a*x^2+b*x+c)*exp(-2*x) # tvar partikularniho reseni
y
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(a x^{2} + b x + c\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=25|
diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y   # dosazeni do leve strany rovnice
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} - {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=26|
rovnice = _ == f # pripojeni prave strany a sestaveni rovnice 
rovnice
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} - {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} = x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=27|
rovnice/exp(-2*x)  # vydeleni exponencialnim clenem
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left({\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} + {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)}\right)} e^{\left(2 \, x\right)} = x^{2}
}}}

{{{id=28|
r=expand(_)    # roznasobeni zavorek
r
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-3 \, a x^{2} + 6 \, a x - 2 \, b x + 2 \, b - c = x^{2}
}}}

Sestavení rovnic pro neurčité koeficienty je malinko komplikovanější. Rovnici mezi dvěma polynomy máme v proměnné r. Nejprve musíme nalézt levou a pravou stranu pomocí lhs() a rhs() a poté nalezneme koeficient u mocniny $x^i$ pomocí coefficient(x,i). Koeficient z levé strany položíme roven odpovídajícímu koeficientu ze strany pravé a opakujeme pro $i=0,1,2$.





{{{id=29|
soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]
soustava
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[2 \, b - c = 0, 6 \, a - 2 \, b = 0, -3 \, a = 1\right]
}}}

Soustavu vyřešíme příkazem solve, druhým parametrem je n-tice neznámých.





{{{id=37|
solve(soustava,[a,b,c])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\left[a = \left(-\frac{1}{3}\right), b = \left(-1\right), c = \left(-2\right)\right]\right]
}}}

Řešení vidíme, na obrazovce. Aby se nám pohodlně dosazovalo do původního předpisu, vyřešíme soustavu ještě jednou, nyní s parametrem solution_dict=True.





{{{id=30|
koeficienty = solve(soustava,[a,b,c], solution_dict=True)
koeficienty
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\left\{c:\: -2, b:\: -1, a:\: -\frac{1}{3}\right\}\right]
}}}

{{{id=31|
y.subs(koeficienty[0]).expand()
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Pro srovnání stejná diferenciální rovnice, vyřešená příkazem desolve. Dostáváme obecné řešení.





{{{id=34|
y = function('y',x)
reseni = desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f,y)
expand(reseni)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + k_{1} e^{\left(-x\right)} + k_{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Vidíme že partikulární řešení vypočtená oběma metodami se shodují (až na člen $-2e^{-2x}$, který je možno zahrnout do členu $k_2 e^{-2x}$ a přejmenovat konstantu "$k_2-2$" na $K_2$).





{{{id=43|
k1,k2,K2=var('k1,k2,K2')
expand(reseni.subs(k2=K2+2))
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + K_{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + k_{1} e^{\left(-x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=45|
expand(reseni.subs(k2=K2+2)).subs({K2:0,k1:0})
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Pokud podobný postup použijeme (nyní již zhuštěně) pro špatný tvar partikulárního řešení, narazíme na problémy - soustava nemá řešení.





{{{id=40|
a,b,c,x = var('a,b,c,x')
p,q,f = 3,2,x^2*exp(-2*x)
y = (a*x^2+b*x+c)*exp(-2*x) # spatny tvar partikularniho reseni
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f
r=expand(rovnice/exp(-2*x))
soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]
soustava
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[2 \, a - b = 0, -2 \, a = 0, 0 = 1\right]
}}}

{{{id=46|
solve(soustava,[a,b,c]) # soustava nema reseni
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\right]
}}}

{{{id=47|

///
}}}





sage_worksheet/worksheet.txt


Diferenciální rovnice druhého řádu
system:sage


Homogenní rovnice




Řešením homogenní rovnice může být lineární kombinace, exponenciálních funkcí (reálné různé kořeny charakteristické rovnice) , součin lineárního polynomu a exponenciální funkce (reálný dvojnásobný kořen charakteristické rovnice) anebo součin exponenciální funkce s lineární kombinací goniometrických funkcí (komplexně sdružené kořeny charakteristické rovnice).





{{{id=6|
y=function('y',x)
///
}}}

Sestavíme rovnici a vyřešíme. Pro kontrolní tisk rovnice na obrazovku použijeme příkaz show, protože jinak by se zobrazil pouze výstup posledního řádku. První derivace je v prostředí Sage Notebook zapsána jako D[0](y)(x), druhá derivace je D[0,0](y)(x).





{{{id=19|
p,q = -4,4
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}4 \, y\left(x\right) - 4 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(k_{2} x + k_{1}\right)} e^{\left(2 \, x\right)}
}}}

{{{id=8|
p,q = 8,1
show(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0)
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}y\left(x\right) + 8 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}k_{1} e^{\left({\left(\sqrt{15} - 4\right)} x\right)} + k_{2} e^{\left(-{\left(\sqrt{15} + 4\right)} x\right)}
}}}

{{{id=9|
p,q = 2,2
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + 2 \, D[0]\left(y\right)\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(k_{1} \sin\left(x\right) + k_{2} \cos\left(x\right)\right)} e^{\left(-x\right)}
}}}

{{{id=10|
p,q = 0,2
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0
show(rovnice)
desolve(rovnice, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = 0
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}k_{1} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + k_{2} \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Nehomogenní rovnice




Pokud řešíme nehomogenní rovnici, je řešením součet partikulárního řešení a obecného řešení asociované homogenní rovnice.





{{{id=11|
p, q, f = 0, 2, exp(-x)*x
show(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f)
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}2 \, y\left(x\right) + D[0, 0]\left(y\right)\left(x\right) = x e^{\left(-x\right)}
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} + k_{1} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + k_{2} \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Počáteční podmínky




Pro zadání počátečních podmínek (u homogenních i nehomogenních rovnic je to stejné) použijeme volitelný parametr příkazu desolve, parametr ics.





{{{id=12|
p, q, f = 0, 2, exp(-x)*x   
desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y, ics=[0,2,-2])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} - \frac{19}{18} \, \sqrt{2} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + \frac{16}{9} \, \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Pro kontrolu si nejprve označíme výsledek jako funkci $g$ a potom dosadíme počáteční podmínku $x=0$ do funkce $g(x)$ a derivace $g'(x)$.





{{{id=21|
g(x)=_
g(0),diff(g)(x=0)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left(2, -2\right)
}}}

Jiná možnost jak započítat počáteční podmínky je použít stejnou cestu, jako bychom počítali ručně: dosadíme do $y$ a $y'$, řešením soustavy rovnic určíme konstanty $k_1$ a $k_2$ a tyto konstanty použijeme v obecném řešení.





{{{id=13|
k1,k2 = var('k1 k2')
res(x)=desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f, y)
soustava = [ res(x=0) == 2, diff(res(x),x).subs(x=0) == -2 ]
koeficienty=solve( soustava, [k1,k2], solution_dict=True)
res(x).subs(koeficienty[0])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\frac{1}{9} \, {\left(3 \, x + 2\right)} e^{\left(-x\right)} - \frac{19}{18} \, \sqrt{2} \sin\left(\sqrt{2} x\right) + \frac{16}{9} \, \cos\left(\sqrt{2} x\right)
}}}

Nakreslíme graf patrikulárního řešení z předchozího příkladu. Díky klesající exponenciální funkci $e^{-x}$ se partikulární řešení bliží velmi rychle k nule a zůstane lineární kombinace sinusoidy a kosinusoidy z řešení asociované homogenní rovnice (červeně).





{{{id=15|
res_hom(x)=(desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == 0, y)).subs(koeficienty[0])
show(plot(res(x).subs(koeficienty[0]),(x,0,10))\
+plot(res_hom(x),(x,0,10), rgbcolor='red', zorder=-1))
///
[image: ]
}}}

Metoda neurčitých koeficientů




Sage umí řešit diferenciální rovnice plně automaticky. Nicméně, můžeme jej použít i když chceme simulovat postup při ručním počítání. Pokusme se vyřešit rovnici $y''+3y'+2y=x^2 e^{-2x}$





{{{id=17|
p,q,f=3,2,x^2*exp(-2*x)
a,b,c,x = var('a,b,c,x')
y = x*(a*x^2+b*x+c)*exp(-2*x) # tvar partikularniho reseni
y
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}{\left(a x^{2} + b x + c\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=25|
diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y   # dosazeni do leve strany rovnice
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} - {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=26|
rovnice = _ == f # pripojeni prave strany a sestaveni rovnice 
rovnice
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} + 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} - {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} = x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=27|
rovnice/exp(-2*x)  # vydeleni exponencialnim clenem
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-{\left({\left(2 \, a x + b\right)} x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, a x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, {\left(2 \, a x + b\right)} e^{\left(-2 \, x\right)} + {\left(a x^{2} + b x + c\right)} e^{\left(-2 \, x\right)}\right)} e^{\left(2 \, x\right)} = x^{2}
}}}

{{{id=28|
r=expand(_)    # roznasobeni zavorek
r
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-3 \, a x^{2} + 6 \, a x - 2 \, b x + 2 \, b - c = x^{2}
}}}

Sestavení rovnic pro neurčité koeficienty je malinko komplikovanější. Rovnici mezi dvěma polynomy máme v proměnné r. Nejprve musíme nalézt levou a pravou stranu pomocí lhs() a rhs() a poté nalezneme koeficient u mocniny $x^i$ pomocí coefficient(x,i). Koeficient z levé strany položíme roven odpovídajícímu koeficientu ze strany pravé a opakujeme pro $i=0,1,2$.





{{{id=29|
soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]
soustava
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[2 \, b - c = 0, 6 \, a - 2 \, b = 0, -3 \, a = 1\right]
}}}

Soustavu vyřešíme příkazem solve, druhým parametrem je n-tice neznámých.





{{{id=37|
solve(soustava,[a,b,c])
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\left[a = \left(-\frac{1}{3}\right), b = \left(-1\right), c = \left(-2\right)\right]\right]
}}}

Řešení vidíme, na obrazovce. Aby se nám pohodlně dosazovalo do původního předpisu, vyřešíme soustavu ještě jednou, nyní s parametrem solution_dict=True.





{{{id=30|
koeficienty = solve(soustava,[a,b,c], solution_dict=True)
koeficienty
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\left\{c:\: -2, b:\: -1, a:\: -\frac{1}{3}\right\}\right]
}}}

{{{id=31|
y.subs(koeficienty[0]).expand()
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Pro srovnání stejná diferenciální rovnice, vyřešená příkazem desolve. Dostáváme obecné řešení.





{{{id=34|
y = function('y',x)
reseni = desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f,y)
expand(reseni)
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + k_{1} e^{\left(-x\right)} + k_{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Vidíme že partikulární řešení vypočtená oběma metodami se shodují (až na člen $-2e^{-2x}$, který je možno zahrnout do členu $k_2 e^{-2x}$ a přejmenovat konstantu "$k_2-2$" na $K_2$).





{{{id=43|
k1,k2,K2=var('k1,k2,K2')
expand(reseni.subs(k2=K2+2))
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + K_{2} e^{\left(-2 \, x\right)} + k_{1} e^{\left(-x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

{{{id=45|
expand(reseni.subs(k2=K2+2)).subs({K2:0,k1:0})
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}-\frac{1}{3} \, x^{3} e^{\left(-2 \, x\right)} - x^{2} e^{\left(-2 \, x\right)} - 2 \, x e^{\left(-2 \, x\right)}
}}}

Pokud podobný postup použijeme (nyní již zhuštěně) pro špatný tvar partikulárního řešení, narazíme na problémy - soustava nemá řešení.





{{{id=40|
a,b,c,x = var('a,b,c,x')
p,q,f = 3,2,x^2*exp(-2*x)
y = (a*x^2+b*x+c)*exp(-2*x) # spatny tvar partikularniho reseni
rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f
r=expand(rovnice/exp(-2*x))
soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]
soustava
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[2 \, a - b = 0, -2 \, a = 0, 0 = 1\right]
}}}

{{{id=46|
solve(soustava,[a,b,c]) # soustava nema reseni
///
\newcommand{\Bold}[1]{\mathbf{#1}}\left[\right]
}}}

{{{id=47|

///
}}}





sage_worksheet/cells/15/sage0.png


2 ] 6 B 10
05
15
2










Zapisnik programu Sage ve formatu sws si muzete ulozit na disk kliknutim pravym tlacitkem na tuto ikonu.

http://bitbucket.org/whuss/sws2tex/
http://www.frvs.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

Sage code
p.,q = 0,2

rovnice = diff(y,x,2)+p*diff (y,x)+q*y ==
show(rovnice)

desolve(rovnice, y)

2y (z) + D[0,0] (y) (z) = 0

k1 sin (\@x) + ko cos (\@x)

2 Nehomogenni rovnice

Pokud fesime nehomogenni rovnici, je feSenim soucet partikuldrniho feSeni a obecného feseni asociované

homogenni rovnice.
Sage code

P, 9, £ =0, 2, exp(-x)*x
ShOW(dlff(y,X,2)+p*d1ff(y’X)+q*y == f)
desolve (diff (y,x,2) +p*diff (y,x)+q*xy == £, y)

2y () + D[0,0] (y) (z) = zel~®
é (32 +2)e™®) + ky sin (\/isr) + ks cos (\/5:1“)

3 Pocatecni podminky

Pro zaddn{ poc¢éteénich podminek (u homogennich i nehomogennich rovnic je to stejné) pouzijeme voli-

telny parametr piikazu desolve, parametr ics.
Sage code

P, 9, £ =0, 2, exp(-x)*x
desolve(diff (y,x,2)+p*diff (y,x)+q*y == £, y, ics=[0,2,-2])

1 19 16

9 3z +2)e~®) — 8 V2sin (\/ﬁx) + 5 cos (\/i%)

Pro kontrolu si nejprve oznac¢ime vysledek jako funkci g a potom dosadime pocateéni podminku = = 0
do funkce g(x) a derivace ¢'(z).

Sage code
g(x)=_
g(0),diff (g) (x=0)

(Zv 4’2)
Jind moznost jak zapocitat pocatecni podminky je pouzit stejnou cestu, jako bychom pocitali rucéné:
dosadime do y a 3/, FfeSenim soustavy rovnic uréime konstanty k; a ks a tyto konstanty pouzijeme v

obecném feseni.
Sage code

k1,k2 = var(’kl k27)

res(x)=desolve(diff (y,x,2)+p*diff (y,x)+q*xy == £, y)
soustava = [ res(x=0) == 2, diff(res(x),x).subs(x=0) == -2 ]
koeficienty=solve( soustava, [k1,k2], solution_dict=True)
res(x) .subs(koeficienty[0])

1 o 19 ) 16

3 (32 +2)e~®) — 18 V2sin (\/51‘) + g cos (\/5:10)

Nakreslime graf patrikuldrniho feSeni z pfedchoziho piikladu. Diky klesajici exponencidlni funkci e™* se
partikuldrn{ fesenf bliz{ velmi rychle k nule a zistane linedrni kombinace sinusoidy a kosinusoidy z Fesen{
asociované homogenn{ rovnice (Gerveneé).
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Sage code
res_hom(x)=(desolve(diff (y,x,2)+p*diff (y,x)+q*y == 0, y)).subs(koeficienty[0])
show(plot(res(x) .subs(koeficienty[0]), (x,0,10))\

+plot(res_hom(x), (x,0,10), rgbcolor="red’, zorder=-1))
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4 Metoda neurcitych koeficienti

Sage umli fesit diferencidlni rovnice plné automaticky. Nicméné, muzeme jej pouzit i kdyz chceme simu-

lovat postup pii ruénim poéitdani. Pokusme se vyFesit rovnici y” + 3y’ + 2y = z%e™2*

Sage code
,£=3,2,x"2%exp (-2*x)
,c,x = var(’a,b,c,x’)
x* (a*xx"2+b*x+c)*xexp(-2*x) # tvar partikularniho resent

B

H

<< po
I o«Q

(ax2 +—bx-+»c)xe(_2$)

Sage code
diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y # dosazeni do leve strany rounice

—(2ax—+lﬂze(72m)%72ax6(72x)+72(2ax—+lﬁe(72x)Af(axZAkbz—+(ﬂe(72z)

Sage code
rovnice = _ == f # pripojeni prave strany a sestaveni rouvnice
rovnice

—(2az + b)ze( 2 + 2aze( 72" + 2 (2az + b)el 727 — (az® + bz + c)e(_“) = g%e(729)

Sage code
rovnice/exp(-2*x) # vydeleni ezponencialnim clenem

- ((2 ax + b)zel =27 — 2aze 727 — 2 (2ax + b)e 727 + (az® + bz + c)e(_zg”))e(2 ) = g2

Sage code

r=expand (_) # roznasobeni zavorek
r

Sage worksheet converted by [swsdtex


http://bitbucket.org/whuss/sws2tex/

—3ar® +6ax —2br +2b—c=2?

Sestaveni rovnic pro neurcité koeficienty je malinko komplikovanéjsi. Rovnici mezi dvéma polynomy
mame v proménné r. Nejprve musime nalézt levou a pravou stranu pomoci lhs() a rhs() a poté
nalezneme koeficient u mocniny z° pomoci coefficient (x,1i). Koeficient z levé strany polozime roven

odpovidajicimu koeficientu ze strany pravé a opakujeme pro ¢ =0, 1, 2.
Sage code
soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]

soustava

20-¢c=0,6a—2b=0,—-3a=1]
Soustavu vytesime piikazem solve, druhym parametrem je n-tice neznamych.
Sage code

solve(soustava, [a,b,c])

(o~ ()0

Reseni vidime, na obrazovce. Aby se ndm pohodlné dosazovalo do puvodniho predpisu, vyfesime soustavu

jesté jednou, nyni s parametrem solution dict=True.
Sage code
koeficienty = solve(soustava, [a,b,c], solution_dict=True)

koeficienty

o on e 3

Sage code
y.subs (koeficienty[0]) .expand()
L s (“22) .2 (—22) (—22)
—gxe —z%e —2ze
Pro srovnéni stejna diferencialni rovnice, vyfeSena piikazem desolve. Dostavame obecné feSeni.
Sage code

y = function(’y’,x)
reseni = desolve(diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y == f,y)
expand (reseni)

_éxae(—m) _2260-29) 4 frelD) 4 kye(=29) _ g pe(-22) _ g o(-22)

Vidime ze partikuldrn{ feseni vypoctend obéma metodami se shoduji (az na ¢len —2¢7 2% ktery je mozno
zahrnout do ¢lenu kye 2% a prejmenovat konstantu ”ke — 2”na Ko).
Sage code

k1,k2,K2=var(’k1,k2,K2%)
expand (reseni.subs (k2=K2+2))

—é 22e(722) — 326729 4 Koe(720) 4 fye(72) — 2 ge(—22)

Sage code
expand (reseni.subs (k2=K2+2)) .subs ({K2:0,k1:0})

s c2m) 2 (20 g 0(-22)

Pokud podobny postup pouzijeme (nynf jiz zhusténé) pro Spatny tvar partikuldrniho feseni, narazime
na problémy - soustava nemad feseni.

Sage code
a,b,c,x = var(’a,b,c,x’)

p,9,f = 3,2,x 2xexp(-2*x)

y = (a*xx"2+b*x+c)*exp(-2*x) # spatny tvar partikularniho resent

rovnice = diff(y,x,2)+p*diff(y,x)+q*y ==

r=expand (rovnice/exp(-2+*x))

soustava = [r.lhs().coefficient(x,i)==r.rhs().coefficient(x,i) for i in range(3)]

soustava
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2a—b=0,-2a=0,0=1]
Sage code

solve(soustava, [a,b,c]) # soustava nema resent
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