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Motivace. Pfedpokladejme Ze je dana funkce f s nasledujicimi vliastnostmi:

e Dokazeme vypocitat funkéni hodnotu a hodnotu derivaci (az do fadu n) v jistém
bodé x,.

e Nemame dostate¢né efektivni algoritmus na vypocet funkénich hodnot v ostat-
nich bodech x # x,.

Pro vypocet funkcnich hodnot v bodech v okoli bodu x, se budeme snazit funkci
aproximovat jednodu&si funkci, v nasem pfipadé polynomem stupné n. Nejlepsi
polynom, ktery funkci f v okoli bodu x, aproximuje je takovy polynom, ktery ma

s danou funkci totozné v bodé x,, derivace az do fadu n. Takovy polynom se nazyva
Taylortiv polynom a nalezneme ho pomoci nasledujici definice.

( Definice (Taylortiv polynom). Necht n € N je pfirozené ¢Cislo a f funkce, ktera je}
definovana v bodé x, € R a ma zde v8echny derivace do fadu n vcetné. Polynom

f(x ' (x FM(x
g C 1700

T,(x) = f(xo) + (x = Xxg)"

se nazyva Tayloruv polynom stupné n funkce f v bodé x,. Bod x, se nazyva stied
| Taylorova polynomu. J

Poznamka 1. Taylortv polynom je jediny polynom stupné n, ktery ma s funkci f v bodé
X, spole€nou funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci. V pfipadé Ze stfedem

polynomu je x, = 0 pouzivame pro Taylorav polynom nazev Maclaurintv polynom.
E B O =B3 ©Robert Mafik, 2010 &1



Véta 1 (Taylorova véta). Necht funkce f ma v bodé x, a néjakém jeho okoli O(x,)
spojité derivace do fadu n + 1, v€etné. Pak pro vSechna x € O(x,) plati

f(x) = T,(x) + Rppq(X),

kde T,(x) je Taylorav polynom funkce f stupné n se stfedem v bodé x, a R,,,(x) je
zbytek. Tento zbytek splriuje
f(n+1)(c)
(n+1)!

Rn+1(X) = (X _XO)nH: (1)

kde ¢ je vhodné Cislo lezici mezi x a x,.
Poznamka 2 (aproximace a jeji pfesnost). Z vyjadfeni zbytku (1) plyne, ze tento zbytek
je maly, jestlize

e x je blizko x,, tj. absolutni hodnota rozdilu (x — x,) je mala

e n je velké

o F"*V(x) je mala v uvazovaném okoli bodu x,
Jsou-li tyto podminky spinény, mizeme psat v okoli bodu x,

f(x) = T,(x)

a chyba, které se pfi tom dopustime bude mala. (Z (1) jsme schopni uréit maximalni

hodnotu chyby, které se pfitom dopustime.)
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Poznamka 3 (aplika¢ni). Taylorav polynom tedy slouzi k tomu, abychom jistou funkéni
zavislost aproximovali zavislosti polynomickou. Tim se zavislost podstatné zjednodusi,
protoze polynomy jsou jedny z nejjednodusSich funkci. Méjme vSak na paméti, ze
polynomicka aproximace mulze byt vynikajici, ale i dostate¢na pouze pro néktera x,
nebo dokonce tak Spatnd, Ze jeji pouziti nevede k rozumnym vysledkdm.
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x f(n) %
T.(x) = f(x,) + ( O)(x—xo)+ ( 0)()(-)(0)2+---+ ( O)(x—xo)”
11 2l n
y
—27 - m 2w X
n=20
To(x) =1

E B O =B3 ©Robert Mafik, 2010 &1



Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x f(n) %
T0) = Fxg) + 2@ gy + L0y Ty
T 2! !
y
-27 - n 2m X
n=2
2
X
T, =1-%
2(X) 2]
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x f(n) %
T.(x) = f(x,) + ( O)(x — X,) + ( 0)()( X A+ ( O)(x — X,)"
11 2l n
y
-27 - n 2m X
n=4
2 4
X
T,(x)=1-=—+ 2
aX) Y
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x f(n) %
T.(x) = f(x,) + ( °)(x — X,) + ﬁ(x X A+ ( O)(x — X,)"
11 2l n
y
-27 - n 2m X
n=6
2 4 6
X X
i ST
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x £
7o) = 100+ o = )+ o a + o x—y
y
—27 - (A 2w X
n=38
2 4 6 8
X X X
G ST
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

£(x " (x £
7o) = 100+ o = )+ o a + o x—y
y
-27 - n 2m X
n=10
2 4 6 8 10
T10(X)=‘|_X_+X__X_+X__X_

2 4 e 8 10!
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

f'(Xo) £ (Xo) 7 (x,)
Ta(X) = F(Xo) + — (X = Xo) + —2m (X = X0 + o+ — 2= (x = Xo)'
y
-27 - n 2m X
n=12
2 4 6 8 10 12
T12(X)—1—X—+X——X—+X———+—
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

f'(Xo) £ (Xo) 7 (xo)
T,(x) = F(X,) + 1'° (X = Xo) + 2|° (X = Xo)2 + oo + n'° (X = X,)"
y
-2m - T om X
n=14
2 4 6 8 10 12 14
7-14()()—1—X—"'X——X—+X——— —_———
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Aproximace funkce f : y = cos x v okoli bodu x = 0 pomoci Taylorova polynomu.

F'(Xo) " (xo) £ (xo)
Ta(X) = F(Xo) + — (X = Xo) + —2m (X = X0 + o+ — 2= (x = Xo)'
y
-21 - T om X
n=16
X2 X4 XG X8 X10 X12 X14 X16
2 4| 6! 8! 101 121 14! 16!
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