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1 Konstrukce (definice) Riemannova integralu.

Na nasledujicich stranach si vysvétlime geometricky hlavni myslenky definice
Riemannova integralu.
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3
Integral / (x? = 2x + 2) dx.
0

Kfivka na obrazku je grafem funkce y = x2 — 2x + 2
Rozdélime interval. Norma déleni je 2.
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3
Integral / (x? = 2x + 2) dx.
0

0.8 29
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Kfivka na obrazku je grafem funkce y = x2 — 2x + 2
Rozdélime interval. Norma déleni je 2.
Zvolime reprezentanty v kazdém podintervalu.

[<<I <> Konstrukce (definice) Riemannova integralu. ©Robert Mafik, 2008



Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.
0

Kfivka na obrazku je grafem funkce y = x2 — 2x + 2
Rozdélime interval. Norma déleni je 2.

Zvolime reprezentanty v kazdém podintervalu.
Nakreslime integralni soucet — plocha ¢erveného obrazce.
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3
Integral / (x? = 2x + 2) dx.
0
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Zjemnime déleni. Norma tohoto déleni je 1.
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3
Integral / (x? = 2x + 2) dx.
0
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Zjemnime déleni. Norma tohoto déleni je 1.
Zvolime reprezentanty v kazdém podintervalu.
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Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.
0

Zjemnime déleni. Norma tohoto déleni je 1.
Zvolime reprezentanty v kazdém podintervalu.
Nakreslime integralni soucet — plocha ¢erveného obrazce.
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3
Integral / (x? = 2x + 2) dx.
0
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Ponechame déleni. Norma déleni je porad 1.

Zvolime reprezentanty v kazdém podintervalu, ale jinak, nez v predchozim kroku.
Nakreslime integralni souCet — plocha ¢erveného obrazce.

Integralni soucet zavisi na vybéru reprezentantd.
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Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.
0

Zjemnime déleni. Norma tohoto déleni je 0.6 (nejdelsi interval je ten posledni).
Zvolime reprezentanty a urCime integralni soucet — plocha ¢erveného obrazce.
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Opét zjemnime déleni. Norma tohoto déleni je 0.2
Zvolime reprezentanty a urCime integralni soucet.

Konstrukce (definice) Riemannova integralu.
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| 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.
0

Pokra¢ujeme ve zjemnovani déleni. Nyni je norma 0.1.
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A I3 /
Integral / (x? - 2x + 2) dx. y
0 y

( 3

Pokracujeme ve zjemnovani déleni ad infimum. Nyni je norma 0.05.

Pokud se hodnota integralnich souctd ustali (integralni soucty maji limitu pfi normé
déleni jdouci k nule) a pokud tato limita nezavisi ani na konkrétnim vybéru
reprezentantd ani na zpusobu, jak déleni zjmenujeme, fikame, Ze funkce je
Riemannovsky integrovatelna a jeji Riemannuv (= urcity) integral je ona limita
integralnich souctd.
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( Definice (déleni intervalu). Bud [a, b] uzavfeny interval —co < a < b < oo.
Délenim intervalu [a, b] rozumime konecnou posloupnost D = {xg, X1, ..., X,}
bod( z intervalu [a, b] s vlastnosti

a=Xg< Xy <Xp<Xg<--< X, 4<X,=b.

Cisla x; nazyvame délici body. Normou déleni D rozumime maximalni &islo, které
udava vzdalenost sousednich délicich bod(i. Normu déleni D oznacujeme v(D).
Je tedy v(D) = max{x; - x,_,1 <7 < n}.

(" Definice (integralni soucet). Bud [a, b] uzavfeny interval a f funkce definovana)
a ohrani¢ena na [a, b]. Bud D déleni intervalu [a, b]. Bud R = {¢;, ..., ¢} po-
sloupnost Cisel z intervalu [a, b] splhujici x;_y < ¢ < x; pro i = 1..n. Potom
soucet

o(f,D,R) = D F(&)X; — Xiq)
i=1

nazyvame integralnim souctem funkce f prisluSnym déleni D a vybéru reprezen-
tantd R.
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(" Definice (Riemannlv integral). Bud [a, b] uzavieny interval a f funkce defino-),
vana a ohranic¢ena na [a, b]. Bud D, posloupnost déleni intervalu [a, b] a R,, po-
sloupnost reprezentant(. Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelnd
na intervalu [a, b], jestlize existuje Cislo / € R s vlastnosti

lim o(f,D,,R,) =
n—oo

pro libovolnou posloupnost déleni D,,, spliujici nlim v(D,) = 0 pfi libovolné volbé

reprezentantt R,. Cislo / nazyvame Riemanniv integral funkce f na intervalu
[a, b] a oznatujeme

b

/ f(x)dx.

a

Definice (horni a dolni mez). Cislo a v definici Riemannova integralu se nazyvaj
dolni mez a Cislo b horni mez Riemannova integralu.
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Véta 1 (postacujici podminky pro integrovatelnost funkce).

1. Funkce spojita na intervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integro-
vatelna.

2. Funkce ohranicena na [a, b], kterd ma na tomto intervalu koneény pocet bodl
nespojitosti je Riemannovsky integrovatelna.

3. Funkce monotonni na [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrova-
telna.

Véta 2 (linearita urcitého integralu vzhledem k funkci). Necht 7, g jsou funkce inte-
grovatelné na [a, b], ¢ necht je redlné cislo. Pak plati

b

b b
/ [f(x) + g(x)]dx =/ f(x) dx+/ g(x)dx,

a

b b
/ cf(x)dx = c/ f(x)dx.
a a
Véta 3 (aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim). Necht f je funkce integrova-
telna na [a, b]. Bud ¢ € (a, b) libovolné. Pak je f integrovatelna na intervalech [a, c]
a[c, b] a plati

b C b
/ f(x)dx =/ f(x)dx+/ f(x)dx.

a a
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Véta 4 (monotonie vzhledem k funkci). Budte f a g funkce integrovatelné na [a, b]

b b
takové, Ze f(x) < g(x) pro x € (a, b). Pak plati/ f(x)dx < / g(x)dx.
a

a

Definice (stfedni hodnota). Bud f funkce (Riemannovsky) integrovatelna na in-
tervalu [a, b]. Cislo

1 b
m/ f(x)dx

a

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].

Funkce Stfedni hodnota

stf. hodnota

Konstrukce (definice) Riemannova integralu. (©Robert Marik, 2008 E§



2 Vypocet — Newtonova-Leibnizova véta.

Véta 5 (Newtonova—Leibnizova véta). Necht funkce 7(x) je Riemannovsky integro-
vatelna na [a, b]. Necht F(x) je funkce spoijita na [a, b], ktera je intervalu (a, b) pri-
mitivni k funkci f(x). Pak plati

[/b f(x)dx = [F(x)]5 = F(b) - F(a).]

a

Priklad.
3

3 x3
/(X -2x +2)d — —x%+2x
o 3

38 0®
== _-34+23-|=-0%°+20
3 * 3 * ]

0

=32-32+6-0
=6
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3 Numericky odhad — Lichobéznikove pravidlo

¢ Vratime se k definici Riemannova integralu a k integralnim souctdm.
e Budeme se snazit co nejlépe aproximovat plochu pod kfivkou.

e Pro vétsi pocetni komfort budeme interval délit na stejné dlouhé dilky.
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Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.
0

Déleni a integralni soucet
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Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.

0
| ~ g(f(xo) +2f(xq) + 2f(x,) + f(Xs))

h =1 je délka mezi sousednimi znackami na ose

Xo 0 X1=‘I X2=2 X3=3

Nahradime kazdy obdélnik lichobéZnikem. Aproximace je lepsi a vypocet se moc
nezhorsi.
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Y 3
Integral / (x? - 2x + 2) dx.

h 0
| ~ > (f(xo) + 2f(Xq) + 2f(X,) + 2f (X3) + 2f(X,) + f(Xs))

h = 0.6 je délka mezi sousednimi znaCkami na osg,

XoEO x; =06 X, =12 X3=1.8 X, =24 X5 =3

Volime kratsi vysku lichobéznik( a aproximace je jesté lepsi, pocitani je vSak delsi.
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’ /
Integral / (x? = 2x + 2) dx.

0

e g<f(x0) + 2 (X)) + - + 2 (Xg) + f(x6)>

h = 0.5 je délka mezi sousednimi znaCkami na osg

Xo X X5

Pro jemnéjsi déleni je aproximace jesté lepsi.
Chyba, které se dopustime, je mala jestlize
e pouzijeme “dostatecné jemné” déleni,

o funkce se “pfilis nelisi” od linearni funkce (to ale neovlivnime).
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2 .
Pfiklad. Hledejme / %dx
1
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Priklad. HIedejme/ —d .n=10,h=0.1.

] ] sin x;
i | x;=a+hi|y = m my;
X;
0 1
1 11
2 1.2
3 1.3
4 1.4
5 1.5
6 1.6
7 1.7
8 1.8
9 1.9
4 )
¢ Rozdélime interval na 10 dilkd, n = 10. Délka jednoho dilku bude h =
bra_2-1_y;
n ~ 10 7
¢ Vypocet zaznamename v nasledujici tabulce (budeme zaokrouhlovat na 6
desetinnych mist).
.

Numericky odhad — Lichobéznikové pravidlo
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Priklad. HIedeJme/ —d .n=10,h=0.1.

~.

x;=a+hi

Yi

sinx;

X;

my;

—_
o

O©CoONOOUDAWN-—=O

[y

N_L_L_L_L_L_L_L_L_L
©CONOTRAWN =

0.841471
0.810189
0.776699
0.741199
0.703893
0.664997
0.624734
0.583332
0.541026
0.498053
0.454649

Numericky odhad — Lichobéznikové pravidlo
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Priklad. HIedejme/ —d .n=10,h=0.1.

_ , sin x;

i | x;=a+hi|y = " m my;

0 i 0847471 | 1 | 0841471
1 1.1 0810189 | 2 | 1.620377
2 12 0776699 | 2 | 1.553398
3 13 0741199 | 2 | 1.482307
4 14 0703893 | 2 | 1.407785
5 15 0664997 | 2 | 1.329903
6 16 0624734 | 2 | 1.249467
7 17 0583332 | 2 | 1.166664
8 18 0541026 | 2 | 1.082053
9 19 0498053 | 2 | 0.996105
10 2 0454649 | 1 | 0.454649

Numericky odhad — Lichobéznikové pravidlo
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Priklad. HIedeJme/ —d .n=10,h=0.1.

2 sinx

) ] sin x;
i | x;=a+hi|y = " m my;
0 1 0.8414%1 1 | 0.841471
1 1.1 0.810189 | 2 | 1.620377
2 1.2 0.776699 | 2 | 1.553398
3 1.3 0.741199 | 2 | 1.482397
4 14 0.703893 | 2 | 1.407785
5 1.5 0.664997 | 2 | 1.329993
6 1.6 0.624734 | 2 | 1.249467
7 1.7 0.583332 | 2 | 1.166664
8 1.8 0.541026 | 2 | 1.082053
9 1.9 0.498053 | 2 | 0.996105
10 2 0.454649 | 1 | 0.454649
Soucet v poslednim sloupci je S = 13.184361 a proto
~ E S = 0.659218.
2 20

1 X

Numericky odhad — Lichobéznikové pravidlo
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Priklad. HIedeJme/ —d .n=10,h=0.1.

2 sinx

_hs

] ] sin x;
i | x;=a+hi|y = " m my;
0 1 0.8414%1 1 | 0.841471
1 11 0.810189 | 2 | 1.620377
2 1.2 0.776699 | 2 | 1.553398
3 1.3 0.741199 | 2 | 1.482397
4 1.4 0.703893 | 2 | 1.407785
5 1.5 0.664997 | 2 | 1.329993
6 1.6 0.624734 | 2 | 1.249467
7 1.7 0.583332 | 2 | 1.166664
8 1.8 0.541026 | 2 | 1.082053
9 1.9 0.498053 | 2 | 0.996105
10 2 0.454649 | 1 | 0.454649
Soucet v poslednim sloupci je S = 13.184361 a proto
S
5 =55 = 0.659218.

1 X

Pouziti pfesnéjsich metod vede k presnéjsi hodnoté / = 0.659329906435512, od |
které jsme se odchylili na ¢tvrtém desetinném misté.

Numericky odhad — Lichobéznikové pravidlo
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4 Aplikace — vypocet objemi a obsahi

Obsah kfivocarého lichobéZniku a objem rotacniho télesa

y

b b
S=/ f(x)dx V=7r/ 2(x) dx

a a
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Obsah mnoziny mezi kfivkami a objem télesa, vzniklého rotaci této mnoziny

y

f(x)

b
S = [ [f(x) - g(x)]dx

a

[<<I <> Aplikace — vypocet objeml a obsahu (©Robert Mafik, 2008



Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

1-(x-1)2=—x

( A
e Prvni z kfivek je parabola, druha z krivek je pfimka y = —x.

o Krivky se protinaji v bodé, jehoz x-ova splnuje rovnici

1-(x=-1)2=-x
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

1-(x-1)72%=—x

1-(x®-2x+1)=-x

1-x2+2x-1=-x
3x-x2=0
B-x)x=0

Praseciky krivek jsou body [0, 0] a [3, —3].
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UrEete obsah mnoziny mezi kiivkamiy = 1 — (x — 1)?ax +y = 0.

1-(x-1)2%=—x
1-(x2-2x+1)=—x
1-x2+2x-1=-x

3x-x2=0
B-x)x=0
y
3 X
|
|
|
|
|
3t--—-—-—-=-=-==-=-=
y=1-(x-12=1-(x?-2x+1)=2x - x%> = x(2 - x) ]
Aplikace — vypocet objemu a obsahu ©Robert Marik, 2008
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

y

\

-----J»

{ X+y=0 ¢ y=-x ]
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

y

- ----

3 3
_ oy 1V _(_ _ -
S _/0 1-(x-1)"=(-x)dx /0 1-(x"=-2x+1)+xdx

Umocnime. ]‘
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

y
3 X
|
|
l
|
-3F--—-——-=-=—-=—=-==
3 3
s=[1-tx-1-(ndx= [ 1-(2-2r 1)+ xax
0
3
=/ —x2 +3xdx
0
Upravime integrand. }
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Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

y

T - - -

3 3
_ Uy 1V _(_ _ (2
S_/O 1-(x-1)" - (-x)dx /o 1-(x"=-2x+1)+xdx

3 3 273
=/ —x2+3xdx = |- X 43X
5 3772,

b
/ F(x)dx = [F()IE = F(b) - F(a)

a

(<> | Aplikace — vypocet objeml a obsahu ©Robert Marik, 2008



Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 - (x —1)?ax +y = 0. |

y

T - - -

3
S = /1—(x—1)2 (=x)dx = /1—()( —2x + 1)+ xdx

o[ [ t] [504

b ‘\
/ F(x)dx = [FWL = F(b) - F(a) ]

[ <1 > I > | Aplikace — vypocet objemu a obsahu ©Robert Marik, 2008



Urgete obsah mnoziny mezi kiivkami y = 1 — (x - 1)?ax +y = 0. |

y

T - - -

3 3
_ Uy 1V _(_ _ (2
S_/O 1-(x-1)" - (-x)dx /0 1-(x"=-2x+1)+xdx

3 3 273 3 2 3 2
=/ X +3xdx = [~ 43X | - —3—+33— - —o—+30—
; 3772 3 °2 3772

27 9
= -9 _ = -
273

[Dopoéitéme obsah mnoziny. |
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UrcCete obsah mnoziny mezi kfivkami y = e* a y = e * pro x € [0, 1] a objem |
télesa, které vznikne rotaci této mnoziny okolo osy x. ‘
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y
/
S = /b (f(x) - g(x)) dx
‘ b
- V=n / (f2(x) - gz(x)) dx
0 1 X )

Zakreslime kfivky.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y 1/

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

1
S=/ e* —eXdx
0

Vyjadiime obsah plochy jako urcity integral.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y
/
S = /b (f(x) - g(x)) dx
‘ b
- V=n / (f2(x) - gz(x)) dx
0 1 X )
]
S = /0 e¥—e¥dx=[e"+ e'X]:)

Vypocteme neurcity integral.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y
/
S = /: (f(x) - g(x)) dx
- V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx
0 1 X )
S =/01 e —e¥dx = [eX+e‘X]; =e'+e - [e° + e

Vypocitame urcity integral pomoci Newtonovy—Leignizovy formule. Dosadime
tedy meze.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

Py

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

S=/ ex—e‘XdX=[eX+e'X]<1)=e1+e‘1—[e°+e°] =e+;—2

Dopocitame numericky.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y 1/

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

1
S=/ eX—e'de=[eX+e‘X]g=e1+e‘1—[e°+eO] =e+1—2
0 e

1

V=mu /o (%)% - (e7¥)%dx

Vyjadirime objem télesa jako urcity integral.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y 1/

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

1
S=/ eX—e‘de=[eX+e‘X]g=e1+e‘1—[e°+eO] =e+1—2
0 e

,

1
V= 11/0 (€¥)? = (e7¥)?dx = 11/ e — e X dx
0

Upravime, abychom mohli pouzit vzorec.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y 1/

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

1
S=/ eX—e‘de=[eX+e‘X]g=e1+e‘1—[e°+eO] =e+1—2
0 e

1

V= 71/01 ()2 = ()% dx = n/

1
eZX _ e—2x dx =7 [192)( + 19—2)(]
o 2

2 0

Vypocteme neurcity integral.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y
/
S=/:<f(x)—g(x)) dx
- V= 71/: (f2(x) - gz(x)) dx
0 1 X
S—/1 e —e¥dx = [e’(+e"(]1 =e'+e7 - [e° + €] —e+1—2
= s - - o+~

! 1 1 !
eZX _ e—2x dx =7 [592)( + _9—2)(]

V=n/1(eX)2-(e-X)2dx=n/ 5
0

0
1 2 1 -2 1 0 1 0

—e?2-(=e"+=e
2% '3 (2 *3

Pouzijeme Newtonovu—Leibnizovu formuli. Dosadime tedy meze.
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y=eX,y=e",x€l0,1],8 =2,V =2.

y 1/

S = /: (f(x) - g(x)) dx

V= n/b (f2(x) - gz(x)) dx

a

1
S=/ e —e¥dx = [eX+e‘X];=e1+e‘1— [€° + &%) =e+1—2
0 e

‘ 1 1 1
eZX _ e—2x dx =7 [592)( + _e—2x]

V= 11/01(@X)2 —(e7)?dx = n/ 5
0

0
1, 1 , (14 1.4 1, 1
=TM|=-6“"+=-6°-|=-6"+=¢ =T |=e"+— -1
[2 T2 (2 T3 2% T o2

Upravime.
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Urcete objem télesa, vzniklého rotaci mnoziny pod grafem funkce y = eV~
pro x € [0, 1] okolo osy x.
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V=2 xel01],y=e"™

y(O) - e‘/a - 90 =1 y Obrazek
y()=e/T=e'~272

VX
1
y==2-2-30
2 x
VX 1 VX 1
"_19 ﬂx—e m
y'=3 X
_ 1 gvm YX]
2 XX

o Odhadneme priibéh funkce y = eV,

o Doma si spociteje obsah tohoto obrazce (postup je podobny jako postup
uvedeny nize, vysledek je S = 2).
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/01 (eﬁ)zdx

UZijeme vzorec pro objem.
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/01 (eﬁ)zdx

/(eﬂ)zdx

Vypocitame bokem neurcity integral.
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/01 (e‘/)—()zdx

/(eﬂ)zdx = /ez‘/’?dx

Upravime funkci.
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/1 (e‘/)—()zdx

0
2Vx =t
J7\2 - 4x = 12
X — X
/(e )dx‘/e dX| 4dx = 2t dt
1
dx = —tdt
X=32

Pouzijeme substituci.
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/1 (e‘/)—()zdx

0
2Vx =t
\/_2 2\/x 4x =1 1 t
X - X _
/(e )dx_/e dx Adx = 2t dt _E/t-edt
1
dx = =tdt
X=3

Pouzijeme substituci.
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‘V=?,xe[o,1],y=eﬁ

4 =7r/01 (eﬁ)zdx

2Vx =t
4x = t?

2
VX _ 2Vx
/(e ) d"‘/e x| gqx = 2t dt

1
dx = Etdt

1 t
—E/t'e dt

u=t u =1 1 ¢ ;
D : =§<t9—/1edt>

Pouzijeme metodu per-partés

/u'v’dx=u-v—/u’-vdx
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‘V:?,xe[0,1],y=e‘/’7

4 =7r/01 (eﬁ)zdx

2Vx =t
4x = t?
4dx = 2tdt
1
dx = —tdt
X=3

1 t
—E/t'e dt

u =1 1 1
=—(t.et - 1~efdt) =-(r
v=2¢e! 2< / 2

el - ef>

Dokoncime integraci.
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‘V=?,xe[o,1],y=eﬁ

4 =7r/1 (eﬁ)zdx

0

u =1 1 1
=—(t.et - 1~efdt) =—<1‘
v=2¢e! 2< / 2

2Vx =t
o 4x = t? 1 t
4| 4dx = 2t ot =§/f'9df
1
dx = —tdt
X=3
u=t
vVi=e
1 t
—.et(t-1
5 ( )

el -6

)

Vytkneme
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‘V=?,xe[o,1],y=eﬁ

4 =7r/01 (eﬁ)zdx

2Vx =t
JE 2 2/F 4x = f2 1 .
X _ X —
/(e ) dx_/e dx Adx = 2t dt _E/t-e dt
1
dx = =tdtf
2
u=t u =1 1 1
=—(t-e' -1 -efdt> = —(tef —ef>
vVi=el v=el 2 ( / 2
1 1 o
=—.e - (t-1)==-ev.(2Vx -1
56 (t=-1)=3 (2vx - 1)
Pouzijeme zpétnou substituci pro navrat k proménné x. Integracni konstanta
mUze byt libovolna, volime ji napfiklad nulovou.
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(V=2 xc.1Ly=e”

AT G (G EAF RO

0

Pouzijeme Newtonovu—Leibnizovu vétu.

[ <> . > | Aplikace — vypocet objemu a obsahl (©Robert Mafik, 2008



(V=2 xc.1Ly=e”

AN CO B (GO R
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