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1 Konstrukce (definice) Riemannova integrálu.

Na následuj́ıcı́ch stranách si vysvětĺıme geometricky hlavnı́ myšlenky definice
Riemannova integrálu.
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0 22 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Křivka na obrázku je grafem funkce y = x2 − 2x + 2
Rozděĺıme interval. Norma dělenı́ je 2.
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Křivka na obrázku je grafem funkce y = x2 − 2x + 2
Rozděĺıme interval. Norma dělenı́ je 2.
Zvoĺıme reprezentanty v každém podintervalu.
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0 2
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Křivka na obrázku je grafem funkce y = x2 − 2x + 2
Rozděĺıme interval. Norma dělenı́ je 2.
Zvoĺıme reprezentanty v každém podintervalu.
Nakresĺıme integrálnı́ součet – plocha červeného obrazce.
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0 11 22 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Zjemnı́me dělenı́. Norma tohoto dělenı́ je 1.
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Zjemnı́me dělenı́. Norma tohoto dělenı́ je 1.
Zvoĺıme reprezentanty v každém podintervalu.
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0 1
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Zjemnı́me dělenı́. Norma tohoto dělenı́ je 1.
Zvoĺıme reprezentanty v každém podintervalu.
Nakresĺıme integrálnı́ součet – plocha červeného obrazce.
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Ponecháme dělenı́. Norma dělenı́ je pořád 1.
Zvoĺıme reprezentanty v každém podintervalu, ale jinak, než v předchozı́m kroku.
Nakresĺıme integrálnı́ součet – plocha červeného obrazce.
Integrálnı́ součet závisı́ na výběru reprezentantů.
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Zjemnı́me dělenı́. Norma tohoto dělenı́ je 0.6 (nejdelšı́ interval je ten poslednı́).
Zvoĺıme reprezentanty a určı́me integrálnı́ součet – plocha červeného obrazce.
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Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Opět zjemnı́me dělenı́. Norma tohoto dělenı́ je 0.2
Zvoĺıme reprezentanty a určı́me integrálnı́ součet.
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0 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Pokračujeme ve zjemňovánı́ dělenı́. Nynı́ je norma 0.1.
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0 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Pokračujeme ve zjemňovánı́ dělenı́ ad infimum. Nynı́ je norma 0.05.
Pokud se hodnota integrálnı́ch součtů ustáĺı (integrálnı́ součty maj́ı limitu při normě
dělenı́ jdoucı́ k nule) a pokud tato limita nezávisı́ ani na konkrétnı́m výběru
reprezentantů ani na způsobu, jak dělenı́ zjmeňujeme, ř́ıkáme, že funkce je
Riemannovsky integrovatelná a jej́ı Riemannův (= určitý) integrál je ona limita
integrálnı́ch součtů.
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Definice (dělenı́ intervalu). Bud’ [a, b] uzavřený interval −∞ < a < b < ∞.
Dělenı́m intervalu [a, b] rozumı́me konečnou posloupnost D = {x0, x1, . . . , xn}
bodů z intervalu [a, b] s vlastnost́ı

a = x0 < x1 < x2 < x3 < · · · < xn−1 < xn = b.

Čı́sla xi nazýváme děĺıcı́ body . Normou dělenı́ D rozumı́me maximálnı́ čı́slo, které
udává vzdálenost sousednı́ch děĺıcı́ch bodů. Normu dělenı́ D označujeme ν(D).
Je tedy ν(D) = max{xi − xi−1, 1 ≤ i ≤ n}.

Definice (integrálnı́ součet). Bud’ [a, b] uzavřený interval a f funkce definovaná
a ohraničená na [a, b]. Bud’ D dělenı́ intervalu [a, b]. Bud’ R = {ξ1, . . . , ξn} po-
sloupnost čı́sel z intervalu [a, b] splňuj́ıcı́ xi−1 ≤ ξi ≤ xi pro i = 1..n. Potom
součet

σ(f , D, R) =

n
∑

i=1

f (ξi )(xi − xi−1)

nazýváme integrálnı́m součtem funkce f př́ıslušným dělenı́ D a výběru reprezen-
tantů R.
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Definice (Riemannův integrál). Bud’ [a, b] uzavřený interval a f funkce defino-
vaná a ohraničená na [a, b]. Bud’ Dn posloupnost dělenı́ intervalu [a, b] a Rn po-

sloupnost reprezentantů. Řekneme, že funkce f je Riemannovsky integrovatelná
na intervalu [a, b], jestliže existuje čı́slo I ∈ R s vlastnost́ı

lim
n→∞

σ(f , Dn, Rn) = I

pro libovolnou posloupnost dělenı́ Dn, splňuj́ıcı́ lim
n→∞

ν(Dn) = 0 při libovolné volbě

reprezentantů Rn. Čı́slo I nazýváme Riemannův integrál funkce f na intervalu
[a, b] a označujeme

∫ b

a

f (x) dx.

Definice (hornı́ a dolnı́ mez). Čı́slo a v definici Riemannova integrálu se nazývá
dolnı́ mez a čı́slo b hornı́ mez Riemannova integrálu.
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Věta 1 (postačuj́ıcı́ podmı́nky pro integrovatelnost funkce).

1. Funkce spojitá na intervalu [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integro-
vatelná.

2. Funkce ohraničená na [a, b], která má na tomto intervalu konečný počet bodů
nespojitosti je Riemannovsky integrovatelná.

3. Funkce monotonnı́ na [a, b] je na tomto intervalu Riemannovsky integrova-
telná.

Věta 2 (linearita určitého integrálu vzhledem k funkci). Necht’ f , g jsou funkce inte-
grovatelné na [a, b], c necht’ je reálné čı́slo. Pak plat́ı

∫ b

a

[f (x) + g(x)] dx =

∫ b

a

f (x) dx +

∫ b

a

g(x) dx,

∫ b

a

cf (x) dx = c

∫ b

a

f (x) dx.

Věta 3 (aditivita určitého integrálu vzhledem k mezı́m). Necht’ f je funkce integrova-
telná na [a, b]. Bud’ c ∈ (a, b) libovolné. Pak je f integrovatelná na intervalech [a, c]
a [c, b] a plat́ı

∫ b

a

f (x) dx =

∫ c

a

f (x) dx +

∫ b

c

f (x) dx.
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Věta 4 (monotonie vzhledem k funkci). Bud’te f a g funkce integrovatelné na [a, b]

takové, že f (x) ≤ g(x) pro x ∈ (a, b). Pak plat́ı

∫ b

a

f (x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

Definice (střednı́ hodnota). Bud’ f funkce (Riemannovsky) integrovatelná na in-
tervalu [a, b]. Čı́slo

1

b − a

∫ b

a

f (x) dx

se nazývá střednı́ hodnota funkce f na intervalu [a, b].

Funkce

a b

Střednı́ hodnota

stř. hodnota

a b

// / . .. Konstrukce (definice) Riemannova integrálu. c©Robert Mařı́k, 2008 ×



2 Výpočet — Newtonova–Leibnizova věta.

Věta 5 (Newtonova–Leibnizova věta). Necht’ funkce f (x) je Riemannovsky integro-
vatelná na [a, b]. Necht’ F (x) je funkce spojitá na [a, b], která je intervalu (a, b) pri-
mitivnı́ k funkci f (x). Pak plat́ı

∫ b

a

f (x) dx = [F (x)]ba = F (b) − F (a).

Přı́klad.

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx =

[

x
3

3
− x2

+ 2x

]3

0

=

3
3

3
− 32

+ 2.3 −
[

0
3

3
− 02

+ 2.0

]

= 32 − 32
+ 6 − 0

= 6
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3 Numerický odhad — Lichoběžnı́kové pravidlo

• Vrát́ıme se k definici Riemannova integrálu a k integrálnı́m součtům.

• Budeme se snažit co nejlépe aproximovat plochu pod křivkou.

• Pro většı́ početnı́ komfort budeme interval dělit na stejně dlouhé dı́lky.
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0 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Dělenı́ a integrálnı́ součet
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I ≈ h

2

(

f (x0) + 2f (x1) + 2f (x2) + f (x3)
)

h = 1 je délka mezi sousednı́mi značkami na ose x

x0 = 0 x1 = 1 x2 = 2 x3 = 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Nahradı́me každý obdélnı́k lichoběžnı́kem. Aproximace je lepšı́ a výpočet se moc
nezhoršı́.
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I ≈ h

2

(

f (x0) + 2f (x1) + 2f (x2) + 2f (x3) + 2f (x4) + f (x5)
)

h = 0.6 je délka mezi sousednı́mi značkami na ose x

x0 = 0 x1 = 0.6 x2 = 1.2 x3 = 1.8 x4 = 2.4 x5 = 3

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Voĺıme kratšı́ výšku lichoběžnı́ků a aproximace je ještě lepšı́, počı́tánı́ je však delšı́.
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I ≈ h

2

(

f (x0) + 2f (x1) + · · · + 2f (x5) + f (x6)
)

h = 0.5 je délka mezi sousednı́mi značkami na ose x

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

Integrál

∫ 3

0

(x2 − 2x + 2) dx.

Pro jemnějšı́ dělenı́ je aproximace ještě lepšı́.
Chyba, které se dopust́ıme, je malá jestliže

• použijeme “dostatečně jemné” dělenı́,

• funkce se “př́ıliš nelišı́” od lineárnı́ funkce (to ale neovlivnı́me).
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.

• Rozděĺıme interval na 10 dı́lků, n = 10. Délka jednoho dı́lku bude h =

b − a

n
=

2 − 1

10
= 0.1.

• Výpočet zaznamenáme v následuj́ıcı́ tabulce (budeme zaokrouhlovat na 6
desetinných mı́st).
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.
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Přı́klad. Hledejme

∫ 2

1

sinx

x
dx. n = 10, h = 0.1.

i xi = a + hi yi =
sinxi

xi

m myi

0 1 0.841471 1 0.841471
1 1.1 0.810189 2 1.620377
2 1.2 0.776699 2 1.553398
3 1.3 0.741199 2 1.482397
4 1.4 0.703893 2 1.407785
5 1.5 0.664997 2 1.329993
6 1.6 0.624734 2 1.249467
7 1.7 0.583332 2 1.166664
8 1.8 0.541026 2 1.082053
9 1.9 0.498053 2 0.996105
10 2 0.454649 1 0.454649

Součet v poslednı́m sloupci je S = 13.184361 a proto
∫ 2

1

sinx

x
dx ≈ hS

2
=

S

20
= 0.659218.

Použit́ı přesnějšı́ch metod vede k přesnějšı́ hodnotě I
.
= 0.659329906435512, od

které jsme se odchýlili na čtvrtém desetinném mı́stě.
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4 Aplikace – výpočet objemů a obsahů

Obsah křivočarého lichoběžnı́ku a objem rotačnı́ho tělesa

x

y

x

y

x

y

x

S =

∫ b

a

f (x) dx V = π

∫ b

a

f 2(x) dx
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Obsah množiny mezi křivkami a objem tělesa, vzniklého rotacı́ této množiny

x

y

a
b

f (x)

g(x)

x

y

x

y

S =

∫ b

a

[f (x) − g(x)] dx V = π

∫ b

a

[

f 2(x) − g2(x)
]

dx
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

1 − (x − 1)2
= −x

1 − (x2 − 2x + 1) = −x
1 − x2

+ 2x − 1 = −x
3x − x2

= 0

(3 − x)x = 0

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

1 − (x − 1)2
= −x

1 − (x2 − 2x + 1) = −x
1 − x2

+ 2x − 1 = −x
3x − x2

= 0

(3 − x)x = 0

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2

• Prvnı́ z křivek je parabola, druhá z křivek je př́ımka y = −x.

• Křivky se prot́ınaj́ı v bodě, jehož x-ová splňuje rovnici

1 − (x − 1)2
= −x
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

1 − (x − 1)2
= −x

1 − (x2 − 2x + 1) = −x
1 − x2

+ 2x − 1 = −x
3x − x2

= 0

(3 − x)x = 0

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2
Průsečı́ky křivek jsou body [0, 0] a [3,−3].
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

1 − (x − 1)2
= −x

1 − (x2 − 2x + 1) = −x
1 − x2

+ 2x − 1 = −x
3x − x2

= 0

(3 − x)x = 0

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2

y = 1 − (x − 1)2
= 1 − (x2 − 2x + 1) = 2x − x2

= x(2 − x)
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2 x + y = 0 ⇐⇒ y = −x
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2

Umocnı́me.
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2

Upravı́me integrand.
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2
∫ b

a

f (x) dx = [F (x)]ba = F (b) − F (a)
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2
∫ b

a

f (x) dx = [F (x)]ba = F (b) − F (a)
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = 1 − (x − 1)2 a x + y = 0.

30

−3

2 x

y

S =

∫ 3

0
1 − (x − 1)2 − (−x) dx =

∫ 3

0

1 − (x2 − 2x + 1) + x dx

=

∫ 3

0

−x2
+ 3x dx =

[

−x
3

3
+ 3

x
2

2

]3

0

=

[

−3
3

3
+ 3

3
2

2

]

−
[

−0
3

3
+ 3

0
2

2

]

= −9 +

27

2
=

9

2

Dopočı́táme obsah množiny.
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Určete obsah množiny mezi křivkami y = ex a y = e−x pro x ∈ [0, 1] a objem
tělesa, které vznikne rotacı́ této množiny okolo osy x.

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Zakresĺıme křivky.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Vyjádř́ıme obsah plochy jako určitý integrál.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Vypočteme neurčitý integrál.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Vypočı́táme určitý integrál pomocı́ Newtonovy–Leignizovy formule. Dosadı́me
tedy meze.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Dopočı́táme numericky.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Vyjádř́ıme objem tělesa jako určitý integrál.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Upravı́me, abychom mohli použı́t vzorec.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Vypočteme neurčitý integrál.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
e0

)]

= π

[

1

2
e2

+

1

2e2
− 1

]

Použijeme Newtonovu–Leibnizovu formuli. Dosadı́me tedy meze.
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y = ex, y = e−x, x ∈ [0, 1], S =?, V =?.

10

1

x

y

S =

∫ b

a

(

f (x) − g(x)
)

dx

V = π

∫ b

a

(

f 2(x) − g2(x)
)

dx

S =

∫ 1

0
ex − e−x dx =

[

ex
+ e−x]1

0
= e1

+ e−1 −
[

e0
+ e0

]

= e +

1

e
− 2

V = π

∫ 1

0
(ex)2 − (e−x)2 dx = π

∫ 1

0

e2x − e−2x dx = π

[

1

2
e2x

+

1

2
e−2x

]1

0

= π

[

1

2
e2

+

1

2
e−2 −

(

1

2
e0

+

1

2
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)]

= π
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1
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+

1

2e2
− 1

]

Upravı́me.
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Určete objem tělesa, vzniklého rotacı́ množiny pod grafem funkce y = e
√
x

pro x ∈ [0, 1] okolo osy x.

V = π

∫ 1

0

(

e
√
x
)2

dx

∫

(

e
√
x
)2

dx =

∫

e2
√
x dx

2
√
x = t

4x = t2

4 dx = 2t dt

dx =

1

2
t dt

=

1

2

∫

t · et dt

u = t u′
= 1

v ′
= et v = et

=

1

2

(

t · et −
∫

1 · et dt
)

=

1

2

(

tet − et
)

=

1

2
· et · (t − 1) =

1

2
· e2

√
x ·

(

2
√
x − 1

)

∫

(

e
√
x
)2

dx =

1

2
· e2

√
x ·

(

2
√
x − 1

)

V = π

[

1

2
e2

√
x
(

2
√
x − 1

)

]1

0

= π

[

1

2
e2

(

2 − 1
)

− 1

2
e0

(

0 − 1
)

]

= π

[

e
2

2
+

1

2

]

= π
e

2
+ 1

2
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V =?, x ∈ [0, 1], y = e
√
x

y(0) = e
√

0
= e0

= 1

y(1) = e
√

1
= e1 ≈ 2.72

y ′
=

1

2
· e

√
x

√
x

≥ 0

y ′′
=

1

2
·
e
√
x 1

2
√
x

√
x − e

√
x 1

2
√
x

x

=

1

2
· e

√
x ·

√
x − 1

x
√
x

Obrázek

1

1

e

x

y

V = π

∫ 1

0

(

e
√
x
)2

dx

∫

(

e
√
x
)2

dx =

∫

e2
√
x dx

2
√
x = t

4x = t2

4 dx = 2t dt
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• Odhadneme průběh funkce y = e
√
x.

• Doma si spočı́teje obsah tohoto obrazce (postup je podobný jako postup
uvedený nı́že, výsledek je S = 2).
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Užijeme vzorec pro objem.
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Vypočı́táme bokem neurčitý integrál.
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Upravı́me funkci.
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Použijeme substituci.
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Použijeme substituci.
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Použijeme metodu per-partés

∫

u · v ′ dx = u · v −
∫

u′ · v dx
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Dokončı́me integraci.
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Vytkneme
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Použijeme zpětnou substituci pro návrat k proměnné x. Integračnı́ konstanta
může být libovolná, voĺıme ji např́ıklad nulovou.
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Použijeme Newtonovu–Leibnizovu větu.
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