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Teorie.

Definice (parcialni derivace podle x v bodé). Necht f : R> — R je)
funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze funkce ma v bodé (x, y)
parcidlni derivaci podle proménné x rovnu Cislu f;(x, y), jestlize
existuje konec¢na limita

, . fx+Ax,y)-f(x,y)
fex.y) = Al)lmo Ax '

\§

Podle definice vidime, Ze pfi parcialni derivaci podle x se vlastné
jedna o to, Ze na funkci dvou proménnych 7 : z = f(x, y) pohlizime
pouze jako na funkci proménné x a derivace této funkce (ve smyslu
derivace funkce jedné proménné) je parcialni derivace funkce
podle proménné x.
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Definice (parcialni derivace podle x). Rekneme, Ze funkce méa na
otevrené mnoziné M parcialni derivaci podle x, jestlize ma v kaz-
dém bodé mnoziny M parcialni derivaci podle x. Pfedpisem, ktery
kazdému bodu takovéto mnoziny M pfifadi hodnotu parcialni deri-
vace podle x v tomto bodé je definovana funkce nazyvana parci-
aini derivace podle x.

Podobné, pohlizime-Ili na funkci f pouze jako na funkci proménné y,
je derivace této funkce jedné proménné parcialni derivaci funkce f
podle y.

Definice (parcialni derivace podle y). Parcialni derivaci podle y
definujeme pomoci limity

f(x,y +Ay)-f(x,y)
Ay ’

fyx.y) = AI}I/TO
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Definice (vyssi derivace). Opétovnym derivovanim téchto funkci
dostavame druhé a vysSi derivace (podobné jako v jednorozmér-
ném pripadg).

Poznamka 1. Derivaci funkce z = f(x,y) podle x oznaCujeme téz
of 0z
X ox’ ax

oznadujeme z;,, fy”y

!

foy, Zyy Z . Podobné pro derivaci podle y. Druhé derivace

" 9%z 0%z

, ——, —— a podobné.
X' oxdy’ oy? .

z
Nasledujici véta ukazuje, ze smiSené druhé derivace jsou vétsinou
totozné, tj. ze druhé derivace existuji ve vétsiné pfipadl pouze tfi.

Véta 1 (Schwarzova véta). Jsou-li parcialni derivace £, a 7, defino-
vané a spojité na oteviené mnoziné M, jsou totozné, tj. pro vSechna
(x,y) € M plati

oy (X, ¥) = 15 (X. y).
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Definice (hladké funkce). Bud M oteviena mnozina. Rekneme,
ze funkce f je hladkd na M, jestlize ma na mnoziné M spojité
véechny prvni parcidlni derivace. Rekneme, Ze funkce f je na M
hladka radu k, jestlize ma na mnoziné M spoijité vSechny parcialni
derivace do fadu k véetné. Mnozinu spojitych funkci na M ozna-
dujeme C(M), mnozinu hladkych funkci C'(M), mnozinu hladkych
funkci Fadu k oznadujeme C*(M).

\|

Poznamka 2. V bodé, ve kterém ma funkce jedné proménné derivaci,
je funkce spojitd a ma te€nu. U funkce vice proménnych podobna véta
neplati, z existence parcialnich derivaci neplyne spojitost. Spojitost
plyne az z existence a spojitosti parcialnich derivaci. Nasledujici véta
udava, ze funkce hladké v okoli néjakého bodu jsou v tomto bodé
spojité, maji tomto bodé te¢nou rovinu a funkéni hodnoty téchto funkci
Ize aproximovat funkénimi hodnotami na této te¢né roviné, tj. ze v
okoli bodu dotyku lezi body na grafu funkce blizko te€¢né roviny.
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Véta 2. Necht funkce f ma definované a spoijité parcialni derivace
v okoli bodu (x,, ¥,). Potom plati nasleduijici.

e Funkce f je v bodé (x,, y,) spojita.
¢ Rovina o rovnici
z = f(Xo, Yo) + (X0, Yo) (X = Xo) + (X0, Yo)(¥ = Vo)
je te€na rovina ke grafu funkce f v bodé (xg, ¥o. f(Xq, o))
e Plati pfiblizny vzorec
f(x.y) = f(Xq. ¥o) + Fx (X0, ¥o) (X = Xo) + T (Xq, Yo) (¥ = Yo)-
V tomto vzorci je pfesnost tim vétsi, &im

— je mensi vzdalenost bodu (x, y) a (X, Vo),
— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuiji).

[ < I <1 > I > | Teorie. ©Robert Matik, 2009 B4



Cviceni.
Zadani. V nasledujicich cviGenich naleznéte parcialni derivace do

fadu dva (v€etné). U vSech téchto funkci jsou smisené parcialni
derivace stejné.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

z,=2x+1-y+0

6erivujeme souget (xZ + xy + y°) podle x.
e x2 derivujeme jako funkci jedné proménné.

e Proménnou y v soucinu xy povazujeme pfi derivaci podle x
za konstantu a proto derivujeme podle pravidla pro derivaci
konstantniho nasobku. Derivace funkce x podle x je obycejna
derivace funkce jedné proménné.

o Clen y® neobsahuje proménnou x. Proto je tento &len pfi deri-
vaci podle x povazovan za konstantu a derivovanim vypadne
(derivace konstantni funkce je nula).
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

=2x+1.-y+0=2x+y
=0+x-14+3)°

Z
X
7
,V

6erivujeme soudet (x° + xy + y°) podle y.

o x2 derivujeme jako konstantu, protoZe tento &len neobsahuje
proménnou y.

o Faktor x ve vyraze xy |ze povazovat za konstantni nasobek a
pfi derivovani tedy zustava | (xy), = x(y), |. Derivace y podle
y je obycejna derivace.

e Clen y® derivujeme jako funkci jedné proménné.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

=2x+1.-y+0=2x+y
=0+x-1+3y2=x+3y?

Z
X
7
,V

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?
zy, = 2x +y),

Derivujeme z; podle x
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?

Zy,=@x+y)h=2-1+0

Uzijeme pravidlo pro derivaci souctu a derivaci konstantniho
nasobku.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?

Zyw=@2x+y)y=2-1+0=2

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?
Zyw=0@x+y)y=2-1+0=2
xy=(2X+y);/

Abychom nasli z,, budeme derivovat z; podle y.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?
zy, =2x+y),=2-1+0=2
Zy, = (2x+y), =0+1

Pouzijeme pravidlo pro derivaci souétu. Protoze x povazujeme nyni
za konstantu, je ¢len (2x) také konstanta.

Cviceni.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?
w=@x+y),=2-1+0=2
y=@x+y),=0+1=1

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y

2, =0+x-1+3y%=x+3y?
zy, =2x+y),=2-1+0=2
Zy, =(2x+y),=0+1=1

z), = (x +3y?),

Abychom nasli z,, derivujeme z;, podle y.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

Zy=2x+1-y+0=2x+y
2, =0+x-1+3y%=x+3y?
zy, =2x+y),=2-1+0=2
Zy, =(2x+y),=0+1=1
z), = (x+3y?), =0+3-2)

Pouzijeme vzorec pro derivaci souctu, derivaci konstantniho
nasobku a derivaci mocninné funkce.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

=2x+1-y+0=2x+y
=0+x-1+3y%=x+3y?
=2x+y),=2-140=2
=@2x+y),=0+1=1

= (x+3y%), =0+3-2y" =6y

Upravime.

Cviceni.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = x? + xy + y° do fadu dva.

=2x+1-y+0=2x+y
=0+x-1+3y2=x+3y?
=2x+y),=2-1+40=2
=@2x+y),=0+1=1

= (x+3y%), =0+3-2y" =6y

Hotovo.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

!

Zy=(x+y)-e +(x+y)- (€7

e Funkce se sklada =ze dvou faktordi v soucinu.
z=(x+y)-e*¥

o Oba faktory obsahuji proménnou x a pfi derivaci podle x tedy
musime nutné funkci derivovat jako soucin dvou funkci.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y)-e +(x+y) (67
=(1+0e*+(x+y)-e*-(-1)

Dal pouzijeme obvykla pravidla pro derivovani, proménnou y pfi
tom povazujeme za konstantu.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y)-e +(x+y) (67
=(1+0e*+(x+y)-e* (-1)=e*-(1-x-y)

Vytkneme e™*.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y)-e +(x+y) (67
=(1+0e*+(x+y)-e* (-1)=e*-(1-x-y)

z,=(x+y),-e*

’
y

-
e Derivujme nyni podle y. Funkce je sou€inem dvou faktor(
X

‘z:(x+y)'e‘

e Zeleny vyraz neobsahuje proménnou y a povazujeme jej tedy
za konstantu. Jedna se tedy vlastné o konstantni nasobek
funkce (x + y), kterou zderivujeme snadno.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y) e+ (x+y) (67
=(1+0e*+(x+y)-e X (-1)=e*-(1-x-Yy)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e™”

Provedeme derivaci, jak jsme popsali vySe.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y) e +(x+y)-(677);
=(1+0e*+(x+y)-e X (-1)=e*-(1-x-Yy)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e"

Upravime.

[ < I <1 > I > | Cviceni. ©Robert Mafik, 2009 K4



Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zo= (x+y) e +(x+y)- (67,
=(1+0e +(x+y)-e*-(-1)=e*-(1-x-Y)

z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e""

Zyy=e - (-1)-(1-x-y)+e*0-1-0)

e Pro nalezeni z;/, derivujeme z; podle x.

e Proménna x je obsazena v obou vyrazech figurujicich v sou-

¢inu a je tedy nutno pouzit pravidlo pro derivaci soucinu dvou
funkci.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y) e +(x+y)-(677);
=(1+0 e +(x+y)-e - (-1)=e*-(1-x-y)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e"
e X (-1)-(1-x-y)+e*(0-1-0)
eX(-1+x+y-1)

"
ZXX

Vytkneme vyraz, ktery se opakuje.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

I

Zy=(x+y) e +(x+y)-(677);
=(1+0 e +(x+y)-e - (-1)=e*-(1-x-y)

z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e"

e X (-1)-(1-x-y)+e*(0-1-0)

eX(-1+x+y-1N=e*x+y-2)

"
ZXX

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

= (X HY)- e+ (x+y)- (€7,

=(1 +0) e+ (x+y)-e X (-1)=e*-(1-x-Y)
= (x+y)’y-e‘X =(0+1)e*=e*

e X (-1)-(1-x-y)+e*(0-1-0)
eX(-1+x+y-1N=e*x+y-2)
= (e

Y

XX

Abychom nasli smiSenou derivaci, vypocteme bud’ (z});, nebo (z);.
Druh& moznost se zda byti schidnégjsi.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

=X Hy) e+ (x+y)- (67
=(1+0e*+(x+y)-e X (-1)=e*-(1-x-Yy)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e"
Zyy=e X (-1)-1-x-y)+e*(0-1-0)
e*(-1+x+y-1)=e*x+y-2)
= (07, = o™

N
Il

Protoze funkce z, je funkci jedné proménné, derivujeme jako v
diferencialni poétu funkce jedné proménné pomoci fetézového
pravidla pro derivaci slozené funkce:

(e7%) = e™(-x)" = e7*(-1)
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

=X Hy)-eT +(x+y)- (67N
=(1+0e*+(x+y)-e X (-1)=e*-(1-x-Yy)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e"
Zyy=e X (-1)-1-x-y)+e*(0-1-0)
eX(-1+x+y-1N=e*x+y-2)

Abychom nasli zy,, budeme derivovat zj, podle y. Pozor! Proménna

y v derivaci z), vabec nefiguruje. Vyraz z, je tedy konstanta
vzhledem k y a jeho derivace je nula.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x + y)e™ do fadu dva.]

=X Hy)-eT +(x+y)- (67N
=(1+0 e +(x+y)-e*-(-1)=e™-(1-x-y)
z,=(x+y),-e*=(0+1)e"=e""
Zyy=e X (-1)-1-x-y)+e*(0-1-0)
eX(-1+x+y-1N=e*x+y-2)

Zy = (€7 = =07
"o
ZE 0
Hotovo.
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2
+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X
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+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

s

e Abychom méli derivovani co nejpohodInéjsi, napiSeme funkci

ve tvaru souéinu

— - (x+y?)|

1
3 neobsahuje x a je tedy pfi derivovani podle x kon-

e Vyraz

stantnim nasobkem. Potom je derivovani snadné.

o Zbyvé zderivovat &len (x + y?) jako soudet.
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+y

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X 3 do fadu dva.

Upravime.
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2
+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

(x + Yy = 1) = (x +y5)(y - 1),
(y—1)2

(P¥i derivovani podle y musime pouzit vzorec pro derivaci podilu,
protoze proménna y figuruje i v Citateli i ve jmenovateli a finta z
predchoziho kroku je nyni nepouzitelna. Derivujeme tedy podil
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+y2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X 3 do fadu dva.

, 1
Zy=——7,
X y_1
L (X +y2), (= 1) = (x +y*)(y = 1),
- (v - 1)?
_(0+2))(y - 1) - (x+y*)(1 - 0)
(y-1)72

Dokon¢ime derivaci Citatele a jmenovatele.
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2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X +y1 do fadu dva.
Z\ = —1
X = y _ 1 ’
L& +y2),(y = 1) = (x +y2)(y = 1),
g (y = 1)
_(0+2))(y - 1) - (x+y*)(1-0)
(y=1)
_2yf -2y - (x+y?)
(y=1)3
Upravime.
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2
+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

(x +y2),y = 1) = (x +y2)(y - 1),
(y-1)2
(0+2y)(y = 1) = (x +y*)(1 - 0)
(y-1)2
2yt -2y - (x+y?)
- (v - 1)
B y2 -2y —x
S (v -1
Jesté upravime a mame vysledek.
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+y2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X 3 do fadu dva.

1 , y2—2y—x
Z, = ————
-1

Nasli jsme prvni derivace a pouzijeme je k vypoctu druhych
derivaci.
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2
Y 4o Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

e Pro nalezeni z;, budeme derivovat z;, podle x.

¢ Protoze z, neobsahuje proménnou x, povazujeme tento vyraz
pfi derivovani podle x za konstantu a derivace konstanty je
nula.
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2
+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

1 Z,_y2—2y—x
Yy -1)2

"
, Zy =0,

Zy==1-(y-172-(1-0)

« Pro nalezeni z}, budeme derivovat z| podle y.

e Protoze z, neobsahuje x, jedna se vlastné o funkci jedné pro-
ménné a pouzijeme obycejnou derivaci.
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2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X +y1 do fadu dva.
z = L Z,_y2—2y—x z! =0, Zz! = !
S A ) N S

Z;(’X =0

1

2l ==1-(y-1)2.1-0) =-

=1 =N (-0 =
Upravime.
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+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

(
y2 -2y — X
» Pro nalezeni zj, derivujeme z, = ————— podle y. Pro-
(y=1)72
toze y je i v Citateli i ve jmenovateli, pouzijeme vzorec pro de-

rivaci podilu.

e Vyraz (y — 1)? derivujeme jako slozenou funkci.
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2
+y1 do Fadu dva.

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X

/_L I_y2_2y_x noo_ no_ _ 1
7S i A VR Zoe=0 By = (y - 1)
@y =2 -1 - -2y-x-2-(y-1)(1-0)
v (v - 1)4
v-12-(2-2y-x)
=2(y -1
VT

Vytkneme vyraz 2(y — 1)
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+y2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X 3 do fadu dva.

/_L I_y2_2y_x noo_ no_ _ 1
7S i A VR Zoe=0 By = (y - 1)
@y =2 -1 - -2y-x-2-(y-1)(1-0)
v (y - 1)
v-12-(°-2y-x)
=2(y -1
-1 V1)
_ X+ 1
(y-1)p3

Upravime Citatel — roznasobime a se¢teme odpovidajici si ¢leny.
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+y2

Najdéte derivace funkce z(x, y) = X 3 do fadu dva.

1 yP -2y -x 1
ZI = —, ZI = ZII :0, Z” -
oy=-17 (y-1)2 ” o (y—1)2
. @y =2y -1 -(F-2y-x)-2-(y-1)-(1-0)
Z =
v (y - 1)
(v =172 -(*-2y-x)
=2(y-1) 7
(y-1)
_ X +1
(y-1)3
Hotovo.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

7 =1 Y- (-1)x2

x = 2
V4
1+X_2

-

o Derivujeme funkci arctg(-) podle pravidla (arctg f(x))l =

1+ 72
(derivace funkce arkustangens a derivace slozené funkce).

e Vyraz % derivujeme jako soucin konstantniho vyrazu a moc-

ninné funkce, tj. | = = y - x
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

=y (=

y2
1+X_2

@pravime. Mimo jiné pouzijeme Upravu

1 x? x?

1+Y_2_X2<1+y_z> T X242
X

X2
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

1 2
’ oyt e
4 L X2+ y2 x2 X2 + y2
X

N
1l

Vynasobime zlomky. Clen x? se zkrati.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

, e Xy y

2 S A el i sy Rl Sl Sy
1+% X2 +y2 x X2 +y
1 1

Zy=— o1
1+45 X

1 , y
Pouzijeme vzorec | (arctg(f(x))) = ————F'(x) |a vyraz =
] (arctg(f(x))) T+ 200 (x)|avy X

derivujeme jako soucin konstanty a mocninné funkce, tj.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

) 1 S XXy y
2 S A el i sy Rl Sl Sy
1+% X2 +y2 X X% +y
) 11 X2 1
%y = V2 ;1=)(2+ 2 x
1+ 5 y
Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

, 1 » Xy y
2 S AL Gl ARy R Rl Sy
1+5 X2 +y2 x X2 +y
g1 XX 1 x
T2 X xXEy? X xXPayR
X

Vynasobime zlomky a zkratime x.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

zZ\ = - /
X 2 2 0
X2 +y

Zy

!

X

x2+y2|

Nasli jsme prvni derivace.

Cviceni.

©Robert Mafik, 2009 K4



Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Z = 4 zZ = X

Zye = =y (=1)-(x® +y?) 72 (2x + 0)

Derivujeme 7, = -y - (x> + y?)~" podle x. Clen (-y) je konstantni
nasobek a dale pouzivame pravidlo pro derivaci slozené funkce
(0 +y?).
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

r_ Yy r_ X
ZX__X2+y2’ ZV_Xz_,_yz’
z! = - '(—1)'(x2+y2)‘2~(2x+0)—2x—’v
Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Z = 4 z! X

” _ 2Xy
Zxx=—Y'(—1)'(X2+y2)2‘(2X+0)=m
s 1 +y%) -y (0+2y)

xy =T (x2 + y2)2

Derivujeme z, = —

> ./ > podle y pomoci vzorce pro derivaci
X2 +y

podilu.

Cviceni. (©Robert Marik, 2009



Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Zl = — 4 zZ = X

XTox2yy2f YU x2 g2
27 = —y (1) (2 4 y)) 2 (2x +0) = —2Y
g Ly -y 02y Xy
i (x2 +y2)2 (x2 +y2)2

Upravime ditatel.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Zl = — 4 zZ = X

XToxzgy2l |V x2 g2
27 = —y (1) (2 4 y)) 2 (2x +0) = —2Y
o Ly -y 02y o Xyt YK
Xy (X2 + y2)2 (X2 + y2)2 (X2 + y2)2

Vynasobime se zapornym znaménkem pred zlomkem.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Zl = — 4 zZ = X

XToxzgy2l |V x2 g2
2= =y (=1)- (4 Y22 (@x +0) = —Y
o LYYy 02y o Xyt YK
Xy (x2 + y2)2 (X2 +y2)2  (x2 + y?)2

zy, = x-(-1)-(x* + y?) - (0 +2y)

Derivujeme z;, = x - (x* + y°)~" podle y, pfiéemz x povazujeme za
konstantu a (x2 + y?)~! za mocninnou funkci s vniténi slozkou
(x2 + y2).
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

7 = y S = X
XTox2yy2f YU x2 g2
27 = —y (1) (2 4 y)) 2 (2x +0) = —2Y
XX = y y _(x2+y2)2
o LYYy 02y o Xyt YK
v (X2 + y2)2 TR (X2 4 yR)2
2xy
"noo_ S . 2 2—2‘ _ ==y
Zy, =x-(=1)-(x*+y5)=-(0+2y) = X2t )27

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = arctg % do fadu dva.

Zl = — 4 zZ = X
XTox2yy2f YU x2 g2
27 = —y (1) (2 4 y)) 2 (2x +0) = —2Y
XX = y y _(X2+y2)2
o LYYy 02y o Xyt YK
v (X2 + y2) C(XBHyRR (X2 yRp
2xy
"noo_ S . 2 2—2. ___ ==y
zy, =x-(=1)-(x*+y")™=-(0+2y) = 27

Hotovo.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

2= 51 =2 =y (-2x)

@erivujeme jako slozenou funkci, vnéjsi slozka je mocninnd s

1 T, ‘o
exponentem > a derivaci slozené funkce pocitame ze vzorce

(Fatn) = (g0 - g'tx)
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

X

=2

2, = 21~ 2 = )2 (-2x) = -

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

z' :l1_X2_y2 -1/2 —-2x :_;
X
2 ,/1_X2_y2

/ 1 2 2\-1/2
7y = (1= x% = y%)73(-2y)

@erivujeme jako slozenou funkci, vnéjsi slozka je mocninnd s

1 T, ‘o
exponentem > a derivaci slozené funkce pocitame ze vzorce

(Fatn) = (g0 - g'tx)
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

’ 1 _ X
Z==(1-x2-y?) V2(2x) = -————
2 1-x2-y2
, 1 _ y
Z, = =(1-x2 - y?)"2(-2y) = -

T2 V1-x2-y2

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

Derivujeme jako podil funkci

(u u-v-u-v'

v v2
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

(1 = x2 — y2)3/2

Rozsitime zlomek vyrazem \/1 — x2 — y2. Tim odstranime slozeny
Zlomek.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

(1 = x2 — y2)3/2 (1 — x2 — y2)3/2

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

(1 = x2 — y2)3/2 (1 - x2 — y2)3/2

1" 1 _
zjy = ~x (—5) (1= x2 - y?)"%/2(-2y)

Ptepideme derivaci podle x do tvaru z,, = —x - (1 — x% — y?)7/2 x
povazujeme za konstantu (derivujeme podle y) a pouzijeme
pravidlo pro derivaci konstantniho nasobku a derivaci slozené
funkce.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

(1 = x2 — y2)3/2 (1 - x2 — y2)3/2

2y = =x (=5) (1 =2 - YroP2-2y) = -

Xy

Xy

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = \/1 — x2 — y? do fadu dva.

(1 = x2 — y2)3/2 (1 - x2 — y2)3/2
" 1 -
zjy = X (—5) (1= x% = y?)3/3(-2y) = -

. x% -1
(1 = x2 = y2)3/2

Xy

Vypocet z;, je podobny jako vypocet z}, .
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Z =2x- &V + (X2 +y)- eV (2x)

Derivace souéinu
(u-v)Y=u-v+u-v'
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Zy=2x-&" Y + (P +y)- "V (2x) = 2x6" V(X% +y +1)

Vytkneme 2xeX .
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Z o =2x-6" YV + (X% +y) e V(2x) = 2x&* Y (X2 + y + 1)

z, =1 Y+ (X +y) eV (-1)

Derivace souéinu
(u-v)Y=u-v+u-v'
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Z o =2x-6" YV + (X% +y) e V(2x) = 2x&* Y (X2 + y + 1)

z, =1 T (R hy) (1) = V(1 = X2 — y?)

Upravime vytknutim XV,
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Z o =2x-6" YV + (X% +y) e V(2x) = 2x&* Y (X2 + y + 1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

2! = e Y(2x)- (2x% + 2xy + 2x) + & Y (6x2 + 2y + 2)

(Prepiseme derivaci z, do tvaru
2
z, ="V (2x% + 2xy + 2x)
a pouzijeme pravidlo pro derivaci soucinu

(v-v)y=u-v+u-v'.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
z, =2x- XV 4 (x®+y)- X Y(2x) = 2)(9"2‘5’()(2 +y+1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

2! = eV (2x)- (2x% + 2xy + 2x) + &° Y (6x2 + 2y +2)
=26 V(x4 +2x2% +2x2 +3x2 + y + 1)

Vytkneme 26"V,
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Z o =2x-6" YV + (X% +y) e V(2x) = 2x&* Y (X2 + y + 1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

2! = eV (2x)- (2x% + 2xy + 2x) + &° Y (6x2 + 2y +2)
=26 V(@2x* +2x2% +2x2 +3x2 + y + 1)
= 26XV (2x4 +2x2y +5x2 + y + 1)

Upravime v zavorce.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
z, =2x- XV 4 (x®+y)- X Y(2x) = 2)(9"2‘5’()(2 +y+1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

Z), = 1 (2x)- (1= x2 = y) + XY - (=2x)

(Zacneme u parcialni derivace
e 2 2
z,=e" V(1 -x"-y°)
a derivujeme podle x pomoci pravidla pro derivaci souéinu

(u-v)Y=u-v+u-v
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
Zl, =2x- XV + (x2+y) eV (2x) = 2xeX Y(x2 +y + 1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

zy, = X 12x)-(1=x2 = y) + 5 . (=2x)

—2xeX V(1 —x2—y 1)

Vytkneme 2xeX .
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.

Zl, =2x- XV + (x2+y) eV (2x) = 2xeX Y(x2 +y + 1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

zy, = X 12x)-(1=x2 = y) + 5 . (=2x)
—2xeX V(1 —x2—y 1)

= _2xeX V(X2 + y)

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
z, =2x- XV 4 (x®+y)- X Y(2x) = 2)(9"2‘5’()(2 +y+1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

Zy = (1) (1-x2=y) + " 7 (-1)

(Pro nalezeni z,, vyuzijeme
2
z, =" 7V(1-x*-y?
a derivujeme jako soucin funkci podle pravidla

(v-v)y=u-v+u-v'.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = (x2 + y)e* =¥ do Fadu dva.
Zl, =2x- XV + (x2+y) eV (2x) = 2xeX Y(x2 +y + 1)

z, =1 &Y 4 (X ry) @ V(1) = V(1 - X2 - )

Zyy =@ Y (=1)-(1-x2=y)+ &7 (1)
= (-1)eX V(2 -x%-y)

Vytkneme (-1 )e"z‘y. Hotovo.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

2, .2
zy=e"" .2x

Derivujeme jako sloZenou funkci

(o) = (g0 0.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

2 2
zZ=e"" .2x

2,2
= X ¥y .2y

Derivujeme jako sloZenou funkci

(o) = (g0 0.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) =

Z, =6 e 2x
2 2
z, =" .2y

2 2 2 2
=6 Y 2x - 2x +eX .2

2 2 ,
e* ™Y do fadu dva.

Derivujeme jako soucin funkci

(v-v)y=u-v+u-v'.

[ << <> I o> | Cviceni.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

Z, =6 e . 2x
2 2
z, =" .2y

2 2 2 2 2 2
Zy, = e 2x . 2x + @ .2 = 26 (1 + 2x?)

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

Z, =6 e 2x
2 2
z, =" .2y
2 2 2 2 2 2
N o=@ 2x . 2x + @Y .2 =20 (1 + 2x?)

X2+2
Ny = 2x-e* 2y

N
I

Derivujeme jako konstantni nasobek.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

z,=e e+ ox
2 2
z,=eX*" .2y

2 2 2 2 2 2
Zl, = 2x.2x + .2 =2 (1 + 2x7)

N
I

2 2 2 2
Ny = 2X-e 2y = 4xye™

Upravime.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

Z, =6 e . 2x
2 2
z, =" .2y
2 2 2 2 2 2
Zy, = e 2x . 2x + @ .2 = 26 (1 + 2x?)

2 2 2 2
vy = 2x-e 2y = 4xye*

N
I

2 2 2 2
z,, ="V 2y.2y + "V .2

Derivujeme jako soucin funkci

(v-v)y=u-v+u-v'.
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Najdéte derivace funkce z(x, y) = e+ do Fadu dva.

z,=e X+ . 2x
2 2
z’=e"+y-2y
2 2 2 2 2 2
Zl, = 2x.2x + .2 =2 (1 + 2x7)

2 2 2 2
vy = 2X-e 2y = 4xye*

N
I

z), =" 2y oy + & .2 = 2V (1 4 2)7)

Upravime.
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To je vse.
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