Neurcity integral
Robert Marik
4. bfezna 2012

V tomto souboru jsou vysvétleny a na pfikladech s postupnym fesenim
demonstrovany zakladni integraéni metody. Ikonka & za integralem nadte
integral do online aplikace na adrese
http://www.mendelu.cz/user/marik/maw, ktera umozni vypocet integréalu,
véetné automatickych navrh(, jakou metodu zvolit.
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Integrace pomoci substituce.
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1 Definice neur €itého integralu

(" Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud’' / otevieny interval, f a F)
funkce definované na /. Jestlize plati

(1)

F'(x) = f(x) pro vSéechna x € /,

nazyva se funkce F primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurdity integral
funkce f naintervalu /. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neurdity integral na intervalu /, nazyva se funkce f inte-
J

\_grovatelna na /.
Primitivni funkce F(x) je vzdy spojita na /, plyne to z existence derivace.

Véta 1 (postacujici podminka existence neuréitého integralu). Ke kazdé spojité
funkci existuje neurdity integral.
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Véta 2 (jednoznac¢nost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném inter-
valu k dané funkci uréena jednoznaéné, az na libovolnou aditivni konstantu.
Presnéji, plati nasledujici:
e Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu /, plati totéz i pro funkci G(x) =
F(x) + ¢, kde ¢ € R je libovolna konstanta nezavisla na x.

e Jsou-li F a G primitivni funkce k téZe funkci f na intervalu /, li§i se obé funkce na
intervalu / nejvySe o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € IR takové, ze

Fx)=G(x)+c pro vSechna x € /.

Bohuzel, ne vzdy neurcity integrél dokazeme efektivné najit. Zatimco problém
nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spocdiva
pouze ve spravné aplikaci vzorcu pro derivovani, problém nalézt neurdity
integral i k funkci tak jednoduché, jako je napfiklad e je nefeSitelny ve tfidé
elementérnich funkci.
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2 Zakladni vzorce

Véta 3. Necht' f, g jsou funkce integrovatelné na /, ¢ necht je realné ¢&islo. Pak
na intervalu / plati

/f(x) +g(x)dx = /f(x) dx + /g(x) dx,
cf(x)dx =c | f(x)dx.
J |

Véta 4. Necht f je funkce integrovatelna na /.

Pak /f(ax + b)dx = %F(ax + b) |, kde F je funkce primitivni k funkci f na in-

tervalu /. Plati pro ta x, pro kterd je ax + b € /.

Véta 5. Necht funkce f ma derivaci a nema nulovy bod na intervalu /. Potom

na tomto intervalu plati /fl(x) dx = In|f(x)|
P T T |
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Najdéte /(Zx +3Vx + % - sinx + &) dx.
X

/=/(2x+3\‘7)_(+£3 -sinx +e")dx
X
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Najdéte /(Zx +3Vx + % - sinx + &%) dx.]
X

/=/(2x+3\‘7)_(+£3 -sinx +e")dx
X

=2/xdx+3/x4ldx+6/x‘3dx—/sinxdx+/exdx

o Integral ze souctu je soucet integralu.
¢ Integral nasobku funkce je nasobek integralu.

o Nékteré funkce je mozno pfepsat na mocninné funkce.
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Najdéte /(Zx +3Vx + % - sinx + &%) dx.]
X

/=/(2x+3\‘7)_(+£3 -sinx +e")dx
X

=2/xdx+3/x4ldx+6/X‘3dx—/sinxdx+/exdx

2 5/4 £
2% 3% +6X——(—cosx)+eX+C
2 5/4 -2
4 )
n+1
o /x”dx: X
n+1

. /sinxdx = —COS X

o/e)‘dx=ex

\
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Najdéte /(Zx +3Vx + % - sinx + &%) dx.]
X

/=/(2x+3\‘7)_(+£3 -sinx +e")dx
X

=2/xdx+3/x4ldx+6/x‘3dx—/sinxdx+/exdx

2 5/4 -2
=2X—+3X—+6X——(—cosx)+eX+C
2 5/4 -2
—x2+Ex5/4—3i+cosx+e"+C
5) x2
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Najdéte /tg X dx.]

/=/tgxdx
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Najdéte /tg X dx.]

/=/tgxdx

sin x
= dx
CoSs X

Pouzijeme definici funkce tangens.
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Najdéte /tg X dx.]

/=/tgxdx
=/S|nx dx
Cos X

—-sinx
= - dx
COS X

e Plati (cos x)’ = —sin x. Citatel se tedy li&i od derivace jmenovatele jenom
konstantim nasobkem.

¢ Vynasobime a vydélime integral timto nasobkem.

(<< <> o> | Z&kladni vzorce ©Robert Mafik, 2012 B


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?tan(x);lang=cs

Najdéte /tg X dx.]

/=/tgxdx
=/S|nx dx
Cos X

—-sinx
= - dx
COS X

_ (cos x)’
B COS X
Formalné pouzijeme vztah (cos x)' = — sin x, abychom vidéli vzorec
fl
/%dx =In|f(x)| + C.
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Najdéte /tg X dx.]

/=/tgxdx
=/S|nx dx
Cos X

—-sinx
= - dx
COS X

(cos x)’
- COS X
= —In|cosx|+C
f'(x)
——dx =In|fx)|+C
[ [T dx = il
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X+2 dx.] é

X2 +4x +5

Najdéte /

/=/X—+2dx
X2 +4x +5
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/=/X—+2dx
X2 +4x +5

1/ 2x +4
2] x2+4x+5

e Plati (x? + 4x +5)' = 2x + 4. Citatel se tedy li&i od derivace jmenovatele
jenom konstantim nasobkem.

¢ Vynasobime a vydélime integral timto nasobkem.
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iy X+2 4
Najdete/ X.
X2 +4x +5
/=/X—+2dx
X2 +4x +5
_1/ 2x +4
2] x2+4x+5
2 ’
4
:l (x“ +4x +5) dx
2] x2+4x+5
f'(x
PfepiSeme do tvaru / Q dx.
f(x)
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. 2 4
Najdete/ X X.
X2 +4x +5
/=/X—+2dx
X2 +4x +5
_1/ 2x +4
2] x2+4x+5

1 [ (x*+4x +5)
— [ ——dx
2] x2+4x+5

%In(x2+4x+5)+C

fl
[/%dx =In|f(x)|+C
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F
Najdéte/ X+5 dx.]
+4

X2

/=/X+5dx
X2 +4
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X2

F
Najdéte/ X+5 dx.]
+4

/=/X+5dx
X2 +4

/ X + > dx
X2+4 x2+4

-

\_

~
o Derivace jmenovatele je x, v Citateli v8ak neni ndsobek této funkce.

!

F(x) o o
e Vzorec / —— dx nelze pfimo pouzit.
f(x)

e Rozdélime zlomek na dva.
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F
Najdéte/ X+5 dx.]
+4

X2

/=/X+5dx
X2 +4

/1 2x 5
=z ——+——dx
2 x2+4 x2+4

¢ V prvnim zlomku je v Citateli polovina derivace jmenovatele.

e Proto prvni zlomek vynasobime a vydélime dvéma.
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F
Najdéte/ X+5 dx.]
+4

X2

/=/X+5dx
X2 +4

/1 2x 5
=z ——+——dx
2 x2+4 x2+4

1 1 X
ZIn(x®2+4)+5=arctg= + C
> x“+4)+ > g2+

f'(x) _
. /m = InJf(x) +C
1

/ dx—larct X
A2 4+ x2 A gA
g
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[Najdete/( e dx ]

d
(x +6)3 X
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[Najdete/( e dx ]

1
=/(X+6)3dx

= /(x +6)3dx

Jednéa se o mocninnou funkci.
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[Najdete/( e dx ]

(x +6)3 dx
= /(x +6)3dx

e+ 6)'2
=———

. /f(ax + b)dx = %F(ax + b), kde F je integral z f.

2
e V nagem ptipadé je f(x) = x~3, F(x) = X—2 aa=1.
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[Najdete/( e dx ]

(x +6)3 dx
= /(x +6)3dx

_x+ 6)'2

R

1 _.c
2(x + 6)2

Upravime.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1
/2x+5dx_

/ 2 _1X)5 dx =

/e"‘ dx =
/e3X dx =
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Najdéte nasledujici integraly. ]

/ ! dx=%|n|2x+5|+C

2x +5

/(2 —1)()5

/e"‘dx =

[ -

dx

. /ldx=ln|x|
X

o /f(ax + b)dx = %F(ax + b), v naSem pfipadé a = 2.

Z&kladni vzorce
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1 1
==In|2
/2x+5dx 2n|)(+5|+C

/(2—1X)5dx=/(2_1-x)‘5dx

/e"‘ dx =
/e3X dx =

PfepiSeme na mocninnou funkci.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

1 1
/2X+5dx=zln|2x+5|+c

/(2—1X)5dx=/(2‘1-x)‘5dx

_(Z—X)_4 1
T -4 —l

/e"‘dx =

[ -

O /XndX= an+l
n+1

o /f(ax + b)dx = %F(ax + b), v naSem pfipadé a = —1.
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Najdéte nasledujici integraly. ]

/ ! dx=%|n|2x+5|+C

2x +5

/ 1 dx=/(2—1-x)‘5dx

(2-x)
-0
T -4 -1
-1 ¢
42 - x)*
/e"‘ dx =
/e3X dx =
[ << I <[ > >0 | Zakladni vzorce
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Najdéte nasledujici integraly. ]

/ ! dx=%|n|2x+5|+C

2x +5
1 -5

/(Z_X)5dx=/(2—1-x) dx
_(2—)()_4 1
T -4 -1
-1 ¢

42 - x)4
/e‘*dx:—e‘X+C
[ -

. /exdx=ex

o /f(ax + b)dx = %F(ax + b), v naSem pfipadé a = —1.
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

1 1
/m — dx = =In[2x + 5|+ C

o/e)‘dx=ex

. /f(ax + b)dx = %F(ax + b), v naSem pfipadé a = 3.

42 - X)*

/e‘*dx =-e*+C

/e3XdX = %e“ +C
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| Najdéte nasleduijici integraly.

/(e)‘ +e¥)%dx

/sinxcosxdx

/sin2 xdx

2
/X dx
xX+1

[ << I <[ > >0 | Zakladni vzorce
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(ezx +2+e ¥)dx

/sinxcosxdx

/sin2 xdx

2
/X dx
X+1

Upravime podle vzorce (a + b)*:

X -2x 2x

(e +e )2 =¥ +26¥¢  +e ¥ = +2+6
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(ezx +2+ e ¥)dx

/sinxcosxdx

/sin2 xdx

2

= lezx + ZX—%e’ZX +C

/Iﬁtegrujeme podle vzorct

/ede=eX,

/1dx=x,

/f(ax + b)dx = %F(ax + b) |, kde/f(x)dx = F(x).

Z&kladni vzorce
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92" +2+ e ¥)dx
1 1
= Eezx + 2x—§e‘2’( +C
/sinxcosxdx = %/sin(Zx) dx

/sin2 xdx

2
/X dx
X+1

Pouzijeme vzorec
sin(2x) = 2 sin x cos x
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(«9X+e‘")2 dx =/(92X+2+e‘2")dx
1 2x 1 -2
== 2x-=e" ¥ +C
29 + ZX 29 +
. 1/ . 11
sinxcosxdx = > sin(2x)dx = 5-5-(—c052x)+c

/sin2 xdx

[ X*
@negrujeme podle vzorcl )

/sinxdx = —COSX

/f(ax + b)dx = %F(ax +b)|, kde/f(x)dx = F(x).
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92" +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
—eF+2x-—e ¥+ C
2 2

1/sin(ZX)dx = l-£-(—cost)+C
2 2 2

/sinxcosxdx

/sinzxdx = %/(1 - cos(2x)) dx

2
/X dx
X+1

Vzorec
1 - cos(2x)

2
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92X +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
=—e*+2x-—e ¥ +C
2 2

/sinxcosxdx = %/sin(Zx)dx = %~%'(—COSZX)+C

/sinzxdx =

2
/X dx
X+1

/(l - cos(2x)> dx = % [X - % sin(ZX)] +C

/cosxdx = sinx

/f(ax + b) = %F(ax + b)
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92X +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
—eF+2x-—e ¥+ C
2 2

1 11
Z [sin@2x)dx == .= . (-
2/sm( x)dx 53 (-cos2x)+C

/sinxcosxdx

/sin2 xdx

2 2
-1

/ X dx=/—X +ld)(

X+1 xX+1

%/(1 - cos(2x)) dx = % [x- %sin(Zx)] +C

Potfebujeme vydélit. K tomu je mozno prevést Citatel na tvar, ktery pozdéji
umozni zkratit.
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92X +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
—eF+2x-—e ¥+ C
2 2

1/sin(ZX)dx = l-£-(—cost)+C
2 2 2

/sinxcosxdx

/sin2 xdx

2 2
/ X dx=/X_—l+ldx=/x—l+ ! dx
X+1 X+1 X+1

%/(1 - cos(2x)) dx = % [x- %sin(Zx)] +C

x>-1+1 x*°-1 1
= + =x-1+
x+1 xX+1 x+1 x+1
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| Najdéte nasleduijici integraly. |

/(e)‘ +e¥)%dx = /(92X +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
—eF+2x-—e ¥+ C
2 2

1/sin(2x)dx = l-£-(—cost)+C
2 2 2

/sinxcosxdx

/sinzxdx - %/(1 - cos(zx)) dx = %[x - %sin(Zx)] +C
2 2
/X dx=/X_—l+ldx=/x—l+ ! dx
x+1 x+1 xX+1
2
=?—X+In|x+l|+C
n 1 n+1 il 1
x"dx = X" —dx =Inlx|, [f(ax+b)dx = =f(ax + b)
n+1 X a
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X+5 dx.] 4

X2 —4x +9

/=/X—+5dx
X2 —-4x +9

Najdéte /
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X2 —-4x +9
2x -4
=/ ( ) .
X2 -4x +9

“Zasifrujeme” derivaci jmenovatele, tj. vyraz (2x — 4), do Citatele.
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X2 —-4x +9
3(2x - 4)

=/ dx
X2 —4x+9

-

e Musime upravit zlomek tak, aby se zlomky v prvnim a druhém integralu
rovnaly.

o K témto Upravam pouzijeme jenom multiplikativni a aditivni konstanty

(nenadélaji “moc velkou neplechu” pfi integraci).

e Pfidanim nasobku > mame ve druhém zlomku v Citateli vyraz

1 _ . .
5(2)( —4) = x — 2. Koeficient u x je v pofadku.

\_
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&
Najdéte / X+ gk
X2 -4x +9
/=/X—+5dx
X2 —-4x+9
lox-4)+2
=/¥dx
X2 —4x+9
4 I

. 1(2)(—4):)(—2
2

. %(2x—4)+2=x

o Nyni je v Citateli jenom x. Chybi €islo 5.

\_
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X+5 dx.] &

X2 —4x +9

/ X+5
——dx
X2 -4x +9

Ll2x - 4)+2+45
/%dx

Najdéte /

/

X2 —4x+9

1
—(2x-4)=x-2
o2(x ) =X
1
o§(2x—4)+2=x

o %(2x—4)+2+5=x+5

e Prvni a druhy zlomek jsou stejné, nedopustili jsme se zadné Upravy,
ktera by zménila hodnotu zlomku.

\_
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Najdéte/—
X2 —4x +9

X+5 dx.] 4

/

/ X+5
—dx
X2 —-4x +9

_/%(2x—4)+2+5
X2 —4x+9
1 2x -4 2+5

=/—- + dx
2 x2-4x+9 x2-4x+9

Rozdélime zlomek na dva.
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L
Najdéte/ X*5  ax.
2-4x+9
/=/ X+5 dx
X2 —-4x +9
L2x - 4)+2+5
=/2( ) dx
X2 —4x+9
_/1 2x -4 2+5 q
T2 x2-4x+9 Xx2-4x+9
=lln|X2—4x+9|+/ !
2 (x-2)2+5

f'(x) _
[/m =In|f(x)|+C

= Z&kladni vzorce ©Robert Mafik, 2012
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Doplnime na é&tverec ve jmenovateli druhého zlomku.

X2 —Ax+9=x>-2.2.x+2°2-4+9=(x-2%+5
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&
Najdéte/ X*5  ax.
2_4x+9
/=/ X+5 dx
X2 —-4x +9
L2x - 4)+2+5
=/2( ) o
X2 —4x+9
/1 2x -4 2+5
=[=- + dx
2 x2-4x+9 x?2-4x+9
1
=—In|x2—4x+9|+/ !
2 (x-22+5

X-2

=

1 1
=In|x® —4x + 9|+ 7- — arctg
2 &

A? + x?
(<< <> o> | Zakladni vzorce ©Robert Mafik, 2012 K&

[/ _t dx = %arctg % kde v na8em pfipadé A = \/E
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&
Najdéte / X*5  ax.
2_4x +9
/=/ X+5 dx
X2 —-4x+9
L2x - 4)+2+5
=/2( ) o
X2 —4x+9
/1 2x -4 2+5
=[=- + dx
2 x2-4x+9 x?2-4x+9
=lln|x2—4x+9|+/ !
2 (x-22+5
1 -2 1
= ZInx% - 4x + 9|+ 7- —arctg >—= . =
2 /B 1

[/f(ax + b)dx = éF(ax + b), v naSem pfipadé a = 1
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&
Najdéte / X*5  ax.
2_4x+9
/=/ X+5 dx
X2 —-4x +9
L2x - 4)+2+5
=/2( ) o
X2 —4x+9
/1 2x -4 2+5
= — . + d
2 x2-4x+9 x?2-4x+9
=lln|X2—4x+9|+/ !
2 (x-22+5

1 1 -2 1
= ZInx% - 4x + 9|+ 7- —arctg >—= . =
2 N vs 1
1 1 -2
= % -4x+9)+7-—arctg X< +C
2 V5 V5

Upravime.
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3 Integrace per-partés

Véta 6. Necht funkce v a v maji derivace na intervalu /. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) - /u’(x)v(x) dx,

pokud integral na pravé strané existuje.

Integrace per-partés

(2)

©Robert Mafik, 2012



Véta 6. Necht funkce v a v maji derivace na intervalu /. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) - /u’(x)v(x) dx, 3)

pokud integral na pravé strané existuje.
Dudkaz:
(uvy =u'v+uv derivace sou¢inu

/(uv)’ dx = /u’vdx + /uv’ dx zintegrovani a linearita integralu
uv = /u’vdx + /uv’ dx integral odstrani derivaci
uv - /u’vdx = /uv’ dx algebraicka Uprava
Integraly typické pro vypo ¢éet metodou per-partés. P(x) je polynom.

/P(X)e‘”‘ dx,/P(x)sin(ax) dx,/P(x) cos(ax)dx,

/P(x)arctg xdx, /P(x)ln’" xdx.
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

Funkce je sou¢inem polynomu a logaritmické funkce — per-partés.
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

u=Inx u' =
/(X+1)Inxdx=

vV =x+1 V=

Integrujeme per-partés pomoci vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiv=Inxav =x+1.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012



http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(x+1)*ln(x);lang=cs

Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

u=Inx u =

x|k

/(X+1)Inxdx =

V=x+1 V=—+x

N <

Integrujeme per-partés pomoci vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiv=Inxav =x+1.
[ << I <[ > >0 | Integrace per-partés
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

, 1
u=Inx u =-
X
/(X+1)Inxdx=
! X2
vV =x+1 V: —+X
2

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiv=Inxav =x+1.
[ << I <[ > >0 |

©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

/(X+1)Inxdx =

Roznasobime zavorku.
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

, 1
u=Inx u =-
X
/(X+1)Inxdx=
2
V=x+1 v=X—+x
2

Dokonéime integraci.
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Vypoctéte /(x +1)-Inx dx]

u=Inx u =

e

/(X+1)Inxdx =

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /x sin x dx

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /x sin x dx

/X~sinxdx

v =sinx %

Integrujeme per-partés pomoci vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiu =xav' =sinx.
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Vypoctéte /x sin x dx

/X-sinxdx

v =sinx V = —COSX

Integrujeme per-partés pomoci vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiu =xav' =sinx.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /x sin x dx

/x-sinxdx

v =sinx

v

—COs X

= —xcosx—/l-(— cos x) dx

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiu =xav' =sinx.

Integrace per-partés
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Vypoctéte /x sin x dx
u=x =1
/ X -sinxdx
v =sinx = —COS X
= —XCOSX — /1 - (- cosx)dx
= —XCOSX + /cosxdx
Upravime.
(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012 B
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Vypoctéte /x sin x dx]

/x-sinxdx

v =sinx

—COsS X

—xcosx—/l-(— cos x) dx

—X COS X +/cosxdx

-xcosx +sinx +C

¢ Integruje druhou ¢ast: /cosxdx =sinx

e Hotovo.

Integrace per-partés
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Vypoctéte /(x - 2)-sin(2x) dx]

Funkce je sou¢inem polynomu a sinu — per-partés.
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Vypoctéte / (x = 2)-sin(2x) dx]

/(X — 2)sin(2x) dx =
v = sin(2x) v =

Integrujeme per-partés pomoci vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfiu =x —2av' =sin(2x).

[ << I <[ > >0 | Integrace per-partés

©Robert Mafik, 2012


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(x-2)*sin(2*x);lang=cs

Vypoctéte /(x - 2)-sin(2x) dx]

/(X — 2)sin(2x) dx =

. 1
v’ = sin(2x) V= -3 C0S 2x

(Plati "
V= /v'(x) dx = /sin(2x) dx = -3 cos(2x),
protoze
/sinxdx:—cosx a /f(ax+b)=%F(ax+b).
\_

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte / (x = 2)-sin(2x) dx]

/(X — 2)sin(2x) dx =
. 1
v’ = sin(2x) v -5 C0S 2x

=(x-2)- (—% cos(2x)> —/1- (—%cos 2x> dx

/u-v’dx:u-v—/u"vdx

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /(x - 2)-sin(2x) dx]

/(X - 2)sin(2x) dx =
. 1
v’ = sin(2x) V= -3 C0S 2x

=(x-2)- <—% cos(2x)> - /1- (—% cos 2x> dx

1 1
= _E(X — 2)cos(2x) + E/cos 2x dx

1\ _. .
Vytkneme konstantu (_5) z integrélu.
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Vypoctéte / (x = 2)-sin(2x) dx]

/(x — 2)sin(2x) dx

. 1
v’ = sin(2x) V= -3 C0S 2x

x-2)- (—% cos(2x)> - /1- (-% cos 2x> dx
= —%(x — 2)cos(2x) + %/cos 2x dx

1 11 .
= —E(X — 2)cos(2x) + 5'3 sin(2x) + C

Plati /cos(2x) dx = %sin(Zx), protoze

/cosxdx:sinx a /f(ax+b)=%F(ax+b).
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Vypoctéte /(x - 2)-sin(2x) dx]

/(X — 2)sin(2x) dx

. 1
v’ = sin(2x) V= -3 C0S 2x

x-2)- <—% cos(2x)> - /1- (-% cos 2x> dx
= _%(x — 2)cos(2x) + %/cos 2x dx
_ —%(X _ 2)cos(2x) + % - %sin(Zx) iC

= —%(X - 2)cos(2x) + %sin(ZX) +C

Upravime.
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Vypodtéte /(x2 +1)sinxdx
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

u=x*+1 U =
/(x2+ 1) -sinxdx

v =sinx vV =

s

\_

e Funkce je soucinem polynomu a funkce sinus.

e Budeme integrovat per-partés podle vzorce
/u-v’dx:u-v—/u"vdx

pfivolbé v = (x> + 1) a v’ = sinx.

[ << I <[ > >0 | Integrace per-partés
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Vypodtéte / (x? + 1) sinx dx]

u=x*+1 U =2x
/(x2+ 1) -sinxdx
V' =sinx V = —CO0SX
(x®> +1) =2x
/sinxdx = —COS X

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

!

u=x’+1 U =2x

/(x2 +1)-sinxdx

V' =sinx V= —COSX

= —(x?> +1)cosx +2/x-cosxdx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

Konstantni nasobek 2 a znaménko minus dame pred integral.
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

u=x*+1 U =2x

/(x2 +1)-sinxdx

!

v/ =sinx V = —COSX

= —(x*+ 1)cosx+2/x-cosxdx

u=x u =

V = COSX 4

Jesté jednou integrujeme per-partés. Nyni v = x a v’ = cos x.
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Vypodtéte /(x2 +1)sinxdx

u=x*+1 U =2x

/(x2 +1)-sinxdx

!

v/ =sinx V = —COSX

= —(x*+ 1)cosx+2/x-cosxdx

!

u=x u=1

v/ =cosx vV =sinx

x' =1

/cosxdx = Sinx
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

u=x*>+1 U =2x
/(x2+1)-sinxdx

V' =sinx V = —COoS X

= —(x?> +1)cosx +2/x-cosxdx

u=x u=1

v = cosx vV =sinx

= —(x? +1)cosx +2<xsinx—/sinxdx>

/u-v’dx:u-v—/u"vdx
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

u=x*>+1 U =2x
/(x2+1)-sinxdx

V' =sinx V = —COoS X

= —(x*+ 1)cosx+2/x-cosxdx

u=x u=1

v = cosx v =sinx

—(x? +1)cosx + 2<xsinx —/sinxdx)

—(x*> + 1)cosx + 2<xsinx — (= cosx))

[Integrujeme sinus: /sin xdx = —cos x
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Vypodtéte /(x2 +1)sinx dx]

u=x*>+1 U =2x
/(x2+1)-sinxdx

V' =sinx V = —COoS X

= —(x*+ 1)cosx+2/x-cosxdx

u=x u=1

v = cosx v =sinx

—(x? +1)cosx + 2<xsinx —/sinxdx)

—(x> +1)cosx + 2<x sinx — (- cos x))

(1 - x?)cosx +2xsinx +C

Upravime. ]
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[Vypoététe /(x2 +1)e™* dx.]
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

/(X2 +1)-e ¥ dx

Integruje soucin polynomu a exponencialni funkce.
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

/(X2 +1)-e ¥ dx

u =2x

-X

-

\_

e Integrujeme per-partés.

e Polynom budeme derivovat a exponencielu integrovat.

¢ Nezapomerime, ze /e‘x dx = —e™*.

Integrace per-partés

©Robert Mafik, 2012
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

u=x*+1 U =2x

/(X2 +1)-e ¥ dx

-X

=-(x>+1e " + 2/)(9‘* dx

Vzorec je

/u-v’dx:u-v—/u"vdx

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

u=x*+1 U =2x
/()(2 +1)-e ¥ dx

!

v =e™* v=-e*

=-(x>+1)e " + 2/xe‘* dx

e Opét polynom krat exponencialni funkce.

e Opét integrujeme per-partés. Opét derivujeme polynom.
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[Vypoététe /(x2 +1)e™* dx.]

<
I
>
N
+
H
t\
I
N
x

/()(2 +1)-e ¥ dx

—-(x>+ e + Z/Xe_X dx

—-(x*+ e + 2(—xe‘X + /e‘X dx)

Vzorec pro ¢ervenou ¢ast je /uv’ dx = uv - /u’v dx, zbytek zUstane.
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

/()(2 +1)-e ¥ dx

= —(X2

= —(X2

=] —(X2

!

u=x*+1 U =2x

!

v =e™* v=-e*

+ e + 2/xe‘* dx

+ e+ 2<—xe‘X + /e"‘ dx)

+1e™™ +2(-xe™* —e™)

[/ e dx = -7

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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[Vypoc“:téte /(x2 +1)e™* dx.]

!

u=x*+1 U =2x

/()(2 +1)-e ¥ dx

v =e™* v=-e"

—-(x>+ e + 2/xe‘* dx

—-(x*+ e + 2<—xe‘X + /e"‘ dx)

—(X*+ e +2(-xe ¥ —e ) = —e*(x* +2x +3) + C,

Vytkneme (—e%).
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[Vypoététe / X arctg x dx.]

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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[Vypoc“:téte / X arctg x dx.]

/ X arctg x dx

Jedna se o soucin polynomu a funkce arkustangens.
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[Vypoc“:téte / X arctg x dx.]

u=arctgx U =

/ X arctg x dx

Budeme integrovat metodou per-partés. Budeme integrovat polynom a
derivovat arkustangens.
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[Vypoc“:téte / X arctg x dx.]

u = arctgx

/ X arctg x dx

—Xzarctx 1/ X
) d 2/ 1+x2

[/uv’dx:uv—/u’vdx

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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[Vypoc“:téte / X arctg x dx.]

u=arctgx U =
2

—Xzarctx 1/
_2 g

Xx arctg x dx
/ ? 2] 1+x2?

2
X 1 1
= —arctgx - = | 1- d
2 9% 2/ 1+ x? X

Musime integrovat racionalni funkci. Nejprve provedeme déleni:

x° _(X2+l)—l_X2+l 1 1
Tx2+1 x2+1 x2+1

x2+1 x2+1

©Robert Mafik, 2012

Integrace per-partés
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[Vypoc“:téte / X arctg x dx.]

—Xzarctx 1/ X
) d 2/ 1+x2

u = arctg x
/ X arctg x dx
v =x
= X arctg x
= 2 g

2

1 1
1- dx
2/ 1+ x2

—Xarctx 1()( arct x)+C
= argx-s g '

K dokonéeni zbyva integrovat jedni¢ku a jeden zlomek. To provedeme

pomoci pfislusnych vzorcu.
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Vypoctéte / Inx dx
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Vypoctéte /In X dx]

/1-Inxdx

Ve funkci je “zaSifrovany” souéin polynomu a logaritmické funkce:
/ 1-Inxdx.

Integrujeme per-partés pfivolbé u = Inx a v’ = 1.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /In X dx]

/1-Inxdx

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /In X dx]

/1-Inxdx

=x|nx—/1dx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

. 1
UzZijeme vztah ;x =1.

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /In X dx]

/1-Inxdx

=x|nx—/1dx

=xlnx -x

oo

Integrace per-partés

©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte /In X dx]

u=Inx U ==
/1-Inxdx =x|nx—/1dx
vi=1 V=x
=xlnx-x
=x(lnx-1)+C

Hotovo.
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Vypodtéte /In2 xdx

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypodtéte /In2 X dx]

/l-lnzxdx

¢ Je zde “zaSifrovan” soudin polynomu a druhé mocniny logaritmu.

e Upravime funkci In? x na souéin (1) - (In? x) a integrujeme per-partés pfi
volbé u=Inxav =1
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Vypodtéte /In2 X dx]

/l-lnzxdx X

1
(In>x)’ = 2Inx(Inx)’ = 2In X

/1dx=x

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012



http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(ln(x))^2;lang=cs

&
Vypodtéte /In2 X dx]

2 ' 2Inx
/l-lnzxdx X =x|n2x—2/lnxdx

/u-v’dx:u-v—/u"vdx

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Vypodtéte /In2 X dx]

/1-In2xdx X =x|n2x—2/lnxdx

Tento trik jiz zndme: NapiSeme funkci In x jako souéin (1) - In x a integrujeme
per-partés pfivolbé v = Inx av’' = 1.
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&
Vypodtéte /In2 X dx]

2Inx
u=1In’x ' =
/1-In2xdx X =x|n2x—2/lnxdx
vi=1 V=x
1
u=Inx u ==
X
V=1 V=X
1
Inx) = =
(inx) = =
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Vypodtéte /In2 X dx]

/1-In2xdx X =x|n2x—2/lnxdx

vi=1 V=x

1
u=Inx u =—
X

V=1 V=X

=x|n2x—2<xlnx—/1dx)

/u-v’dx:u-v—/u"vdx
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Vypodtéte /In2 X dx]

2Inx
u=1In’x ' =
/1-In2xdx X =x|n2x—2/lnxdx
vi=1 V=x
1
u=Inx u ==
X
V=1 V=X

=x|n2x—2<xlnx—/1dx>

=x|n2x—2<xlnx—x)

Dopoditame integral z jednicky.
[ << I <[ > >0 | Integrace per-partés
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Vypodtéte /In2 X dx]

2Inx
u=1In’x ' =
/1-In2xdx X =x|n2x—2/lnxdx
vi=1 V=x
1
u=Inx u ==
X
V=1 V=X

=x|n2x—2<xlnx—/1dx>

=x|n2x—2<xlnx—x>

=xIN’x -2xInx +2x +C

Upravime. Hotovo.
[ << I <[ > >0 |
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Najdéte /x3 sin x dx.
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Najdéte /x3 sin x dx.

derivace derivace derivace derivace
u=x* 3x2 6x 6 0
3 i _
/ x°sinxdx =
integrace integrace integrace integrace
v/ =sinx S _—Cc0SX~ —-sinx~ - cosx_ sinx
4 I

matu.

o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiSeme do jednoho sche-

o Zluta $ipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

« Cervena $ipka reprezentuje integrovani.

Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Najdéte /x3 sin x dx.

6

So Sy
(7 (73
%, %

/x3 sin x dx

v =sinx —COS X —sinx COS X sin x

—x3cos x — (=3x?sin x) + 6x cos x — 6sinx

Nasobime ve sméru Sipek. Souc¢inim ve sméru Zlutych Sipek znaménko
ponechame, soudinim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko zménime a
v§echny souciny seteme.
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Najdéte /x3 sinxdx.]

u=x* 3x? 6x 6 0
3 o _
/x sinxdx =
v =sinx —COoS X —-sinx COS X sin x
= —x3cosx — (-3x%sin x) + 6x cos x — 6sinx
= (—x> + 6x) cos(x) + (3x*> = 6)sinx + C
Upravime.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?x^3*sin(x);lang=cs

Najdéte /(x3 +2x)e ¥ dx.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Najdéte /(x3 +2x)e™¥ dx.]

/(X3 + 2x)e ¥ dx

derivace derivace derivace derivace
u=x%+2x 3x%+2 6x 6 0
integrace integrace  integrace integrace
VI=9_X’N—9_X’—§)9_X’—)—9_X’_$€_X
4 )
o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiSeme do jednoho sche-
matu.

o Zluta $ipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

« Cervena $ipka reprezentuje integrovani.
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Najdéte /(x3 +2x)e ¥ dx.

/(X3 +2x)e X dx

u=x3+2x

—-X

v =

—(x3 +2x)e™ = (Bx® + 2)e ¥ + (-6xe~¥) — 6™

Nasobime ve sméru Sipek. Souc¢inim ve sméru Zlutych Sipek znaménko
ponechame, soudinim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko zménime a
v§echny souciny seteme.

(<< <> o> | Integrace per-partés ©Robert Mafik, 2012
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Najdéte /(x3 +2x)e™¥ dx.]

/(X3 +2x)e X dx

u=x3+2x 3x2+2 6x 6

vV'=e¥ -e e -e

—(x® +2x)e™ - (8x% + 2)e™* + (-6xe~) - 667X
—eX(x®+2x +3x2+2 +6x + 6)

—e*(x3 +3x% +8x +8)

Upravime.

[ << I <[ > >0 | Integrace per-partés

©Robert Mafik, 2012
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4 Integrace pomoci substituce.

Véta 7. Necht f(t) je funkce spojita na intervalu /, necht funkce ¢(x) ma deri-
vaci na intervalu J a plati ¢(J) = /. Potom na intervalu J plati

/ F(@())@'(x) dx = / F(t)dt, )

dosadime-li napravo t = @(x).

Schematicky: ‘ ox) = t‘ ‘qo’(x) dx = dt‘

Véta 8. Necht f(x) je funkce spoijita na intervalu /, necht’ funkce ¢@(t) ma nenu-
lovou derivaci na intervalu J a plati ¢(J) = /. Potom na intervalu / plati

/ F(x) dx = / FoM)@' () dt, 5)

dosadime-li napravo t = ¢ ~!(x), kde @~*(x) je funkce inverzni k funkci ¢(x).

Schematicky: | x = ()| | dx = @/(r) dt|

(<< <> o> | Integrace pomoci substituce. ©Robert Mafik, 2012
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Vypoctéte / w dx
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Vypoctéte /

sin()l(n X) dx]

/m dx = /sin(lnx)% dx

(

\_

e Vnitfni sloZka je In x.

. 1
e Derivace funkce In x je X

: 1. .. : .
e Tato derivace, X je v soucinu s integrovanou funkci.

[ << I <[ > >0 | Integrace pomoci substituce
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in(l
Vypoctéte / w dx]

Inx =t

/m dx = /sin(lnx)% dx

Zavedeme substituci In x = £.
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in(l
Vypoctéte / w dx]
sinnx) [ 1 1'”:1‘

Nalezneme vztah mezi dx a dt.
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in(l
Vypoctéte / w dx]

- Inx =t
sin(In x) , 1 .
/de_/sm(lnx);dx %dx:dt _/smtdt

Dosadime substituci.
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sin(In x)

Vypoctéte /

o]

/sin(ln X)

X

Inx =t

. 1
dx=/3|n(lnx);dx %dx: dt

= —cost

= /sintdt

Integrujeme.

Integrace pomoci substituce.

©Robert Mafik, 2012
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in(l
Vypoctéte / w dx]

- Inx =t
sin(In x) . 1 [
/de /sm(lnx);dx %dx: dt _/smtdz‘

—cost =-cos(lnx) +C

Pouzijeme substituci k ndvratu k proménné x a pfidame integracni konstantu.
Hotovo.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.

[ << <1 > I >0 |
Integrace pomoci substituce. ©Rob
obert Mafik, 2012
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.

2
/xel‘X dx

’ - v Ve v v 7 2
Zkusime substituovat za vnitini slozku slozené funkce e'=* .
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

2
/xel‘X dx

Hledame vztah mezi diferencialy.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

1-x%=t
/Xel—)(2 dx -2xdx = dt

Derivujeme obé strany substituce.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

1-x>=t
/Xel—)(2 dx —2xdx =l dt
xdx = —=dt
2

Vyjadfime odsud vyraz x dx, ktery figuruje uvnitf integralu.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

1-x>=t

/Xel—)(2 dx —2xdx =l dt

xdx = —=dt
2

1 t
=-—|e'dt
;|

Dosadime.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

1-x>=t

/Xel—)(2 dx —2xdx =1df

xdx = —=dt
2

—l/e’dz‘

-=e
2

Vypodététe integral pomoci vzorce.
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Vypodtéte /xel‘X2 dx.]

1-x>=t
/Xel_XZdX —2XdX=1df
xdx = —=dt
2
1 t
=-—|e'dt
5|
1
=——et
2
_ 1 1-x2
= 29

Pouzijeme substituci pro navrat k pavodni proménné.
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Vypodététe | ———
P /x4 + 16
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Ty 4
Vypoctéte X
P /x4 + 16

/ X dx
x4 +16

4 N

e Substituce x* +16 = t, nebo x* = ¢, nejsou Uplné Sikovné, protoZe vztah
mezi diferencialy pfi této substituci je

4x3dx = dt,
avsak &len x*dx nikde v integrélu neni.

o Clen x dx napovida, pouzit substituci x> = ¢.

\
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X
Vypoctéte dx
P /x4 + 16 ]

X2 =t
% 2xdx = dt

/ dx 1
x4 +16 xdx:zdt

Hledame vztah mezi diferencidly a vyjadfime z néj vyraz x dx.
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X
Vypoctéte dx
P /x4 + 16 ]

X2 =t

/ % 2xdx = dt
dx 1

x4 + 16 xdx=§dt
x4 =2

Substituce x? = t vede k relaci x* = (x?)? = 2.
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X
Vypoctéte dx
P /x4 + 16 ]

x> =t
/ X 2xdx = dt 1/ 1

dx 1 ==
x4 + 16 xdx=§dt 2] t2+16

x4 =12

Dosadime.
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X
Vypoctéte dx
P /x4 + 16 ]

x2 =t

/ X 2xdx = dt 1/ 1

dx 1

x4 + 16 xdx=§dt 2] t2+16
x4 =1t
= 1arct L
=597

UZzijeme vzorec

/ ! dx—larct X
X2+ A2 A 97

pii A = 4.
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X
Vypoctéte dx
P /x4 + 16 ]

x> =t
/ X 2xdx = dt 1/ 1

dx 1 ==
x4 + 16 xdx=§dt 2/ t2+16

x4 =1t

2

1 t 1 X
=—arctg— = -arctg— +C
8 4 8 4

UzZijeme zpétnou substituci ¢ = x?. Hotovo.
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VT 4
Vypoctéte / —dx
x+1
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N é

Vypoc“:téte/ dx
x+1
Vx+1
1
/ © dx = [V 1~ dx
vx+1 vx+1

(/nitl"ni slozka je Vx + 1. Derivace této vnitini slozky je

(Vx+1) = %(x+ 1)71/2 = t_1

2 Ux+

=

Vyskyt této Clene

uvnitf integralu (a v soudinu) napovida, ze provést
x+1
\tuto substituci bude snadné.
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Vypoctéte /

Vx+1

x+1

dx

J

e\/x+l

vx+1

dX= ele;dX
x+1

Vx+1=t

Pouzijeme navrzenou substituci.

Integrace pomoci substituce.

©Robert Mafik, 2012
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N é

Vypoc“:téte/ dx
x+1
Vx+1=t
Vx+l 1 _
/e dx = [ eV 1 dx| 5 X+ldX—df
vx+1 vx+1 1
dx = 2dt
x+1

Najdeme vztah mezi diferencidly dx a df. Dostavame

l ! dx = dt
2\/)(+1

a tuto relaci vynasobime &islem 2.
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N é

Vypoététe/ dx
x+1
Vx+1=t
Va1 1 _
/e dx = [ eV 1 dx 2X+1dX—d1‘
vx+1 vx+1 1
dx = 2dt
X+1
=/ef2dt
Dosadime.
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Ve 4
dx
x+1

[Vypoététe /

Vx+1=t
Vx+1 1
1 — =
/e dx = e\/m—dx Zmdx dt
vx+1 vx+1 1
dx = 2dt
xX+1
=/ef2dt=29f

Zintegrujeme.
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N é

Vypoc“:téte/ dx
x+1
Vx+1=t
Vx+1 1
1 I =
/e dx = e\/m—dx Zmdx dt
vx+1 vx+1 1
dx = 2dt
xX+1

=/ef2dt=2ef =201, C

Uzijeme substituci t = \Vx + 1 k navratu k plvodni proménné. Hotovo.
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Vypodtéte / tg® x dx.
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[Vypoc“:téte /tg3 X dx.]

. 3
/tg3xdx=/Sln X dx
cos3 x

o RozepiSeme funkci tg x pomoci funkci sin x a cos x.

e Licha mocnina je i v Citateli, i ve jmenovateli. Vybereme si tu v Citateli.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

- 3 . 2
sin® x sin“x .
/tg3xdx=/ dx:/ sinx dx
cos3 x cos3 x

“Vytahneme” jednu mocninu funkce sin x z Citatele.

(<< <> o> | Integrace pomoci substituce. ©Robert Mafik, 2012


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(tan(x))^3;lang=cs

[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sin®x . 1-cos’x
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

Sudou mocninu pfevedeme na funkci cos x. UzZijeme identitu
sin® x + cos® x = 1.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1

Dosadime cos x = t.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1
—-sinxdx = dtf

Nalezneme vztah mezi diferencialy dx a dtf.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sin®x 1-cos’x
tg° xdx = dx = sinxdx = | —————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1
—-sinxdx = dtf
sinxdx = —dt

PrepiSeme vyraz sin x dx do novych proménnych.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sin®x 1-cos’x
tg° xdx = dx = sinxdx = | —————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =t 2
. 1-t
-sinxdx =df | = |-

dt
1‘3
sinxdx = —dt

Dosadime.
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[Vypoc“:téte /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x .
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =t L i 2_q
—-sinxdx = dt =/— dz‘=/ 7 dt

f3
sinxdx = —dt

Upravime
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[Vypoc“:téte /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x .
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1 1- 12 -1 1
—sinxdx = dt =/— _ dz‘=/ — dt=/?—t‘3dz‘

13 13
sinxdx = —dt

Protoze je jmenovatel jednoélenny, staéi vydélit Sitatele vyrazem 3.
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[Vypoc“:téte /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x .
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1 1- 12 -1 1
—sinxdx = dt =/— — dz‘=/ _ dt=/?—t‘3dz‘

13 13
sinxdx = —dt

1
=In|t| + St72
2

Nyni integrujeme pomoci vzorc(.
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[Vypoététe /tg3 X dx.]

3 sin® x sinx 1-cos’x .
tg° xdx = dx = sinxdx = | ————sinx dx
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =1 1-1 -1 1
—sinxdx = dt =/— — dz‘=/ _ dt=/?—t‘3dz‘

13 13
sinxdx = —dt

1 1
=Injt| + St2 =In|cos x|+ ——— +C
2 2cos? x

Po integraci provedeme néavrat k plvodni proménné a pfidame integra¢ni
konstantu.
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. v3x+2-1 4
Vypoctéte a1 dx.
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V3 x+2-1 ]
— dx.

Vypodtéte
yp / x+1

3x+2=1t°

x+1

/m_l

e Clen 3x + 2 je pod odmocninou. Uzijeme substituci, kterd umozni tuto

odmocninu odstranit.

e Budeme dosazovat 3x + 2 = t°.
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o [VExF2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1?
3dx =2tdt
/\/3X+2—1dX
x+1

Nalezneme vztah mezi dx a dt.
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vy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1

3x+2=1t°
3dx = 2tdt

/\/3X+2—1 dx:zz‘dz‘

—dx 3
x+1

Vyjadifime dx.

(<< <> o> | Integrace pomoci substituce. ©Robert Mafik, 2012


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(sqrt(3*x+2)-1)/(x+1);lang=cs

vy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t°
3dx = 2tdt
/\/3X+2—1dX dx:%z‘dz‘
x+1 1
Xx==(t*-2
5t -2)

Vyjadfime proménnou x.
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vy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1

3x+2=1t°

3dx = 2tdt

/\/3X+2—1dX dx:%z‘dz‘
x+1 1

x==(*-2

5 -2)

t=V3x+2

Pfichystame si zpétnou substituci. Vyjadfime ¢ pomoci x.
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vy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
V3x+2-1 dx:zz‘dz‘ t-1 2
— dx 3 = — =}
x+1 1 %(t2—2)+1 3
X ==(t?-2)
3
t=V3x+2

Provedeme substituci.
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. v3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
xX+1
3x+2="1?
3dx =2tdt
/\/3x+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
X+1 1 ft2-2)+1 3
X ==(t?-2)
3
t=V3x+2
=2/t_1-z‘dz‘
2+1
Upravime.

(<< <> o> | Integrace pomoci substituce. ©Robert Mafik, 2012


http://wood.mendelu.cz/math/maw/integral/integralx.php?(sqrt(3*x+2)-1)/(x+1);lang=cs

Yoy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
/\/3x+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
x+1 1 ft2-2)+1 3
x==(*-2)
3
t=V3x+2

2
=2/t"1 'z‘dz‘=2/t — Lt
2 +1 2+1

Pfevedeme na jeden zlomek.
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wpoctere [ L2221 dx.]
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
/\/3x+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
x+1 Tl i2-2)+1 3
1., 3
X ==(t"-2)
3
t=V3x+2
2
=2/ (-1 -tdt=2/t _tdz‘=2/1+_t_1dz‘
2+1 2+1 2+1
Vydélime
-t (E+D+(-t-1) e
2+1 2+1 - 2+1
(<< <> o> | Integrace pomoci substituce. ©Robert Mafik, 2012 B
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Yoy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
/\/3x+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
X+1 1 12-2)+1 3
X ==(t?-2)
3
t=V3x+2

2
=2/t"1 -tdt=2/t _tdz‘=2/1+_t_ldz‘
2 +1 2+1 2+1

=2/1— ! - L dt
2+1 t2+1

Ziskana funkce je zlomek, ktery pfed integrovanim rozdélime na soucet
zlomku, ktery ma v Citateli derivaci jmenovatele, a zlomku, ktery ma v Citateli
jen konstantu. Oba zlomky pak snadno zintegrujeme.
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vy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
/\/3X+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
x+1 1 Tl i¢z-2)+1 3
x==(*-2)
3
= V3x+2
2
=2/t_1-z‘dz‘=2/t_tdz‘=2/1+_t_1dz‘
2+1 2+1 2+1
t 1 1, ..
=2[1- - dt=2<t——ln|t +l|—arctgt>+C
2+1 t2+1 2

Integrace je jiz snadna. Uiijeme vztah

t 1 2t
—dt = dt = = Int2+1.
/t2+1 2/1‘2 ( )
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Yoy V3x+2-1 4
Vypoctéte | ——— dx.
x+1
3x+2=1t?
3dx = 2tdt
/\/3x+2—1dx dx=§z‘dz‘ _/ t-1 2
X+1 1 12-2)+1 3
x==(t?-2)
3
t=V3x+2

2
=2/t"1 -tdt=2/t _tdz‘=2/1+_t_1dz‘
2 +1 2+1 2+1

~2[1- - o
2+1 ?+1
=2V3x+2-In[3x + 3| - 2arctg V3x +2+C

1
dt=2<t—§ln|t2+1|—arctgz‘> +C

proménné x.
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1+vx-1
Vypoctéte / — dx

Funkce obsahuje odmocninu z linearniho vyrazu — zavedeme substituci na
odstranéni odmocniny.
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Vypoététe / % dx.]

x—-1=1¢

X

/1+\/X—l
—dx

Vyraz pod odmocninou je druha mocnina nové proménné.
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Vypoététe / % dx.]

x—-1=1¢
/1+\/X—ldx dx = 2t dt

X

Nalezneme vztah mezi diferencialy dx a df
e (x — 1) =1 (derivace podle x)

e (t?)' = 2t (derivace podle t)
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Vypoététe / % dx.]

x-1=t¢2

/1+\/)ﬁdx= dx = 2t dt
X x=1t"+1
x-1=t

Nalezneme x a Vx — 1 ze substituéniho vztahu.
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Vypoététe / % dx.]

x-1=¢
— — 2
/1+\/x Lo | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=1*+1 2+
x-1=t

Dosadime podle substituce.
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Vypoététe / % dx.]

x-1=t¢2
_ _ 2
/1+\/x 1, | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 24
x-1=t
2+1

Odmocnime #? a vytkneme konstantu pred integrél.
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Vypoététe / % dx.]

x-1=¢
- — 2
/1+\/x 1, | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 24
x-1=t
2
=2/1+t-tdt=2/idz‘
2 +1 2 +1

Pfevedeme na jeden zlomek — nasobime Citatele.
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Vypoététe / % dx.]

x-1=¢
- — 2
/1+\/x 1O|X= dx = 2t dt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 24
x-1=t
2
=2/u-tdt=2/idt=2/1+idt
2 +1 2 +1 2 +1

Vydélime ¢itatel jmenovatelem.
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Vypoététe / % dx.]

Xx—1=t?
- — 2
/1+\/x 1O|X= dx = 2t dt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 24
x-1=t
2
=2/u-tdt=2/idt=2/1+idt
2 +1 2 +1 2 +1

=2/1+ ot g
2+1 t2+1

Rozdélime zlomek na dva jednodussi.
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Vypoététe / % dx.]

x-1=¢
_ _ 2
/1+\/x 1, | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 12 +
x-1=t
2
=2/u-tdt=2/idt=2/1+idt
2+1 2+1 2+1
=2/1+l.i_ 1
22+1 t2+1

“Vytvofime” v Citateli derivaci jmenovatele pomoci multiplikativni konstanty 2. ]

©Robert Mafik, 2012
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Vypoététe / % dx.]

x-1=¢
_ _ 2
/1+\/x 1, | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=t*+1 12 +
x-1=t
2
=2/ﬂ-tdt=2/idt=2/1+idt
2+1 2+1 2+1
=2/1+1.i_ 1
22+1 t2+1

1
=2 [t+ Eln|t2+1|-arctgt]

r'(x)
)

Integrace pomoci substituce.

Zintegrujeme podle vzorcud a podle vztahu dx = In|f(x)).
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Vypoététe / % dx.]

Xx—1=t?
- — 2
/1+\/x 1, | dx=2tdt =/1+\/t_'2tdt
X x=1+1 2+
Vx-1=t

2
=2/1+t tdt =2 /idt=2/1+idt
2+1 2+1 2+1

=2/1+l.i_ 1
22+1 t2+1

1
=2 [t+ —In|t2+1|—arctgz‘]

2[\/ l+—|n|x| arctg Vx ] +C

Pouzijeme zpétnou substituci pro navrat k proménné x.
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5 Dalsi...

Jednotlivé metody je pochopitelné nékdy nutno kombinovat.
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'
Vypoctéte /arcsin X dx]
. ) 1
u=arcsinx U =
/arcsinxdx 1-x2
vi=1 V=x

1-x%=t
-2xdx = dt

_/;dx a
V1-x? xdx=—§d1‘

= xarcsinx — /(—%) % dt

= xarcsin x

= xarcsinx + Vt

=xarcsinx + V1-x2+C
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KONEC
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