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V tomto souboru jsou vysvétleny a na pfikladech s postupnym feSenim demonstrovany
zakladni integraéni metody. Ikonka & za integralem nacte integral do online aplikace na adrese

http://www.mendelu.cz/user/marik/maw, kterd umozni vypocet integralu, véetné
automatickych navrh(, jakou metodu zvolit.

1 Definice neurcitého integralu

(" Definice (neurcity integral, primitivni funkce). Bud’ / otevieny interval, f a F funkce definované)
na /. Jestlize plati

F'(x) = f(x) pro vSechna x €/, (1)

nazyva se funkce F primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurcity integral funkce f na intervalu
/. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

\_ Existuje-li k funkci f neur€ity integral na intervalu /, nazyva se funkce f integrovatelna nal. )

Primitivni funkce F(x) je vzdy spojita na /, plyne to z existence derivace.

Véta 1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kazdé spojité funkci existuje
neurcity integral.

Véta 2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném intervalu k dané funkci
urena jednoznacné, az na libovolnou aditivni konstantu. Presnéji, plati nasledujici:

e Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu /, plati totéZ i pro funkci G(x) = F(x) + ¢, kde ¢ € R je
libovolna konstanta nezavisla na x.

e Jsou-li F a G primitivni funkce k téze funkci f na intervalu /, liSi se obé funkce na intervalu / nejvySe
o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, Ze

Fx)=G(x)+c pro vSechna x € /.

Bohuzel, ne vzdy neurcity integral dokazeme efektivné najit. Zatimco problém nalezeni
derivace funkce slozené z funkci, které umime derivovat, spociva pouze ve spravné aplikaci
vzorcl pro derivovani, problém nalézt neuréity integral i k funkci tak jednoduché, jako je napfiklad
e je nefesitelny ve tfidé elementarnich funkci.
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2 Zakladni vzorce

Véta 3. Necht' f, g jsou funkce integrovatelné na /, ¢ necht je realné ¢islo. Pak na intervalu / plati
/f(x) +g(x)dx = /f(x) dx + /g(x) dx,
/cf(x) dx = c/f(x) dx.

Véta 4. Necht f je funkce integrovatelna na /.

Pak /f(ax + b)dx = %F(ax + b) |, kde F je funkce primitivni k funkci f na intervalu /. Plati pro ta

X, pro kterajeax + b e l.

Véta 5. Necht funkce f ma derivaci a nema nulovy bod na intervalu /. Potom na tomto intervalu

plati /M dx = In|f(x)||

f(x)
6 &
Najdéte /(2)( +3Vx + — —sinx +¢&*)dx.
X
4 6 . X
/= (2x+3\/)_(+—3—3|nx+e ) dx
X
=2/xdx+3/x%dx+6/x‘3dx—/sinxdx+/eXdX
2 5/4 -2
=2X—+3X—+6X——(—cosx)+e"+C
2 5/4 -2
=x2+ 2,8 _3 1 L cosx+er+C
5 X2
&

[Najdéte /tg X dx.]
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/=/tgxdx
=/smx dx
COS X

—-sinx
= - dx
CcoSs X

=_/(cosx) dx
cos X
= —In|cosx|+C
&
Najdéte / _X*2  ax
X2 +4x +5
/:/X—+2d)(
X2 +4x +5
1/ 2x +4
=— [ ————dx
2] x2+4x+5
1 (x* + 4x + 5)'
2] x2+4x+5
=%In(x2+4x+5)+C
&
Najdéte / X+5 .
X2 +4
/:/X+5dX
X2 +4
_/1 2x_ . _5
2x2+4 x2+4
—1In(X2+4)+51arct Xic
=2 2 43
1 s
Najdéte/ dx.
(x +6)3
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1
lz/(x+6)3 dx
=/(x+6)‘3dx
3 ()(+6)_2
=T
1
=——+C
2(x +6)2

Najdéte nasleduijici integrély. |

1 1
/ dx=§In|2x+5|+C

2x +5
/(ZJ—XPdX=/(2—1-X)_5dX
@-x)"* 1
=
:;+C
4(2 - x)4

/e‘*dx =-e*+C

/eSXdX = %eSX +C

Najdéte nasledujici integrély. |

/(e* +e)2dx = /(92" +2+ e ¥)dx

1 2x 1 -2
= = +2X—— X+ C
e X e
/sinxcosxdx = —;/sin(Zx)dx = —; . —; '(— COSZX) +C

/sin2 xdx = %/(1 - cos(2x)) dx = %[x - %sin(Zx)] +C

2 2
/X dx=/wdx=/x—1+ ! dx
X+ 1 X+ 1 X+ 1

2
=X?—X+In|x+1|+C

ry
[Najdéte / _X*5 dx.]

X2 —4x +9
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/=/ X+5 dx
X2 —-4x +9
3(2x — 4)+2+5
_/ X2 —4x +9
/1 2x -4 2+5
=[=- + dx
2 x2-4x+9 x2-4x+9
=1|n|X2—4X+9|+/ !
2 (x-22+5
=1In|x2—4)(+9|+7-larctgx_2-1
2 NG V5 1
=1In|X2—4X+9|+7-Larcth_2+C
2 V5 V5

3 Integrace per-partés

Véta 6. Necht funkce v a v maji derivace na intervalu /. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) - /u’(x)v(x) dx, (2)

pokud integral na pravé strané existuje.

Véta 6. Necht funkce v a v maji derivace na intervalu /. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) - /u’(x)v(x) dx, (3)

pokud integral na pravé strané existuje.
Dikaz:

(uv) =d'v+uv derivace sougdinu

/(uv)’ dx = /u’vdx + /uv’ dx zintegrovani a linearita integralu
uv = /u’vdx + /uv’ dx integrél odstrani derivaci
uv - /u’vdx = /uv’ dx algebraické uprava
Integraly typické pro vypocet metodou per-partés. P(x) je polynom.

/P(x)e‘”‘ dx,/P(x) sin(ax) dx,/P(x) cos(ax)dx,
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/P(x)arctg xdx, /P(x)ln’" xdx.

[Vypoététe /(x +1)- Inxdx]

/(x+ 1)Inxdx =

[Vypoététe / X sin x dx]

/x-sinxdx

&
.1
u=Inx u =—
X
vVi=x+1 V—X2+X
- 2
2 2
(X—+x>—/l<—+x>dx
2 X
2
X—+X Inx—/ 1x+1 dx
2 2
X2+X Inx 1 X2+X
2 2 2
2
<X—+X)Inx—1xz—x+c
2
&
u=x u =1
v =sinx V =—-C0SX
= —xcosx—/1 -(—cosx)dx
= —xcosx+/cosxdx
= —-XCosSx +sinx +C
&

Integrace per-partés
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[Vypoététe / (x = 2)-sin(2x) dx]

/(x - 2)sin(2x)dx =

. 1
v’ = sin(2x) V= 3 Ccos 2x

=(x-2)- (—%COS(ZX)) - /1 . (—%0032)() dx
= —%(x - 2)cos(2x) + %/cos 2x dx
= —%(x — 2)cos(2x) + % . % sin(2x) + C

= _%(x — 2)cos(2x) + %sin(ZX) +C

&
[Vypoététe /(x2 + 1)sinxdx]
u=x>+1 u =2x
/(x2+1)-sinxdx
v/ =sinx vV = —COSX
= —(x2+1)cosx+2/x-cosxdx
u=x u =1
v/ = Ccos x v = sinx
= —(x2 +1)cosx + z(xsinx—/sinxdx)
= —(X2+1)cosx+2<xsinx—(—cosx))
=(1-x%cosx +2xsinx +C
&
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[Vypoététe /(x2 +1)e™* dx.]

/(X2 +1)e ™ dx

u=x“+1 u =2x
v =e¥ v=-e"*
u=x u =1
—-(x®2+1)e ™™ + 2/)(9‘* dx
vVi=e™* v=-e*

-(x2 +1)e™*

+ 2<—xe‘X + /e‘X dx)

X2+ 1)e X +2(-xe ¥ —e¥) = —e¥(x? +2x + 3) + C,

&
[Vypoététe / x arctg x dx.]
u=arctgx U = L
B . T 14 x2 ) )
X 1 X
t =_arctgx - - | ———
/xarc gxdx 5 arctg x 2/1 5 dx
vi=x V= X
B 2
= X arctg x /
= a9X T3
= — arctgx - —<x - arctgx) +C.
&
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[Vypoététe / Inx dx]

u=Inx U =-
/1'Inxdx =x|nx—/1dx
v =1 V=x
=xlnx -x
=x(lnx-1)+C
&
Vypodtéte / In? x dx
u=1Inx u’=2|ﬂ
/1-In2xdx X =x|n2X—2/Inxdx
v =1 V=X
, 1
u=Inx u = -
X
v =1 V=x
=X|n2X—2<X|nX—/1dX>
=x|n2x—2<xlnx—x)
=xIn’x —=2xInx +2x +C
&
Najdéte / x3sin x dx.
u=x° 3x? 6x 6 0
/XSSinXdX=
v =sinx —COS X —-sinx coSs X sin x

= —x3cosx — (-3x%sin x) + 6x cos x — 65sinx

= (—x® + 6x) cos(x) + (3x? —6)sinx + C
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[Najdéte / (x® +2)e™* dx.]

/(x3 +2x)e ™ dx

u=x+2x 3x%+2 6x 6 0

-X -X -X -X

vV =e™" -e e -e e
= —(x®+2x)e™ - (3x%2 + 2)e ¥ + (-6x67¥) - Be~*

= - X(x3+2x +3x2 +2 + 6x + 6)

= —e*(x® +3x% + 8x + 8)

4 Integrace pomoci substituce.

Véta 7. Necht f(t) je funkce spojita na intervalu /, necht funkce ¢(x) ma derivaci na intervalu J a
plati ¢(J) = /. Potom na intervalu J plati

/f(CD(X))(P'(X) dx = /f(l‘)dt (4)

dosadime-li napravo f = @(x).

Schematicky: ‘ ®(x) = t‘ ‘qo’(x) dx = dt‘

Véta 8. Necht' f(x) je funkce spojita na intervalu /, necht funkce ¢@(t) ma nenulovou derivaci na
intervalu J a plati ¢(J) = /. Potom na intervalu / plati

/f(X) dx = /f(CD(f))CP'(T) dt, (5)

dosadime-li napravo t = @~ '(x), kde @' (x) je funkce inverzni k funkci @(x).

Schematicky: ‘ X = @(t) ‘ ‘ dx = @'(t) dt‘

- &
[VYDoététe / S'n()'(n X) dx]
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sin(In x)
| =

dx = /sin(ln x)l dx
X

Inx =t
1
—dx = df
X

= —-cost =-cos(lnx)+C

[Vypoététe / xe' dx.]

2
/xe1‘x dx

Vypoctéte dx
[ yp / x*+16 ]

1-x?=t

-2xdx = dt
1

dx = —=dt

x dx 2

1 t
-—|e'dt
2/

1 ¢

X
dx
/X4+16

x? =t

2xdx = dt 1
1

dx = —dt 2/

xdx = 5

x* =1t

8

2

8 4

Integrace pomoci substituce.

=/sinz‘dz‘

2 +16

1 t 1
= —arctgz=—arcth—+C
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e Vx+1
Vypoctéte / dx
VX +1

X +1

Vx+1=t

Nezs) 1
1 R =
/e dx=/em—dx 2/_X+1dx dt

Vx+1 Vx+1 1
dx =2dt

X+ 1

=/ef2dt=2ef=2em+c

&
[Vypoététe / tgsxdx.]
. 3 .2 2
/tgsxdx = / SN X x = / SN X sinxdx = /ﬂsinxdx
cos® x cos® x cos3x
cosx =1 12 -1 1
—sinxdx=dt | = | -——dt = | ——dt = | - —t3dt
. 3 t3 t
sinxdx = —dt
=In|t| + 11“2—In|cosx|+ +
- 2 2c0s2 x
ox V3x +2-1 4
Vypoctéte 1 dx.
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3x +2 =12
3dx = 2tdt
/\/3x+ —1 dx:%z‘dt _/ t-1 Etdt
X+ 1 1 B 1z-2)+1 3
X==(t"-2
5(t°-2)
=V3x+2
2
=2/t_1-z‘dt=2/t_tdz‘:2/1+_t_1dz‘
12 + 1 2 + 1 2 +1
t 1 1
=2[1- - dt =2(t - =In|t? + 1| - arctgt) + C
/ 2+1 2+1 ( 2| | g)
3x+2-1In|3x + 3| -2arctg V3x +2 + C
&
o x 1+vx-1
Vypoctéte de.
-1=1¢°
Z - 2
/1+_ \/x1dx= dx = 2t dt =/1+\/t_~2tdz‘
X X =1t +1 2 +1
x-1=t
2
=2/1+t-tdt=2/t+tdt=2/1+t_1dt
2 +1 2 +1 2 +1
1 2t 1
=21+ = - dt
/ 22+1 t2+1
=2[z‘+%|n|z‘2+1|—arctgt]
=2[\/x—1+%In|x|—arctg\/x—1]+C
5 Dalsi...

Jednotlivé metody je pochopitelné nékdy nutno kombinovat.

[Vypoététe / arcsin x dx]
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