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Budeme poditat integral funkce x + y na obdélniku Q.
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//Q(x+y)dxdy =/12[/03(x+y)dx] dy

Z obrazku uréime meze pro jednotlivé proménné. Budeme nejprve integrovat
podle y a potom podle x (ale Slo by to i naopak).
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//Q(x+y)dxdy=/12[/03(x+y)dx] dy=/12[X?2+xy]zdy
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//Q(x+y)dxdy=/2[/3(x+y)dx] d}/:/z[)(?2 +xy]zdy

/[2+3y +Oy]dy

Pouzijeme Newtonovu-Leibnizovu vétu.
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//Q(x+y)dxdy=/12[/03(x+y)dx] dy=/12[%2+xy]zdy

=/12[g+3y—(g+0y)]dy=/12<g+3}/>dy

Upravime
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//Q(x+y)dxdy=/12[/03(x+y)dx] dy=/12[)(?2 +xy]zdy
=/12[g+3y— (g+0y)]dy=/12<g+3y) dy
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Integrujeme podle y
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//Q(x+y)dxdy=/12[/03(x+y)dx] dy=/12[)(?2 +xy]zdy
=/12[g+3y— (g+0y)]dy=/12<g+3y) dy

[reo5li-52re - Grog

Pouzijeme Newtonovu-Leibnizovu vétu.
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//Q(x+y)dxdy=/12[/03(x+y)dx] dy=/12[)(?2 +xy]zdy
=/12[g+3y— (g+0y)]dy=/12<g+3y) dy
- [prro5] =5 203~ (ro
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Hotovo.
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y // 2y dx dy
Q

Mame vypoditat // 2y dx dy kde mnozina Q lezi v prvnim kvadrantu, shora
Q

je ohrani¢ena jednotkovou kruznici x* + y? = 1 a zdola pfimkou x +y -1 = 0.

[ << I < [ > >0 | ©Robert Mafik, 2009 B



y //QZydxdy:/ (/ 2ydy) dx

0 N

xX2+yP=1=y=V1-x2

X+y-1=0=>y=1-x

Budeme integrovat nejprve podle y (v proménnych mezich) a potom podle x
(v pevnych mezich).
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Meze pro x jsou patrné z obrazku.
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Stanovime meze pro y. UvaZujeme libovolnou hodnotu x mezi X, @ X ax @
hledame omezeni pro y.
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Hodnoty y zaéinaji na pfimce a konéi na kruznici. Rovnice pfimky tedy bude
dolnim a rovnice kruznice hornim omezenim na y.
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y // 2ydxdy = / /V1 X22ydy dx
Q 1

[ e
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y // 2ydxdy = / /V1 X22ydy dx
Q 1

[ e
=/01([1 —x2 = (1= x]) dx
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y // 2ydxdy = / /V1 X22ydy dx
Q 1

[ e
=/01([1 —x2 = (1= x]) dx

= 1 1-x2-(1-2x+x?))dx
A )
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Hotovo. I
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¥ // x dx dy
Q

~

-
e Budeme pocitat integral [| x dx dy pfes ¢ast jednotkového kruhu, ktera
lezi v prvnim kvadrantu.
o Protoze integra¢ni obor je ¢ast kruhu, zda se byti vhodné pfejit do po-
larnich souradnic.
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d /Lxdxdy:[(/fﬁ)fsﬁl\r/ d¢)dr

funkce Jakobian

Q
| X
3
re(0,1]
T
¢>e[0,§]

e Meze pro r a ¢ jsou konstanty.
e Za x dosazujeme podle transformaénich vztah(l x = r cos ¢.

o Pridame Jakobian, ktery je v polarnich soufradnicich roven r.
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//Qxdxdy=/o<0 rcos ¢ \r/ ddb)dr

N, e’

funkce Jakobian
1 z
= / [rzsin (;b] “dr
0 0
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Integrujeme pres @.

/coscpd(;b =sing
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//Qxdxdy_/o<0 rcos @ \r/ ddb)dr

funkce Jakobian

= /01 [rzsinqb]fdr

Q =/1 [rzsing—rsinO] dr
0

re(0,1]
cpe[o,g]

Pouzijeme Newtonovu-Leibnizovu vétu.
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¥ // xdxdy—/1</% rcos¢ r ddb)dr
Q 0 Vo N—— v
funkce Jakobian
U 4
rzsinqb]zdr
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12 sin g —rsin 0] dr
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:rz] dr

Upravime.
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i flrever=[([ oo o o)

funkce Jakobian

1. 4
=/ rzsinq,')]zdr
ot 0
Q o .
-/O_r smE—rsmO]dr
1
] T =/ rz]dr
re(0,1] °.
pelo 1] - [5].
"9 “13lo

Integrujeme pres r.
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d //Qxd)(dy=/o1
. ),
— 9 X =
re(0,17][
¢ €0 3]

(/0g rcosd)\r/dcp)dr

funkce Jakobian

12 sin (;b] > dr
! 0

12 sin g —rsin 0] dr

¢ Pouzijeme Newtonovu-Leibnizovu vétu a upravime.

e Hotovo.
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V kartézskych soufadnicich:

A //Qxdxdy=/01</omxdy>dx

=/01 [xy];/mdx

]
Q =/X\/1—X2dX
0

= substituéni metodou ...

Y

Pro srovnani ukazme vypocet v kartézskych soufadnicich
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KONEC
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