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Budeme počítat integrál funkce x + y na obdélníku Ω.
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Z obrázku určíme meze pro jednotlivé proměnné. Budeme nejprve integrovat
podle y a potom podle x (ale šlo by to i naopak).
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Použijeme Newtonovu-Leibnizovu větu.
⊳⊳ ⊳ ⊲ ⊲⊲ c©Robert Mařík, 2009 ×



3

1

2

x

y

Ω

∫ ∫

Ω

(x + y) dx dy =

∫ 2

1

[∫ 3

0
(x + y) dx

]

dy =

∫ 2

1

[x
2

2
+ xy

]3

0
dy

=

∫ 2

1

[9
2
+ 3y −

(0
2
+ 0y

)]

dy =

∫ 2

1

(9
2
+ 3y

)

dy

=
[9

2
y + 3

y
2

2

]2

1
=

9
2
· 2 + 3 · 4

2
−
(9

2
+ 3 · 1

2

)

= 9 + 6 − 6 = 9

Upravíme
⊳⊳ ⊳ ⊲ ⊲⊲ c©Robert Mařík, 2009 ×



3

1

2

x

y

Ω

∫ ∫

Ω

(x + y) dx dy =

∫ 2

1

[∫ 3

0
(x + y) dx

]

dy =

∫ 2

1

[x
2

2
+ xy

]3

0
dy

=

∫ 2

1

[9
2
+ 3y −

(0
2
+ 0y

)]

dy =

∫ 2

1

(9
2
+ 3y

)

dy

=
[9

2
y + 3

y
2

2

]2

1
=

9
2
· 2 + 3 · 4

2
−
(9

2
+ 3 · 1

2

)

= 9 + 6 − 6 = 9

Integrujeme podle y

⊳⊳ ⊳ ⊲ ⊲⊲ c©Robert Mařík, 2009 ×



3

1

2

x

y

Ω

∫ ∫

Ω

(x + y) dx dy =

∫ 2

1

[∫ 3

0
(x + y) dx

]

dy =

∫ 2

1

[x
2

2
+ xy

]3

0
dy

=

∫ 2

1

[9
2
+ 3y −

(0
2
+ 0y

)]

dy =

∫ 2

1

(9
2
+ 3y

)

dy

=
[9

2
y + 3

y
2

2

]2

1
=

9
2
· 2 + 3 · 4

2
−
(9

2
+ 3 · 1

2

)

= 9 + 6 − 6 = 9

Použijeme Newtonovu-Leibnizovu větu.
⊳⊳ ⊳ ⊲ ⊲⊲ c©Robert Mařík, 2009 ×



3

1

2

x

y

Ω

∫ ∫

Ω

(x + y) dx dy =

∫ 2

1

[∫ 3

0
(x + y) dx

]

dy =

∫ 2

1

[x
2

2
+ xy

]3

0
dy

=

∫ 2

1

[9
2
+ 3y −

(0
2
+ 0y

)]

dy =

∫ 2

1

(9
2
+ 3y

)

dy

=
[9

2
y + 3

y
2

2

]2

1
=

9
2
· 2 + 3 · 4

2
−
(9

2
+ 3 · 1

2

)

= 9 + 6 − 6 = 9

Hotovo.
⊳⊳ ⊳ ⊲ ⊲⊲ c©Robert Mařík, 2009 ×



10
x

y

xmin = 0,
xmax = 1,
ymin = 1 − x,

ymax =
√

1 − x2

∫ ∫

Ω

2y dx dy =

∫

0

1
(∫

1−x

√
1−x2

2y dy
)

dx

=

∫ 1

0

([

y2
]
√

1−x2

1−x

)

dx

=

∫ 1

0

([

1 − x2 − (1 − x)2
])

dx

=

∫ 1

0

(

1 − x2 − (1 − 2x + x2)
)

dx

=

∫ 1

0

(

2x − 2x2
)

dx

=
[

x2 − 2
3
x3

]1

0

= 1 − 2
3

=
1
3Máme vypočítat

∫ ∫

Ω

2y dx dy kde množina Ω leží v prvním kvadrantu, shora

je ohraničena jednotkovou kružnicí x2 + y2 = 1 a zdola přímkou x+ y − 1 = 0.
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Budeme integrovat nejprve podle y (v proměnných mezích) a potom podle x

(v pevných mezích).
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• Budeme počítat integrál
∫ ∫

x dx dy přes část jednotkového kruhu, která

leží v prvním kvadrantu.

• Protože integrační obor je část kruhu, zdá se býti vhodné přejít do po-
lárních souřadnic.
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• Meze pro r a φ jsou konstanty.

• Za x dosazujeme podle transformačních vztahů x = r cosφ.

• Přidáme Jakobián, který je v polárních souřadnicích roven r .
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Integrujeme přes φ. ∫

cosφdφ = sinφ
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dφ
)

dr

=

∫ 1

0

[

r2 sinφ
] π

2

0
dr

=

∫ 1

0

[

r2 sin
π

2
− r sin 0

]

dr

=

∫ 1

0

[

r2
]

dr

=
[ r

3

3

]1

0
=

1
3
− 0

3
=

1
3

Integrujeme přes r .
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y

1
x

Ω

r ∈ (0,1]

φ ∈ [0,
π

2
]

∫ ∫

Ω

x dx dy =

∫ 1

0

(∫ π
2

0
r cosφ
︸ ︷︷ ︸

funkce

r
︸︷︷︸

Jakobián

dφ
)

dr

=

∫ 1

0

[

r2 sinφ
] π

2

0
dr

=

∫ 1

0

[

r2 sin
π

2
− r sin 0

]

dr

=

∫ 1

0

[

r2
]

dr

=
[ r

3

3

]1

0
=

1
3
− 0

3
=

1
3

• Použijeme Newtonovu-Leibnizovu větu a upravíme.

• Hotovo.
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y

1
x

Ω

V kartézských souřadnicích:

∫ ∫

Ω

x dx dy =

∫ 1

0

(∫
√

1−x2

0
x dy

)

dx

=

∫ 1

0

[

xy
]
√

1−x2

0
dx

=

∫ 1

0
x
√

1 − x2 dx

= substituční metodou . . .

=
[

−1
3

(1 − x2)
3
2

]1

0

= −1
3

(0)
3
2 −

(

−1
3

(1)
3
2

)

=
1
3

Pro srovnání ukažme výpočet v kartézských souřadnicích
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KONEC
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