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1 LDR druhého radu
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(" Definice (linearni diferencialni rovnice druhého fadu). Budte p, g a f funkce)
definované a spojité na intervalu /. Diferencidlni rovnice

y'+px)y +qx)y = f(x) (L2)

se nazyva linearni diferencidlni rovnice druhého fadu (zkracené LDR druhého
radu). Resenim rovnice (nebo té2 integrdlem rovnice) na intervalu / rozumime
funkci, ktera ma spojité derivace do fadu 2 na intervalu / a po dosazeni identicky
spliiuje rovnost (L2) na /. Uloha nalézt feseni rovnice, které splfiuje v bodé

Xy € | pocatecni podminky

y(XO) =Yo. (P2)
y'(x0) = ¥q.

kde y, a y; jsou realna Cisla, se nazyva pocatecni uloha (Cauchyova uloha).
\_Reseni podateéni lohy se nazyva partikuldrni feseni rovnice (L2). 4

Poznamka 1 (existence a jednoznacnost). Kazda pocateéni uloha pro rovnici (L2)
ma feSeni, které je uréeno jednoznacné a toto feseni je definované na celém in-

tervalu /.
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Definice (obecne reseni). VSechna feSeni LDR druhého fadu (L2) Ize vyjadrit
ve tvaru obsahujicim dvé nezavislé konstanty C,, C, € IR. Takovyto pfedpis se
nazyva obecné reseni rovnice (L2).

Poznamka 2 (operatorova symbolika). Podobné jako linearni diferencialni rovnice
prvniho fadu, i zde ¢asto pravou stranu rovnice ¢asto zkracujeme do tvaru L[y](x).
Definujeme-li tedy

LIyl(x) = y"(x) + p(x)y'(x) + q(x)y (x), (1)

je timto pfedpisem definovan operator, ktery kazdé dvakrat diferencovatelné funkci
pfifazuje levou stranu rovnice (L2). Rovnici (L2) je potom mozno zapsat ve tvaru

Lly] = f(x).

Definice (specialni typy LDR druhého radu). Plati-li v rovnici (L2) f(x) = O
pro v8echna x € /, nazyva se rovnice (L2) homogenni, v opaéném pfipadé
nehomogenni. Jsou-li koeficienty p(x) a g(x) na intervalu / konstantni funkce,
nazyva se (L2) rovnice s konstantnimi koeficienty.
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Poznamka 3 (trividlni feSeni). Funkce y(x) = 0 je feSenim homogenni LDR 2.
fadu vzdy, bez ohledu na tvar koeficientl p, g. (Ovéifte sami dosazenim.) Toto
feSeni nazyvame trivialni feseni rovnice (L2).

Definice (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDR
(L2) pravou stranu (tj. funkci f) nulovou funkci obdrzime rovnici

y" +pXx)y' +qx)y = 0. 2)

Tato rovnice se nazyva homogenni rovnice asociovana s rovnici (L2).
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Véta 1 (linearita a princip superpozice). Operator (1) zachovava linearni kombinaci
funkci, 1. pro libovolné dvé funkce y, a y, a libovolné realné konstanty C, a C, plati

L[C1y1 + Cayp] = CyLys] + ColLlya). (©)
Jako specialni pfipad vztahu (3) dostavame implikace

Lly,] =0alLllys] =f(x) = Llyy + yo] = 0+ f(x) = f(x),
Llys] = Lly.] = f(x) = Ly -yl =1f(x)-f(x)=0,
Ly =Lly,]=0 = L[Ciy; +Coy,] =C1-0+C,-0=0,

e Soucet feSeni zadané nehomogenni a asociované homogenni LDR je feSe-
nim dané nehomogenni rovnice.

e Rozdil dvou feSeni nehomogenni LDR je fe$enim asociované homogenni
rovnice.

o Kazda linearni kombinace dvou feSeni homogenni LDR je opét feSenim této
rovnice.
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2 Homogenni LDR, linearni nezavislost a wronskian

V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého fadu, {j. rovnici (2)

y"+pXx)y +qg(x)y =0,

kterou mizeme zkracené zapsat jako L[y] = 0, kde operator L je linearni
diferencialni operator druhého fadu definovany vztahem (1).
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Motivace. Budeme pFedpokladat ze funkce y,(x) a y,(x) jsou obé feSenimi a
budeme hledat podminky, za kterych je funkce

y(x) = C1y4(x) + Coyn(x)

obecnym feSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavame
y'(x) = Cyy1(x) + Coy,(x)

a dosazeni pocatecnich podminek y(a) = G, y'(a) = y vede k nasledujici
soustave linearnich rovnic s neznamymi C,, C,

B = Cyy1(a) + Coys(a),
Y = Ciyi(a) + Coyy(a).

Jak je znamo z linearni algebry, tato soustava ma pravé jedno fedeni pro
libovolnou volbu &isel B, y pravé tehdy, kdyz matice soustavy, tj. matice
(Y1 (@) yo(a)

vi(@) y(a)
determinant je nenulovy a to nastane praveé tehdy kdyz jeden sloupec neni
nasobkem druhého. Timto motivujeme nasledujici definice.

) , je regularni. Tato matice je reguléarni pravé tehdy, kdyz jeji
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(" Definice (linearni (ne-)zavislost funkci). Budte y; a y, funkce definované na)
intervalu /. Rekneme, Ze funkce y, a y, jsou na intervalu / linedrné zavislé,
jestlize jedna z nich je na intervalu / nasobkem druhé, {j. jestlize existuje realné
Cislo k € R s vlastnosti

V1(x) = ky,(x) pro v8echna x € /,

nebo
Vo(X) = kyq(x) pro vSechna x € /.

V opacéném pfipadé fikame, ze funkce y,, y, jsou na intervalu / linedrné neza-
\_Vislé.

[ Definice (wronskian). Budte y,(x) a y,(x) dvé libovolna feSeni homogenni]
rovnice (2). Wronskidnem funkci y;(x), y»(x) rozumime determinant

y1(X)  Yo(x)

Yi(x) yy(x) = Y1)y, (X) = y; (x)y2(x). (5)

Wlys. ¥o1(x) = |
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Véta 2 (linearni (ne)zavislost). Bud'te y,(x) a y,(x) dvé feSeni rovnice (2) na in-
tervalu /. Tato Fedeni jsou linearné nezavisla pravé tehdy kdyz je jejich wronskian
rlzny od nuly na intervalu /.

Véta 3 (obecné feseni homogenni LDR). Jsou-li y; a y, dvé netrividlni linearné
nezavisla feSeni rovnice (2) na intervalu /, je funkce y definovana vztahem

y(x,Cy, Cp) = Cyyy(x) + Cayp(X), CieR CyeR, (6)

obecnym feSenim rovnice (2) na intervalu /.

Definice (fundamentalni system feseni). Dvojici funkci y; a y, z pfedchozi véty
nazyvame fundamentalni systém reseni rovnice (2).

Funkce y,(x) a y»(x) jsou jakékoliv linedrné nezavislé funkce splfiujici danou
diferencialni rovnici. Pro rovnici

y'-y=0
Ize volit napfiklad y, = e*, y, = e™*, aleinaopak y;, = e™* a y, = e* nebo tfeba i

y; = e+ e ay, = 3e™*. Fundamentalni systém tedy neni uréen jednoznacné.
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3 Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty

Abychom vyfesili homogenni LDR druhého fadu, staéi tedy nalézt dvé lienarné
nezavisla feseni. Nalezeni analytického tvaru téchto funkci pomoci koeficient(
rovnice, jejich integralt a béznych matematickych operaci je véak mozné jenom

v nékterych specialnich pfipadech. Jednomu z téchto pfipadi se budeme vénovat
v nasledujici kapitole. Ukazeme si, ze pokud jsou koeficienty rovnice realna ¢&isla,
je mozné rovnici vyfesit snadno, vyuziti aparatu ktery jste znali jiz pfed nastupem
na vysokou Skolu.
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Budeme studovat rovnici tvaru
y'+py' +qy =0, (LH2)
kde p, g € R. VSimnéme si nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé

strany rovnice y = ¥, kde z je redIné ¢islo, po vypoctu derivaci a po vytknuti
faktoru e?* ziskavame

y" +py' +qy =e¥(z%+pz +q).

Protoze exponencialni faktor na pravé strané je vzdy nenulovy, bude vyraz na
pravé strané roven nule pokud bude spinéna podminka

Z22+pz+q=0. (7)

Pouze v tomto pfipadé bude uvazovana funkce fedenim rovnice (LH2).

Definice (charakteristicka rovnice). Kvadraticka rovnice (7) s neznamou z se
nazyva charakteristickd rovnice pro rovnici (LH2).
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Véta 4. Uvazujme DR (LH2) a jeji charakteristickou rovnici (7).

e Jsou-li z{, z, € IR dva rdzné realné kofeny charakteristické rovnice (7), defi-
nujme ‘ y; = e ‘a‘yg = g%* |

e Je-li z; € IR dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice (7), definujme
‘y1 =e"”

a‘y2 = xe’*|.

e Jsou-liz;, = a + /B ¢ R dva komplexné sdruzené kofeny charakteristicke
rovnice (7), definujme ‘ y1(x) = e? cos(Bx) ‘ a ‘ Vo(x) = e sin(Bx) ‘

Potom obecné feSeni rovnice (LH2) je

y(x,Cy. Cp) = Cyy4(x) + Coyp(X), CieR, CreR
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

ZZ+1=0 =

Sestavime charakteristickou rovnici. . .
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 72 = 1 =

...a vyfesime ji.

[ << I <1 > I o> | Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty ©Robert Marik, 2009



Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]
2 _

ZZ+1=0 = 7%= -1 = +V-1 =%/

Resenim jsou dvé komplexné sdruzena &isla.
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

22+41=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Y1(x) = sinx
Yo(x) = cos x

(Redlna &ast kofenti charakteristické rovnice je a = 0, imaginarni ¢ast je g = 1. )
Fundamentalni systém feseni je

Y1(x) = e? cos(Bx)

Vo(x) = €7 sin(Bx).
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
. X) =sinx
Fundamentalni systém: {’V1( )
Yo(x) = cos x

Ziskali jsme fundamentalni systém. ..
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, C{,C,eR

...a mlZeme napsat obecné feseni. Obecnym feSenim je obecna linearni
kombinace funkci tvoficich fundamentalni systém.
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, Ci,C, eR

y'(x) =C,cosx — C,sinx

nyni budeme pracovat s po¢ate¢ni podminkou. Nalezneme y'...
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

22+1=0 = 72 = -1 = 22 = 2\/-1=%i
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C;sinx + C,cos X, Ci.C,eR

y'(x) =C,cosx — C,sinx

1=C,sin0+ C,cos0

...adosadime za y...
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, Ci,C, eR

y'(x)=Cycosx —C,sinx

1=C,sin0+ C,cos0
-1=C,cos0-C,sin0

...azay'.
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, Ci,C, eR

y'(x) = C,cosx — C,sinx

1=C,;sin0+ C,cos0

Co=-1, Cp=1
—1:C1COSO—C2Sin0}=> ! 2

Obdrzeli jsme soustavu linearnich rovnic, kterou vyfeSime.

[ << I <1 > I o> | Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty ©Robert Marik, 2009



Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, Ci,C, eR

y'(x) =C,cosx - C,sinx

1=C,sin0+C,cos0
1 2 }=>C1

=-1, C,=1
-1=C,c0s0-C,sin0 2

Reseni PU: y(x) = —sinx + cos x

A koneéné pouzijeme vypoctené hodnoty C, a C, v obecném feSeni. Tim
ziskame obecné feSeni pocatecni ulohy.
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Reste pos. tlohu  y”" +y =0 y(0)=1,y'(0) = _1_]

Z2+1=0 = 22 =1 = 22=x\-1=xi
Fundamentaini systém: 4 71 (x) = sinx

Yo(x) = cos x
Obecné feseni: y(x) = C, sinx + C, cos x, Ci,C, eR

y'(x) = C,cosx — C,sinx

1=C,sin0+C,cos0
1 2 }=>C1

=-1, C,=1
-1 =C,c0s0-C,sin0 2

Reseni PU: y(x) = —sinx + cos x

Hotovo!
[ < I < > I > |
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.

472 +4z+1=0

Sestavime charakteristickou rovnici. . .
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
422 +4z+1=0

—4+\/42 4.4

Zyo = 54

(..a vyfesime ji. Pro feSeni kvadratické rovnice
az’Z+bz+c=0

pouzivame vzorec

2a

.
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
422 +4z+1=0

_—41\/42_441 -410

412 = 24 -8

Upravime.
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
422 +4z+1=0

-4 \42_441 -4+0 1

Zyp = 54 =3 -3 ... dvojnasobny kofen

C . . i S 1
Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny kofen z, , = ~3
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Reste DR 4y” +4y' +y = 0.
422 +4z+1=0

41 \/42_441 -4:0 1

Zyp = 54 =3 -3 ... dvojnasobny kofen

Yi=e¢e"
Yo = xe-

Ml

Fundamentaini systém:

NI

V pfipadé dvojnasobného kofene z charakteristické rovnice je fundamentalni
systém tvoren funkcemi

yilx) = e, yo(x) = xe
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
422 +4z+1=0

41 \/42_441 -4:0 1

= = ——...dvojnasobny kofen
12 24 8 p Y Y
Fundamentéini systém: h=er®
Yo = Xe 2
X X
Obecné feSeni: y(x) = C,e72 + C,xe™ 2 ,C1,C, €R

Obecné fesSeni je linearni kombinaci funci z fundamentalniho systému fesSeni.
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Reste DR 4y” +4y' +y =0.
422 +4z+1=0

41 \/42_441 -4:0 1

Zyp = 54 =3 -3 ... dvojnasobny kofen

yi=e
Yo =xe"

Mlx

Fundamentaini systém:

X
2

Obecné feseni: y(x) = C,e”2 + C,xe™2 = e 2(C; + C,x), Cy,Cp € R

Upravime obecné feSeni. Hotovo!
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

Rovnice je linearni homogenni druhého fadu. Sestavime nejprve
charakteristickou rovnici.
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Reste DR y" + 4y’ +29y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

5 -4+ v16-4.1.29
12 =
' 21

/ﬁeéenl’m rovnice
az’+bz+c=0
jsou Cisla ktera obdrzime ze vzorce
_ —b+Vb?-4ac

12 — 2a
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

5 -4+v/16-4129 -4+ v-100
12 = =
' 21 2

Upravime ...
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Reste DR y" + 4y’ +29y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

_ —4+/16-4129 -4 /-100

2112— 21 2 = —2:i:5/

...a najdeme feseni charakteristické rovnice. pouzijeme skute¢nost, ze

V=100 = V100V/=1 = 10/=1 = 10/.
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Reste DR y" + 4y’ +29y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 10.]

Z2+47z+29=0
-4+ /16 -4.1.29 -4+ v/-100
Zip = =
21 2
¥1(x) = e cos(5x) Yo(X) =€

=-2+5/

~2Xsin(5x)

Z kofenu charakteristické rovnice sestavime fundamentalni systém feseni.
Realna ¢ast kofen(ll je @ = -2, imaginarni je § = 5. Fundamentalni systém je
tvofen funkcemi

y1(x) = ™ cos(Bx) a yu(x) = ™ sin(Bx).
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

-4+ V16 -4.1.29 -4+ v/-100
Zip = =
21 2
y1(x) = €72 cos(5x) Vo) = e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e~%* cos(5x) + C,e % sin(5x)

Obecné fesSeni je linearni kombinaci funkci z fundamentéalniho systému feseni.
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Reste DR y" + 4y’ +29y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

-4+ V16 -4.1.29 -4+ v/-100
Zip = =
21 2
y4(x) = 672" cos(5x) Yo(x)=e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e7?* cos(5x) + C,e>  sin(5x)
y'(x) =C4 [-2e72* cos(5x) — 56~ sin(5x)|
+ C,[-2672" sin(5x) + 562" cos(5x)]

Vypocéteme derivaci y’. Musime pouzit pravidlo pro derivaci souéinu

(uv) =u'v +uv'.

P¥i derivovani e 2* a sin(5x) pouzijeme pravidlo pro derivaci sloZzené funkce.
|
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

5 -4+ /16 -4.1.29 -4+ v/-100
12 = =
’ 21 2

y1(x) = 7% cos(5x) Yalx) = e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e7?* cos(5x) + C,e >  sin(5x)
y'(x) =C4 [-2e72* cos(5x) — 56~ sin(5x)|
+ C,[-2672" sin(5x) + 562" cos(5x)]

‘O=C1+002 ’

Dosadime za y...
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

5 -4+ /16 -4.1.29 -4+ v/-100
12 = =
’ 21 2

y1(x) = 7% cos(5x) Yalx) = e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e7?* cos(5x) + C,e>  sin(5x)
y'(x) =C; [-267®" cos(5x) — 56~ sin(5x)]
+ C,[-2e7?" sin(5x) + 567> cos(5x)]

0 = C1 +002
10 = —201 +5C2

...azay'.
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

-4+ V16 -4.1.29 -4+ v/-100
Zip = =
21 2
y1(x) = €72 cos(5x) Vo) = e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e7?* cos(5x) + C,e>  sin(5x)
y'(x) =C4 [-2e72* cos(5x) — 56~ sin(5x)|
+ C,[-267%" sin(5x) + 562" cos(5x)]

‘0=C1+002 = C, =0, Cp=2
1=0, 0=

10 = —201 + 502

VyfeSime soustavu rovnic pro C, a C,.
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Reste DR y” +4y' +29y = 0, y(0) = 0, y/(0) = 10.]

Z2+47z+29=0

-4+ V16 -4.1.29 -4+ v/-100
Zip = =
21 2
y1(x) = €72 cos(5x) Vo) = e

=-2+5/

~2Xsin(5x)

y(x) =C,e72* cos(5x) + C,e>  sin(5x)
y'(x) =C4 [-2e72* cos(5x) — 56~ sin(5x)|
+ C,[-2672" sin(5x) + 562" cos(5x)]

‘0=C1+002 =C, =0, Cp=2
1=0, 0=

10 = —201 + 502

¥,(x) = 267 sin(5x)

Dosadime vypoctené hodnoty koeficientt C, a C,. hotovo!
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4 Nehomogenni LDR

y'+py' +qy =f(x) (L2)

Véta 5 (dlsledek principu superpozice). Soucet libovolného partikularniho feseni
nehomogenni linearni diferencialni rovnice a obecného feSeni asociované homo-
genni rovnice je obecnym feSenim pavodni nehomogenni rovnice
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Jak najit partikularni reSeni?

e Metoda variace konstant — podobna jako u LDR prvniho fadu. Konstanty
v obecném feSeni nahradime funkcemi, které jsme schopni najit (po vyredeni
soustavy rovnic a dvoji integraci).

e Metoda kvalifikovaného odhadu — pokud je prava strana do jisté miry speci-
alni, je mozno partikularni feSeni uhodnout. Napfiklad jednim z feSeni rov-

nice

y'+y=6
je zcela jisté funkce y(x) = 6. (Vidime pfimo po dosazeni.) Obecné feSeni je
tedy

y(x) =Cycosx + C,sinx +6

Je-li prava strana rovnice polynom, exponencialni funkce nebo sinus &i ko-
sinus (pfipadné soucin ¢i soucet uvedenych funkci) je mozno odhadnout
“hruby tvar” partikularniho feSeni (az na néjaké konstanty) a tento potom
pouze jemné “doladit” tak, abychom obdrzeli skute&né feSeni nasi rovnice.
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5 Odhad partikularniho reseni

Véta 6 (odhad partikularniho feSeni). Necht prava strana rovnice (L2) ma tvar
f(x)=e" (P,,(X) cos(Bx)+Q,,(x) sin(,Bx)), kde P,(x) je polynom stupné na @, (x)
je polynom stupné m.

e Oznaéme k = max{n, m} vétsi ze stupnll obou polynomi. Pokud néktery z
polynom( na pravé strané nefiguruje, dosazujeme za jeho stupefi nulu.

e Uvazujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogenni rovnici, {j.
rovnici (7). Pokud (obecné komplexni) €islo a + /3 neni kofenem této rovnice,
polozme r = 0. Pokud je €islo a + i@ jednoduchym kofenem této rovnic,
polozme r = 1 a pokud dvojnasobnym, polozme r = 2.

Partikularni feSeni je mozno nalézt ve tvaru
Yp(x) = €7 x" (ﬁk(x) cos(Bx) + ak(x) sin(ﬁx)), (8)

kde ,Bk(x) a CA)k(X) jsou polynomy stupné nejvyse k. Tyto polynomy je mozno najit
metodou neurcitych koeficientl bez pouziti integrovani.
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Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

Mame za ukol fesit linearni nehomogenni rovnici druhého fadu.
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Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

Redte DR " — 4y = ¥&<1. ]

yn_4y=0

Budeme uvaZzovat nejprve asociovanou homogenni rovnici.
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Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

Reste DR " — 4y = x&=1. ]

yu_4y=0
22—4=O = 21,2=:|:2

Sestavime charakteristickou rovnici a vyfeSime ji.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

Redte DR " — 4y = ¥&<1. ]

y" —_ 4y = 0 = -yOH = C1 92X + 029_2)(
22—4=0 = Z1,2=:|:2

Z kofenu charakteristické rovnice uréime fundamentalni systém feSeni a obecné
feSeni homogenni rovnice.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

y" —_ 4y = 0 = yOH = C1 92X + 029_2)(
22—4=0 = Z1,2=:|:2
y,=ax®+bx+c

Budeme postupovat podle navodu a hledat partikularni feSeni, které je
kvadratickou funkci. Nejobecnéjsi mozna kvadraticka funkce je y = ax® + bx + c.
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Reste DR @-4;/ =x2 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

yu _4y =0 = You = C1e2x +029_2X
22—4=0 = Z1,2=:|:2
y,=ax®+bx+c = Yp=2ax+b = y, =2a

Hledame hodnoty parametrud a, b a c tak, aby tato funkce byl feSenim zadané
rovnice. Abychom mohli do rovnice dosadit, je nutno vypoéitat druhou derivaci.
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Navod: partikularni feSex{ hledejte jako kvadratickou funkci.

Reste DR y" - 4y = x? - 1. ]

2x -2x

y'-4y=0 = yo=
22—4=0 = Z1,2=:|:2
yy=ax®+bx+c =

Vratime se k zadané rovnici.
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Navod: partikularni feSex{ hledejte jako kvadratickou funkci.

Reste DR y" - 4y = x? - 1. ]

V' -4y =0 = you =\ +Ce7¥
22—4=0 = Z1,2=:|:2
yy=ax®+bx+c = Yp X+b = y, =2a

yn_4y:X2_1

2a-4-(ax® + bx+c)=x*-1

Dosadime.
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Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

yu _4y =0 = You = C1e2x +029_2X
22—4=0 = Z1,2=:|:2
y,=ax®+bx+c = Yp=2ax+b = y, =2a

yn_4y:X2_1
2a-4.-(ax®+bx +c)=x*-1

—4a-x°-4b-x +2a-4c =1-x2+0-x-1

Roznasobime zavorku a preskupime ¢leny polynomu tak, abychom vidéli
koeficienty u jednotlivych mocnin.
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Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

yu _4y =0 = You = C1e2x +029_2X
22—4=0 = Z1,2=:|:2
y,=ax®+bx+c = Yp=2ax+b = y, =2a

yn_4y:X2_1
2a-4.-(ax®+bx +c)=x*-1

—4a-x>-4b-x +2a—-4c =1-x%4+0-x-1

Polynom na levé strané se bude rovnat polynomu na strané pravé pravé tehdy,
kdyz koeficienty u odpovidajicich si mocnin budou totozné.
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Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

yu _4y =0 = You = C1e2x +029_2X
22—4=0 = Z1,2=:|:2
y,=ax®+bx+c = Yp=2ax+b = y, =2a

yn_4y:X2_1
2a-4.-(ax®+bx +c)=x*-1

—4a-x>-4b-x +2a—-4c =1-x%4+0-x-1

VyfeSime soustavu rovnic.
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Reste DR y” -4y = x? - 1.
Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.

yu _4y =0 = You = C1e2x +029_2X
22—4=0 = 21,2=:|:2
y,=ax®+bx+c = Yp=2ax+b = y, =2a

yn_4y:X2_1
2a-4-(ax®+bx +c)=x*-1

—4a-x>-4b-x +2a—-4c =1-x%4+0-x-1

—-4b=0 |= b=0=>y=C192X+Cze‘2X—%x2+%

Sestrojime obecné fesSeni. Hotovo!
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X

Redte y" -4y +4y =e™".
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



Reste y" -4y’ +4y = 2=,
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

y' -4y +4y =0

Rovnice neni homogenni. Budeme fesit nejprve asociovanou homogenni rovnici.
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Reste y" -4y’ +4y = 2=,
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

V' —4y' +4y =0 = 72-4z+4=0

Sestrojime charakteristickou rovnici . . .
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Reste y" -4y’ +4y = 2=,
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

4-\/16-414

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= o

...a najdeme jeji kofeny.
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Reste y" -4y’ +4y = 2=,
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

4-V16-414 _

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= X =2

Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny kofen z, , = 2.
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Reste y" -4y’ +4y = 2=,
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

4-V16-414 _

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= X =2

y1(x) = %, yp(x) = xe**

Fundamentalni systém tvofi funkce

yy = e? Vo = xe?*.
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Redte y" -4y +4y =e™".
Névod: partikularni fegeni hledejte ve tvaru y,(x) <4e~D4 € R.

y' -4y’ +4y =0 = z°2-4z+44=0 = 21’2=W=2
y1(X):ezx!y2(X)=X92X yp(X):Ae—x

Budeme hledat partikularni feSeni ve tvaru y,(x) = Ae™™ kde A je konstanta.
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Redte y" -4y +4y =e™".
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

y'—4y' +4y =0 = z°2-4z+44=0 = 21’2=W=2
y1(X):ezx!y2(X)=X92X yp(X):Ae—x

Vo(x) = —Ae™  yi(x) = Ae~

Najdeme derivace partikularniho feSeni.
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Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R. ]

y'—4y' +4y =0 = z°2-4z+44=0 = 21’2=W=2
y1(X):ezx!y2(X)=X92X yp(X):Ae—x

Vh(x) = ~Ae™  yy(x) = Ao~

yll _ 4yl + 4y - e—X
Ae™™ —4(-Ae™) + 4Ae™* = e

Dosadime do zadané nehomogenni rovnice.
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Redte y" -4y +4y =e™".
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

y'—4y' +4y =0 = z°2-4z+44=0 = 21’2=W=2
y1(X):ezx!y2(X)=X92X yp(X):Ae—x

Vh(x) = ~Ae™  yy(x) = Ao~

yII _ 4yl + 4y - e—X
Ae™ —4(-Ae™) +4Ae™ = e7¥
9Ae™ =™

Upravime.
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Redte y" -4y +4y =e™".
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

y'—4y' +4y =0 = z°2-4z+44=0 = 21’2=W=2
y1(X):ezx!y2(X)=X92X yp(X):Ae—x

Yp(x) = —Ae™  yj(x) = Ae™*
yII _ 4yl + 4y - e—X
Ae™ —4(-Ae™) +4Ae™ = e7¥
9Ae™ =™
9A =1

Vydélime obé strany rovnice exponencialnim faktorem e™*.
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Redte y" -4y +4y =e™".

Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

]

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,=

y1(x) = €, y,(x) = xe* Yp(x) = Ae™
1 2 p

Yo(x) = A6 yy(x) = Ao~

X

y'—4y' +4y = e~
Ae™™ —4(-Ae™) +4Ae™* =7

9Ae™* =e7*
94 =1
A=l
9

4-V16-414 _

=2

Vypocéteme konstantu A
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Redte y" -4y +4y =e™".
Navod: partikularni feSeni hledejte ve tvaru y,(x) = Ae™, A € R.

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= W -2
y1(x) ’@yg(x) Y,(x)
Yy(X) = —Ae™  yi(x) = Ao~
yn _ 4y1 + 4y — e_X
Ae™ —4(-Ae™") +4Ae™ = ™"
- - 1
94e~* = e~* y = C,e¥ + Coxe® + 59_)(
9A =1

C{,C, eR

Sestavime obecné feSeni nehomogenni rovnice.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = xex.l
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = M]

y"-5y'+6y =0

Budeme nejprve studovat asociovanou homogenni rovnici.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = M]

y" -5y’ +6y =0 = 72>-5z+46=0

Sestavime charakteristickou rovnici.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = M]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

Charakteristicka rovnice ma realné riizné koreny.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = M]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e? Yo(x) = e>

Podle kofenud charakteristické rovnice stavime fundamentalni systém feseni.
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y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

y1(x) Yo(x) = €%
Yp(X) =

(Ax + B)e*

Budeme hledat partikularni feSeni ve tvaru sou€inu linearni a exponencialni
funkce.
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y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y,g(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

Funkci dvakrat zderivujeme, abychom mohli dosadit do zadani. Pfi kazdé
derivaci pouzijeme pravidlo pro derivaci sou¢inu dvou funkci a po zderivovani
vytkneme e* (na obrazovce vidite az kone¢ny vysledek po Upravé).
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y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y;,(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" = 5y' + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A + B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*

Dosadime do zadané rovnice.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = xex.l

y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y;,(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" -5y + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A + B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*
(Ax +2A+B)-5(Ax+ A+ B)+6(Ax + B) = x

Vydélime exponencialnim faktorem.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = xex.l

y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y;,(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" -5y + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A+ B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*
(Ax +2A+B)-5(Ax + A+ B)+6(Ax + B) = x
2Ax-3A+2B=x+0

Secteme linearni a absolutni ¢leny polynomu na levé strané.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = xex.l

y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y;,(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" -5y + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A+ B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*
(Ax +2A+B)-5(Ax + A+ B)+6(Ax + B) = x
2Ax-3A+2B=x+0

oA = 1
_3A+2B=0_

Sestavime rovnice pro koeficienty A a B.
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Reste rovnici  y” — 5y’ + 6y = xex.l

y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = € Ya(x) = €%
Yp(X) = (Ax + B)e*

y;,(x) = (Ax + A + B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" -5y + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A+ B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*
(Ax +2A+B)-5(Ax + A+ B)+6(Ax + B) = x
2Ax-3A+2B=x+0

24=1_ 1 3
34+2B8=0_""12 2

Ziskanou soustavu linearnich rovnic vyfeSime.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



[If{eéte rovnici y” -5y’ + 6y = xex.l

= 22-57+6=0 = 2=2,2,=3
Yo(x) =

Ax+ A+ B)e*, Yp(x) = (Ax + 2A + B)e*

y" -5y + 6y = xe*
(Ax + 2A + B)e* - 5(Ax + A + B)e* + 6(Ax + B)e* = xe*
(Ax +2A+B)-5(Ax + A+ B)+6(Ax + B) = x

2Ax-3A+2B=x+0
2A =1 3
= A= B=-A=
-3A+2B=0 2

y = C,e% + C,e% + <%x+z) e* C:.C,eR

Ziskané informace vyuzijeme k sestaveni obecného feseni zadané rovnice.
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Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

Navod: partikularni feSeni hledejte jako kvadratickou funkci.
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Reste y’ -3y’ +2y = M]

yi(x) = e*

1
"_3y +2y=0=>272-374+42=0=>2,, = =
y Yy y 1,2 {2 {yg(x)zeZX

Nalezneme fundamentalni systém feSeni asociované homogenni diferencialni
rovnice.
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If%é_étey”—Sy’+2y=x2—4.I >

1 =e¥
y”—3y’+2y=0=>22—32+2=0=>z112={2 =>{y1(x) °

Y2(X):92X
y=ax’+bx+c

Hledejme nyni partikularni feSeni mezi kvadratickymi funkcemi. Budeme
uvazovat nejobecnéjSi moznou kvadratickou funkci a jeji koeficienty a, b a ¢
nastavime tak, aby tato funkce byla feSenim (tj. “vyhovovala zkousce”) pro
vSechan realna x.
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Redte vy’ — 3y’ +2y = x? - 4,

yi(x) = e*

1
"_3y +2y=0=>272-374+42=0=>2,, = =
y Yy y 1,2 {2 {yz(x)ze”‘

y=ax?>+bx+c y =2ax+b y" =2a

Abychom mohli dosadit najdeme prvni dvé derivace.
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[ﬁeéte y' =3y +2y = x? - 4.]

y1(x) = e*

1
"_By 42y =0=222-832+2=0=>2, = =
y y y 1.2 2 {yz(x):eZX

y D)
y" y' y

~ —_—— 7 A N
-3 [(ax+b) +2 |(ax®?+bx+c)| = x2-4

Dosadime funkci do zadané rovnice.
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Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

1 yi(x) = e*
"By +2y=0=22-832+2=0=2,, = = {71
y y y 1.2 {2 {yz(x) — o2X
y=ax’+bx+c y'=2ax+b y'" =2a
Y y 4
—~ —_— - ~
2a -3 (2ax+b) +2 (ax®+bx+c) = x>-4

x%(2a) + x(2b-6a)+(2a-3b+2c)=1-x2+0-x-4

Sedteme Cleny se stejnymi mocnimami proménné x a obdrzime tak rovnici ktera
obsahuje na kazdé strané polynom a hledame parametry tak aby rovnice platila

pro vSechna x. Pokud se to podafi, mame partikularni feSeni.
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Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

1 yi(x) = e*
"By +2y=0=22-832+2=0=2,, = = {71
y y y 1.2 {2 {yz(x) — o2X
y=ax’+bx+c y'=2ax+b y'" =2a
yl/ y/ {
~~ —_— - ~
2a -3 (Qax+b) +2 (ax®+bx+c) = x*-4

x?(2a) + x(2b-6a)+(2a-3b+2c)=1-x2+0-x-4

2a =1
2b-6a=0
2a-3b+2c =-4

Dva polynomy jsou stejné, maji-li stejné koeficienty u odpovidajicich si mocnin.
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Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

1 yi(x) = e*
"_By 42y =0=222-832+2=0=>2, = =
y y y 1.2 {2 {yz(x) — o2X
y=ax’+bx+c y'=2ax+b y'" =2a
Y y 4
~~ —_—— - ~
2a -3 (Qax+b) +2 (ax®+bx+c) = x*-4

x?(2a) + x(2b-6a)+ (2a-3b+2c)=1-x>+0-x-4

a=—
22 =1 2

2b-6a=0 =
2a-3b+2c =-4

VyfeS§ime obdrzenou soustavu liedrnich rovnic. Koeficient a naleznbeme pfimo
Z prvni rovnice.
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Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

1 yi(x) = e*
"By +2y=0=22-832+2=0=2,, = = {71
y y y 1.2 {2 {yz(X)ZGZX

y=ax’+bx+c y'=2ax+b y'" =2a

yu yr {

~~ -
2a -3 (Qax+b) +2 (ax®+bx+c) = x*-4

x?(2a) + x(2b-6a)+ (2a-3b+2c)=1-x>+0-x-4

a=—
22 =1 2

3
2b-6a=0 = b=38=§
2a-3b+2c =-4

Z druhé rovnice uréime koeficient b.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



Reste y” - 3y’ + 2y = x? - 4.]

1 yi(x) = e*
"By +2y=0=22-832+2=0=2,, = = {71
y y y 1.2 {2 {yz(x) — o2X
y=ax’+bx+c y'=2ax+b y'" =2a
Y y 4
—~ —_— - ~
2a -3 (Qax+b) +2 (ax®+bx+c) = x*-4

x?(2a) + x(2b-6a)+ (2a-3b+2c)=1-x>+0-x-4

a=—
22 =1 2
3

2b-6a=0 = b=8a=-

2
2a-3b+2c =-4 1 9
c=(—4—23+3b)§= <—4—1+§)—

Z posledni rovnice uréime koeficient c.
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[ﬁeéte y”—3y’+2y=x2—4.]
1 =
y”—3y’+2y=0=>22—32+2=0=>z112={2 =>{y1(x) o,

Yo(x) =
y'=2ax+b y" =2a

,V” ,V, {

~~ - ~ -
2a -3 (Qax+b) +2 (ax®+bx+c) = x*-4

x?(2a) + x(2b-6a)+ (2a-3b+2c)=1-x>+0-x-4

a =
2a =1

2b-6a=0 = b=33=®
2a-3b+2c =-4

~

Sestavime obecné reseni.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

Navod: Partikularni feSeni je mozno najit ve tvaru

y(x) = linearni polynom - *
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

Y1(x) = cos2x

y”+4y=0=>z2+4=0$z=:|:2/=> .
Vo(X) = sin2x

Sestavime asociovanou homogenni rovnici, jeji charakteristickou rovnici a dvé
linearné nezavisla rfeseni.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

¥1(x) = cos2x

y”+4y=0=>22+4=0=>z=:|:2i=> .
Vo(Xx) = sin2x

y = (ax + b)e*

V souladu s napovédou hledame partikularni feSeni ve tvaru

y(x) = (linearni funkce) - e*.

Pouzijeme nejobecnéjsi moznou linedrni funkci a ukolem je najit hodnoty
parametrd a a b tak, aby sestavena funkce byla skute¢né feSenim rovnice.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

= 2
yﬂ+4y=0=>22+4=0=>2=:|:2i=> y1(X) C.OSX
Ya(x) = sin2x

y = (ax + b)e*
y' = ae* + (ax + b)e* = (ax + a+ b)e*

Hledame druhou derivaci. Nejdfiv tedy najdeme pouzitim vzorce pro derivaci

soucinu
(wv) =d'v+uv'

prvni derivaci a vyraz upravime.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

V' +4y=0=>22+4=0=>2z= 22/ = {’V1(X)_C_032X
Vo(x) = sin2x

y = (ax + b)e*

y' =ae* + (ax + b)e* = (ax + a+ b)e*

y" = ae’ + (ax + a+ b)e* = (ax + 2a + b)e”

Najdeme druhou derivaci.
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[If{eéte rovnici y" + 4y = xe”.

= 2
yll+4y=0=>22+4=0=>z=:|:21‘=> y1(X) COSzXx
Yo(X)

y

= sin 2x
y y' =(ax+a+b)e "= (ax +2a + b)e*

y y

A

™~

“(ax +2a + b)e* +4 (ax + b)e* = xe*

Dosadime druhou derivaci do rovnice.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

= 2
V' +4y=0=>72+4=0=>2=+2/ = y1(x) cos 2x
Vo(x) = sin2x
= (v e y' = (ax +a+ b)e* y" = (ax +2a + b)e*
v y

A A\

r(ax +2a+ b)exj +4r(ax + b)eXﬂ = xe*

(ax +2a+ b) +4(ax + b) = x

Vydélime rovnici vyrayem e*. Tato Uprava prevede rovnici na rovnost mezi
dvéma polynomy.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

V' +4y=0=>22+4=0=>2z= 22/ = ’V1(X):C_032X
Vo(x) = sin2x
y = (ax + b)e* y' =(ax +a+ b)e* y" = (ax +2a + b)e*
y y

r(ax +2a+ b)exj +4r(ax + b)eXﬂ = xe*

(ax +2a + b)+4(ax + b) = x
x(@a+4a)+(2a+b+4b)=x+0

Seskupime stejné mocniny proménné x.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

= 2
V' +4y=0=>72+4=0=>2=+2/ = y1(x) cos 2x
Vo(x) = sin2x
= (v e y' = (ax +a+ b)e* y" = (ax +2a + b)e*
y/l y

A A\

r(ax +2a+ b)exj +4r(ax + b)eXﬂ = xe*

(ax +2a + b)+4(ax + b) = x
x(a+4a)+(2a+b+4b)=x+0

ba=1
2a+5b =0

Dva polynomy jsou shodné, jsou-li koeficienty u odpovidajicich si mocnin
shodné.
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Reste rovnici y” + 4y = xe”.

= 2
V' +4y=0=>72+4=0=>2=+2/ = y1(x) cos 2x
Vo(x) = sin2x
= (v e y' = (ax +a+ b)e* y" = (ax +2a + b)e*
v y

r(ax +2a+ b)exj +4r(ax + b)eXﬂ = xe*
(ax +2a+ b)+4(ax + b) = x
x(@+4a)+(Ra+b+4b)=x+0

5a =1 a=g
2a+5b =0 2 2

VyfeSime soustavu rovnic pro a a b.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni

©Robert Mafik, 2009



[If{eéte rovnici y” + 4y = xe*.

) £.C0s 2x>
) £sin2x>

V' +4y=0=>22+4=0=>2z= 22/ = ya(x
Yolx
yII

y y' = (ax + a + b)e"

y' y

r(ax +2a+ b)eXﬂ +4r(ax + b)e"j = xe
(ax +2a+ b)+4(ax + b) = x
x(@+4a)+(Ra+b+4b)=x+0

5a =1 a=@
=

2a+5b =0 2

= (ax + 2a + b)e*

X

Vyuzitim pfedchozich krok(l sestavime partikularni a obecné feseni.

[ < I < > I > | Odhad partikularniho feseni ©Robert Mafik, 2009



Reste rovnici y” + 4y = xe”.

= 2
V' +4y=0=>72+4=0=>2=+2/ = y1(x) cos 2x
Vo(x) = sin2x
= (v e y' = (ax +a+ b)e* y" = (ax +2a + b)e*
v y

r(ax +2a+ b)eXﬂ +4r(ax + b)e"j = xe
(ax +2a+ b)+4(ax + b) = x
x(@+4a)+(Ra+b+4b)=x+0

X

1
a=-—
ba =1 N 5
2a+5b=0 b——ga——i
- 57 25
1 2
X)=|=x-—|e&" +C,cos2x + C,sin2x
y(x) (5 25) 1 2
Hotovo!
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

Navod: partikularni feSeni je tavru

y(x) = (linearni funkce) - e™*.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

2 — 92X
— y1(x)

"ty —6y=0=>722+7-6=>27,=
e 27 \-3 Yaolx) = 67

Najdeme linearné nezavisla feSeni asociované homogeni rovnice.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

2 — 2x
y”+y’—6y=0=>22+z—6=>z112={ =>{’V1(X) °

-3 Ya(x) = €7
y=eXax+b)

NapiSeme tvar ve kterém hledame partikularni feSeni. Musime najit hodnoty
konstant tak, aby se skute¢né jednalo o funkci, které splfiuje nasi rovnici.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

2 yi(x) =
+y -6 0=>22+2-6=>2,= =
y'+y -6y = 1,2 {_3 {yZ(X)=9_3X
y = (ax+b)
y' = “lax+b)+e*a=e"(a-b-ax)

Derivujeme pomoci derivace soucinu a upravime.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

2 yi(x) = €2
-6 0=>22+2-6=>2,= =
+y' -6y = 1,2 {_3 {yZ(X)=9_3X
(ax+b)
(ax+b)+e"‘a—e"(a—b—ax)

y"
y =
yl
y" Ma-b-ax)+e¥(-a)=e¥(ax + b - 2a)

Derivujeme pomoci derivace soucinu a upravime.
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Reste y" +y' -6y = e *(x + 1).]

" ’ y1(X—e
+yY -6y=0=>22+2-6=>2,,=
y'+y -6y 12 { {yZ(X_QSX

y=eXax+b) y'=e*a-b-ax) y" =e*(ax + b - 2a)

v y' y

A A A

re‘*(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—sre‘x(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)

Dosadime funkci a jeji derivace do zadané rovnice.
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Reste y" +y' -6y = e *(x + 1).]

P n y1(x —9
+y -6y=0=722+2-6=>2,,=
y +y y 1.2 { {,VQ(X o3

y=eXax+b) y'=e*a-b-ax) y" =e*(ax + b - 2a)

v y' y

re‘x(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—Gre‘X(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)
ax+b-2a+a-b-ax-6ax-6b=x+1
x(-6a)-6b —a=x+1

Vydélime rovnici vyrazem e™* a upravime.
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Reste y" +y' -6y = e *(x + 1).]

" ! y1(X _e
+y -6y=0=722+2-6=>2,,=
y +y y 1.2 { {yg(x o3

y=eXax+b) y'=e*a-b-ax) y" =e*(ax + b - 2a)

v y' y

re‘x(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—sre‘x(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)
ax+b-2a+a-b-ax-6ax-6b=x+1
x(-6a)-6b —-a=x+1

-6a =1
-6b-a=1

Sestavime z koeficientl polynom0 rovnice pro parametry a a b.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

" ’ y1(X_e
+yY -6y=0=>22+2-6=>2,,=
y'+y -6y 12 { {yZ(X_e:SX

y=eXax+b) y'=e*a-b-ax) y" =e*(ax + b - 2a)

v y' y

A\

re‘x(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—sre‘x(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)
ax+b-2a+a-b-ax-6ax-6b=x+1
x(-6a)-6b-a=x+1

—6a = a=-35

b-—a=1_ _-—a-1_ 5
6 36

Vypocéitame a a b.
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Reste y" +y' -6y = e *(x + 1).]

2 =
y'+y —-6y=0=272+2-6=>2,= o (e
-3 Yalx) L0
yEeXax+b)> y'=e*a-b-ax) y'=e

" '

re‘x(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—Gre‘X(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)
ax+b-2a+a-b-ax-6ax-6b=x+1
x(-6a)-6b-a=x+1

~6b-a=1" ,_=E-1 [ 5
-6 __\_36
Y0 = |- (57 + 55 ) 7+ C@Dr o™

Pouzijeme vypoctené hodnoty parametr(.
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Reste y" +y' -6y = e ¥(x + 1).]

" ’ y1(X_e
+yY -6y=0=>22+2-6=>2,,=
y'+y -6y 12 { {yZ(X_e:SX

y=eXax+b) y'=e*a-b-ax) y" =e*(ax + b - 2a)

v y' y

A\

re‘x(ax +b- 2a)‘+re‘)‘(a -b- ax)‘—6re‘x(ax + b)‘ =e ¥ (x+1)
ax+b-2a+a-b-ax-6ax-6b=x+1
x(-6a)-6b-a=x+1

—-6a = 6
6b-a=1",_-a-1__5
-6 36
1
y(x) = - (§X+ 35_6> eX+C,e¥ +Cre™¥
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6 Metoda variace konstant

Véta 7 (metoda variace konstant). Necht' y, a y, jsou funkce tvofici fundamentalni
systém feSeni homogenni rovnice (LH2) a y}, y, jsou jejich derivace. Necht funkce
A(x) a B(x) jsou funkce majici derivace A'(x) a B'(x), které spliuji soustavu rovnic
A'(x)y1(x) + B'(x)y2(x) = 0,
A (x)y1(x) + B'(x)y,(x) = f(x).
Potom funkce y,, definovana vzorcem

Yp(X) = AX)y;(x) + B(x)ya(x) (10)

je partikularnim fe$enim nehomogenni rovnice (L2). Obecné feSeni rovnice (L2) je
tedy tvaru

(9)

Y(X) = Cyy1(x) + Coya(X) + ¥, (X).

Diky nenulovosti Wronskianu je zajisténo, ze soustava (9) je vzdy feSitelna a ma
praveé jedno feSeni. Toto FeSeni je mozno najit ,klasickymi metodami®, jako je
dosazovaci nebo vyluéovaci metoda, v praxi se vSak vyuziva nasledujici véta,
znama z linearni algebry.
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Véta 8 (Cramerovo pravidlo). Uvazujme soustavu linedarnich rovnic

ax+by=c
Ax +By =C

s koeficienty a, b, A, B, s pravymi stranami ¢, C a s neznamymi x, y. Je-li determi-
nant D matice soustavy nenulovy, j. je-li

a b
AB‘#O

ma soustava pravé jedno feSeni. Oznacime-li

D =

c b a c
D1=CB‘aD2=AC’
. , D; D,
Ize neznamé x a y najit jako podllyx=3ay=3.
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Aplikaci Cramerova pravidla na soustavu (9) dostavame nasledujici: vypocéteme-li

Wronskian
y1(x)  Ya(x)
yi(x) y,(x)

a pomocné determinanty

W= = Y1 (X)y,(x) = ¥y (x)ya(x) # 0.

_ 0 Va(X) _ y1(x) 0
W“‘f(x) yx| @ 2‘|y;<x) F|

Ize neznamé funkce A’(x), B'(x) obdrzet jako podily

_w

’ W2
A(x)_W, =—

B'(x) = . 11
() = 47 (11)
Hledané funkce A(x), B(x) poté obdrzime integraci a pomoci nich a pomoci
fundamentalniho systému feSeni sestavime partikularni fedeni rovnice metodou
popsanou jiz dfive.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]
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Reste y” -5y’ +6y = M]

y"-5y'+6y =0

Sestavime asociovanou homoenni rovnici.
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Reste y” -5y’ +6y = M]

y' -5y +6y =0 = 72>-5z+46=0

Asociovanou homoenni rovnici feSime pomoci charakteristické rovnice.
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Reste y” -5y’ +6y = M]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

Charakteristicka rovnice ma dva realné rizné koreny.
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Reste y” -5y’ +6y = M]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e? Yo(X) = e>

Sestavime fundamentalni systém feseni.
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Reste y” -5y’ +6y = M]

y" -5y’ +6y 0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
Y1(x) Ya(x) = e ,
yi(x) Y,(x) = 3e™

Vypocéteme derivace funkci z fundamentalniho systému feSeni.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y"' -5y’ +6y =0 = z22-5z+6=0
yi(x) = e? Yo(X) = e>
yi(x) = 26* yj(x) = 363
Yp(X) = A(X)y1(X) + B(X)ya(x)

=

z1=2,2,=3

Partikularni feSeni budeme hledat metodou variace konstnat.

Metoda variace konstant
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y’ +6y =0 = 722-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e Yo(x) = e

yi(x) = 26* Yy(x) = 36

Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)y»(x)

A'e™ + B'e® =0
2A'e®* + 3B'e® = xe¥

Derivace funkci A a B splfiuji soustavu linearnich rovnic.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y’ +6y =0 = 722-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e Yo(x) = e

yi(x) = 26* Yy(x) = 36

Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)y»(x)

Ae® + B'e® =0 ]
X

A +Be*=0
2A'e® + 3B'e* = xe ‘

2A' + 3B'e* = xe™*

Soustavu upravime.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y" -5y +6y =0 = z22-5z+6=0
yi(x) = e? Yo(X) = e>
i(x) = 26> V4(x) = 36

Yp(X) = A(X)y4(x) + B(X)y2(x)

A'e®* +B'e® =0
2A'e®* + 3B'e® = xe*

A = -B'e¥

A +Be*=0
2A" + 3B'e* = xe™*

Z prvni rovnice vypocteme A'.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y’ +6y =0 = 722-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e Yo(x) = e

yi(x) = 26* Yy(x) = 36

Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)y»(x)

2A" + 3B'e* = xe™*

A'e™ + B> =0
2A'e®* + 3B'e® = xe*

‘ A +Be*=0

AI - _BIeX
B'e* = xe™*

Dosadime A’ do druhé rovnice. Dostavame

2(-B'e™) +3B'e* = xe™”,

coz je ekvivalentni modre vyznacené rovnici.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e

v, (x) = 262 v(x) = 36%

Yp(X) = A(X)y1(X) + B(x)ya(x)

A'e™ + B> =0 A +Be =0
=
2A'e®* + 3B'e® = xe* 2A" + 3B'e* = xe™*

AI - _BIeX
B'e* = xe™*
BI = Xe_2X

Najdeme B'.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e

v;(x) = 262 y3(x) = 36%

Yp(X) = A(X)y1(X) + B(x)ya(x)

A'e™ + B> =0 A +Be =0
=
2A'e®* + 3B'e® = xe* 2A" + 3B'e* = xe™*
AI - _BIeX
B'e* = xe™*
BI = Xe—2X
A =-B'e*=-xe™*

Najdeme A'.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y’ +6y =0 = 722-5z+6=0 = 2,=2,2,=3
yi(x) = e Yo(x) = e

yi(x) = 26* Yy(x) = 36

Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)y»(x)

A'e™ + B> =0
2A'e®* + 3B'e® = xe*
A = -xe X, B = xe= %

A +Be*=0
2A' + 3B'e* = xe™*

Integraci funkci A’'(x) a B'(x) najdeme A(x) a B(x).
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e? Yo(X) = e>

v, (x) = 26> v3(x) = 36>

Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)y»(x)

A'e™ + B> =0

2A'e®* + 3B'e% = xe*

A = -—xe™*, B' = xe ¥

A(x) = (x +1)e™,

A +Be*=0
2A' + 3B'e* = xe™*

(Integrujeme metodou per partés

u=x u =1
—/xe"‘ dx =—[-xe™* +/e‘x dx
vV=z=e?* v=-e¥*

A

—(-xe*-e™) =(x+1)e™*
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Ya(x) = %
y;(x) = 26 Yy(x) = 36
Yp(X) = A(x)y1(x) + B(x)y,(x)
A'e™ + B> =0 A +Be =0
=
2A'e®* + 3B'e% = xe* 2A" +3B'e* = xe™*
A = -xe*, B = xe ¥
AX) = (x + 1)e™, B(x) = —<lx + l)e‘Z"
272
4 )
u=x u =1
B(x) = / e dx | o, _ 1
2

1 —-2X 1 —-2X 1 —2X —2X
= ——Xxe +—=]e“dx = —=xe - —-e
2 2/ 2
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e
yi(x) = 26* yj(x) = 363
Yp(X) = AX)y1(x) + B(Xx)yo(x)
A'e™ + B> =0 A +Be =0
2A'6** + 3B'e% = xex] = ‘2/4’ +3B'e" = xe™*
A = -xe*, B = xe™¥
A(x) = (x + 1)e™, B(x) = —(%x + %)e‘”‘

Yp(X) = Ay (x) + B(X)ya(x)

Pouzijeme opét tvar partikularniho feSeni.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e>
yi(x) = 26* yj(x) = 363
Yp(X) = A(X)y1(X) + B(x)ya(x)
A'e™ + B> =0 A +Be =0
=

2A'e®* + 3B'e® = xe* 2A" + 3B'e* = xe™¥
A = —xe"‘, B = Xe—2x
A(x) = (x + 1)e™, B(x) = —(%x + %)9—2)(

1 1
Yo (%) = AX)y;(x) + B(X)y,(x) = (x + 1)e™* &2 —(Ex + Z)e‘z" e
2 Yy N ——

B

Dosadime.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e
yi(x) = 26* yj(x) = 363
Yp(X) = A(X)y1(X) + B(x)ya(x)
A'e™ + B> =0 A +Be =0
=
2A'e®* + 3B'e® = xe* 2A" + 3B'e* = xe™*
A = —xe ™, B = xe %
A(x) = (x + 1)e™, B(x) = —(%x + %)9—2)(
1 1
Yp(x) = ;}(x)% (X) + BX)yo(x) = (x + 1)e~* &2 -(Ex + Z)e-ZX &%
e
= Zex(2x+3) A " ) Yo
Upravime.
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[If{eéte y' -5y +6y = xeX.]
y"' -5y’ +6y =0 = 22—52+i:0 = 7,=2,2,=3

y1(x) <20 Ya(X)

vi(x) = 267" yy(x) = 36
Yo00) = AX)y; (x) + By (x)

A'e™ + B> =0 A +Be =0
=
2A'e®* + 3B'e® = xe* 2A" + 3B'e* = xe™*
A = -xe X, B = xe ¥
A(x) = (x + 1)e™, B(x) = —(%x + %)9—2)(
1 1
=A B - 1)eX 2x _(_ _) -2X 43x
yp(x) + B(X)yo(x) =(x+1)e ™ e 2x + 2 e e
A Yy \——

B

y = Cie? + C,e% + %eX(ZX +3), C;,C,eR

Sestavime obecné reseni.
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Reséte y” -5y’ +6y = xeX.]

y' -5y +6y =0 = z22-5z+6=0 = 2,=2,2,=3

yi(x) = e Yo(x) = e
yi(x) = 26* yj(x) = 363
Yp(x) = A(X)y4(x) + B(X)ya(x)
A'e® + B'e™ =0 A +Be =0
=
2A'e%* + 3B'e® = xe* 2A' + 3B'e* = xe™*
A = —xe™*, B = xe ¥
A(x) = (x + 1)e™, B(x) = —(%x + %)9—2)(
1 1

Yp(x) = ,;l(x)y1 (X) + BX)yo(x) = (x + 1)e~* &2 —(Ex + Z)e-ZX e

= ;" (2x +3) I e el

y = C,e? + C,e%* + %e"(2x + 3)] C,.C,eR

Rovnice je vyfeSena. Zkuste ji vyresit i metodou odhadu partikularniho feseni.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = M]

y' -4y +4y =0

Rovnice je nehomogenni. Zaméfime se tedy nejprve na asociovanou
homogenni rovnici.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

V' —4y' +4y =0 = z2-4z+4=0

Sestavime charakteristickou rovnici . . .
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

4-\/16-414

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= o

...a najdeme kofeny charakteristické rovnice.

[ < I < > I > | Metoda variace konstant ©Robert Mafik, 2009



Reste rovnici  y” — 4y’ + 4y = e"‘.]

4-V16-414 _

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,= X =2

Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny kofen z, , = 2.

[ < I < > I > | Metoda variace konstant ©Robert Mafik, 2009



Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y'—4y' +4y =0 = 22-4z+4=0 = z,=

Y1(x) = €2, y,(x) = xe**

4-V16-414 _

2.1

=2

Fundamentalni systém feSeni je tvofen funkcemi

— ezx’ = xe?X.
1 2
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Reste rovnici  y” — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €%, y,(x) = xe** Y,(x) = AX)y;(x) + B(X)yz(X)

Budeme hledat partikularni feSeni metodou variace konstanty.
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Reste rovnici  y” — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €%, y,(x) = xe** Yp(X) = AX)y;(x) + B(X)y2(x)
yi(x) = 2%, yi(x) = e*(1 + 2x)

Vypocteme derivace y;(x) a y,(x).
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[If{eéte rovnici y" -4y’ +4y = e"‘.]

V1(x) = €%, yo(x) = xe** Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

Ae® + B'xe? =0
24’6 + B'(1 + 2x)e® = e"‘]

Sestavime soustavu pro funkce A’(x) a B'(x).
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[If{eéte rovnici ¥y — 4y’ + 4y = e"‘.]

V1(x) = €%, yo(x) = xe** Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y(x)

yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)
Ae® + B'xe® =0

246 + B'(1 + 2x)e® = e"‘]

A +B'x=0
2A" + B'(1 +2x) = e

Vydsélime obé rovnice vyrazem e**.
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[If{eéte rovnici y" -4y’ +4y = e"‘.]

V1(x) = €%, yo(x) = xe** Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y(x)

yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)
A'e®™ + B'xe®™ =0

246 + B'(1 + 2x)e® = e"‘]

A +B'x=0
24" + B'(1 +2x) = e~

B = e—SX

Vynasobime prvni rovnici €islem (-2) a vyslednou rovnici pfi¢teme k rovnici
druhé. Dostavame
BI = e—SX
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[If{eéte rovnici y" -4y’ +4y = e"‘.]

V1(x) = €%, yo(x) = xe** Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y(x)

yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)
Ae® + B'xe® =0

246 + B'(1 + 2x)e® = e"‘]

A +B'x=0
24" + B'(1 +2x) = e~

B = e—SX Al = _Xe—SX

Dosadime B’ = e~3* do prvni rovnice, &imz ziskame

A + xe ¥ = 0.

Z této rovnice vyjadfime A'.
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Reste rovnici  y” — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €%, yo(x) = xe**

yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

Yp(X) = AX)y1(x) + B(X)ya(X)

mﬂegrujeme metodou per partés: )
; u=x u' =1 1 4 ;
—oX — ——pn~ X _ _Aa—oX
/xe dx e pad _19—3X =-3 X / e dx
3
1 1 1
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €, y,(x) = xe** Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)ya(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B = e—3X A = _Xe—Sx

-3x

1 1 1
Alx) = - X dx = —xe™ - —/e‘3X dx = —xe ¥ + —e
(x) /xe X 3 3 3

1
9

B(x) = / e~¥dx = -%e-SX

Integrovat funkci B’ je snadné.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €, y,(x) = xe** Yp(X) = A(X)y1(x) + B(x)y2(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B =g A = —xe™

-3x

A(X) = _/Xe—SX dx = §X9_3X = 5/9_3)( dx = §Xe_3x +—e

1
9

B(x) = / e¥dx = -%e-SX

Yp = Ay1 + By,

Pouzijeme predpis partikularniho feseni.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €, y,(x) = xe** Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)ya(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B = e—3X A = _Xe—Sx

9—3)(

1 1 1 1
Alx) = - X dx = —xe™ - —/e‘SX dx = —xe > + =
(x) /xe X 3xe 3 3 9

B(x) = / e¥dx = —%9‘3)‘

1
= Ay, + By, = (—xe‘s’( + —e‘sx) e ——e7. xe¥
yp Y1 2 9 \ ' 3
~ ~~ 4 y1 h,—/ y2
A B

V8echny funkce A, B, y;, ¥, zname a proto mizeme dosadit.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €, y,(x) = xe** Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)ya(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B = e—Sx A = _Xe—Sx

-3x

1 1 1
A(x) = - [ xe ¥ dx = =xe™% - —/e‘3X dx = —xe=3*
(x) / 3 5 FXe + 5@

1

9
-3x 1 -3x

B(x):/e dx = —59

1 1 1 1
yp = Ay1 + By2 =] (gxe—sx + e—SX) . 92X ——e_SX'XGZX _ _e_X

§ ~~ 3 N~ 9
~ ~~ 4 Y4 e, e’ Vo
A B
Upravime vyraz
1 -3x 1 —3)() 2x 1 -3x 2x 1 -X -X -X
=Xe + =€ e” —=e Xe~ = =Xe "+ =6 " — =Xe .
(3 9 3 3 9 3
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[If{eéte rovnici y" -4y’ +4y = e"‘.]

y1 () <62 yo(x) Yo (%) = AWX)y;(X) + B(x)y(x)

yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B = e—Sx A = _Xe—Sx

Alx) = —/Xe_sx dx = gxe‘sx — 5/9‘3“ dx = gxe‘e'x +

B(x) = / e dx = —Le 3
3
2x

1 1 e
3 ~~ 3 N——
b ) T Y2

1
Y, =Ay; + By, = (—xe‘s’( + §e‘3X) .e
A

1
y =C,e% + Coxe® + §e‘*, C,.C,eR

Sestavime obecné feSeni nehomogenni rovnice.
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Reste rovnici  y" — 4y’ + 4y = e"‘.]

y1(x) = €, y,(x) = xe** Yp(x) = A(X)y;(x) + B(X)ya(x)
yi(x) = 267, yi(x) = e*(1 + 2x)

B = e—Sx A = _Xe—Sx

e—Sx

1 1 1 1
A(x) = - [ xe ¥ dx = =xe™% - —/e‘SX dx = —xe 3 + =
(x) / 3 3 3 9

B(x) = / e¥dx = —%9‘3)‘

— — 1 -3x 1 -3x 2x 1 -3x 2X _ 1 -X
Yp = Ay + By, = (Sxe +§e )-e —ge -xe< = §e
b " ’ n T 2

1
y = Cie% + Coxe®™ + 59_)(, C,.C:€R

Rovnice je vyfeSena. Zkuste ji vyresit i metodou odhadu partikularniho feseni.
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

V' 42y +y=0 = 22+22+41=0 = z,,=-1 = ~
' Yo = Xe

Najdeme dveé linearné nezavisla feSeni asociované homogenni rovnice.
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

V' 42y +y=0 = 22+2241=0 = z,,=-1 = _
' Yo = Xe

y = A(x)e™ + B(x)xe™™

Budeme hledat feSeni nehomogenni rovnice pomoci variace konstant.
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[ﬁeéte rovnici y” + 2y’ +y = e In x.]

yy=e*

Y = xe™*

Y'+2y +y=0= Z2+22+1=0 = z,,=-1 = {
y = A(x)e™ + B(x)xe™
-X -X

xe
-e™ (1-x)e™”

— e—2x

Vypoéteme wronskian.
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[ﬁeéte rovnici y” + 2y’ +y = e In x.]

Y'+2y +y=0= Z2+22+1=0 = z,,=-1 = {

y = A(x)e™ + B(x)xe™

W = e~ xe™* _ o2
T - (1-x)e7*|
0 xe~¥ 5
W, =1\ _ x| =-xe ¥ Inx
" le*Inx (1-x)e™*

yy=e*

Y = xe™*

Vypocteme pomocny determinant W;.
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[ﬁeéte rovnici y” + 2y’ +y = e In x.]

X

— —-X
V' 42y +y=0 = 22+2241=0 = z,,=-1 = {y1_e B
' Yo = xe

y = A(x)e™ + B(x)xe™

W = e™* xe™* _ o2
T - (1-x)e7*|
0 xe™ 5

w. _ x| ==-xe*Inx

" leXInx (1-x)e™”

e 0 >

W, = _ _ =e“Inx

27 1™ e ¥Ilnx

Vypocteme pomocny determinant W,.
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

y,/+2yf+y=0=>22+22+1=0=>z12=_1=>{ _
' Yo = Xx€

-X

y = A(x)e™ + B(x)xe

W =e* W, = —xe > Inx W, = e%In x

2
X X
- [ 1 = | | Z
/ dx = /xnxdx 5 nx+/2dx
2
——InX+—=X—(1 -2Inx)
4 4

>
|

(Pomoci W, a W najdeme A’ a integraci ziskame A. Integrujeme metodouper
partés tak jak je zde naznaéeno

|\)|><N><|—‘

u=Inx

=X vV =
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

y,/+2yf+y=0=>22+22+1=0=>z12=_1=>{ _
' Yo = Xx€

-X

y = A(x)e™ + B(x)xe

W =e* W, = —xe > Inx W, = e %In x
x* X

= | —ldx= Inxdx = -—1n —d

/ X = /x xdx = -3 x+/2 X

——Inx+ X— = X—(1 -2Inx)
2 4 4

>
|

B=/Inxdx:xlnx—/1dx=x|nx—x=x(|nx—1)

Pomoci W, a W vypoéteme B’ a integraci ziskame B. Integrujeme opét metodou
per partés.

u=Inx u =

XX | =

V': vV =
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

y,/+2yf+y=0=>22+22+1=0=>z12=_1=>{ _
' Yo = Xx€

-X

y = A(x)e™ + B(x)xe

W =e* W, = —xe=*Inx W, = e Inx
x* X

= | —ldx= Inxdx = -—1n —d

/ X = /x xdx = -3 x+/2 X

——Inx+ X— = X—(1 -2Inx)
2 4 4

>
|

B=/Inxdx=x|nx—/1dx=x|nx—x=x(|nx—1)

2
Yp(x) = %(1 -2Inx)e™™ + x(Inx — 1)xe™*

Sestavime partikularni feseni.
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

yy=e*

y,/+2yf+y=0=>22+22+1=0=>z12=_1=>{ _
' Yo = Xx€

-X

y = A(x)e™ + B(x)xe

W =e* W, = —xe=*Inx W, = e Inx
x* X

= | —ldx= Inxdx = -—1n —d

/ X = /x xdx = -3 x+/2 X

——Inx+ X— = X—(1 -2Inx)
2 4 4

>
|

B=/Inxdx=x|nx—/1dx=x|nx—x=x(|nx—1)

2
Yp(x) = %(1 -2Inx)e™ + x(Inx — 1)xe™* = %xze‘X(ZInx -3)

Upravime.
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Reste rovnici y” + 2y’ +y = e~ In x.]

dr =5
Q=D

W =e* W, = -xe > Inx W, = e Inx

2

X X

= = I =-2_] =
/ dx = /xnxdx 5 nx+/2dx

——Inx+ X— = X—(1 -2Inx)
2 4 4

Y'+2y +y=0= Z2+22+1=0 = z,,=-1 =

-X

y = A(x)e™ + B(x)xe

>
|

B=/Inxdx=x|nx—/1dx=x|nx—x=x(|nx—1)

2
Yp(x) = %(1 -2Inx)e™ + x(Inx — 1)xe‘

;
y(x) = gx%67(2Inx = 3) + C1e™ + Cpxe™

Sestavime obecné fedeni.
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KONEC.
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