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1 Diferencialni rovnice — Uvod

Motivace — zakladni Uloha integralniho po  ¢tu. Na intervalu / je dana spojita
funkce f(x). Naleznéte funkci y = y(x), ktera na intervalu / splfiuje vztah

y'(x) = f(x). 1)

y(x) = /f(x) dx +C, 2

kde /f(x) dx je libovolna primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu / a C je

integracni konstanta, kterd méize nabyvat libovolné realné hodnoty.

(<< <> o> | Diferencialni rovnice — tivod (@©Robert Mafik, 2009



Motivace — po Catecni podminka . Zakladni Uloha integralniho po€tu ma
nekone€né mnoho feSeni, které zavisi na jedné realné konstanté. V praxi je
zpravidla nutno z této mnoziny vybrat néjaké konkrétni (tzv. partikularni)
feSeni, které spliiuje jistou dodatecnou podminku — tzv. pocatecni podminku.
Takova Uloha, ktera se sklada z diferencialni rovnice a pocate¢ni podminky, se
nazyva pocatecni tloha.

Priklad 1 (pocatecni tloha). Hledejme FeSeni poCatecni Ulohy

y'=2x, y(1)=2.

ReSeni: Integraci rovnice ziskavame y(x) = /2)( dx = x? + C. Z podminky

y(1) = 2 plyne, Ze je-li x = 1, musi byt y = 2. Dosadime tyto hodnoty do
posledniho vztahu, ¢imz obdrzime

2=12+C

a odsud C = 1. Re$enim pocate&ni tlohy je tedy funkce y(x) = x2 + 1.
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 Definice (obycejna diferencialni rovnice). Obycejnou diferencialni rovnici
prvniho fadu rozfeSenou vzhledem k derivaci s neznamou y rozumime rov-
nici tvaru

y'=ox.y). (R)
kde @ je funkce dvou proménnych.

Resenim (téZ integralem) rovnice na intervalu / rozumime kaZzdou funkci y =
y(x), kterd je diferencovatelna na / a spliiuje zde identicky rovnici (R).

Necht X, ¥, jsou reina &isla. Uloha najit fe3eni rovnice (R), které splfiuje
zadanou pocate¢ni podminku

y(x0) = Yo (PP)

se nazyva pocatecni (téz Cauchyova) Uloha. Jejim feSenim rozumime
funkci, ktera splfiuje podminku (PP) a je na néjakém intervalu obsahujicim
bod x, FeSenim rovnice (R).

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame té7 partikularnim fesenim rovnice (R).
\Graf libovolného partikularniho feSeni se nazyva integralni krivka. Y.
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Priklad 2. UvaZujme rovnici y' = 2y a poc¢atecni podminku y(0) = 5.
Necht C je libovolné realné &islo. Funkce y = Ce® je fe$enim rovnice, protoze

y' = (Ce*) =ce*2=2y.

Pro x = 0 a y = 5 dostavame
5=Cée°,

tji. C = 5.
Resenim poc&ateéni Glohy je tedy funkce y = 562.
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Poznamka 1 (formulace hlavnich problém{). V souvislosti s diferencialnimi rov-
nicemi nas zajimaji predevsim néasledujici otazky

e Ma dana pocatecni Uloha feSeni?

e Je toto feSeni ureno jednoznacné?

e Na jakém intervalu je toto feSeni definovano?

e Je mozné toto feSeni nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

VétSina inZenyrskych aplikaci vyZzaduje, aby odpoveéd' na prvni dvé otazky byla
kladna. Toto je mozné zarugit tehdy, neni-li chovani funkce ¢(x, y) vzhledem
k proménné y “pfilis divoké”. Pfesnéji, plati nasledujici.

e Je-li funkce @(x, y) spojita, je pocatecni tloha FeSitelna (Peanova véta).

e Ma-li funkce ¢(x, y) ohranic¢enou parcialni derivaci podle y, je feSeni v né-
jakém okoli po€atecni podminky uréeno jednoznacné (Picardova véta).
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2 DR se separovanymi prom énnymi

Definice (DR se separovanymi promennymi). Diferenciélni rovnice tvaru

y' =1f(x)g(y). (S

kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych intervalech se nazyva
obycejna diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Pfiklad 3. Rovnice
y'-x-y=0
neni rovnice se separovanymi proménnymi. Rovnice
ey +e ™y =0

je rovnice se separovanymi promeénnymi:

X+

e—X
y' = -ye¥ e**.

y

!

y
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Nasledujici véta udava jednoduse pouzitelené kritérium, které umozni poznat,
zda je diferencialni rovnice rovnici se separovanymi proménnymi.

Véta 1 (kritérium na ovéfeni separability). Necht funkce dvou proménnych
®(x,y) je nenulova na konvexni oblasti G a ma zde spojité vSechny parcialni
derivace do fadu dva, v€etné. Rovnice

y'=ox.y)
je rovnice se separovanymi proménnymi a lze ji upravit na tvar

y' =1(x)g(y), ©)
pravé tehdy, kdyz je na mnoziné G nulovy determinant

X, y) @ x.y)
o, (x.y) oY)’
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Reseni DR se separovanymi prom &nnymi Algoritmus:

S
1.

Mé-li algebraicka rovnice g(y) = O feSeni ky, ko, ..., k,, jsou konstantni
funkce y = ky, ¥y = k,, ..., y = k, feSenimi rovnice.

Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0. Formalné nahradime derivaci y’
d

podilem diferencialli =

dx

dy

dx

f(x)gy). (3)

. Odseparujeme proménné

—— = f(x)dx. 4
5 (x) dx (4)

. Ziskanou rovnost (4) integrujeme

/% = /f(x)dx+C. ©)
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DR se separovanymi prom énnymi

y'=1fx)gy)

Rovnice se separovanymi proménnymi.
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DR se separovanymi prom énnymi
y'=1f(x)g(y)

Rovnice ma konstatni feSeni tvaru y = y;, kde y; jsou feSenimi rovnice
gly;) =0.

Nejdfiv najdeme konstantni feseni.
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DR se separovanymi prom énnymi
y'=1f(x)g(y)

Rovnice ma konstatni feSeni tvard|y = y;, kde y; jsou feSenimi rovnice
g(y;) = 0. Déle budeme hledat neglkonstantni Feseni.

dy _

< = g0

d
napiSeme derivaci jako podil diferencialll d_i
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DR se separovanymi prom énnymi
y'=1f(x)g(y)

Rovnice ma konstatni feSeni tvaru y = y;, kde y; jsou feSenimi rovnice
g(y;) = 0. Déle budeme hledat nekonstantni Feseni.

d
< = (g0
dy
—_ —f(x)d
gly) poex

Vynasobime rovnici jmenovateli zliomk{ a odseparujeme tak proménné.
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DR se separovanymi prom énnymi
y'=1f(x)g(y)

Rovnice ma konstatni feSeni tvaru y = y;, kde y; jsou feSenimi rovnice
g(y;) = 0. Déle budeme hledat nekonstantni Feseni.

d
< = f(x)g)
dy
M = f(x)dx
dy
/M _/f(x)dx+C

Zintegrujeme obé strany rovnice. PouZijeme jenom jednu integracni
konstantu. Ziskdme obecné feSeni.
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DR se separovanymi prom énnymi
y'=1f(x)g(y)

Rovnice ma konstatni feSeni tvaru y = y;, kde y; jsou feSenimi rovnice
g(y;) = 0. Déle budeme hledat nekonstantni Feseni.

d
< = f(x)g)
dy
M = f(x)dx
dy
/M _/f(x)dx+C

Je-li zadana pocate¢ni podminka, najdeme nejprve konstantu C pro kterou je
pocatecni podminka splnéna.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘
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Najdéte funkci y(x) splﬁujiciJ y' = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

— = y-COSX
dx y

d
NapiSeme derivaci y’ jako podil diferencialll d_i
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

d
—y=y~cosx

dx

1

—dy = cosx dx
y y

e Nasobenim rovnice vyrazy ve jmenovatelich odseparuje proménné.

e Z podminky y(0) = 0.1 je zfejmé, Ze funkce neni rovna nule (alespon v
néjakém okoli bodu x = 0).
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy
— = y-cosX
dx y

1
—-d =/cosx dx
o

PfipiSeme integraly. Vlevo integrujeme podle y, vpravo podle x.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy
— = y-cosX
dx y

1
—-d =/cosx dx
o

Iny =sinx +C

e Vypocteme integraly. Funkce y je kladna (alespon v néjakém okoli bodu
x = 0). UvaZujeme jenom jednu integracni konstantu.

e Ziskavame rovnici popisujici vSechna feSeni rovnice y' = y - cos x.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y//(O) =0.1 ‘

Iny £sinx+C
IN0.1 =sin0+C

PouZzijeme pocatecni podminku y(0) = 0.1 pro nalezeni integracni konstanty.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy
— = y-cosX
dx y

1
—-d =/cosx dx
o

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C
C=1In0.1

Vypocteme C.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy
— = y-cosX
dx y

1
—-d =/cosx dx
o

Iny =sinx+C
IN0.1 =spA +C
C ="In0.1
Iny =sinx +In0.1

Dosadime za C a ziskame partikularni feSeni zadané pocate ¢ni Ulohy .
Toto feSeni je zatim v implicitnim tvaru.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

. _ COS X I In0.1 i
dx_y ny-In0.1=sinx

1
—-d =/cosx dx
o

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C
C=1In0A1
Iny =sinx +In0.1

Pfevedeme logaritmy na jednu stranu.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy
— = y-cosX
dx y

1
—-d =/cosx dx
o

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C
C=1In0A1
Iny =sinx +In0.1

Iny —In0.1 =sinx

y .
In — =sinx
0.1

Odecteme logaritmy.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy .
a=}/‘COSX Iny —In0.1 = sinx
/%dy:/cosx dx In%:sinx
Iny =sinx +C 0L1=esm
In0.1 =sin0+C
C=1In0.1

Iny =sinx +In0.1

Odstranime logaritmus pouZzitim inverzni funkce.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y’ = ycosx ‘ a‘y(O) =01 ‘

dy .
a=}/‘COSX Iny —In0.1 = sinx
/%dy:/cosx dx In%:sinx
Iny =sinx +C 0L1=6’sm
IN0.1 =sin0+C y=0.1‘esinx
C=1In0A1
Iny =sinx +In0.1

Osamostatnime y. Ziskame feSeni v explicitnim tvaru.
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Najdéte funkci y(x) splﬁujici‘y' = yCcos X ‘a‘y(O) =01 ‘

dy .
a=}/‘COSX Iny —In0.1 = sinx
/%dy:/cosx dx In%:sinx
Iny =sinx +C 0L1=esm
IN0.1 =sin0+C y =015~
C=1In0A1
Iny =sinx +In0.1

Oznaceni:
diferencialni rovnice | + ‘ pocéatecni podminka | = pocatecni Uloha,

obecné feSeni, partikularni feSeni

DR se separovanymi proménnymi
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Poznamka 2 (feSitelnost a jednoznaénost). Je-li g(y,) # O, je feSeni pocatecni
lohy (S), (PP), které obdrzime pomoci pfedchoziho postupu, definované a jed-
noznacné uréené v néjakém okoli bodu xj.

Poznamka 3 (vyuziti urCitého integralu namisto neurcitého). Partikularni feSeni
pocatecni ulohy (S)—(PP) Ize misto (5) psat téz pfimo ve tvaru urcitého integralu

/yj%:/x:f(t)dt. (6)

Poznamka 4 (autonomni rovnice). V mnoha biologickych i technickych aplika-
cich se setkavame se specialnim pfipadem rovnice se separovanymi promén-
nymi, ve které na pravé strané nefiguruje nezavisla proménna, tj. s rovnici typu

y' =gW). )

Tyto rovnice se nazyvaji autonomni diferencialni rovnice. Pro rovnici (7) plati
vSechno co bylo dfive vysloveno pro rovnici (S). Rovnice (7) ma vSak navic
pomérné Casto jednu dllezitou vlastnost: v mnoha pfipadech Ize ukazat, ze
ohranicena feSeni se pro x — oo a pro x — —oo v limité blizi k nékterému
z konstantnich feSeni.
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Pfiklad 4. Hledejme vSechna konstantni feSeni rovnice

Jina nez konstantni feSeni hledat nebudeme.

Reseni: Konstantni funkce méa nulovou
derivaci.

3y -1

O=y-1- .
Y y2+1

Jedn& se algebraickou rovnici tj. ne-
znama y je reélné cislo, nikoliv funkce.
ReSenim této rovnice postupné ziska-

vame
N et
y2 +1
0=y°-y*-2y,
0=y(y?-y-2),

0=y(y-2)(y +1).

Posledni rovnice ma tfi kofeny y; = 0,
Yo = 2 ays = —1. Jedinymi konstant-
nimi feSenimi jsou tedy funkce y = 0,
y=2ay=-1.
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y -1

Osamostatnime y'.
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y*-1
I_y2_1 1
y 1-x?

Rovnice ma separované proménné a ma smyslproy # 0a x # 1.
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
dx ~ ¥y 1-x2

PrepiSeme derivaci jako podil diferenciald.
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x?) =y? -1
dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2

y 1

dy = ——dx
y2 -1 Y= 1o

Odseparujem proménné. Pfci tom nasobime rovnici vyrazem

provést pokud y # 1, coz je garantovano pocatecni podminkou.
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Reste y2—-1+yy'(xX2-1)=0, y(0)=2.
yy'(1-x%) =y?-1
dy y2 -1 1
dx ~  y 1-x2
y 1
dy = dx
/y2 Y /1 - x?
PfipiSeme integraly. ..
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2

y _ 1
/y2—1dy'/1—x2dx

1
—Inly? -1|=
5 Inly* -1

f'(x
..aintegrujeme. Prvni integrél je (aZz na aditivni konstantu) typu / L dx.

f(x)
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2

y _ 1
/y2—1dy'/1—x2dx

1+X|
1-x

1 1
—1In 2—1=—In|
sInly*-1l=3

Druhy integral napiSeme pomoci vzorcu.

[> I >0 | DR se separovanymi proménnymi

(@©Robert Mafik, 2009



Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2

y _ 1
/y2—1dy'/1—x2dx

1 1 1+x

g2 - 1l= 5| =]
1

In(y2—1)=ln1_§+2c

vynasobime rovnici dvéma. Vzhledem k pocateéni podmince vynechame
absolutni hodnoty.
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Reste y2—1+yy'(xX2-1)=0,

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2

y _ 1
/y2—1dy'/1—x2dx

1 1 1+x
—1In 2—1=—In| |+c
o =1l=3n3=%

1+x
In(y®> = 1) = In +2c
= -1) —

In(y2—1)=ln1+x

+Ine®¢

y(0) =2.

Napideme 2¢ ve tvaru logaritmu In %¢. . .
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Reste y2—1+yy'(xX2-1)=0,
yy'(1-x%) =y?-1
dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2
y 1
dy = dx
/y2—1 Y /1—)(2
1 1 1+x
Ly 2—1=—|| |
a7 =1l= 3|3
1+x
In(y? - 1) = | 2
n(y ) n1_X+C
1+x
In(y? = 1) = In Ine2¢
=1 =In—+

.. a seCteme logaritmy.

B O B
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Reste y2—1+yy'(xX2-1)=0,

yy'(1-x%) =y -1

dy_y2—1 1
/ -
y2 -1

dx ¥y 1-x2
1 1 1+x
—1In 2—1=—In| |+c
o =1l=3n3=%

1
dy = dx
Y /1—)(2

1+x
In(y®> = 1) = In +2c
= -1) —

+Ine®¢

In(y2—1)=ln1+x

y(0) =2.

W(y? - 1) = m(%ew)

2 1=1+x920
1-x

Logaritmus je prosta funkce a miiZzeme jej na obou stranach rovnice vynechat. I
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Reste y2—1+yy'(xX2-1)=0,
yy'(1-x%) =y?-1
dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2
y 1
dy = dx
/y2—1 Y /1—)(2
1 1 1+x
—|2—1=—|| |
a7 =1l= 3|3
1+x
In(y? - 1) = | 2
n(y ) n1_X+ c
1+x
In(y? = 1) = In Ine2¢
=1 =In—+

y(0) =2
_ +X o
In(y? n_m@_ )
1+x
2_1= 2c
/ 1-x
y2=‘|+C'1+X

Obecné feeni. C = e*°
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Reste y2—1+yy'(xX2-1)=0,

yy'(1-x%) =y? -1
dy_y2—1 1

dx ~ ¥y 1-x2
/y2y—1dy=/1—1x2dx
3= 1l= 5|5

1+x
In(y2—1)=ln1_x+20

+Ine®¢

In(y2—1)=ln1+x

Dosadime hodnoty z pocatecni podminky. ..

[ << I < I > O > |
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Reste y2—-1+yy'(xX2-1)=0, y(0)=2
yy'(1-x%) =y?-1
dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2
y 1
dy = dx
/y2—1 v /1—)(2
1 1 1+x
Ly 2—1=—|| |
a7 =1l= 3|3
1+x
In(y? - 1) = | 2
n(y ) n1_X+C
1+x
In(y? = 1) = In In e%¢
=1 =In—+

B +X o
In(y? 1)_In<1_ )

1+x
2_1= 2c

y 1-x
y2=1+C'1+X
1+0

22=1+C
Y10

c=3

..a nalezneme C.

B O B
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Reste y?2-1+yy'(x2-1)=0,
yy'(1-x%) =y? -1
dy_y2—1 1
dx ~  y 1-x2
y 1
dy = dx
/y2—1 d /1—)(2
1 1 1+x
—|2—1=—|| |
a7 =1l= 3|3
1+x
In(y? = 1) = 2
n(y ) n1_X+ c
1+x
In(y? - 1) = In In e2°
=1 =In—+

y(0) =2
B +X 5
In(y? n_m@_ )
1+x
2_1= 2c
y 1-x
y2=‘|+C-::+X
1+0
22=1+C
10
C=3
y2=1+31+X

Pouzijeme toto C v obecném feseni.

[ << I < I > O > |
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Reste y?-1+yy'(x2-1)=0, y(0)=2.

yy'(1-x%) = y? -1 In(y? —1)_In< ”920)
dy yA-1 1 1o
—y=y 2_1_1+X920
dx y 1-x2 y T 1-_x

y 1 1+x
dy = dx 2 _ .

/y2—1y /1—x2 eileGee—

1 1 1+x 1+0

Ly 2—1=—|| | 2 _

2n|y | 5In 2 1+C_|_0

In(y2—1)=ln1+x+20 ¢=3

1—)( y2_1+31+x

In(y?2 = 1) = In X ine® 1-x
1T-x 2 4+2x
T 1-x

Upravime. Problém je vyfeSen.
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Reste pocategni Glohu
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Nejprve budeme hledat obecné feSeni.
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Reste pocategni Glohu

2x + 1
2(y-1)
(2x + 1)dx

!

(2y - 2)dy

Rovnice ma separované proménné a ma smysl pro y # 1. Pro odseparovani
budeme rovnici nasobit vyrazem 2(y — 1). Nenulovost tohoto vyrazu zajistuje
pocatecni podminka.
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Reste pocategni Glohu

!

o = 2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

PripiSeme integraly.
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Reste pocategni Glohu

2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy /(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

!

Vypocteme integréaly na obou stranach rovnice. Dostadvame

/2y —-2dy =y?-2yla /2)( + 1dx = x? + x |. Integraéni konstantu

pouZzijeme na pravé strané. Tim ziskame obecné feSeni v implicitnim tvaru.
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Reste pocategni Glohu

o = 2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

!

(y-12-1=x2+x+C
V-12=x2+x+C+1

Pro explicitni vyjadfeni funkce y upravime na Ctverec.
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Reste pocategni Glohu

o = 2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

!

(y-12-1=x2+x+C

(V-1 =x2+x+C+1

y-1=x2Vx2+x+K

Zaved'me novou konstantu K = C + 1. Vypocteme odmocninu obou stran

rovnice. . .
[ > >0 |
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Reste pocategni Glohu

o = 2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

!

(y-12-1=x2+x+C
(V-1 =x2+x+C+1

y-1=xVx2+x+K
1+ Vx2+x+K

y

...avyjadfime y.
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Reste pocategni Glohu

o = 2x + 1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

!

(y-12-1=x2+x+C
V-12=x2+x+C+1

y-1=xVx2+x+K
1+ Vx2+x+K

y

Vi=1+Vx2+x+K
Vo=1-VXx2+x+K

Explicitni formule pro obecné feSeni se rozpada na dvé vétve, pficemz
Y1(x) = 1 ay,(x) < 1 pro vSechna x. Vzhledem k po¢ate¢ni podmince

budeme uvaZovat jen y;.
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/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

(y-12-1=x2+x+C
V-12=x2+x+C+1

y-1=xVx2+x+K
1+ Vx2+x+K

y

Vo=1-VXxX2+x+K
0=1-V4+2+K

Dosadime pocatecni podminky do y,.

[> I >0 | DR se separovanymi proménnymi

(@©Robert Mafik, 2009



Reste pocategni Glohu

o BIE Pl
T 4
/(2 24 (2 + 1) Vo=1-VXx2+x+K
y — y=/ x +1)dx
0=1-V4+2+K

y2-2y=x>+x+C K = 5

(y-12-1=x2+x+C
V-12=x2+x+C+1

y-1=xVx2+x+K
1+ Vx2+x+K

y

ReSenirovnice 0 =1- V4 +2+KjeK = -5.
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Reste pocategni Glohu

!

o = 2x +1
2y -1)

/(2y—2)dy=/(2x+ 1) dx

y2-2y=x?+x+C

(y-12-1=x2+x+C
(V-1 =x2+x+C+1

y-1=xVx2+x+K
1+ Vx2+x+K

y

Y1 = AR et K
Vo=1=-VXx2+x+K
0=1-V4+2+K

K=-5

Yo=1-Vx2+x-5

Pouzijeme obdrzenou hodnotu konstanty K ve vztahu pro y,.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1).
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1).

_y3—1 x° -1
=57 -

e Vyjadfime z rovnice y'.

e Rovnice ma skuteCné separované proménné a ma smysl pro x # 0 a
y #0.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1).

y3—1 X3 -1
3y? X

y:

Funkce y = 1 je feSenim.

Prava strana je nulova pro y = 1. Konstatni feSeni je tedy funkce y(x) = 1.
(Toto Ize ovéfit i pfimym dosazenim).
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1).

y3—1 X3 -1
3y? X

y:

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

Predpokladejme nadale ze y # 1.V tomto pfipadé lze vynasobit rovnici

3
vyrazem %1 Tim odseparujeme proménné.
Y
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1).

dy ,_y3—1 x3 -1
ax T Tay2 X

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
Ve 21
ye -1 &

Proménnd y je na levé strané a proménné x na strané pravé.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

PripiSeme integraly ...
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

3

Inly® -1| = X —In|x|+¢
3
S § ) . . '(x)
...atyto integraly vypocteme. Integtrdl vlevo je integral typu / m dx a

integral vpravo mdize byt rozpesan nasledovné
3 3
x~ =1 1 X
dx = | x2 - —dx = = - In|x]|.
X X 3
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

3
Inly® -1| = X -Inlx|+¢
3

1
Inly® - 1| = In (ex3/3 — ec)
Ixl

3
. . X L
ZapiSeme vyrazy 3 a c v logaritmickém tvaru In e

3 ~
X°/3 aIn e° a setteme

logaritmy.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
y3 -1 X

3
Inly® -1| = X -Inlx|+¢
3
Wy 1] = w(e L e°)

Ix]
|y3 _ 1| — eX3/3 lec

Xl

ProtoZe je logaritmus prosta funkce, je moZzno jej odstranit z obou stran
rovnice.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I
Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

3
In|y3—1|=%—ln|x|+c

In[y® = 1] =In (e*3/3 1 eo)
|x]

1
|y3 _ 1| — eX3/3 —°

|
H
@
)
()
>
w
~
W
|

yi-1=

Vynechanim absolutni hodnoty se mohou leva a prava strana rovnice liSit
znaménkem. Pro vSechny pfipady proto pfidejme na jednu stranu obé
alternativy +. Toto znaménko pridiame ke konstatnimu ¢lenu e°.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye -1 X

3

In|y3—1|=%—ln|x|+c
1
Injy® - 1| = In(e*"/% — °
y® -1 ( ] )
|y3 _ 1| — exs/slec
Xl
yi-1= (ieo)exs/"*% C = xe° € R\ {0}

Zavedeme novou konstantu C = +e°. ProtoZe ¢ miiZze nabyvat libovolnych
realnych hodnot, pak vyraz €° miiZze nabyvat libovolnou kladnou hodnotu a
vyraz +e° libovolnou kladnou nebo zapornou (tj. libovolnou neulovou)

hodnotu.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

3

Inly® -1| = X——In|x|+c
3
3,5 1
Injy® -1 =In(eX/® —¢°
( |X| )
|y3_ 1| — exs/slec
Xl
yi-1= (ieo)exs/"*% C = x6° € R\ {0}
1= CeR

Zahrnutim moznosti C = 0 do obecného feseni ziskame i konstantni feseni
y = 1, které jsme dosud uvazovali oddélené. Povolime tedy, Ze C mlze
nabyvat libovolnou realnou hodnotu.
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Reste 3xy?y' = (v - 1)(x® - 1). I

Funkce y =1 jefeSenim. Pfedpokladejme dale ze y # 1.

2 3
/3y dy=/X 1d)(
ye-1 X

3
In|y3—1|=X——In|x|+c
3
In[y® = 1] =In (e*s/s 1 eC)
Ix]
|y3_1|=exs/3lec
Xl
yi-1= (iec)exs/3% C=zxe°€eR
yi-1= %eX% CeR

Vyfeseno.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

X

(1+ey =-e*y

Osamostatnime Cleny s y’.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I eX
V'="o+1

Vypocteme y'.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

X

(1+eY)y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

Prava strana je nulova pro y = 0.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

X

(1+eY)y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

dy _ e*

dx  eX+1

y

d
Dosadime i zay'.
dx
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

dy _ e*
ax e+’
d X
_y=_ © dx
y 1+ e

Vynasobime vyrazem dx a vydélime y. ProtozZe Ize pfedpokladat y # 0O,
mdZeme takové délenf provést.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

dy e*
7 = = y
dx ex +1
dy

X
=—/ © dx
y 1+ eX

Doplnime integraly.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

dy e*

ax e r 1)

d X
[
y 1+ eX
Inly] = -In(1+e*)+c

Vypocteme integraly. Zlomek na pravé strané ma v Citateli derivaci
jmenovatele.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

X
/N y In[|y|(1+e)‘)]=lneC
dx ex+1
d X
(2| L
y 1+ e
Inly] = -In(1+e*)+c

Prevedeme logaritmy na levou stranu a secteme. Cislo ¢ zapiSeme jako
logaritmus.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y =-e'y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

d___¢ Wi [y1(1+ )] = e
ax T e r 1
X ly|(1+e*) =e°
dy / e
— =- dx
y 1+ e
Inly] = -In(1+e*)+c

Logaritmicka funkce je prosta a je mozno ji vynechat z obou stran rovnice.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+e")y’ = -y
I _ eX
V'="o+1”

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

d___e y In[|y|(1 + eX)] = Ine®

dx ex +1

dy o lyl(1 +e¥) = e
/7=—/1+exdx y(1+e) =K K = +e°
Inly] = -In(1+e*)+c

Odstranime absolutni hodnotu. Abychom neporusili platnost rovnice, pfidame
na pravou stranu obé varianty znaménka +. Toto znaménko vytvofi spolecné
s Cislem e° novou konstantu K.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+eY)y =-e'y
eX

ex +1

!

y:

y

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

dy e* y In[|y|(1+e")]=lneC
U B L
= /1+eX y(1+e) =K K =ze
Inly| = —In(1 + &) + ¢ y:% K e R\{0}

VyfeSime rovnici explicitné vzhledem k y.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+eY)y =-e'y
eX

ex +1

!

y:

y

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

d___& y In[|y|(1+e")]=lne"

ﬁ ) _eX :,)(1 N ly|(1 + ei) =6° )
y /1+eX yl+e¥) =K K = te

Inly] = -In(1+e*) +¢ Y=o KeR\0)

Volbou K = 0 obdrzime y = 0, coZ odpovida jiz ziskanému konstantnimu
feSeni.
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Reste rovnici (1+ef)y +ey=0

(1+eY)y =-e'y
eX

4 T e 1

y

Funkce y = 0 je feSenim. Dale predpokladame y # O.

d___e y In[|y|(1 + e")] = Ine®
ﬁ ) _eX :,)(1 N ly|(1 +e*) =e°
V- /1+eX y(l+e¥)=K K = xe°
Inly]=-In(1 +e*)+c V= K e R
1+ e
Vyfeseno.
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< L 2 X
Reste rovnici y'eX ¥ = —=

y
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~ L. 2
Reste rovnici y'eX*V = -

X
y

2
ye'e = -x=

.’ , e 2 e b
Exponenciélni vyraz e* * rozloZime na soudcin.
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~ L. 2
Reste rovnici y'eX*V = -

X
y

2 1
ye¥e¥=-x=
y

ﬂexzey .
dx y

d
Dosadime i zay'.
dx
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Reste rovnici

2 1

'e* e = —x—

Y y

ﬂexaey -

dx y
ye¥dy = - xe™ dx

. . ’ >z 2 >~ 3 Ve 7z s

Vynasobime rovnici vyrazem y a vydélime e* (coz je ekvivalentni nasobeni
2

vyrazem e™*).
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Reste rovnici

2 1
ye'e = -x-
y

Y 2oy - ]
dx y

/yey dy = —/xe‘"2 dx

Doplnime integraly.
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Reste rovnici

1

ye'e = -x-
y

Y 2oy - ]
dx y

/yey dy = —/xe‘"2 dx

Na levé strané pouzijeme integraci per-partés:

erdy Y=Y u=11_ ey—/eyd =ye¥ - ¢’
/y Vo v | =Y y=y

[ << I < I > O > |
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< L 2 X
Reste rovnici y'eX ¥ = —=

y

y'e’e = _xX
%efey = —x1

X

/yey dy = —/xe‘"2 dx

yel —¢¥ = %e‘xz +C

Na pravé strané pouzijeme substitué¢ni metodu

-x2=t
—/xe‘X2 dx | —2xdx 5 dt | - 1/3’ dt = Lot = Lg¥
-xdx = Edt 2 2 2
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Reste rovnici

2 1
ye'e = -x-
y

ﬂexzey = —x1
dx y

oye¥ —2¢Y = +C CeR

Vynasobime rovnici &islem 2. Re&enf je nutno nechat v implicitnim tvaru.
Prevod do explicitniho tvaru neni mozny.
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Reste rovnici

2 1
y'e*e¥ =—-x—
y

ﬂexaey -
dx y

/yey dy = —/xe‘"2 dx

CeR

Vyfeseno.
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3 Linearni diferencialni rovnice

[ Definice (linearni DR). Necht funkce a, b jsou spojité na intervalu /. Rovnice |

y' +a(x)y = b(x) L

se nazyva obycejna linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (zkracené pi-
Seme LDR). Je-li navic b(x) = 0 na /, nazyva se rovnice (L) homogenn,
v opacném pfipadé nehomogenni.

Poznamka 5 (feSitelnost a jednoznacnost). Jsou-li funkce a, b spaijité na inter-
valu /, x, € I ay, € R libovolné, ma kazda pocatecni tloha (L)—(PP) pravé
jedno feseni definované na celém intervalu /.
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Definice (homogenni rovnice). Bud dana rovnice (L). Homogenni rovnice,
ktera vznikne z rovnice (L) nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rov-
nice

y'+alx)y=0 (LH)

se nazyva homogenni rovnice asociovana s nehomogenni rovnici (L).

Poznamka 6 (trivialni feSeni). Homogenni lineérni diferenciélni rovnice ma vzdy
(bez ohledu na konkrétni tvar funkce a(x)) konstantni feSeni y = 0, jak Ize
oveélit pfimym dosazenim. Toto feSeni se nazyva trivialni feSeni a v praktickych
Ulohéach zpravidla nemiva zadny vyznam.
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Poznamka 7 (operatorova symbolika). Definujeme-li na mnoziné vSech funkci
diferencovatelnych na intervalu / operator L[] vztahem

Llylx) = y'(x) + a(x)y (x)

pro kazdé x € /, je mozno diferencialni rovnici (L) a k asociovanou homogenni
rovnici zapsat v kratkém tvaru L[y] = b(x) aL[y] = 0.

Poznamka 8 (linearita operatoru L[-]). Operator L[-] splfuje pro vSechna realna
¢isla C4, C, a v3echny diferencovatelné funkce y,(x), ¥»(x) vztah

L[Cyy; + Coys] = CiLIy4] + CoLlys].
Vskutku:

LIC: + Cayal(¥) = (Cays(0) + Coya()) + a(x) (Crya) + Coreo)
= Cyy1(X) + Coy,(X) + a(x)Cqy4(x) + a(x)Coyo(X)
= 1y (¥300 + a(0y1(0) + Ca (y500 + alx)yz(0))
= CyL[y41(x) + CoLy,](x).
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Véta 2 (princip superpozice). Pro libovolné diferencovatelné funkce y, y; ay, a
libovolné realné cislo C plati

Lly;]=0 = L[C-y]=C-0=0
Lly;1=0aLlly,] =1(x) =  L[C-y;+ )] =C-0+1(x)=1(x),
Llys] = Ly,] = f(x) = Ly -yl=1f(x)-f(x)=0,

Slovné:

VSechna feSeni homogenni linearni rovnice jsou nasobky jednoho
libovolného nenulového feSeni této rovnice.

Soucet jednoho libovolného feSeni zadané nehomogenni a obec-
ného feSeni asociované homogenni linearni rovnice je obecnym fe-
Senim dané nehomogenni rovnice.

Staci tedy najit dvé (do jisté miry specialni) feSeni a z nich snadno sestavime
obecné feSeni zadané rovnice.
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Homogenni LDR y' +a(x)y =0.

U homogenni rovnice je derivace feSeni rovna —a(x) nasobku
tohoto feSeni.
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Homogenni LDR y' +a(x)y =0.

<
Il

= -alx) -y (e””)l = '™ . f(x)
y = e—/a(x)dx}

Porovname-li rovnici s derivaci sloZzené funkce s exponencialni
vneéjsi sloZzkou vidime okamzité jedno feSeni.
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Homogenni LDR y' +a(x)y =0.

<
Il

= -alx) -y (e"‘”)l = o'W . f'(x)
= C-e7 /W% C e R

<
|

V8echna feSeni jsou v souladu s principem superpozice nasobky
tohoto jednoho feSeni.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

e )

e Redme nehomogenni LDR.

o Je-li yp(x) partikularni feSeni a y(X) je obecné feSeni asociované ho-
mogenni LDR, je funkce

y(x, C) = yp(x) + You(x)

obecnym feSenim nehomogenni rovnice.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = btq. I
Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné feseni hom. LDR |y, (x) = Ce~ /2 dx = C - Yprp I

e Uvazujme nejprve asociovanou homogenni rovnici.

e Obecné feSeni této rovnice jiz zname.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné fedeni hom. LDR | you(x) = Ce™ /3% =(C) v,

yp(x) <K (D ypu(x)

variace konstanty

4 )
e Nyni staci najit alespon jedno feSeni rovnice nehomogenni.

e Nahradime konstantu C v obecném feSeni homogenni LDR zatim ne-
znamou funkci K (x) a budeme hledat, za jakych podminek je vysledna
funkce feSenim nehomogenni LDR.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0
Obecné fedeni hom. LDR | ypu(x) = Ce™ /3™ = C .y, I

Yp(x) = K(X) - ypn(X)
Yp(X) = K'(X) - Ypr(X) + K(X) - yp,, (X)

e Musime najit funkci K (x).
e Pro dosazeni do rovnice je nutné znat derivaci y’.

e Derivujeme jako soucin podle vzorce (uv) =u'-v+u-Vv'
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Yp(X) = K(X) - Ypu(x)
Yp(X) = K'(X) - Ypp (X) + K(X) - ¥p,(X)

N

k'(X)YPH(X)t" K(x)Ypy(x)

Dosadime do rovnice.
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Nehomogenni LDR

Asociovana hom. LDR

Obecné feSeni hom.

Vp(x) = K(X) - Ypu(x)
Vo0x) = K'()- m(ﬂm
y

- ; N e e,
K'(X)Ypr(X) + K(X)Ypy (X) + a(x) - K(X)Ypy(x) = b(x)

y

Dosadime do rovnice.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).
Asociovana hom. LDR
Obecné feseni hom. LDR |y, (x) = Ce~ /2 dx = C - Yprp I
Yp(x) = K(X) - Ypp(x)
Yp(x) = K'(X) - Yp(x) + K(X) - yp,,(X)

y y

)

- = P
K'(X)Ypr(X) + K(X)Ypy (X) + a(x) - K(X)Ypu(x) = b(X)
K'(x)¥pr (%) + K(X) [V, (%) + a(x)ypp(x)] = b(X)

Vytkneme na levé strané K (x).

[> I >0 | Linearni diferencidlni rovnice (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).
Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné feseni hom. LDR |y, (x) = Ce~ /2 dx = C - Yprp I

yp(x) = K(X) - Ypu(X)
Yp(X) = K'(X) - Ypp (X) + K(X) - ¥p,(X)
. A . .
K'(X)Ypr(X) + K(X)yp, (x) + a(x) - K(X)ypu(x) = b(x)
K'(X)Yp(X) + K(X) [V, (X) + @(X)ypu(x)] = b(x)
K'(X)Ypr(x) = b(x)

Vyznaleny vyraz je roven nule.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).
Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné feseni hom. LDR |y, (x) = Ce~ /2 dx = C - Yprp I

yp(x) = K(X) - Ypu(X)
Yp(X) = K'(X) - Ypp (X) + K(X) - ¥p,(X)
. A . .
K'(X)Ypr(X) + K(X)yp, (x) + a(x) - K(X)ypu(x) = b(x)
K'(X)Yp(X) + K(X) [V, (X) + @(X)yp(X)] = b(X)
K'(X)Ypr(x) = b(x)

K= 20
Ypr(X)

Dostali jsme rovnici, kterd neobsahuje funkci K (x), ale jenom jeji derivaci
K'(x). Vyjadfime K'(x).
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).
Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné feseni hom. LDR |y, (x) = Ce~ /2 dx = C - Yprp I

Yp(X) = K(X) - Ypu(x)
Yp(X) = K'(X) - Yo (x) + K(X) - 5, (X)
- K N r—j/ﬁ
K'(X)Ypu(x) + K(X)ypy(X) + a(x) - K(X)ypy(x) = b(X)
K'(X)Yp(X) + K(X) [V, (X) + @(X)yp(X)] = b(X)
K'(X)ypu(x) = b(x)
K(x)=/ b(x)

Ypr(X)

Integraci nalezneme K (x). Integracni konstantu volime libovolnou.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0
Obecné fedeni hom. LDR | ypu(x) = Ce™ /3™ = C .y, I

Yp(X) = K(X) - Ypu(x)

_ [ bx)
K= /,VPH(X) o

Zapomeneme nyni jiz nepodstatné informace.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0
Obecné fedeni hom. LDR | ypu(x) = Ce™ /3™ = C .y, I

Yp(X) = K(X) - Ypu(x)

K(x) = / b«

Ypr(X)

Zapomeneme nyni jiz nepodstatné informace.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0
Obecné fedeni hom. LDR | ypu(x) = Ce™ /3™ = C .y, I

Yp(X) = K(X) - Ypu(X)

K(x) = / b4«

Ypr(X)

b(x) dx

Ypr(X)

Yo (X) = You(x)- /

Pouzijeme funkci K (x) pro obdrzeni partikularniho feSeni rovnice.
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Nehomogenni LDR y' +a(x)-y = b(x).

Asociovana hom. LDR |y’ + a(x)y = 0

Obecné feSeni hom.

Yp(X) = K(X) - Ypu(x)

K(x) = / b«

Ypr(X)

Yo (X) = You(x)- / =

y(x) = yp(x) + you(x)

——
You(X) = Ce~/anox - C - Yprw

RS

b(x) dx

Secteme partikularni feSeni nehomogenni a obecné feSeni homogenni

[ << I < I > O > |

rovnice a rovnice je vyfeSena.
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Reseni analytickou cestou:

Véta 3 (vzorec pro obecné feSeni nehomogenni LDR). Obecné feSeni rovnice
(L) je
y(x,C) = e~/ akdx [ / b(x)el 2 gy 4 c], CeR. ®)

Pfitom kazdy neur€ity integrdl vyjadfuje jednu libovolnou z primitivnich funkci
(integracni konstanty jiz neuvazujeme).
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. 2 1
Reste DR "+—y =
este y xy X +1

Rovnice je linearni.
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Reéte DR ’+g —>‘<
y XY— f

, 2
y+;y-0

e Uvazujme nejprve homogenni rovnici.

e Nahradime pravou stranu rovnice nulou.
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Reéte DR ’+g —>‘<
y XY— f

, 2
y+;y-0

2
Yor(X) = Ke /%%

e Obecné fedeni rovnice y +a(x)y = 0 je dano formulkou y = K e~ /ax)dx,

e V nasem pripadé a(x) = %
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Reéte DR ’+g —>‘<
y XY— f

, 2
y+;y-0

yOH(X) - Ke—]%dX = Ke—2|n|X|

Integrujeme. ..
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ReSte DR ' 42y =
y Xy_>§

.2
y+;y_0

Vor(x) = Ke 139 = gg=2In x| _ jgnr?

...upravujeme ...
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. 2 1
Reste DR )’ + P >+<] Yor(X) = Kx2

, 2
y+;y-0

-2

Yor(x) = Ke—l%dx = Ke=2In[X| = gginx™ = g x-2

a upravujeme jesté vice. Nezapomerfime ze exponencialni a logaritmicka
funkce jsou navzjem inverzni a jejich slozenim dostaneme identitu.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] Yon(X)

Yen(X) = K(x) - x7?

e Nyni budeme hledat partikularni feSeni nehomogenni rovnice.

o Nahradime tedy konstantu v y,,(x) funkci.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

yen(X) = K(x)- x72 Yoy =K' ()X 72 + (=2)K (x)x~°

¢ Najdeme derivaci y,, (X).

e K tomu vyuzijeme pravidlo pro derivaci soucinu: (uv) = u'v + uv'.
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Dosadime do rovnice.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(X) = K(x) - x72

-
e Nalezneme rovnici pro K'.

e Vyrazy s K se podle oCekavani odectou.

2
Skuteéné: (—2)KX_3+;KX_2 = 0.

(@©Robert Mafik, 2009
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) 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(x) = K(x)-x72 Vi = K'00X72 + (=2)K (x)x 73
y y

. 2 o o

K'(X)x™2 + (-2)K (x)x 3 + ;K(x)x 2 = 7

2

K'x) = X+ 1

K'(x)=x-1
(x) = x +)(+1

e Funkci K ziskame jako libovolny integral z K.

e Pred vypoctem integradlu musime vydélit polynom v Citateli polynomem
ve jmenovateli.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

2 = K'(X)x2 + (-2)K (x)x 3

Ypn(X) = K(x) - x~ o
y y
KX 2+ (20K 0ox 2 + 2K x 2 = !
X x4+ 1
2
X
K'(x) =
x) Xx+1
K'ix)=x-1+

X +1

1
K(x) = -1 d
(x) /x +x+1 X

Integrujeme. ..
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-2

.. , 2 1
ReSte DR y +;y=x+1] Yor(Xx) = Kx

2 = K'(X)x2 + (-2)K (x)x 3

Ypn(X) = K(x) - x~ o
y y
KX 2+ (20K 0ox 2 + 2K x 2 = !
X x4+ 1
2
X
K'(x) =
x) Xx+1
K'ix)=x-1+

X +1

1
K(x) = -1
(x) /x +x+1

2
X
=——-x+In|x +1

dx

2
& X
...a dostavame K (x) = ?+x+ln|x+1|.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(X) = K(x) - x72

K(x)

2
X

=— -x+In|x+1
> b +1)

Odstranime nyni jiz nepotfebné vypocty.
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(X) = K(x)- x7?

2
K(x)=?—x+ln|x+1|

Zname funkci K (x) a hledame ypp, (X).
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(X) = K(x)- x72

2
K(x) ?—X+In|x+1|

2
Yon(X) = (? - X +In(x + 1)> X2

Dosadime K (x). ..
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L 2 1
ReiteDR )y +—y = =Kx?2
este y' o+ X+1] You(X) = Kx

Yen(X) = K(x) - x72

2
K(x)=?—x+ln|x+1|

2
X o 1 1 Inx+1)
YonX)= [ = -x+In(x+1) ) - x == - — 4 ——
PN 2 2 x X2
...aupravime
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X +1

. 2 1
Reste DRy + XY= ] Yor/(X) @

Yen(X) = K(x) - x72

2
K(x)=?—x+ln|x+1|

52
Von(x) = <? - x +In(x + 1)) -x€
V(%) = You(X) + Von(x) = @

Secteme partikularni feSeni a feSeni asociované homogeni rovnice.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

Problém je vyfeSen.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice

Prevedeme rovnici do normovaného tvaru

y' = alx)y = b(x).

Plati tedy a(x) = -3tgx a b(x) = 1.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = X...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

Sestavime asociovanou homogenni rovnici. Nahradime tedy pravou stranu
nulou.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

Yor(x) = Ce~/-8toxax

Obecné feSeni rovnice
y' +a(x)y=0

je dano vzorcem y = Ce~/a0dx,
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

Yo (x) = Ce~[-319xdx — 0 g=8Incosx

@ypoéteme integral: )
/—3tgxdx - /3_3'”X dx = 3In|cos x|.
COS X
. oo f'(x) ) . )
Pfitom pouzivame vzorec / m dx = In|f(x)|. Dale budeme predpokladat,

Ze pracujeme na intervalu kde plati cos x > 0. MiZeme tedy vynechat
absolutni hodnotu.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

You(x) = Ce—/-8tgxdx _ og-3lIncosx _ Celncos’ax

Prevedeme funkci na tvar, kdy vnitfni slozka exponencialni funkce je
logaritmus.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

-3
You(X) = Ce—/—Stgxdx = Ce-3Incosx _ pglncos™x _ ~ng-3 y

Funkce In(x) a * jsou navzajem inverzni a jejich slozeni e~ je identita.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

-3
You(X) = Ce—/—Stgxdx = Ce-3Incosx _ pglncos™x _ =~ ng-3 y

Yen(X) = K(x)cos™® x

e Nyni jsme nasli obecné feSeni asociované homogenni rovnice.

e Budeme hledat partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Konstantu v
obecném feSeni homogenni rovnice nahradime funkci K (x).
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

-3
You(X) = Ce—/—Stgxdx = Ce-3Incosx _ pglncos™x _ =~ ng-3 y

Yen(X) = K(x)cos™® x

Yon(X) = K'(x) cos™3 x + K (x)(~3) cos™* x (- sin x)

~
e P¥i vypoCtu derivace y,, (x) pouzijeme derivaci soucinu (uv)' = u'v +

!

uv'.

e P¥i derivovani funkce cos™® x postupujeme jako pfi derivaci slozené
funkce.

[> I >0 | Linearni diferencidlni rovnice (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

y' = 3ytgx = 1...zadana rovnice
y' = 3ytgx = 0...asociovana homogenni rovnice

-3
You(X) = Ce—/—Stgxdx = Ce=3Incosx _ pglncos™x _ ~ng-3 y

Yen(X) = K(x)cos™® x

Yon(X) = K'(x) cos™3 x + K (x)(~3) cos™* x (- sin x)

y' y

K'(x)cos™ x + K(x)(-3) cos™ x(- sin x; - 3K (x)cos™® );tg X =1

Dosadime y a y' do zadané rovnice.
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Reste rovnici ' = 1 + 3y tgx.

...zadana rovnice
...asociovana homogenni rovnice

Yor(X) = =Ccos®x

Yen(X) = K(x)cos™® x

y' y

A

;(’(X) cos™3 x + K(x)(-3) cos™ x(-sin x; - 3;(()() cos™ );tg x=1

Vynechame nyni jiZ nepodstatné mezivypocty.
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos™3 );tg x=1

K'(x)cos™3 x = 1

Cleny s K (x) se vyrusi. Vskutku,

K (x)(-3) cos™ x(-sin x) — 3K (x)cos™3 xtgx = 0.

Takto dostavame rovnici pro K'(x).
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos™3 );tg x=1

K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x

Vytesime rovnici vzhledem ke K'(x).
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos™3 );tg x=1

K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x

K(x) = /cossxdx

Integraci K'(x) ziskame K (x).

[> I >0 | Linearni diferencidlni rovnice (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I
Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos™3 );tg x=1

K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x

K (x) =/cossxdx =/(1 — sin x) cos x dx

Lichou mocninu cos® x zapiSeme ve tvaru

cos® x = cos? x cos x = (1 - sin® x) cos x.

(@©Robert Mafik, 2009
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos‘s);tgx =1
K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x
K(x) = /cossxdx = /(1 — sin x) cos x dx
sin® x
3

Nyni je integral pfedchystany pro substituci sin x = f, cos x dx = df. Tato
substituce integral prevede na tvar

=sinx —

3 .3
/(1—t2)dt=t—%=sinx—s
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

A A

- 3;((x) cos‘s);tgx =1

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin

K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) =

/cossxdx = /(1 — sin x) cos x dx

sin x sin’ x
3
- sin x sin® x cos—3 x sin x sin® x
PN = - : = -
3 cos®x 3cosdx

Nalezenou funkci K pouzijeme ve tvaru partikularniho feseni ypy,.
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos‘s);tgx =1
K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x

Kx) = /cossxdx = /(1 — sin® x) cos x dx
Obecné feSeni nehomogenni rovnice je souctem partikularniho feSeni rovnice
a obecného feSeni asociované homogenni rovnice.

. sin® x _3 sin x sin® x
Vpn(x) = | sinx - 3 -COS™° X =

cos3x 3cos3x
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Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) - Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y’l y

K'(x)cos™ x + K (x)(-B) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos‘s);tgx =1

K'(x)cosTfx =1
K'(x) = cos® x

K( )=/cossxdx=/(1 — sin x) cos x dx

[Obé funkce Yo @ ¥ppn jst\u vypocteny a staci za né dosadit.
3

o) sin x sin® x ) sinx sin® x
PN = - . s -
3 cos®x 3cosdx

. .3
c sin x sin” x
o vl 3o CeR
Coﬁe%idifererggrﬁovrﬁge SCOS X (@©Robert Mafik, 2009 [EJ

n(X) = You(X) + Ypn(X) =

B



Reste rovnici ¥’ =1+ 3ytg X.I

Celkem: yop(x) = Ccos™ x Ypn(x) = K(x)-cos™3(x)

y' y

A A

Ve

K'(x)cos™ x + K(x)(=3) cos™ x(-sin X; - 3;((x) cos™3 );tg x=1

K'(x)cos™3 x = 1
K'(x) = cos® x

K (x) =/cossxdx =/(1 — sin x) cos x dx

Vyfeseno. I

. sin® x _3 sin x sin® x
Vpn(x) = | sinx - 3 -COS™° X =

cos3x 3cos3x
@ sin x sin® x

Yen(X) = You(X) + ¥pn(X) = + = , CeR
[> [ >> | Coﬁza’%idifereﬁlgrﬁgv%e 3COS3X (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

[> I >0 | Linearni diferencidlni rovnice (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1
"=y =1 1
yi+ 3y n(x +1)

e Prevedeme rovnici na normovany tvar y' + a(x)y = b.

e Vydélime vyrazem x. Budeme tedy hledat feSeni bud’ na intervalu
(=1, 0) nebo (0, co) (omezeni x > —1 plyne z pfitomnosti logaritmu).
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

! 1 ! 1
y'+ —y = ] y'+ 2y =0

Sestavime asociovanou homogenni rovnici.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1
y’+;y=|n(x+1) y’+;y=0
Yon = Ce™ I
(Obecné Fedeni asociované homogenni rovnice )
y'+alx)y =0
je
You = Ce™ a0,

1
V naSem pripadé plati a(x) = Pt
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)
’+1 =In(x +1) ’+1 =0
y XY— y XV—

You = Ce—]%dx = Ce~ "I

Vypocteme integral.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)
’+1 =In(x +1) ’+1 =0
y XY— y XV—

Yo = Ce~ 139 = CemM = cehk”

Upravime.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)
’+1 =In(x +1) ’+1 =0
y XY— y XV—

You = Ce—]%dx = Ce- "l = celn|x|’1 — C|X|_1 — ﬂ
X

Slozenim funkci €™~ dostavame identitu.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)
’+1 =In(x +1) ’+1 =0
y XY— y XV—

Yo = Co~1 3% = Co="M = caM™ = C|x|~! = ©_

K
Xl x

Zavedeme-li novou konstantu C = +K, miiZeme psat feSenf asociované
K

homogenni rovnice ve tvaru y,y, = "
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

SE
x| =

1 1
! —_ =| 1 ! —_ =] =]
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0 Yor

1
Ypn =K(X);

e Nyni budeme hledat feSeni nehomogenni rovnice.

e Konstantu K ve vztahu pro y, nahradime funkci K'(x).
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

=K.

STE
x| =

1 1
! —_ =| 1 ! —_ =] =
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0 Yor

Yon = K0 Vow = KO + KO(-1)x2

Nypoéteme derivaci funkce yp,. Pouzivdme pfitom pravidlo pro derivaci )
soucinu
(uv) =u'v+uv'.

1
Funkci X derivujeme jako mocninnou funkci

(3) == cox

X
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1 K 1
’ —v = 1 / —Vy = ==K .=
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0 Yo = % X
1 , o] _
Yon = K(x)> Yo = K005 + K()(=1)x~2
y y
- S ~ ——

K'(X)% + K(x)(=1)x2 +% K(x)= = In(x + 1)

Sy,

Dosadime y’ a y do zadané rovnice

, 1
y +;y_ln(x+1).
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1 K 1
’ —v = 1 / —Vy = ==K .=
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0 Yo = % X
1 , o] _
Yon = K(x)> Yo = K005 + K()(=1)x~2
y y
- == ~ ——

K'(X)% + K(x)(-1)x2 +% K(x)= = In(x + 1)

Sy,

K'(X)% =In(x +1)

Cleny s K (x) se zkrati a zlistane pouze K'(x).
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

y’+%y=|n(x+1) y’+%y=0 YOH=§=K-%
Vow = K()% Vow = K/ + KOO(-1)x2
K y
;(’()()1 + K()()(—1))(‘;+1’K_(:()h1 =In(x +1)
X X X
K'(X)% =In(x +1) K'(x) = xIn(x +1)

Vypocteme K'(x).
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

=K.

STE
x| =

1 1
! —_ =| 1 ! —_ =] =
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0 Yor

Yow = K(x)5 Vo = K'()~ + K(x)(=1)x?

K(x) =/x|n(x+ 1) dx

Zintegrujeme.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1
"~y = | 1 "y —y = =K.
y' 2y n(x +1) yi+ 2y 0

SE
x| =

Yon =

Yow = K(x)5 Vo = K'()~ + K(x)(=1)x?
2 2

K(x)=/x|n(x+1)dx= %In(x+1)—%+g—%ln(x+1)

4 : )

u=Inx+1) u =

x2+1
Vi =x v—X
2

Integrujeme per-partés

2 2
X 1 X
I 1)dx = —| 1) - =
/xn(x+ ) dx 5 n(x + 1) 2/x+1
2

X 1 1
=—Inx+1)-=|x-1+ dx
2 ( ) 2/ x+1

T W




Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1 K 1
’ —v = 1 / —Vy = ==K .=
y'+ 2y =Inlx+1) y'+3y=0 Yo = % X
1 ! 4 1 =
Yon = K0~ Yo = K00~ + K(0)(=1)x?
2 2
K(x)=/x|n(x+1)dx=%In(x+1)—xz+g—%ln(x+1)
1 x x 1 1
yPN(x)_K(x);_Eln(x+1)—z+§—gln(x+1)

Dosadime za K'(x) do vztahu pro ypp(X)
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

1 1 K 1
’ —v = 1 / —Vy = ==K .=
y'+ 2y =Inlx+1) y'+3y=0 Yo = % X
1 , o] _
Yon = K(x) Yo = K00~ + K(0)(=1)x?
2 2
K(x)=/x|n(x+1)dx=%In(x+1)—%+g—%ln(x+1)
1 X x 1 1
yPN(x)_K(x);_5In(x+1)—z+§—gln(x+1)

Yen = Yon T Ven

Obecné feSeni nehomogenni rovnice je souctem partikularniho feSeni rovnice
a obecného feSeni asociované homogenni rovnice.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

! 1 K 1
! —y =1 1 ! -y = =—=K. .=
y'+ 2y =Inlx+1) y'+3y=0 Yo = % p
L : 1o ] -
Ypn = K(X); Yoy =K (X); + K(x)(-1)x72
2 2
K(x)=/x|n(x+1)dx=%In(x+1)—%+g—%ln(x+1)
W=k( X=X Dns 1y
YeniX) = .3 275 o
K x x 1 1
yGN-yOH+yPN-7+§In(x+1)_z+§—§|n(x+1), K € R

Dame dohromady potfebné mezivypocty.
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Reste rovnici xy' +y = xIn(x + 1)

y’+%y=ln(X+1) y’+%y=0 YOH=§=K'%

Vow = K(0) Vow = K/ + KOO(-1)x2
K(x)=/x|n(x+1)dx= X;In(x+1)—xzz+g—%ln(x+1)
yPN(x)=K(x)% - gln(x+ 1) - % + % - 21—Xln(x+ 1)
yGN=yO,_,+yPN=§+%In(x+1)—%+%—21—xln(x+1), K eR

Vyfeseno.
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4 Homogenni diferencialni rovnice

Definice (homogenni DR). Necht f je spojita funkce. Diferencialni rovnice

y
=) H
y=1(5 (H)
se nazyva homogenni diferencialni rovnice.
: , yx) .
Zavedeme-li novou funkci v vztahem u(x) = " ziskame
y) =ul)x.  y'(x)=u(x)x+u(x). 9)
Po dosazeni do (H) dostavame
u'x +u=r~fu), (10)

coz je ekvivalentni rovnici se separovanymi proménnymi
u' (f(u) u) !
= X
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5 Exaktni diferencialni rovnice

(" Definice (exaktni DR). Necht P(x,y) a Q(x, y) jsou funkce dvou promén-\

nych, které maji spojité parcialni derivace. Rekneme, Ze diferencialni rovnice

Px.y)+Q(x,y)y'=0 (E)

je exaktni, jestlize vyraz

P(x,y)dx + Q(x, y)dy (M

L je totalnim diferencialem néjaké funkce dvou proménnych.

Poznamka 9 (ekvivalentni tvar exaktni DR). Exaktni diferencialni rovnici Castéji
uvadime v ekvivalentnim tvaru pomoci diferencialu kmenové funkce

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0. (E)
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Poznamka 10. Rovnice (E) je tedy exaktni pravé tehdy, kdyz existuje funkce
F(x,y) proménnych x a y s vlastnostmi
OF(x,y) OF(x,y)

Ix =P(x,y) a a—y=Q(X,Y)- (11)

Véta 4 (feSeni exaktni DR). Necht F(x, ¥) je kmenova funkce totalniho diferen-
cidlu (T). Rovnice (E) ma obecné feSeni implicitné uréené rovnici

Fix,y)=C, CeR (12)

Véta 5 (charakterizace totalniho diferencialu). Necht funkce P(x,y) a Q(x, y)
maji spojité parcialni derivace na oteviené souvislé mnoziné M C IR?. Vyraz (T)
je na mnoziné M totalnim diferencialem néjaké funkce praveé tehdy, kdyz na M
plati

0P(x.y) _ 0Q(x.y)

. L
oy ox (13)

[> I >0 | Exaktni diferencialni rovnice (@©Robert Mafik, 2009 [EJ



KONEC.
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