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G. Galilei: Velkou knihu pfirody mohou &ist jen ti, ktefi znaji jazyk,
jimz je tato kniha napsana. A timto jazykem je matematika.

A. Turing: Véda je diferencialni rovnice. Nabozenstvi je hrani¢ni
podminka.

provedeme dlouhé a pfesné matematické vypocty, je pak aplikace
vysledku na néjaky fakt v pfirodé absolutné jista.

Rosenblueth & Wiener: NejlepSim modelem kocky je zase kocka,
pokud mozno ta sama.
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1 Motivace

Rust populace

Necht veli¢ina y udava velikost uréité populace v ¢ase x. Potom
veli¢ina y’ udava rychlost zmény této populace.

e Populaci rozumime v $irSim slova smyslu soubor objektu i je-
dinc(l, vykazujicich urgitou spole¢nou vlastnost.

¢ Rychlosti zmény rozumime pocet novych jedinct snizeny o po-
¢et uhynulych €i jinak odstranénych jedinct za jednotku ¢asu.

— Kladna rychlost — velikost populace roste
— Zapornd rychlost — velikost populace klesa
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Rovnice samogcisténi jezer

\

(

o V jezefe je znedisténa voda objemu V/,[m3], intenzita znegisténi
je y1[kgl. y; je rychlost vyplavovani necistot — mnozstvi necis-
tot[kg], které jsou za €asovou jednotku vyplaveny z jezera.

e Do jezera vtéka Cista voda rychlosti ry a vytéka i s necistotami
toutéz rychlosti.

¢ Koncentrace necistot je ?[kg/m‘a] a za kazdou ¢asovou jed-
1
i1

1

notku z jezera vyte¢e r;m? vody, které obsahuiji kg ne-

Cistot.
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Rovnice samogcisténi jezer
ry, 14

Modifikace predchozi ulohy — predpokladejme navic, Ze necistoty
jsou i v pfitoku do jezera a f; je mnozstvi (v kg) necistot, které se za
¢asovou jednotku dostanou do jezera v pfitékajici vodeé.
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Rovnice samogcisténi jezer

’ I
yy=—V1 +1
1
’ I rs
Y5 v, Y1 V2y2

DalSi modifikace predchozi ulohy — pfedpokladame, Zze voda
tece do druhého jezera o objemu V,, v némz je intenzita znecisténi
¥, a vytéka rychlosti r, = ry.
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Rovnice samogcisténi jezer

Vo= TVi—-TVoth

Ma-Ili druhé jezero jesté jeden pfitok, o velikosti r, ktery je
znecCistény tak, Ze necistoty pfibyvaji rychlosti f,, objevi se
v rovnicich dalsi ¢len.

V tomto pfipadé navic plati r, = ry + r3.

[>] Motivace
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Rovnice samogcisténi jezer

e Podobnym zplsobem je mozno sestavit model vétsi soustavy
jezer — napfiklad velkych kanadskych jezer.

o Jako feSeni modelu ziskame informaci o tom, jak rychle necis-
toty protékaji jezernim systémem.
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Malthustv rist (exponencialni)

y'=ry|  y(0) =y,
e Velikost populace stéle roste.

o Pfedpoklad: Rychlost rlstu
je pfimo umérna velikosti populace
(specificka mira rlstu je konstantni)

¢ ¥(0) = y, je pocate¢ni podminka.
= « Regenim
je exponencialni funkce y = K - e"*.

Model neni realisticky pro velka
y. Rlst populace nad pfijatelnou mez
zpUsobi destrukci zivotniho prostiedi.
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Verhulst-Pearliiv rist (logisticky)

y
=1 1-—)
/ ( k)

y(0) =y,

o Velikost populace roste pro y < K aklesaproy > K.

e Specifika mira rastu linearné klesa s velikosti populace.

« Regenim je logistické kfivka.

K ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
r: invazni parametr K: nosna kapacita prostredi
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Verhulst-Pearliiv rist (logisticky)

y' :r<1 —%)y ¥(0) =y,

PFi vnéjSich zménach prostfedi se druh s témito zménami musi
vyrovnat

o r-strategie

o K-strategie
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Verhulst-Pearliiv rist (logisticky)

y' :r<1 —%)y ¥(0) =y,

Rovnice socialni diftize (rovnice "Sifeni drbt")

y' =ay(M-y)

(Podobné
« Siteni epidemii (Kermack+Mc Kendrik — 1927)
« Siteni vzorctl chovani (evoluéni hra "jestfab xholubice")

e Ostrovni ekologie — kolonizace ostrova ziv. druhy z pevniny
(Mac Arthur+Wilson — 60. léta 20. stol)
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Verhulst-Pearliiv rist (logisticky)

y' :r<1 —%)y ¥(0) =y,

Verhulst-Pearliyv rist s lovem intenzity /

y’=r<1—%)y—h ¥(0) =y,

h: intenzita lovu
Problém: Jak nastavit parametry systému tak, aby h bylo trvale co
nejvetsi a aby nedoslo ke zdecimovani populace?
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Verhulst-Pearliiv rist (logisticky)

y' :r<1 —%)y ¥(0) =y,

Verhulst-Pearliyv rist s lovem intenzity /

y’=r<1—%)y—h ¥(0) =y,

Verhulst-Pearliiv rist s konkurenci mezi dvéma populacemi
vi=r(1-2) v, - any
1~ K1 1 172

; Y
Yo =12 (1 - %) Yo = by1Y»
2

[ < I <1 > I > | Motivace ©Robert Matik, 2009 B4



2 Diferencialni rovnice.

Diferencialni rovnice jsou vztahy mezi neznamou funkci a jeji
derivaci (jejimi derivacemi). Napf.

Y +xyln(1 -y?) =4

je diferencidlni rovnice prvniho fadu (obsahuje jenom prvni derivaci),
rovnice
y" +2y' —4y =sinx

je diferencialni rovnice druhého fadu. Nejednodussimi diferencialnimi
rovnicemi jsou rovnice typu y’ = f(x). Napfiklad feSenim rovnice

!

y =X
je kazda funkce tvaru
2

X
== +C
y=2+

kde C je libovolna realna konstanta.
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FYZIKALNI POPIS PROBLEMU:

scenar vyvoje + pocatecni stav — budouci stav systému.
"Scénafem vyvoje" je zpravidla néjaky fyzikalni zakon. VétSinou
tvrzeni tvaru "zména jedné veli€iny vyvolava odpovidajici zménu
veli¢iny jiné", nebo "plsobeni jedné veli¢iny vyvolava odpovidajici
zménu jiné veliCiny".

« Casova zména hybnosti télesa je rovna vysledné plisobici sile
(druhy Newtonlv pohybovy zakon). F = m- %

¢ Velikost indukovaného proudu v civce je pfimo umérna ¢asové
zméné indukéniho toku civkou (FaradayUv indukéni zakon).

MATEMATICKY POPIS:

diferencialni rovnice + pocatecni podminka — FeSeni rovnice
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3 Diferencialni rovnice prvniho radu

(" Definice (obycejna diferencialni rovnice). Obycejnou diferenciaini)
rovnici prvniho fadu rozieSenou vzhledem k derivaci (struéné -
diferencialni rovnici (ODR)) s neznamou y rozumime rovnici tvaru

y' =f(x.y) (1)

kde f je funkce dvou proménnych. Resenim (té2 integralem) rov-
nice na intervalu / rozumime kazdou funkci y = y(x), ktera splfuje
| identicky (1) na /.

Dana diferencialni rovnice ma zpravidla nekone¢né mnoho reseni
Napftiklad feSenim rovnice

y =Yy

je nejen funkce y = e*, ale i napf. funkce y = C - e*, kde C € RR.
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Definice (podateéni podminka, podateéni tloha). Uloha najit fe-)
Seni rovnice (1), které splfiuje zadanou pocatecni podminku

y(Xo) = Yo ()

se nazyva pocatecni Cauchyova uloha. Jejim feSenim rozumime
funkci, ktera splfiuje podminku (2) a je na néjakém intervalu obsa-
hujicim bod x,, feSenim rovnice (1).

Reseni Cauchyovy ulohy nazyvame téz partikuldrnim fesenim rov-
nice (1). Graf partikularniho feSeni se nazyva integralni krivka.

¢ Ma dana rovnice (poc¢ateéni uloha) feseni?

¢ Na jakém intervalu je toto feSeni definovano?

¢ Je toto feSeni uréeno jednoznacéné?

e Lze toto feSeni nalézt analytickou cestou? (pomoci integralniho
poctu)?
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Nejjednodussim prikladem diferencialni rovnice je rovnice tvaru
y' = f(x). (3)
Re&enim rovnice (3) je funkce

y=/f(x)dx+C,

kde C je libovolna konstanta. Takovyto vztah, popisujici vSechna
feSeni, nazyvame obecné reseni rovnice. Libovolné partikularni
feSeni ziskame z obecného feSeni vhodnou volbou konstanty.

Poznamka 1 (obecné a partikularni fe$eni). Podobny princip plati
i u dalSich diferencialnich rovnic. Funkci které vyhovuji diferencialni
rovnici prvniho fadu je nekone&né mnoho, zapiSeme-li vSechny jed-
nim vzorcem, bude tento vzorec obsahovat jistou konstantu C. Takovy
vzorec se nazyva obecné reseni diferencialni rovnice. Kazdé jednot-
livé (partikularni) fedeni Ize z tohoto vzorce obdrzet' vhodnou volbou
konstanty C.
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Definice (ODR se separovanymi proménnymi). ODR tvaru
y' =f(x)9(y). (4)

kde f a g jsou spojité funkce na otevienych intervalech nazyvame
obycejnou diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi.

Poc¢atecni uloha pro rovnici se separovanymi proménnymi nemusi
mit vzdy jediné feSeni. Existuji dokonce feSeni, které maji porusenu
jednoznaénost v kazdém bodé svého definiéniho oboru. Tato feseni
se nazyvaji singularni.

Diferencialni rovnice prvniho fadu ©Robert Mafik, 2009
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Najdéte funkei splfiujici [y’ = y cos x |a podminku| y(0) = 0.1 ]

Rovnice muze slouzit jako jednoduchy model sezénni populace —
specificka mira rastu, funkce cos x, se periodicky méni s asem.
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Najdéte funkei splfiujici [y’ = y cos x |a podminku| y(0) = 0.1 ]

— = y-CO0SX
dx 4

d
PrepiSeme derivaci y' jako podil d_i
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Najdéte funkei splfiujici [y’ = y cos x |a podminku] y(0) = 0.1 ]

y
— =y -COSX
dx /

1
_dy

= cosxdx

Nasobenim pfevedeme proménnou y na jednu a proménnou x na
druhou stranu. Podle predpokladi je alespori v néjakém okoli bodu
x = 0 funkce y nenulova.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy
— = y-COSX
dx 4

1
-d =/cosxdx
[yor

PripiSeme integraly na obé strany rovnice, vlevo je tedy integral
v proménné y a vpravo integral v proménné x.
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[Najdéte funkei splfiujici [y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy
— = y-COSX
dx 4

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx +C

-

¢ Vypoclteme integraly. Podle pfedpokladl je funkce y kladna
(alespori v néjakém okoli bodu x = 0). Integra¢ni konstantu
staci uvazovat pouze jednu.

o Dostavame rovnici, ktera popisuje vSechny funkce, splnujici
rovnici y' = y - cos x.
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[Najdéte funkei splfiujici [y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy
— = y-COSX
dx 4

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C

Dosadime z po¢ate¢ni podminky a uréime velikost integraéni
konstanty.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy
— = y-COSX
dx 4

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx+C

IN0.1 =sin0+C
C=1In0.1
Vypoéteme C.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy
— = y-COSX
dx 4

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C
C=1In01
Iny =sinx +In0.1

Dosadime do rovnice popisujici vSechna Feseni a obdrzime feseni
Ulohy. Toto feSeni je v implicitnim tvaru a jesté se jej pokusime
prevést do tvaru explicitniho.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy Iny —In0.1 = sinx
— =y -COSX
dx

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx+C
In0.1 =sin0+C
C=In0.1
Iny =sinx +In0.1

Pfevedeme logaritmy na jednu stranu.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

dy Iny —In0.1 = sinx

—— =y -CO0SX Yy .

dx In— =sinx
0.1

1
-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx+C
In0.1 =sin0+C
C=In0.1
Iny =sinx +In0.1

Slouc¢ime logaritmy.
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

d
—y:y-cosx

dx

1

-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx+C
In0.1 =sin0+C
C=1In0.1
Iny =sinx +In0.1

Iny —In0.1 = sinx

In =sinx

<2l

sinx
=e

o

A

Odlogaritmujeme pomoci inverzni funkce k logaritmu — pomoci

exponencialni funkce.

Diferencidlni rovnice prvniho fadu
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

d
—y:y-cosx

dx

1

-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx+C
In0.1 =sin0+C
C=1In0.1
Iny =sinx +In0.1

Iny —In0.1 = sinx

Ino% = sinx
L _ aSinx
01 °
y=0-1 _esinx

Vypoéteme y. Tato funkce pfedstavuje feSeni nasi ulohy.

Diferencidlni rovnice prvniho fadu
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[Najdéte funkei splfiujici |y’ = y cos x | a podminku [ y(0) = 0.1 ]

d
_y:y.cos)(

dx

1

-d =/cosxdx
[yor

Iny =sinx +C
In0.1 =sin0+C
C=In0.1
Iny =sinx +In0.1

Iny —In0.1 = sinx

y .
In — =sinx
0.1
Yy sin x
— =¢
0.1
y =0.1.e5"%

Nazvoslovi:

diferencialni rovnice \ + ‘ pocate¢ni podminka | = pocdtecéni dloha,

obecné feSeni, partikularni reseni (feSeni pocatecni ulohy)

Diferencidlni rovnice prvniho fadu

©Robert Mafik, 2009 K



Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

y' =1f(x)g(y)

(Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice, jejiz
prava strana se da vyjadfit jako soucin funkce proménné x a funkce
proménné y. Napfiklad rovnice

y'=x¥1+y)

ma tuto vlastnost, zatimco rovnice

y' =x*+y
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Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
y'=1f(x)g(y)

Konstantnimi feSenimi jsou funkce typu y = y;, kde y; je €islo
vyhovuijici rovnici g(y;) = 0.

[Nejprve hledejme konstantni feSeni. Protoze derivace konstanty je
nula, budou tato konstantni feSeni produkovat nulu na levé i na
pravé strané rovnice. Napfiklad konstantni feSeni rovnice

y=x-(1-y)y

jsou funkce y(x) = 0a y(x) = 1.
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Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
y'=fx)g(y)

Konstantnimi feSenimi jsou funkce typu y = y;, kde y; je €islo
vyhovuijici rovnici g(y;) = 0. Déale hledame nekonstantni feSeni.

d
< =g

d
PrepiSeme derivaci y’ jako podil d_i
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Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
y'=1f(x)g(y)

Konstantnimi feSenimi jsou funkce typu y = y;, kde y; je €islo
vyhovuijici rovnici g(y;) = 0. Dale hleddme nekonstantni feSeni.

d

d—i = f(x)g(y)
dy
— =f(x)d
gy) )

Nasobenim a délenim pfevedeme vyrazy s jednou proménnou na
jednu stranu a vyrazy s druhou proménnou na stranu druhou.
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Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
y'=1f(x)g(y)

Konstantnimi feSenimi jsou funkce typu y = y;, kde y; je €islo
vyhovuijici rovnici g(y;) = 0. Dale hleddme nekonstantni feSeni.

d
< = f(xg(y)
ﬂ = f(x)dx
ay)
dy
— = c
/g(y) /f(x)dH

Zintegrujeme obé strany a po vypoétu integralCi na jedné strané
budeme uvazovat integra¢ni konstantu, ktera mdze nabyvat
libovolné realné hodnoty. Obdrzeli jsme obecné feSeni rovnice.
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Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
y'=1f(x)g(y)

Konstantnimi feSenimi jsou funkce typu y = y;, kde y; je €islo
vyhovuijici rovnici g(y;) = 0. Dale hleddme nekonstantni feSeni.

d
< = f(xg(y)
ﬂ = f(x)dx
ay)
dy
— = c
/g(y) /f(x)dH

Je-li zadana pocateéni podminka, dosadime a uréime partikularni
feSeni podobné jako v pfedchozim prFipadé.
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Rovnice typu y”) = f(x)

y=N = /f(x) dx +Cy,

y-2) = /(/f(x)dx) dx + Cyx + Cy,

y=3) = /(/(/ f(x) dx) dx) + %XZ +Cox + Cs,

y = /---/f(x)dx--- dx + Cix" '+ Cox"2 + ...+ C,
Pocateéni podminky:

! ! - _1
Yxo) =Yo. Yo =¥y oon YO (xo) =y,
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