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Dodatky 91
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Předmluva

Skriptum je určeno pro posluchače Mendelovy zemědělské a lesnické univerzity v Brně. Obsahuje
základnı́ partie z teorie diferenciálnı́ch rovnic s hlavnı́m důrazem na postupy a metody sloužı́cı́
k jejich řešenı́. Vzhledem k tomu, že náplň i rozsah výuky matematiky se na jednotlivých oborech
na MZLU lišı́, je skriptum koncipováno tak, aby se sestávalo z relativně samostatných částı́, z nichž
některé je možno bez narušenı́ kontinuity vynechat či zkrátit.

Diferenciálnı́ rovnice jsou podstatnou součástı́ teoretického základu každého inženýrského studia,
protože právě užitı́ diferenciálnı́ch rovnic je nejpřirozenějšı́ a nejsnazšı́ cestou, jak matematicky
popisovat přı́rodnı́, technické, ekonomické a často i společenské jevy, zákony a zákonitosti.

Skriptum je rozděleno do třı́ kapitol. Prvnı́ dvě kapitoly vznikly doplněnı́m a přepracovánı́m skript
[6]. Třetı́ kapitola je nová.

V prvnı́ kapitole je obsažena základnı́ problematika týkajı́cı́ se diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho
řádu. V úvodu kapitoly jsou prezentovány základnı́ z mnoha aplikacı́ těchto diferenciálnı́ch rovnic.
Otázky existence a jednoznačnosti řešenı́ a grafického a numerického řešenı́ jsou v textu pouze
informativně nastı́něny a hlavnı́ důraz je kladen na jednotlivé typy diferenciálnı́ch rovnic, které
je možno řešit analytickou cestou – rovnice se separovanými proměnnými, homogennı́ rovnice,
lineárnı́ a exaktnı́ rovnice. Druhá kapitola je věnována předevšı́m lineárnı́m diferenciálnı́m rov-
nicı́m druhého řádu, které najdou uplatněnı́ zejména v klasické mechanice. Poslednı́ kapitola je
věnována autonomnı́m systémům a je zaměřena předevšı́m na vyšetřenı́ chovánı́ systémů v okolı́
stacionárnı́ch bodů. V této kapitole jsou též uvedeny základnı́ aplikace – model konkurence dvou
druhů a model společenstvı́ dravce a kořisti.

Skriptum předpokládá znalost diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné a v něk-
terých partiı́ch i znalost diferenciálnı́ho počtu funkcı́ dvou proměnných. Při samostatném řešenı́
úloh je nezbytná dostatečná zručnost nejen při výpočtu integrálů a derivacı́, ale i při úpravách vý-
razů obsahujı́cı́ch základnı́ elementárnı́ funkce. Úlohy nižšı́ obtı́žnosti jsou označeny hvězdičkou,
přı́klady poněkud vyššı́ obtı́žnosti jsou označeny křı́žkem.

Jednotlivé kapitoly jsou chápány jako samostatné celky a čı́slovánı́ tedy platı́ vždy pouze uvnitř
této kapitoly. Napřı́klad (4.2) značı́ rovnici, která je v aktuálnı́ kapitole, v podkapitole čı́slo 4 a
jedná se o druhou čı́slovanou rovnici v této podkapitole.

Pro snazšı́ orientaci čtenáře je text důsledně členěn na definice, poznámky, matematické věty,
algoritmy řešenı́ jednotlivých rovnic, ilustrativnı́ řešené přı́klady a úlohy k samostatnému pro-
cvičovánı́. Předevšı́m poznámky jsou často relativně samostatné a ucelené. Čtenář tak snadno
pozná, kde končı́ jedna myšlenka a začı́ná jiná. Motivačnı́ a řešené přı́klady, zadánı́ úloh a texty

algoritmů jsou pro přehlednost po okrajı́ch textu označeny ikonkamiR,N aK.
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4 PŘEDMLUVA

Skriptum je provázáno se systémem Mathematical Assistant on Web, který automatizuje proces
řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic a některých dalšı́ch typických matematických úloh. Toto provázánı́ je
realizováno na webové stránce http://wood.mendelu.cz/math/rovnice. Tato stránka
obsahuje odkazy na neřešené přı́klady ze skript. Každá rovnice je doplněna odkazem, který tuto
rovnici odešle přı́mo do apliakce Mathematical Assistant on Web a student obdržı́ vı́ce či méně
podrobně krokovaný postup řešenı́ úlohy. Dále jsou na této stránce odkazy na některé online služby
pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic a kreslenı́ směrových polı́ a fázových portrétů.

Děkuji Mgr. Simoně Fišnarové, Ph.D., za velmi pečlivé pročtenı́ celého rukopisu a opravu řady
nedostatků.
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Kapitola 1
Diferenciálnı́ rovnice prvnı́ho řádu

Motivace – základnı́ úloha integrálnı́ho počtu. Již při formulovánı́ hlavnı́ch myšlenek infinitezi-
málnı́ho počtu se objevila potřeba řešit následujı́cı́ úlohu (tzv. základnı́ úloha integrálnı́ho počtu):
Na intervalu I je dána spojitá funkce f(x). Nalezněte funkci y = y(x), která na intervalu I splňuje
vztah

y′(x) = f(x). (0.1)

Jako prostředek k řešenı́ tohoto problému byl vytvořen pojem integrál. Z předchozı́ch partiı́
matematiky již vı́me, že všechny funkce splňujı́cı́ rovnici (0.1) jsou tvaru

y(x) = F (x) + C, (0.2)

kde F (x) je libovolná primitivnı́ funkce k funkci f(x) na intervalu I a C je integračnı́ konstanta,
která může nabývat libovolné reálné hodnoty. Vzorec (0.2) tedy představuje celou množinu funkcı́
(tzv. obecné řešenı́). Následujı́cı́ přı́klad ukazuje jednu z praktických aplikacı́, ve které se rovnice
(0.1) objevuje. RPřı́klad 0.1 (model zavěšeného mostu). Uvažujme lano, které nese hmotnost rovnoměrně roz-
loženou ve vodorovném směru. Pomocı́ fyzikálnı́ch úvah o rovnováze sil lze ukázat, že lano zaujme
tvar křivky splňujı́cı́ diferenciálnı́ rovnici

y′ = ax, (0.3)

kde a je konstanta charakterizujı́cı́ hmotnost, kterou lano nese, a sı́lu, která lano napı́ná. Jedná se
tedy o rovnici typu (0.1). Z (0.2) plyne, že všechny funkce, které splňujı́ rovnici (0.3) jsou tvaru

y = a
x2

2
+ C , kde C je konstanta. Odsud vyplývá, že lano zaujme parabolický tvar. Tento model

odpovı́dá napřı́klad lanu, na kterém je zavěšena mostnı́ konstrukce1 – pravá polovina takového
mostu je schematicky znázorněna na obrázku. Abychom dosáhli rovnoměrného zatı́ženı́ mostnı́
konstrukce, nosných a svislých lan, na kterých je most fyzicky zavěšen, je nejvýhodnějšı́ navrhnout

konstrukci tak, aby nosná lana zaujala parabolický tvar daný křivkou y = a
x2

2
+ C . Pro různá C

se v tomto přı́padě jedná o systém parabol, které jsou vzájemně posunuty ve vertikálnı́m směru.

Motivace – počátečnı́ podmı́nka. V předešlých odstavcı́ch jsme viděli, že základnı́ úloha inte-
grálnı́ho počtu má nekonečně mnoho řešenı́, které závisı́ na jedné reálné konstantě. V praxi je
zpravidla nutno z této množiny vybrat nějaké konkrétnı́ (tzv. partikulárnı́) řešenı́, které splňuje
jistou dodatečnou podmı́nku – tzv. počátečnı́ podmı́nku. V předchozı́m přı́kladě se zavěšeným

1Poznamenejme ještě, že předpoklad rovnoměrného rozloženı́ zátěže ve vodorovném směru je podstatný. Pokud je
zátěž rozložena rovnoměrně podél délky lana (např. provazový most nebo lano prověšené vlastnı́ vahou), nenı́ rovnici
(0.3) možné použı́t. Model takového problému uvádı́me na straně 44.
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OBRÁZEK 1. Most zavěšený na laně

mostem je nutné konce nosného lana ukotvit někde na pevnině. Logicky nás tedy z množiny všech
parabol bude zajı́mat jen jedna – ta, která procházı́ bodem upevněnı́. Taková úloha, která se skládá
z diferenciálnı́ rovnice a počátečnı́ podmı́nky, se nazývá počátečnı́ úloha.R Přı́klad 0.2 (počátečnı́ úloha). Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

y′ = 2x, y(1) = 2.

Řešenı́. Integracı́ rovnice zı́skáváme y(x) =

∫
2xdx = x2 + C . Z podmı́nky y(1) = 2 plyne, že

je-li x = 1, musı́ být y = 2. Dosadı́me tyto hodnoty do poslednı́ho vztahu, čı́mž obdržı́me

2 = 12 + C

a odsud C = 1. Řešenı́m počátečnı́ úlohy je tedy funkce y(x) = x2 + 1.

V dalšı́ch částech této kapitoly výše uvedené myšlenky zpřesnı́me. Navı́c budeme předpokládat,
že pravá strana rovnice (0.1) obsahuje i proměnnou y. Tento předpoklad je důležitý vzhledem
k většı́mu množstvı́ aplikacı́ takového obecnějšı́ho problému (některé z aplikacı́ uvádı́me nı́že).
V jeho důsledku se ovšem ze základnı́ úlohy integrálnı́ho počtu (0.1), kterou jsme řešili pouhou
integracı́, stane úloha nepoměrně složitějšı́, kterou se naučı́me řešit pouze v několika speciálnı́ch
přı́padech. Tyto přı́pady se budou lišit v tom, jak přesně pravá strana rovnice závisı́ na proměnné
y a metody řešenı́ se budou v jednotlivých přı́padech lišit.
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1. Definice a základnı́ vlastnosti

Definice (obyčejná diferenciálnı́ rovnice). Obyčejnou diferenciálnı́ rovnicı́ prvnı́ho řádu
rozřešenou vzhledem k derivaci (stručně - diferenciálnı́ rovnicı́, DR) s neznámou y rozumı́me
rovnici tvaru

y′ = ϕ(x, y), (R)

kde ϕ je funkce dvou proměnných.
Řešenı́m (též integrálem) rovnice na intervalu I rozumı́me každou funkci y = y(x), která je
diferencovatelná na I a splňuje zde identicky rovnici (R).
Necht’x0, y0 jsou reálná čı́sla. Úloha najı́t řešenı́ rovnice (R), které splňuje zadanou počátečnı́
podmı́nku

y(x0) = y0 (PP)

se nazývá počátečnı́ (též Cauchyova) úloha. Jejı́m řešenı́m rozumı́me funkci, která splňuje
podmı́nku (PP) a je na nějakém intervalu obsahujı́cı́m bod x0 řešenı́m rovnice (R).
Řešenı́ Cauchyovy úlohy nazýváme též partikulárnı́m řešenı́m rovnice (R). Graf libovolného
partikulárnı́ho řešenı́ se nazývá integrálnı́ křivka.

Úmluva. Pod pojmem interval v celém textu rozumı́me otevřený interval, tj. některý z intervalů
typu (−∞,∞), (−∞, b), (a, b), (a,∞), kde a, b jsou reálná čı́sla.

Poznámka 1.1. Slovně lze definici DR vyjádřit tak, že obyčejná diferenciálnı́ rovnice je vztah
(platný v určitém oboru) mezi neznámou funkcı́ a jejı́mi derivacemi. Termı́n „obyčejná rovnice“
značı́, že hledaná funkce je funkcı́ jedné proměnné, tj. derivace v rovnici značı́ obyčejnou derivaci
(ne parciálnı́, viz též strana 46).

Poznámka 1.2. Funkce y(x) je podle uvedené definice řešenı́m rovnice (R) na intervalu I , jestliže

• existuje derivace y′(x) pro všechna x ∈ I ,
• výraz ϕ(x, y(x)) je definován pro všechna x ∈ I ,
• rovnice (R) platı́ pro všechna x ∈ I .

Poznámka 1.3 (symbolika pro zápis derivacı́). Je-li funkce g : R → R ve tvaru y = g(x) (tj. x je
nezávislá proměnná a y je závislá proměnná), pı́šeme mı́sto obvyklého g′(x) pro označenı́ derivace
funkce g(x) také y′(x), nebo stručněji y′. V přı́rodnı́ch a technických vědách se často setkáváme

ještě s ekvivalentnı́m značenı́m derivace jako podı́lu diferenciálů: y′ =
dy

dx
. V čitateli je za

symbolem „d“ uvedena závislá proměnná a ve jmenovateli nezávislá. Je-li nezávislou proměnnou
čas, označujeme jej zpravidla t namı́sto x a derivaci v tomto přı́padě značı́me tečkou takto: ẏ.

Poznámka 1.4. Rovnici (R) někdy uvádı́me v ekvivalentnı́m tvaru

dy = ϕ(x, y) dx,

který zı́skáme nahrazenı́m derivace y′ podı́lem diferenciálů dy/dx a formálnı́m vynásobenı́m
rovnice diferenciálem dx.

Poznámka 1.5 (obecnějšı́ tvar diferenciálnı́ rovnice). V některých aplikacı́ch je nutno pracovat
s obecnějšı́mi diferenciálnı́mi rovnicemi tvaru

Φ(x, y, y′) = 0,

kde Φ je funkce třı́ proměnných taková, že z rovnice nenı́ možné explicitně vypočı́tat derivaci
y′. Takové rovnice nazýváme nerozřešené vzhledem k derivaci a v tomto textu se jimi zabývat
nebudeme. RPřı́klad 1.1 (růst populace). Necht’veličina y udává velikost nějaké populace v okamžiku x od
počátku měřenı́ času. Populacı́ zde rozumı́me v širšı́m slova smyslu libovolný soubor objektů, které
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vykazujı́ určitou vlastnost. Velikost populace měřı́me ve vhodných jednotkách (milion jedinců, tuny
biomasy a podobně — několik přı́kladů uvedeme nı́že). Také časovou jednotku volı́me vhodně pro
daný problém (vteřina, den, stoletı́). Jestliže se velikost populace měnı́ s časem, tj. je-li y = y(x),
udává derivace funkce y v bodě x rychlost, s jakou se veličina y měnı́ v čase x, tj. změnu velikosti
populace v čase x, vztaženou na jednotku měřenı́ času.

• Je-li y′ > 0, velikost populace roste (jedná-li se o živé organismy, řı́káme že se populace
rozmnožuje).

• Je-li y′ < 0, velikost populace klesá (populace vymı́rá).
• Je-li y′ = 0, velikost populace v daném okamžiku stagnuje, populace je stabilnı́ a jejı́

velikost se neměnı́.

V mnoha přı́padech rychlost růstu populace souvisı́ s velikostı́ této populace (např. s počtem jedinců
v reprodukčnı́m věku) předem známým způsobem — existuje tedy vztah mezi funkcı́ y(x) a jejı́
derivacı́ y′(x). Tento vztah můžeme s výhodou zapsat pomocı́ vhodné diferenciálnı́ rovnice, jejı́mž
řešenı́m bude funkce y (několik přı́kladů uvádı́me nı́že). Tedy vývoj populace v daném okamžiku
je popsán diferenciálnı́ rovnicı́ (lokálnı́ charakteristika). Řešenı́m obdržı́me funkci, která přı́mo
udává velikost populace v určitém čase (globálnı́ charakteristika). Řešenı́ přı́slušné DR lze potom
chápat jako hledánı́ globálnı́ informace z počátečnı́ch podmı́nek a ze znalosti vývoje populace.

Poznámka 1.6 (specifická mı́ra růstu, invaznı́ parametr). Relativnı́ změna populace za jednotku
času se nazývá specifická mı́ra růstu populace a označuje symbolem µ. Obecně se může jednat
o veličinu, která závisı́ jak na velikosti populace, tak na čase. Často studujeme napřı́klad populace
živočichů určitého druhu, které žijı́ v prostředı́ s neměnnými podmı́nkami. V těchto přı́padech
závislost na čase neuvažujeme. Specifická mı́ra růstu µ(y) potom udává změnu velikosti populace
o velikosti y za časovou jednotku, vztaženou na jednotkové množstvı́ populace. Vývoj takové
populace v čase je poté určen diferenciálnı́ rovnicı́

y′ = yµ(y). (1.1)

Specifikace funkce µ(y) se provádı́ v závislosti na uvažovaných poměrech panujı́cı́ch v populaci
a v prostředı́, ve kterém populace žije a rozmnožuje se. Specifická rychlost růstu µ(0) odpovı́dá
stavu, kdy do neosı́dlené lokality pronikne několik málo jedinců a ti se zde začnou rozmnožovat
právě rychlostı́ blı́zkou hodnotě µ(0). Z tohoto důvodu se µ(0) nazývá invaznı́ parametr (tento
pojem nabývá na důležitosti při studiu lokalit osı́dlených vı́cedruhovým společenstvem, viz strana
80). Aby se populace začala rozmnožovat, je nutno, aby platilo µ(0) > 0.R Přı́klad 1.2 (model samočištěnı́ jezer). Necht’ veličina y[kg] udává hmotnost populace částic,
které znečišt’ujı́ vodu v jezeře o objemu V [m3]. Předpokládejme, že do jezera přitéká čistá voda
a stejnou rychlostı́ odtéká voda s nečistotami (hladina se neměnı́, je v ustáleném stavu). Necht’
veličina r[m3/den] udává, jaký objem vody se v jezeře takto vyměnı́ za jeden den. Předpokládejme
dále (poněkud nerealisticky), že rozdělenı́ znečišt’ujı́cı́ch částic v jezeře je rovnoměrné. Úbytek
hmotnosti nečistot za den x je dán derivacı́ y′(x). Tento úbytek hmotnosti je možno vyjádřit též

ve tvaru
r

V
y, kde

r

V
je pro dané jezero kladná konstanta. Tato konstanta udává, jak velká část

z celkového množstvı́ vody se v jezeře vyměnı́ za jeden den. Proces úbytku nečistot je popsán
diferenciálnı́ rovnicı́

y′ = − r

V
y. (1.2)

Znaménko mı́nus vyjadřuje, že intenzita znečištěnı́ v jezeře klesá. Je-li známa intenzita počátečnı́ho
znečištěnı́ (např. je-li známo, že v den x = 0 obsahovalo jezero y0 kg nečistot), vyjádřı́me tuto
informaci počátečnı́ podmı́nkou

y(0) = y0.R Přı́klad 1.3 (radioaktivnı́ rozpad prvků). Necht’ veličina y[gram] udává hmotnost populace
atomů nestabilnı́ho izotopu radioaktivnı́ho prvku v dané látce v čase x. Z jaderné fyziky je známo,
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že pravděpodobnost rozpadu atomu za jednotku času je pro všechny atomy daného izotopu stejná
a nezávislá na čase. Proto je hmotnost atomů, které za jednotku času podlehnou radioaktivnı́mu
rozpadu (vyjádřená derivacı́ y′), úměrná hmotnosti dosud nerozpadnutých atomů, tj.

y′ = −λy,

kde λ > 0 je rozpadová konstanta daného prvku. Znaménko mı́nus opět vyjadřuje skutečnost, že
hmotnost atomů nestabilnı́ho izotopu se snižuje. RPřı́klad 1.4 (Malthusův model, model s konstantnı́ specifickou mı́rou růstu). Uvažujme popu-
laci živočichů, jejı́ž velikost se měnı́ vlivem narozenı́ a úmrtı́ jedinců. Velikost populace budeme
měřit v milionech jedinců. Předpokládejme, že porodnost p vyjadřuje počet nově narozených za
rok vztažený na milion jedinců a úmrtnost u počet zemřelých jedinců za totéž obdobı́ vztažený
opět na milion jedinců. Potom derivace y′ vyjadřuje změnu velikosti této populace za rok. Podle
výše uvedeného platı́

y′ = py − uy = (p − u)y. (1.3)

Jedná-li se o lidskou populaci, předpokládáme zpravidla, že porodnost a úmrtnost jsou konstantnı́
a uvedený model se nazývá Malthusův model populace. Je-li p > u, je y′ > 0 a velikost populace
roste, v opačném přı́padě populace vymı́rá.

Poznámka 1.7. Všimněme si, že doposud jsme všechny výše uvedené jevy popsali pouze jedinou
diferenciálnı́ rovnicı́

y′ = αy, (1.4)

kde α ∈ R je vhodná konstanta. Jak ukážeme na stranách 11 a 19, řešenı́m této rovnice je expo-
nenciálnı́ funkce. Proto se rovnice (1.4) nazývá rovnicı́ exponenciálnı́ho růstu (i když v některých
přı́padech namı́sto růstu popisuje úbytek). RPřı́klad 1.5 (model s migracı́). Předpokládejme navı́c, že počet jedinců v populaci z Přı́kladu 1.4
se může měnit i vlivem migrace. Označı́me-li počet emigrantů za rok jako e a počet imigrantů
za rok jako i (zpravidla tyto veličiny pokládáme za konstantnı́), je vývoj takové populace popsán
diferenciálnı́ rovnicı́

y′ = (p − u)y + i − e. RPřı́klad 1.6 (logistická rovnice, lineárně klesajı́cı́ specifická mı́ra růstu). Je-li velikost rozvı́je-
jı́cı́ se populace velmi velká, model z Přı́kladu 1.4 ukazuje, že populace roste velmi rychle. Tento
stav však nenı́ přı́liš reálný u populace, která má pouze omezený počet živin, zdrojů a životnı́ho
prostoru (souvisı́ napřı́klad s vyživovacı́mi kapacitami planety v přı́padě lidské populace nebo
s množstvı́m kyslı́ku ve vodě, v přı́padě vodnı́ch organismů). V takových přı́padech docházı́ ke
vzájemné konkurenci mezi jednotlivci téhož druhu a dynamika růstu se zastavuje2. Ukazuje se,
že model z Přı́kladu 1.4 je v takovýchto přı́padech vhodný jenom pro relativně krátká časová ob-
dobı́ a relativně malé stavy populace, kdy k problémům s konkurencı́ uvnitř populace nedocházı́.
V ostatnı́ch přı́padech je třeba zohlednit i maximálnı́ velikost stabilnı́ populace M . Předpoklá-
dáme v tomto přı́padě, že rychlost růstu je úměrná velikosti populace y a volné kapacitě populace
(M − y). Populaci potom popisujeme modelem

y′ = αy(M − y), (1.5)

kde α > 0 je kladná reálná konstanta. Odsud vidı́me, že pro y ∈ (0,M) velikost populace roste
(y′ > 0), pro y = M stagnuje (y′ = 0) a pro y > M populace vymı́rá (y′ < 0). Tato rovnice se
nazývá logistická rovnice, nebo též Verhulst–Pearlův model populace a konstanta M se nazývá
nosná kapacita prostředı́. Obecné řešenı́ této rovnice uvádı́me na straně 19.

2Přı́pad konkurence dvou druhů soupeřı́cı́ch o tutéž potravu vyžaduje použı́t soustavu diferenciálnı́ch rovnic.
Matematický model takového soupeřenı́ uvádı́me na straně 80.



10 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDUR Přı́klad 1.7 (populace pod predačnı́m tlakem). Předpokládejme že růst populace, vyvı́jejı́cı́ se
podle předchozı́ho modelu, je zpomalován dalšı́mi vlivy. Potom je růst populace popsán rovnicı́

y′ = αy(M − y) − p(y),

kde p(y) je člen charakterizujı́cı́ uvažované zpomalenı́ růstu. Tento model je vhodný napřı́klad při
studiu populace přı́rodnı́ch obnovitelných zdrojů, které jsou těženy člověkem. V tomto přı́padě je
zpravidla člen p(y) považován za konstantnı́ (těžba je nezávislá na velikosti populace) a rovnice
sloužı́ k vytvořenı́ ekologicky akceptovatelného modelu těžby. Jiným přı́kladem zpomalenı́ vývoje
populace může být působenı́ predátorů, kteřı́ se populacı́ živı́. V tomto přı́padě funkce p(y)
charakterizuje vliv predátorů na populaci. Napřı́klad při sledovánı́ populace obaleče smrkového

(jeho larvy jsou jednou ze složek ptačı́ potravy) je realistické použı́t funkci3 p(y) =
ay2

y2 + b2
, kde

a, b jsou vhodné parametry.R Přı́klad 1.8 (šı́řenı́ informace v populaci, sociálnı́ difúze). V populaci o velikosti M uvažujme
populaci osob y, kterým je známa určitá informace a kteřı́ tuto informaci dále rozšiřujı́. Zpravidla
předpokládáme, že rychlost šı́řenı́ informace je úměrná počtu osob y, kterým je informace známa,
a počtu osob (M − y), kterým informace známa dosud nenı́. Proces je tedy opět popsán rovnicı́
(1.5). Poznamenejme ještě, že pokud velikost populace měřı́me v násobcı́ch maximálnı́ho počtu
populace, klademe M = 1. V tomto modelu navı́c nemá význam předpoklad y > M .

Diferenciálnı́ rovnici je možno použı́t také k vyjádřenı́ některých rovinných křivek, jak bylo
uvedeno na přı́kladě zavěšeného mostu na straně 5.

Na následujı́cı́m přı́kladě si ukážeme, že počátečnı́ úloha může mı́t vı́ce než jedno řešenı́.R Přı́klad 1.9 (nejednoznačnost řešenı́). Uvažujme počátečnı́ úlohu

y′ = 3y2/3, y(1) = 0.

Funkce y1 = (x − 1)3 je definovaná na R a splňuje relace

y′1 = 3(x − 1)2 = 3y
2/3
1 a y1(1) = (1 − 1)3 = 0.

Funkce y1 je proto řešenı́m dané počátečnı́ úlohy. Totéž platı́ však i pro konstantnı́ funkci y2 ≡ 0
(ověřte sami). Vidı́me odsud, že zadaná počátečnı́ úloha má alespoň dvě různá řešenı́, obě jsou
definovaná na R.

Poznámka 1.8 (formulace hlavnı́ch problémů). V souvislosti s diferenciálnı́mi rovnicemi nás
zajı́majı́ předevšı́m následujı́cı́ otázky

• Má daná počátečnı́ úloha řešenı́?
• Je toto řešenı́ určeno jednoznačně?
• Na jakém intervalu je toto řešenı́ definováno?
• Je možné toto řešenı́ nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

Poznamenejme jenom (spı́še neformálně, bez velkých nároků na přesnost, podrobnějšı́ informace
lze nalézt např. v [11, kap. 17.2]), že většina inženýrských aplikacı́ vyžaduje, aby odpověd’na prvnı́
dvě otázky byla kladná. Toto je možné zaručit tehdy, nenı́-li chovánı́ funkce ϕ(x, y) vzhledem
k proměnné y „přı́liš divoké“. Přesněji, platı́ následujı́cı́.

• Je-li funkce ϕ(x, y) spojitá, je počátečnı́ úloha řešitelná. (Peanova věta)
• Má-li funkce ϕ(x, y) ohraničenou parciálnı́ derivaci podle y, je řešenı́ v nějakém okolı́

počátečnı́ podmı́nky určeno jednoznačně. (Picardova věta)

3viz Ludwig D., Jones D.D., Holling C. S., Qualitative analysis of insect outbreak systems: the spruce budworm
and forest, J. Anim. Ecol., Vol. 47 (1978), 315–332.
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Přitom jednoznačnou řešitelnostı́ rozumı́me stav, kdy libovolná dvě řešenı́ splňujı́cı́ tutéž počátečnı́
podmı́nku v bodě x0 jsou totožná v nějakém okolı́ bodu x0.
V tomto textu se budeme zabývat pouze rovnicemi, u nichž lze řešenı́ nalézt analytickou cestou.
Kromě toho jsou řešenı́ řady dalšı́ch často užı́vaných diferenciálnı́ch rovnic tabelována (viz např.
[11, kap. 17.21]). V literatuře je možno též nalézt řadu výsledků z tzv. kvalitativnı́ teorie diferen-
ciálnı́ch rovnic. Takové výsledky udávajı́ určitou informaci o řešenı́ch rovnice, kterou neumı́me
nebo ji nelze analytickou cestou explicitně vyřešit.

Poznámka 1.9 (závislost řešenı́ na počátečnı́ch podmı́nkách a parametrech). Ve většině apli-
kacı́ je přirozené požadovat, aby malé změny v počátečnı́m stavu systému (tj. malé změny počáteč-
nı́ch podmı́nek) a malé změny v parametrech systému (tj. malé změny diferenciálnı́ rovnice) měly
za následek pouze malé změny ve výsledném řešenı́. Tuto vlastnost nazýváme spojitá závislost
řešenı́ na počátečnı́ch podmı́nkách a parametrech, podrobněji viz [2, kap. 6].

Poznámka 1.10 (obecné řešenı́). Zpravidla lze všechna – nebo alespoň téměř všechna – řešenı́
y(x) vyjádřit pomocı́ jediného univerzálnı́ho vzorce, který obsahuje nějakou konstantu C , tj.

y = y(x,C),

přı́padně v implicitnı́m tvaru

Ψ(y, x,C) = 0.

Toto řešenı́ nazýváme obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnice. Každé — nebo alespoň skoro každé —
partikulárnı́ řešenı́ rovnice obdržı́me z obecného řešenı́ vhodnou volbou konstanty C . Napřı́klad
všechna řešenı́ rovnice (1.4) jsou tvaru

y = Ceαx, C ∈ R,

což je obecné řešenı́ této rovnice (ověřte dosazenı́m). Partikulárnı́ řešenı́ rovnice, splňujı́cı́ počátečnı́
podmı́nku y(0) = y0, obdržı́me volbou C = y0. Podrobněji viz Přı́klad 2.7.

V dalšı́m textu se budeme zabývat rovnicemi, u nichž budeme schopni určit obecné řešenı́. Bude-
li zadána počátečnı́ podmı́nka, určı́me přı́slušné partikulárnı́ řešenı́ vhodnou volbou konstanty
v řešenı́ obecném.

Poznámka 1.11 (partikulárnı́ řešenı́). Uved’me, že pojem partikulárnı́ho řešenı́ se v literatuře
použı́vá zpravidla ve dvou poněkud odlišných významech. Je-li zadána diferenciálnı́ rovnice a
počátečnı́ podmı́nka, rozumı́me partikulárnı́m řešenı́m řešenı́ dané počátečnı́ úlohy, v souladu
s Definicı́ 1.1 na straně 7. Nenı́-li počátečnı́ podmı́nka zadána a hovořı́me o partikulárnı́m řešenı́
dané rovnice, máme na mysli jedno libovolné řešenı́ této rovnice.

Následujı́cı́ přı́klad ukazuje jak je možno vhodnou volbou konstanty v obecném řešenı́ obdržet
řešenı́ partikulárnı́. Ukazuje však také přı́pad partikulárnı́ho řešenı́, které nelze žádným postupem
obdržet z řešenı́ obecného. RPřı́klad 1.10 (vztah obecného a partikulárnı́ho řešenı́). Uvažujme rovnici

y′ = 3y2/3

a svazek funkcı́

y = (x + c)3 (1.6)

definovaných na R, kde c ∈ R je parametr. Pro libovolné c ∈ R splňuje funkce y relace

y′ = 3(x + c)2 = 3y2/3

a je tedy řešenı́m dané rovnice. Protože (1.6) popisuje celou množinu funkcı́, závislých na jednom
parametru, jedná se o obecné řešenı́. Vidı́me, že partikulárnı́ řešenı́ y1 z Přı́kladu 1.9 lze ze vzorce
(1.6) obdržet volbou c = −1, zatı́mco partikulárnı́ řešenı́ y2 pro žádnou volbu konstanty ve vzorci
(1.6) obsaženo nenı́ — jedná se o singulárnı́ řešenı́ ve smyslu Poznámky 2.2 na straně 14.
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Poznámka 1.12 (geometrický význam diferenciálnı́ rovnice). Zajı́mejme se o to, jak budou
vypadat integrálnı́ křivky rovnice (R). Protože derivace funkce v bodě udává směrnici tečny ke
grafu funkce v tomto bodě, lze rovnici (R) chápat jako předpis, který každému bodu v rovině přiřadı́
směrnici tečny k integrálnı́ křivce, která tı́mto bodem procházı́. Sestrojı́me-li v dostatečném počtu
(napřı́klad i náhodně zvolených) bodů [x, y] v rovině kratičké úsečky o směrnici ϕ(x, y), obdržı́me
směrové pole diferenciálnı́ rovnice — systém lineárnı́ch elementů, které jsou tečné k integrálnı́m
křivkám. Často lze ze směrového pole odhadnout tvar integrálnı́ch křivek. Protože se však jedná
pouze o odhad tvaru integrálnı́ch čar, použı́váme tuto metodu jen v přı́padě, kdy nám stačı́ pouze
hrubá informace o jednotlivých řešenı́ch, nebo v přı́padech kdy selhávajı́ ostatnı́ dostupné metody.
Počátečnı́ podmı́nka (PP) geometricky vyjadřuje skutečnost, že graf přı́slušného řešenı́ procházı́
v rovině bodem [x0, y0]. Má-li tato počátečnı́ úloha jediné řešenı́, neprocházı́ bodem [x0, y0] žádná
dalšı́ křivka. Má-li každá počátečnı́ úloha jediné řešenı́ (což bude pro nás velice častý přı́pad),
znamená to, že integrálnı́ křivky se nikde neprotı́najı́. Směrová pole některých rovnic a části jejich
integrálnı́ch křivek jsou uvedeny na obrázcı́ch.4

y

x

OBRÁZEK 2. Směrové pole rov-
nice y′ = y.

y

x

OBRÁZEK 3. Směrové pole rov-
nice y′ = −y.

y

x

OBRÁZEK 4. Směrové pole rov-
nice y′ = y(M − y), M ∈ R

+.

y

x

OBRÁZEK 5. Směrové pole rov-
nice y′ = x2 + y2.

4Na Internetu je možno nalézt mnoho nástrojů které ve většı́ či menšı́ kvalitě umı́ nakreslit směrové pole a vybrané
trajektorie. Jedna z možnostı́ je na webové stránce http://math.rice.edu/˜dfield/dfpp.html, přı́padně
stačı́ použı́t vyhledávač a klı́čová slova jako online slope field calculator nebo online direction
field calculator.
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y

x

OBRÁZEK 6. Směrové pole rov-
nice y′ = y2 − x

y

x

OBRÁZEK 7. Směrové pole rov-

nice y′ = e−x − 7

10
y.

Poznámka 1.13 (fyzikálnı́ význam směrového pole). Uvažujme rovinu, v jejı́mž každém bodě
působı́ na dané těleso sı́la ~F (x, y). Tuto sı́lu zpravidla znázorňujeme vektorem, jehož orientace
udává směr a délka udává velikost působı́cı́ sı́ly. Délky si nynı́ nebudeme všı́mat a bude nás
zajı́mat jenom směr působı́cı́ sı́ly. Směrnici přı́mky, která udává směr sı́ly působı́cı́ v bodě [x, y]
označme k(x, y) (jedná se o veličinu, která se obecně může měnit s měnı́cı́mi se souřadnicemi x

a y). Rozložme sı́lu působı́cı́ v bodě (x, y) do dvou složek ve směru souřadných os, tj. ~F (x, y) =

= (Fx(x, y), Fy(x, y)). Tento vektor ležı́ v přı́mce o směrnici k(x, y) =
Fy(x, y)

Fx(x, y)
. Potom tečny

vedené k integrálnı́m křivkám rovnice

y′ = k(x, y) (1.7)

udávajı́ směry sil působı́cı́ch v bodech dotyku těchto tečen s křivkami — ve fyzice se takovéto
křivky nazývajı́ siločáry silového pole. Rovnici (1.7) je tedy možno chápat jako diferenciálnı́ rovnici
těchto siločár. U některých silových polı́ lze siločáry snadno a efektně vizualizovat — napřı́klad
siločáry magnetického pole můžeme zviditelnit pomocı́ železných pilin, siločáry elektrického pole
lze zviditelnit pomocı́ krupice a ricı́nového oleje.

2. Diferenciálnı́ rovnice se separovanými proměnnými

V tomto odstavci si uvedeme postup řešenı́ jedné z nejjednoduššı́ch diferenciálnı́ch rovnic. Je to
rovnice, kde pravou stranu (R) lze rozepsat na součin dvou částı́, z nichž každá obsahuje právě
jednu z proměnných.

Definice (DR se separovanými proměnnými). Diferenciálnı́ rovnice tvaru

y′ = f(x)g(y), (S)

kde f a g jsou funkce spojité na (nějakých) otevřených intervalech, se nazývá obyčejná diferen-
ciálnı́ rovnice se separovanými proměnnými. RPřı́klad 2.1. Rovnice

y′ − x − y = 0

nenı́ rovnice se separovanými proměnnými, protože po přepsánı́ rovnice do tvaru y′ = x+ y nelze
pravou stranu rozložit na součin dvou funkcı́, z nichž jedna závisı́ pouze na proměnné x a druhá
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pouze na proměnné y, jak je požadováno v (S). Rovnice

e−xy′ + ex+yy = 0

je rovnice se separovanými proměnnými, protože po explicitnı́m vyjádřenı́ derivace y′

y′ =
−ex+yy

e−x

je možno tuto rovnici přepsat pomocı́ algebraických úprav na tvar

y′ = −yey · e2x,

což je tvar odpovı́dajı́cı́ (S).

Poznámka 2.1. Ve většině přı́padů dokážeme identifikovat diferenciálnı́ rovnice se separovanými
proměnnými tak, že z rovnice vyjádřı́me derivaci a pravou stranu rovnice se snažı́me rozložit na
součin dvou funkcı́ jedné proměnné podle vzoru (S). Následujı́cı́ věta udává jednoduše použitelné
kritérium, které umožnı́ poznat, zda vůbec lze tento rozklad na součin provést.

Věta 2.1 (kritérium na ověřenı́ separability). Necht’funkce dvou proměnných ϕ(x, y) je nenulová
na konvexnı́ oblasti G a má zde spojité všechny parciálnı́ derivace do řádu dva, včetně. Rovnice

y′ = ϕ(x, y)

je rovnice se separovanými proměnnými a lze ji upravit na tvar (S) právě tehdy, když je na množině
G nulový determinant

∣∣∣∣
ϕ(x, y) ϕ′

x(x, y)
ϕ′

y(x, y) ϕ′′
xy(x, y)

∣∣∣∣ .R Přı́klad 2.2. Rovnice y′ = sin(x) + sin(y) nenı́ rovnice se separovanými proměnnými, protože
následujı́cı́ determinant nenı́ na R

2 nulová funkce.
∣∣∣∣
sin(x) + sin(y) cos(x)

cos(y) 0

∣∣∣∣ = − cos(x) cos(y) 6≡ 0R Přı́klad 2.3. Ačkoliv to nenı́ na prvnı́ pohled patrné, rovnice y′ = sin(x + y) + sin(x − y) je
rovnice se separovanými proměnnými. Vskutku, platı́

∣∣∣∣
sin(x + y) + sin(x − y) cos(x + y) + cos(x − y)
cos(x + y) − cos(x − y) − sin(x + y) + sin(x − y)

∣∣∣∣ =

= − sin2(x + y) + sin2(x − y) −
(
cos2(x + y) − cos2(x − y)

)
=

= − sin2(x + y) − cos2(x + y) + sin2(x − y) + cos2(x − y) = −1 + 1 = 0.

Vı́me tedy, že rovnici je možno přepsat do tvaru (S), otázkou však zůstává, jak toto provést
prakticky. V tomto přı́padě je situace naštěstı́ jednoduchá. Použitı́m součtového vzorce sin α +

+ sin β = 2 sin
α + β

2
cos

α − β

2
můžeme rovnici přepsat do tvaru

y′ = 2 sin(x) cos(y).

Poznámka 2.2 (singulárnı́ řešenı́). Počátečnı́ úloha pro rovnici se separovanými proměnnými
nemusı́ mı́t vždy jediné řešenı́. Toto jsme viděli v Přı́kladě 1.9, str. 10. Existujı́ dokonce řešenı́,
které majı́ porušenu jednoznačnost v každém bodě svého definičnı́ho oboru. Tato řešenı́ se nazývajı́
singulárnı́5. Napřı́klad řešenı́ y2 ≡ 0 z Přı́kladu 1.9 je singulárnı́ a jedná se o jediné singulárnı́
řešenı́ této rovnice.

5Poznamenejme, že v základnı́ch kurzech matematické analýzy nenı́ terminologie týkajı́cı́ se singulárnı́ho řešenı́
zcela jednoznačná. Tato nejednoznačnost souvisı́ předevšı́m s tı́m, že se tyto kursy (jako i tento text) přı́liš nezabývajı́
otázkou jednoznačnosti řešenı́.
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Postup řešenı́ jednotlivých typů rovnic budeme shrnovat do formy algoritmů. Přitom u všech
algoritmů budeme předpokládat, že před započetı́m výpočtu je DR zapsána přesně ve tvaru, který
je uváděn v definici daného typu rovnice (toto může v některých přı́padech být podstatné(!),
v ostatnı́ch přı́padech nám to alespoň signalizuje, že se skutečně jedná o rovnice přı́slušného typu
a jsme oprávněni použı́t přı́slušný algoritmus). KALGORITMUS 1 (řešenı́ DR se separovanými proměnnými).

(i) Má-li algebraická rovnice6 g(y) = 0 řešenı́ k1, k2, . . . , kn, jsou konstantnı́ funkce y ≡
≡ k1, y ≡ k2, . . . , y ≡ kn řešenı́mi rovnice. Pouze tato řešenı́ mohou7 být singulárnı́mi.
V dalšı́ch krocı́ch nalezneme ostatnı́ (nekonstantnı́) řešenı́.

(ii) Dále pracujme pouze na intervalech, kde g(y) 6= 0. Formálně nahradı́me derivaci y′

podı́lem diferenciálů
dy

dx
dy

dx
= f(x)g(y). (2.1)

(iii) S derivacı́
dy

dx
pracujeme jako s obvyklým podı́lem dvou výrazů. Násobenı́m a dělenı́m

převedeme rovnici (2.1) na tvar, který obsahuje na každé straně pouze jednu proměnnou

dy

g(y)
= f(x) dx. (2.2)

(iv) Zı́skanou rovnost (2.2) integrujeme
∫

dy

g(y)
=

∫
f(x) dx. (2.3)

(Vlevo je integrál v proměnné y a vpravo integrál v proměnné x.) Přitom na jednu
ze stran rovnice přidáme integračnı́ konstantu. Tı́m obdržı́me rovnici, která implicitně
zadává obecné řešenı́ rovnice. Je-li G(y) některá z primitivnı́ch funkcı́ k funkci 1/g(y)
a F (x) některá z primitivnı́ch funkcı́ k funkci f(x), je obecné řešenı́ dáno rovnicı́

G(y) = F (x) + C, C ∈ R.

(v) Pokud je zadána počátečnı́ podmı́nka, je možné ji na tomto mı́stě dosadit do obecného
řešenı́ a určit hodnotu konstanty C . Tuto hodnotu poté dosadı́me zpět do obecného řešenı́8

a obdržı́me řešenı́ partikulárnı́. Tento krok je jistě možné provést i zcela nakonec, po
obdrženı́ obecného řešenı́ v explicitnı́m tvaru.

(vi) Pokud je to možné, převedeme řešenı́ (obecné nebo partikulárnı́) do explicitnı́ho tvaru
(„vyjádřı́me“ odsud y).

(vii) Pokud je možné některé z konstantnı́ch řešenı́ obdržet vhodnou volbou konstanty ve
vzorci pro obecné řešenı́, zahrneme toto konstantnı́ řešenı́ do obecného.

Poznámka 2.3 (řešitelnost a jednoznačnost). Je-li g(y0) 6= 0, je řešenı́ počátečnı́ úlohy (S), (PP),
které obdržı́me pomocı́ předchozı́ho postupu, definované a jednoznačně určené v nějakém okolı́
bodu x0. RPřı́klad 2.4. Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

y2 − 1 + yy′(x2 − 1) = 0, y(0) = 2.

6Algebraickou rovnicı́ zde a i všude v dalšı́m textu rozumı́me libovolnou rovnici, jejı́ž neznámá nabývá reálných
hodnot a řešenı́m je tedy čı́slo nebo několik čı́sel (nikoliv funkce). Tento pojem se poněkud odlišuje od jiného významu
slova algebraická rovnice, kdy se algebraickou rovnicı́ rozumı́ rovnice, která obsahuje na jedné straně polynom stupně
n a na pravé straně nulu.

7avšak nemusı́!
8Předpokládáme, že počátečnı́ podmı́nce nevyhovujı́ konstantnı́ řešenı́ zı́skaná v prvnı́m kroku algoritmu. Jinak je

problém triviálnı́.
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Řešenı́. Rovnici přepı́šeme do tvaru

y2 − 1 = yy′(1 − x2),

y′ =
y2 − 1

y

1

1 − x2
.

Jedná se o diferenciálnı́ rovnici se separovanými proměnnými, která má smysl pro x 6= ±1
a y 6= 0. Splněnı́ těchto nerovnostı́ je zajištěno (alespoň lokálně) počátečnı́ podmı́nkou, nebot’
s proměnnou x pracujeme v okolı́ bodu 0 a s proměnnou y v okolı́ bodu 2. Nahradı́me derivaci y′

podı́lem diferenciálů a odseparujeme proměnné. Přitom „nemusı́me být opatrnı́“ při dělenı́ rovnice
výrazem (y2 − 1), protože nenulovost tohoto výrazu zajišt’uje počátečnı́ podmı́nka.

dy

dx
=

y2 − 1

y

1

1 − x2
, odseparujeme

y

y2 − 1
dy =

1

1 − x2
dx, připı́šeme integrály

∫
y dy

y2 − 1
=

∫
dx

1 − x2
, vypočteme integrály.

Integrál vlevo má v čitateli násobek derivace jmenovatele, integrál vpravo vypočteme pomocı́

vzorce
∫

1

A2 − x2
dx =

1

2A
ln

∣∣∣∣
A + x

A − x

∣∣∣∣+ C

1

2
ln |y2 − 1| =

1

2
ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − x

∣∣∣∣+ c, c ∈ R.

Vzhledem k počátečnı́ podmı́nce se budeme zabývat přı́padem, kdy y2−1 > 0 (protože 22−1 > 0)

a podobně
1 + x

1 − x
> 0 (protože

1 + 0

1 − 0
> 0). Můžeme tedy vynechat absolutnı́ hodnoty.

1

2
ln(y2 − 1) =

1

2
ln

1 + x

1 − x
+ c,

ln(y2 − 1) = ln
1 + x

1 − x
+ 2c,

ln(y2 − 1) = ln
1 + x

1 − x
+ ln e2c, sloučı́me logaritmy

ln(y2 − 1) = ln
(1 + x

1 − x
e2c
)
.

Protože funkce ln(·) je prostá, můžeme rovnici „odlogaritmovat“

y2 − 1 =
1 + x

1 − x
e2c, přejmenujeme konstantu

y2 = 1 + C
1 + x

1 − x
, C = e2c ∈ R

+.

Tento vztah udává obecné řešenı́ rovnice v implicitnı́m tvaru. Dosadı́me počátečnı́ podmı́nku

22 = 1 + C
1 + 0

1 − 0

a řešenı́m této (jednoduché) rovnice určı́me C = 3. Tuto hodnotu použijeme v obecném řešenı́.
Řešenı́m počátečnı́ úlohy je funkce daná implicitně rovnicı́

y2 = 1 + 3
1 + x

1 − x
=

4 + 2x

1 − x
.
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Protože vzhledem k počátečnı́ podmı́nce je možno předpokládat y > 0, zı́skáme po odmocněnı́
hledané partikulárnı́ řešenı́ v explicitnı́m tvaru

y =

√
4 + 2x

1 − x
.

Toto řešenı́ je definované a jediné na intervalu (−1, 1) (pro x = −1 vycházı́ y(−1) = 1, což
způsobı́ problémy s jednoznačnostı́, nebot’y ≡ 1 je řešenı́, které procházı́ týmž bodem [−1, 1]). RPřı́klad 2.5. Hledejme všechna řešenı́ rovnice

y′ =
2x + 1

2(y − 1)
(2.4)

a poté hledejme partikulárnı́ řešenı́ yp, splňujı́cı́ podmı́nku y(2) = 0.
Řešenı́. Po vynásobenı́ rovnice výrazem 2(y − 1) dx zı́skáváme

(2y − 2) dy = (2x + 1) dx.

Integracı́ odsud obdržı́me

y2 − 2y = x2 + x + C, C ∈ R,

což je obecné řešenı́ rovnice zapsané v implicitnı́m tvaru. Pokusme se převést toto řešenı́ do
explicitnı́ho tvaru. Výraz na levé straně převedeme na čtverec, tj.

(y − 1)2 − 1 = x2 + x + C

a odsud po odmocněnı́ a osamostatněnı́ y

y = 1 ±
√

x2 + x + K.

Přitom čı́slo 1 jsme před výpočtem odmocniny převedli na pravou stranu a zahrnuli do konstanty
C , čı́mž vznikla nová konstanta K = C + 1. Řešenı́mi jsou funkce y1 = 1 +

√
x2 + x + K a

y2 = 1 −
√

x2 + x + K, pro K ∈ R. Partikulárnı́ řešenı́ určı́me dosazenı́m počátečnı́ podmı́nky.
Dosadı́me-li do y1, obdržı́me rovnici

0 = 1 +
√

4 + 2 + K,

která nemá řešenı́ v R. Dosazenı́m do y2 obdržı́me

0 = 1 −
√

4 + 2 + K

a odsud K = −5. Partikulárnı́m řešenı́m počátečnı́ úlohy je funkce yp = 1 −
√

x2 + x − 5.

Poznámka 2.4 (internetové služby vhodné pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic). Zadáme-li text
y’=(2x+1)/(2*(y-1)) (rovnice z předešlého přı́kladu) do vyhledávače Wolfram Alpha (na
adrese http://www.wolframalpha.com) obdržı́me výstup s obecným řešenı́m jako na
Obrázku 8. Poněkud podrobnějšı́ klasifikaci typu diferenciálnı́ rovnice9 a řešenı́ i s postupem
obdržı́me, pokud zadáme tentýž řetězec do systému Mathematical Assistant on Web na ad-
rese http://user.mendelu.cz/marik/maw/index.php?form=ode, viz Obrázek 9.
Všimněte si, že ani jeden automatický řešič nenı́ tak úspěšný jako člověk. Wolfram Alpha se
ani nesnažı́ hledat konstantnı́ řešenı́ diferenciálnı́ rovnice se separovanými proměnnými, je přı́liš
nedbalý při explicitnı́m vyjadřovánı́ funkce y(x) (jedna varianta obecného řešenı́ zcela vypadla)
a nenı́ schopen provést trik se slučovánı́m a přejmenovávánı́m konstant. MAW se pro změnu
o explicitnı́ vyjádřenı́ funkce raději ani nesnažı́.

9Wolfram Alpha rozlišuje lineárnı́ a nelineárnı́ rovnice, MAW rozlišuje u nelineárnı́ch i separované, exaktnı́,
homogennı́ a některé dalšı́ typy.
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OBRÁZEK 8. Řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (2.4) vyhledávačem Wolfram Alpha.

OBRÁZEK 9. Řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (2.4) systémem MAW.R Přı́klad 2.6. Hledejme řešenı́ rovnice

3xy2y′ = (y3 − 1)(x3 − 1).

Řešenı́. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými

y′ =
y3 − 1

3y2
· x3 − 1

x
,

která má smysl pro x 6= 0 a y 6= 0. Pro y = 1 je pravá strana rovna nule. Konstantnı́ funkce y ≡ 1
je proto řešenı́m této rovnice. Pro y 6= 1 lze odseparovat proměnné

3y2

y3 − 1
dy =

x3 − 1

x
dx

a po integraci dostáváme

ln |y3 − 1| =
x3

3
− ln |x| + c, c ∈ R.

Tato rovnice udává obecné řešenı́ diferenciálnı́ rovnice. Pokusı́me se tvar tohoto řešenı́ poněkud
upravit. Obě strany rovnice převedeme do logaritmického tvaru

ln |y3 − 1| = ln
(
ex3/3 1

|x| ec
)
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a odlogaritmujeme

|y3 − 1| = ex3/3 1

|x| ec.

Vynechánı́m absolutnı́ch hodnot se mohou levá a pravá strana lišit znaménkem. Toto znaménko
připojı́me k faktoru ec

y3 − 1 = (±ec) ex3/3 1

x

a po zavedenı́ nové konstanty C = ±ec ∈ R \ {0} a přeznačenı́ dostáváme

y3 − 1 =
C

x
ex3/3. (2.5)

Volbou C = 0 je v tomto vzorci obsažena konstantnı́ funkce y = 1, o nı́ž jsme se již na začátku
přesvědčili, že je také řešenı́m. Lze tedy připustit C ∈ R libovolné. Funkce (2.5) je tedy obecným
řešenı́m rovnice pro libovolné C ∈ R. RPřı́klad 2.7 (rovnice exponenciálnı́ho růstu). Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

y′ = αy, y(0) = y0

s neznámou y a konstantnı́m parametrem α ∈ R \ {0}.
Řešenı́. Konstantnı́ funkce y = 0 je řešenı́m rovnice, splňujı́cı́m počátečnı́ podmı́nku y(0) = 0.
Předpokládejme dále, že y 6= 0. Nahradı́me y′ podı́lem diferenciálů

dy

dx
= αy, odseparujeme

dy

y
= α dx, připı́šeme integrály

∫
1

y
dy =

∫
α dx, vypočteme integrály

ln |y| = αx + c, c ∈ R, vyjádřı́me |y|
|y| = eαx+c,

|y| = eαx.ec, odstranı́me absolutnı́ hodnotu

y = (±ec)eαx, přejmenujeme konstantu

y = Ceαx,

kde C = ±ec je konstanta, která je různá od nuly (exponenciálnı́ funkce nenabývá nulové hodnoty).
Zvolı́me-li však C = 0, obdržı́me konstantnı́ funkci y = 0, o nı́ž jsme již na začátku zjistili, že je
také řešenı́m. Proto C může být libovolná reálná konstanta. Obecné řešenı́ má potom tvar

y = Ceαx, C ∈ R.

Po dosazenı́ počátečnı́ podmı́nky x = 0 a y = y0 do obecného řešenı́ zı́skáváme y0 = Ce0 = C a
řešenı́m počátečnı́ úlohy je tedy y = y0e

αx.

Poznámka 2.5. Vztah ln |y| = αx + c z předešlého přı́kladu je lineárnı́ vzhledem k x. Máme-li
empiricky nalezený soubor bodů [x, y], lze pomocı́ tohoto vztahu stanovit koeficienty α a c v tomto
vztahu pomocı́ metody nejmenšı́ch čtverců (viz např. [11, kap. 35]). RPřı́klad 2.8 (rovnice logistického růstu). Hledejme řešenı́ logistické rovnice z Přı́kladu 1.6

y′ = αy(M − y), α ∈ R, M ∈ R
+

pro y ∈ (0,M).
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Řešenı́. Separacı́ proměnných a integracı́ pomocı́ parciálnı́ch zlomků (viz Dodatek C.4 str. 97)
obdržı́me

dy

dx
= αy(M − y), odseparujeme

dy

y(M − y)
= α dx, rozložı́me na parciálnı́ zlomky

1

M

(1

y
+

1

M − y

)
dy = α dx, připı́šeme integrály

1

M

∫
1

y
+

1

M − y
dy =

∫
α dx, vypočteme integrály

1

M

(
ln y − ln(M − y)

)
= αx + c, c ∈ R, sloučı́me logaritmy

ln
y

M − y
= M(αx + c), odlogaritmujeme

y

M − y
= eM(αx+c),

y

M − y
= eMceMαx, přejmenujeme konstantu

y

M − y
= CeMαx, vyjádřı́me y

y = MCeMαx − yCeMαx,

y(1 + CeMαx) = MCeMαx,

y =
MCeMαx

1 + CeMαx
, C ∈ R

+,

kde C = eMc je kladná konstanta. Všimněme si, že vzhledem k tomu, že jsme měli zadán interval,
ve kterém uvažujeme hodnoty y, nemuseli jsme zvlášt’ uvažovat konstantnı́ řešenı́ y = 0 a y =
= M a neměli jsme ani problémy s absolutnı́ hodnotou uvnitř logaritmu po integraci, protože na
uvažovaném intervalu platı́ |y| = y a |M − y| = M − y.

Poznámka 2.6. Obecné řešenı́ předchozı́ rovnice se nazývá logistická křivka, jejı́ průběh je uveden

na obrázku se směrovým polem této rovnice na straně 12. Vztah ln
y

M − y
= M(αx + c) je

linearizacı́ této křivky a dovoluje proložit logistickou křivku souborem empiricky zı́skaných bodů
pomocı́ metody nejmenšı́ch čtverců, je-li známa hodnota konstanty M .N Úloha 2.1. Řešte následujı́cı́ diferenciálnı́ rovnice. Je-li zadána počátečnı́ podmı́nka, nalezněte
nejprve všechna řešenı́ a poté i partikulárnı́ řešenı́ yp vyhovujı́cı́ této počátečnı́ podmı́nce.

1∗. (x − 1)y3 − exy′ = 0, y(0) = 1

2∗. x2y2y′ + 1 = y

3∗. 2(1 + ex)yy′ = ex

4∗. x2 + 1 + y′ cos y = 0

5∗. y′ cos2 x = (1 + cos2 x)
√

1 − y2

6∗.
√

1 − y2 + y′
√

1 − x2 = 0

7∗. 2yx2y′ = 1 + x2, y > 0

8∗. y′ = x2 + x2y2

9. y′ + ex(y′ + y) = 0

10. y′ =
2x − 1

x2
y

11.
1

x + 1
− 1

y − 1
y′ = 0, y(1) = 2

12.
x2 + 1

x
+

yy′

y2 − 1
= 0

13. y2 − 1 + yy′(x2 − 1) = 0
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14. 2y − x3y′ = 0

15. y′ex2+y = −x

y

16. y′ + xy = y, y(1) = 1

17. e−y(1 + y′) = 1

18. y ln y + xy′ = 0

19. xyy′ + 1 + y2 = 0

20. y′ tg x − y2 = 1 − 2y

21. (y2 + xy2)y′ + x2 − x2y = 0

22.
yy′√
1 + y2

+
x√

1 + x2
= 0

23. x2y′ = 1 − y

24. (1 − x2)y′ + xy = x, x ∈ (−1, 1)

25. 1 − y2 − 2xyy′ = 0

26. (x2 + 1)(y2 − 1) + xyy′ = 0

27. xy′ = 4(y +
√

y)

28. 1 + y2 = y′(1 + x2)

29. y′ = (3y + 1) tg x

30.
sinx

cos x
+ y′

cos y

sin y
= 0

31. y′ sin x sin y = cos x cos y, y(
π

4
) = 0

32. y′ = 2
√

y ln x, y(e) = 1

33. y′ = y2 + y2x2, y(0) = 1

34†. ln
y′

y
= x

Poznámka 2.7 (využitı́ určitého integrálu namı́sto neurčitého). Partikulárnı́ řešenı́ počátečnı́
úlohy (S)–(PP) lze mı́sto (2.3) psát též přı́mo ve tvaru určitého integrálu

∫ y

y0

dt

g(t)
=

∫ x

x0

f(t) dt. (2.6)

(Zde je vhodné přejmenovat proměnnou, přes kterou integrujeme, aby nedocházelo ke kolizi ve
stejném označenı́ s hornı́ mezı́.) Výhoda tohoto zápisu může být v tom, že hodnotu určitého
integrálu lze vypočı́tat použitı́m přı́slušných přibližných numerických metod i v přı́padě, kdy
nejsme schopni nalézt primitivnı́ funkci k funkci f . Podobná možnost, využı́t určitého integrálu
namı́sto neurčitého, existuje i u dalšı́ch rovnic, kterými se budeme zabývat. V textu již však na toto
upozorňovat nebudeme a čtenář, zajı́majı́cı́ se o tuto problematiku, může podrobnějšı́ informace
nalézt v odborné literatuře.

Poznámka 2.8 (autonomnı́ rovnice). V mnoha biologických i technických aplikacı́ch se setká-
váme se speciálnı́m přı́padem rovnice se separovanými proměnnými, ve které na pravé straně
nefiguruje nezávislá proměnná, tj. s rovnicı́ typu10

y′ = g(y). (2.7)

Tyto rovnice se nazývajı́ autonomnı́ diferenciálnı́ rovnice. Všechny dřı́ve uvedené přı́klady s růstem
populace byly tohoto typu. Zřejmě se jedná o rovnici se separovanými proměnnými, stačı́ totiž
v (S) položit f(x) ≡ 1. Pro rovnici (2.7) tedy platı́ všechno co bylo dřı́ve vysloveno pro rovnici
(S). Rovnice (2.7) má však navı́c poměrně často jednu důležitou vlastnost: v mnoha přı́padech lze
ukázat (podrobněji viz [9, kap I.3]), že ohraničená řešenı́ se pro x → ∞ a pro x → −∞ v limitě
blı́žı́ k některému z konstantnı́ch řešenı́. Dalšı́ podstatnou vlastnostı́ těchto rovnice je skutečnost,
že je-li funkce y(x) řešenı́m této rovnice, platı́ totéž i pro funkci y(x + c). Je-li proměnnou x čas,
znamená to, že nezáležı́ na počátku měřenı́ času.

V praxi se někdy vzhledem k uvedeným skutečnostem u autonomnı́ch diferenciálnı́ch rovnic
zajı́máme jen o výše uvedená konstantnı́ řešenı́, protože dalšı́ řešenı́ k těmto konstantnı́m řešenı́m
konvergujı́. Tuto konvergenci je možno vidět na obrázcı́ch na straně 12. Na Obr. 2 konvergujı́
řešenı́ pro x → −∞ ke konstantnı́mu řešenı́ y = 0. Na Obr. 3 totéž, avšak pro x → ∞. Na Obr. 4
pro x → −∞ konvergujı́ nekonstantnı́ řešenı́ k řešenı́ y = 0 a pro x → ∞ k řešenı́ y = M .

10Srovnej s rovnicı́ (0.1), kde naopak na pravé straně nefiguruje závislá proměnná.



22 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU

Poznamenejme ještě, že všechna konstantnı́ řešenı́ vypočteme poměrně snadno již v prvnı́m kroku
algoritmu ze strany 15.R Přı́klad 2.9. Hledejme všechna konstantnı́ řešenı́ rovnice

y′ = y − 1 − 3y − 1

y2 + 1
.

Jiná než konstantnı́ řešenı́ počı́tat nebudeme.
Řešenı́. Konstantnı́ funkce má nulovou derivaci. Má-li tato funkce být řešenı́m zadané rovnice,
musı́ platit

0 = y − 1 − 3y − 1

y2 + 1
.

Jedná se algebraickou rovnici tj. neznámá y je reálné čı́slo, nikoliv funkce. Řešenı́m této rovnice
postupně zı́skáváme

0 =
y3 − y2 − 2y

y2 + 1
,

0 =y3 − y2 − 2y,

0 =y(y2 − y − 2),

0 =y(y − 2)(y + 1).

Poslednı́ rovnice má tři kořeny y1 = 0, y2 = 2 a y3 = −1. Jedinými konstantnı́mi řešenı́mi jsou
tedy funkce y ≡ 0, y ≡ 2 a y ≡ −1.

3. Homogennı́ diferenciálnı́ rovnice

Definice (homogennı́ DR). Necht’f je spojitá funkce. Diferenciálnı́ rovnice

y′ = f
(y

x

)
(H)

se nazývá homogennı́ diferenciálnı́ rovnice.

Homogennı́ diferenciálnı́ rovnici lze substitucı́ nezávisle proměnné y převést na rovnici se separo-

vanými proměnnými. Vskutku, zavedeme-li novou funkci u vztahem u(x) =
y(x)

x
, zı́skáme pro

funkci y a jejı́ derivaci y′ vztahy

y(x) = u(x)x, y′(x) = u′(x)x + u(x). (3.1)

Po dosazenı́ do (H) dostáváme (pro stručnost již vynecháme argumenty u neznámé funkce u a jejı́
derivace u′)

u′x + u = f(u), (3.2)

což je ekvivalentnı́ rovnici

u′ =
(
f(u) − u

)1

x
.

Zı́skaná rovnice je rovnice se separovanými proměnnými. Tuto rovnici vyřešı́me vzhledem k ne-
známé funkci u. Původnı́ funkci y obdržı́me ze substitučnı́ho vztahu y(x) = u(x)x.K ALGORITMUS 2 (řešenı́ homogennı́ DR).

(i) Substitucı́ (3.1) převedeme rovnici do tvaru (3.2).
(ii) Vyřešı́me rovnici (3.2) (jedná se o rovnici se separovanými proměnnými) vzhledem

k neznámé u.
(iii) Substituci (3.1) použijeme pro nalezenı́ řešenı́ y původnı́ rovnice.
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(iv) Přı́padný převod do explicitnı́ho tvaru a nalezenı́ partikulárnı́ho řešenı́ je stejný jako
v přı́padě DR se separovanými proměnnými.

Poznámka 3.1 (polynomy dvou proměnných). Polynomem dvou proměnných rozumı́me funkci
dvou proměnných tvaru

p(x, y) =
∑

aijx
iyj,

kde aij jsou reálná čı́sla, i, j jsou přirozená čı́sla nebo nuly a součet obsahuje pouze konečný počet
sčı́tanců. Jednotlivé členy v součtu nazýváme členy polynomu p(x, y), stupněm člene aijx

iyj

rozumı́me čı́slo (i + j). Stupněm polynomu rozumı́me nejvyššı́ čı́slo ze stupňů všech členů.
Napřı́klad funkce

p(x, y) = −3x4 + x3y − 2xy + 4y + 3

je polynomem stupně 4, prvnı́ dva členy jsou stupně 4, třetı́ člen (tj. −2xy) je stupně 2, čtvrtý člen
(tj. 4y) je stupně 1 a poslednı́ člen (tj. 3) je stupně 0.
Polynom, jehož všechny členy jsou stejného stupně, se nazývá homogennı́. Výše uvažovaný
polynom p(x, y) tedy nenı́ homogennı́. Naopak polynom

q(x, y) = x5 + x3y2 − 2xy4

je homogennı́ polynom stupně 5, protože se skládá ze třı́ členů a stupeň každého z těchto členů je
5.

V praxi často pracujeme s diferenciálnı́mi rovnicemi, ve kterých vystupujı́ polynomy dvou pro-
měnných. V takovém přı́padě lze velice snadno rozpoznat, jedná-li se o homogennı́ diferenciálnı́
rovnici, či nikoliv. Platı́ totiž následujı́cı́: Jsou-li funkce p(x, y) a q(x, y) homogennı́ polynomy
proměnných x a y a jsou-li tyto polynomy stejného stupně, je diferenciálnı́ rovnice

p(x, y) + y′q(x, y) = 0

homogennı́ a lze ji přepsat do tvaru (H). V opačném přı́padě (tj. pokud alespoň jeden z polynomů p, q
nenı́ homogennı́, nebo jsou-li oba polynomy homogennı́, ale jiného stupně) se nejedná o homogennı́
rovnici. RPřı́klad 3.1. Rovnice

y′(2x2 + y2) = 2xy

je homogennı́, protože polynomy (2x2 + y2) a (2xy) jsou oba homogennı́ polynomy druhého
stupně. Rovnice má smysl, jestliže derivace y′ v rovnici skutečně figuruje, tj. jestliže 2x2 + y2 6=
6= 0. Nejprve explicitně vyjádřı́me derivaci y′

y′ =
2xy

2x2 + y2

a rozšı́řenı́m zlomku na pravé straně výrazem
1

x2
rovnici převedeme do tvaru (H)

y′ =
2 y

x

2 +
(y

x

)2 .

Substituce y = ux, y′ = u′x + u převede tuto rovnici na rovnici

u′x + u =
2u

2 + u2

a po výpočtu derivace u′ zı́skáváme

u′ = −1

x
· u3

2 + u2
.
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Tato rovnice má konstantnı́ řešenı́ u ≡ 0. Jedno z řešenı́ zadané rovnice tedy je y = ux = 0x = 0.
Nynı́ hledejme obecné řešenı́ a předpokládejme již dále, že platı́ u 6= 0. Po nahrazenı́ derivace u′

podı́lem diferenciálů
du

dx
a po separaci proměnných obdržı́me rovnici

−u2 + 2

u3
du =

1

x
dx

a po integraci (výraz na levé straně integrujeme po rozdělenı́ na součet dvou zlomků) zı́skáváme
1

u2
− ln |u| = ln |x| + c, c ∈ R.

Nynı́ zbývá návrat k původnı́ závisle proměnné, tj. y. Po dosazenı́ u =
y

x
a úpravě dostáváme

1
( y

x

)2 − ln
∣∣∣
y

x

∣∣∣ = ln |x| + c

x2

y2
− ln |y| + ln |x| = ln |x| + c

ln |y| =
x2

y2
− c

|y| = e
x2

y2 e−c

y = Ce
x2

y2 ,

kde C = ±e−c je nová nenulová konstanta. Volba C = 0 vede na známé řešenı́ y ≡ 0 a všechna

řešenı́ jsou tvaru y = Ce
x2

y2 , C ∈ R.R Přı́klad 3.2. Hledejme řešenı́ na intervalu (0,∞) řešenı́ rovnice

xy′ − y =
√

x2 + y2.

Řešenı́. Rovnici lze přepsat do tvaru

y′ =
y

x
+

√
1 +

(y

x

)2
.

Po zavedenı́ substituce y = ux, y′ = u′x + u se rovnice transformuje na rovnici (rozepište si
podrobně sami)

u′x =
√

1 + u2.

Po separaci proměnných

du√
1 + u2

=
dx

x

a po výpočtu integrálů zı́skáváme

ln
(
u +

√
1 + u2

)
= lnx + c, c ∈ R.

Odstraněnı́ logaritmů a zavedenı́ nové nenulové konstanty C = ec ∈ R
+ vede k řešenı́

u +
√

1 + u2 = Cx.

Po zpětné substituci u =
y

x
a po vynásobenı́ faktorem x obdržı́me obecné řešenı́

y +
√

x2 + y2 = Cx2, C ∈ R
+.



4. LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 25NÚloha 3.1. Řešte následujı́cı́ homogennı́ diferenciálnı́ rovnice. Nalezněte všechna řešenı́ a je-
li zadána počátečnı́ podmı́nka, nalezněte poté i partikulárnı́ řešenı́ rovnice, které splňuje tuto
počátečnı́ podmı́nku.

1∗. y′ =
y

x
+ tg

y

x

2∗. x2y′ = y2 + xy

3. 2xy′ = 3y + x, y(1) = 0

4. xy′ − y = y ln
y

x

5. xy′ + y ln x = y ln y

6. y′ = e
y

x +
y

x

7. y′ =
1

cos y
x

+
y

x

8. y′ =
y2 + xy + x2

xy
, y(1) = −1

9. y′ =
y

x + y

10. y′ =
x − y

x + y

11. y′ =
x + y

x − y

12. y′ =
x2 + y2

xy

4. Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice

V tomto odstavci se budeme zabývat přı́padem rovnice, ve které je funkce ϕ(x, y) vzhledem
k proměnné y lineárnı́. Přesněji, budeme se zabývat rovnicı́ z následujı́cı́ definice.

Definice (lineárnı́ DR). Necht’funkce a, b jsou spojité na intervalu I . Rovnice

y′ + a(x)y = b(x) (L)

se nazývá obyčejná lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice prvnı́ho řádu (zkráceně pı́šeme LDR). Je-li
navı́c b(x) ≡ 0 na I , nazývá se rovnice (L) homogennı́, v opačném přı́padě nehomogennı́.

Definice (asociovaná homogennı́ rovnice). Bud’ dána rovnice (L). Homogennı́ rovnice, která
vznikne z rovnice (L) nahrazenı́m pravé strany nulovou funkcı́, tj. rovnice

y′ + a(x)y = 0 (LH)

se nazývá homogennı́ rovnice asociovaná k nehomogennı́ rovnici (L).

Poznámka 4.1. Pojem linearita rovnice vyžaduje linearitu funkce ϕ(x, y) pouze v závislé pro-
měnné y. Vzhledem k nezávislé proměnné x může být rovnice libovolně „škaredá“ (požadujeme
pouze spojitost koeficientů a, b). Pojem „homogennı́ “ zde vyjadřuje skutečnost, že pravá strana
rovnice je nulová. Tento pojem se lišı́ od pojmu „homogennı́ rovnice“ ve smyslu rovnice (H), kde
homogenita značila skutečnost, že pravou stranu rovnice lze přepsat do tvaru y′ = f(y/x). Jedná
se zde o stejné pojmenovánı́ dvou odlišných věcı́ a tyto dva významy pojmu homogennı́ je nutno
rozlišovat. RPřı́klad 4.1. Rovnice

y′ − 2y ln(x) =
sin x

x
a y′ = y + x

jsou lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice. Obě tyto rovnice jsou nehomogennı́ (připomı́náme, že homo-
genitu uvažujeme ve smyslu „homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice“, nikoliv homogennı́ ve
smyslu, v jakém byl tento pojem použı́ván v předchozı́ podkapitole). Rovnice

y′ − y2 = x2 a yy′ = x2

nejsou lineárnı́ rovnice. U prvnı́ rovnice linearitu „kazı́“ člen y2, u druhé rovnice součin yy′.



26 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDUN Úloha 4.1. Některé rovnice z Úloh 2.1 a 3.1 jsou lineárnı́. Zjistěte, které to jsou, přepište tyto
rovnice do tvaru (L) a rozhodněte, zda jsou homogennı́ nebo nehomogennı́.

Poznámka 4.2 (řešitelnost a jednoznačnost). Jsou-li funkce a, b spojité na intervalu I , x0 ∈ I
a y0 ∈ R libovolné, má každá počátečnı́ úloha (L)–(PP) právě jedno řešenı́ definované na celém
intervalu I .

Poznámka 4.3 (triviálnı́ řešenı́). Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice má vždy (bez ohledu
na konkrétnı́ tvar funkce a(x)) konstantnı́ řešenı́ y = 0, jak lze ověřit přı́mým dosazenı́m. Toto
řešenı́ se nazývá triviálnı́ řešenı́ a v praktických úlohách zpravidla nemı́vá žádný význam.

Důsledkem toho, že lineárnı́ DR závisı́ na neznámé y velice speciálnı́m způsobem, je fakt, že struk-
tura množiny všech řešenı́ rovnice je do jisté mı́ry předem daná. Proto, než přistoupı́me k metodě
řešenı́ tohoto typu diferenciálnı́ rovnice, uved’me si několik pouček, které umožnı́ pochopenı́ této
struktury. Tyto znalosti později s výhodou využijeme při hledánı́ řešenı́.

Poznámka 4.4 (operátorová symbolika). Definujme na množině všech funkcı́ diferencovatelných
na intervalu I operátor L vztahem

L[y](x) = y′(x) + a(x)y(x)

pro každé x ∈ I . Jedná se tedy o předpis, který každé diferencovatelné funkci přiřazuje levou stranu
rovnice (L). Potom je možno diferenciálnı́ rovnici (L) a k nı́ asociovanou homogennı́ rovnici zapsat
ve velmi krátkém tvaru

L[y] = b(x) a L[y] = 0.

Poznámka 4.5 (linearita operátoru L). Operátor L splňuje pro všechna reálná čı́sla C1, C2 a
všechny diferencovatelné funkce y1(x), y2(x) vztah

L[C1y1 + C2y2] = C1L[y1] + C2L[y2].

Vskutku, rozepsánı́m operátoru podle definice, užitı́m vzorce pro derivaci součtu a konstantnı́ho
násobku, vytknutı́m a opětovným užitı́m definice operátoru L dostáváme postupně

L[C1y1 + C2y2](x) =
(
C1y1(x) + C2y2(x)

)′
+ a(x)

(
C1y1(x) + C2y2(x)

)

= C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x) + a(x)C1y1(x) + a(x)C2y2(x)

= C1

(
y′1(x) + a(x)y1(x)

)
+ C2

(
y′2(x) + a(x)y2(x)

)

= C1L[y1](x) + C2L[y2](x).

Tato vlastnost je v následujı́cı́m lematu vyjádřena v termı́nech „řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rov-
nice“.

Lemma 4.1 (princip superpozice). Je-li funkce y1(x) řešenı́m rovnice

y′ + a(x)y = f1(x)

a funkce y2(x) řešenı́m rovnice

y′ + a(x)y = f2(x),

je funkce y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) pro libovolné C1, C2 ∈ R řešenı́m rovnice

y′ + a(x)y = C1f1(x) + C2f2(x). (4.1)

Vskutku, přı́mým rozepsánı́m zjistı́me, že jestliže platı́ L[y1] = f1 a L[y2] = f2, pak funkce y(x)
splňuje

L[y] = L[C1y1 + C2y2] = C1L[y1] + C2L[y2] = C1f1 + C2f2

a funkce y je tedy řešenı́m rovnice (4.1).



4. LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 27RPřı́klad 4.2 (princip superpozice). • Funkce y1 = x je řešenı́m rovnice y′ − y = 1− x.
Funkce y2 = x2 je řešenı́m rovnice y′ − y = 2x − x2. Potom součet y = y1 + 5y2 =
= x + 5x2 je řešenı́m rovnice

y′ − y = (1 − x) + 5(2x − x2) = 1 + 9x − 5x2.

• Funkce y1 = x je řešenı́m rovnice y′ − y = 1 − x. Funkce y2 = ex je řešenı́m rovnice
y′ − y = 0. Potom součet y = y1 + 5y2 = x + 5ex je řešenı́m rovnice

y′ − y = (1 − x) + 5 · (0) = 1 − x. (4.2)

Zde dokonce vidı́me, že namı́sto čı́sla 5 může figurovat jakákoliv jiná konstanta, protože
je stejně násobena nulou. Proto je řešenı́m rovnice (4.2) celá množina funkcı́ tvaru y =
= x + Cex, kde C ∈ R je libovolné reálné čı́slo. V následujı́cı́m textu si ukážeme, že
takto je dokonce možno zkonstruovat obecné řešenı́ rovnice (4.2).

Poznámka 4.6 (důsledek principu superpozice, souvislost řešenı́ homogennı́ a nehomogenı́
LDR). Speciálnı́ přı́pady principu superpozice jsou

• Je-li funkce y0(x) řešenı́ homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice, je každý jejı́ násobek
rovněž řešenı́m této rovnice. Vskutku, je-li L[y0] = 0, pak L[C · y0] = C · L[y0] =
= C · 0 = 0 pro libovolné reálné čı́slo C .

• Pokud navı́c funkce y0(x) z předchozı́ho bodu nemá nulový bod na intervalu I , potom
každá počátečnı́ úloha pro homogennı́ diferenciálnı́ rovnici má řešenı́ ve tvaru Cy0(x)
a funkce y(x) = Cy0(x) je tedy obecným řešenı́m. Vskutku, pro libovolnou počátečnı́

podmı́nku y(α) = β stačı́ položit C =
β

y0(α)
.

• Je-li funkce yp(x) řešenı́ nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice, a funkce y0(x)
řešenı́m asociované homogennı́ diferenciálnı́ rovnice, je funkce y(x) = yp(x) + y0(x)
řešenı́m téže nehomogennı́ rovnice. Vskutku, je-li L[y0] = 0 a L[yp] = b(x), pak
L[yp + y0] = L[yp] + L[y0] = b(x) + 0 = b(x).

• Jsou-li funkce yp1(x) a yp2(x) dvě řešenı́ téže nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rov-
nice, je funkce y(x) = yp1(x)−yp2(x) řešenı́m asociované homogennı́ rovnice. Vskutku,
je-li L[yp1] = b(x) a L[yp2] = b(x), pak L[yp1 − yp2] = L[yp1] − L[yp2] = b(x) −
− b(x) = 0.

Zformulujme si nejdůležitějšı́ z těchto poznatků do následujı́cı́ věty.

Věta 4.1 (obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR). Uvažujme lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici (L) a
asociovanou homogennı́ rovnici (LH).

• Je-li yp(x) libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ LDR a y0(x,C) obecné řešenı́
asociované homogennı́ LDR, je funkce

y(x,C) = yp(x) + y0(x,C) (4.3)

obecným řešenı́m nehomogennı́ LDR.
• Je-li yp(x) libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ LDR a yp0(x) nenulové partiku-

lárnı́ řešenı́ asociované homogennı́ LDR, je funkce

y(x,C) = yp(x) + Cyp0(x) (4.4)

obecným řešenı́m nehomogennı́ LDR.

Slovně:

Součet jednoho řešenı́ zadané nehomogennı́ a obecného řešenı́ asociované
homogennı́ lineárnı́ rovnice je obecným řešenı́m dané nehomogennı́ rovnice.

Všechna řešenı́ homogennı́ lineárnı́ rovnice jsou násobky jednoho nenulového
řešenı́ této rovnice.
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Linearita operátoru tedy značně zjednodušuje situaci — stačı́ totiž nalézt obecné řešenı́ rovnice
homogennı́ a pouze jedno řešenı́ rovnice nehomogennı́. Součet těchto řešenı́ je potom obecným
řešenı́m nehomogennı́ rovnice. Dokonce vı́me, že obecné řešenı́ homogennı́ rovnice je násobkem
libovolného nenulového řešenı́ této rovnice. Obě tato dı́lčı́ řešenı́ jsme schopni nalézt metodami,
uvedenými v následujı́cı́ch odstavcı́ch.

4.1. Homogennı́ LDR

Podle definice je homogennı́ LDR tvaru

y′ + a(x)y = 0. (LH)

Řešenı́ homogennı́ LDR separacı́ proměnných. Rovnice (LH) je rovnice se separovanými pro-
měnnými. Vskutku, z (LH) obdržı́me

dy

dx
= −a(x)y

a pro y 6= 0 platı́

dy

y
= −a(x) dx,

ln |y| = −
∫

a(x) dx + c, c ∈ R.

Odsud (podobně jako na straně 19)

y = C e−
R

a(x) dx, C ∈ R \ {0},
kde C je nenulová konstanta. Protože volbou C = 0 dostáváme triviálnı́ řešenı́ y ≡ 0, povolı́me
C ∈ R libovolné. Obecné řešenı́ rovnice (LH) je tvaru

y(x,C) = Ce−
R

a(x) dx, C ∈ R, (4.5)

a každé partikulárnı́ řešenı́ rovnice (LH) obdržı́me vhodnou volbou konstanty C . Označı́me-li yp0

libovolné netriviálnı́ partikulárnı́ řešenı́, je možno obecné řešenı́ rovnice (LH) psát ve tvaru

y(x,C) = Cyp0(x), C ∈ R. (4.6)

Řešenı́ homogennı́ LDR „selskou úvahou“. Slovně lze problém řešenı́ lineárnı́ homogennı́ rov-
nice y′ = −a(x)y formulovat následovně: nalezněte funkci y takovou, že jejı́ derivace je rovna
funkci samotné, vynásobené navı́c faktorem (−a(x)). Uvědomı́me-li si, že exponencaálnı́ funkce
je rovna svojı́ derivaci, můžeme řešenı́ problému hledat ve tvaru exponenciálnı́ funkce, kde se
po derivaci faktor (−a(x)) objevı́ jako derivace vnitřnı́ složky. V exponentu tedy musı́ figurovat
výraz, jehož derivace je (−a(x)). Řešenı́m homogennı́ rovnice je tedy funkce y = e−

R

a(x) dx

a (jak plyne z linearity) i jejı́ libovolný násobek. Vidı́me, že dostáváme opět (4.5). Homogennı́
rovnici lze tedy se znalostı́ obecné teorie vyřešit překvapivě snadno.

4.2. Metoda variace konstanty

Poznámka 4.7. Než začneme hledat řešenı́ nehmogennı́ rovnice, prozkoumejme, jak se lineárnı́
operátor L chová vzhledem k součinu funkcı́. Postupným rozepsánı́m definice operátoru, derivacı́
součinu, částečným vytknutı́m a opětovným použitı́m definice operátoru L dostáváme pro libovolné
dvě diferencovatelné funkce u, v

L[u · v](x) =
(
u(x)v(x)

)′
+ a(x)u(x)v(x)

= u′(x)v(x) + u(x)v′(x) + a(x)u(x)v(x)

= v(x)
(
u′(x) + a(x)u(x)

)
+ u(x)v′(x)
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= v(x)L[u](x) + u(x)v′(x).

Tento výpočet ukazuje, že pokud platı́ L[u] = 0, tj. pokud je funkce u řešenı́m asociované
homogennı́ diferenciálnı́ rovnice, je možno řešenı́ nehomogennı́ rovnice L[y] = b(x) hledat ve
tvaru součinu y(x) = u(x)v(x), kde funkce v(x) splňuje vztah

b(x) = L[u · v](x) = v(x)L[u](x) + u(x)v′(x) = 0 + u(x)v′(x) = u(x)v′(x),

tj. v′(x) = b(x)
/

u(x). Odsud však funkci v můžeme nalézt již pouhou integracı́ a součin u(x)v(x)
poté bude řešenı́m nehomogennı́ rovnice. Abychom tyto úvahy vı́ce ozřejmili, zapamatujeme si
hlavnı́ myšlenku – budeme hledat řešenı́ nehomogennı́ rovnice ve tvaru součinu nějaké funkce a
řešenı́ asociované homogennı́ rovnice – a projdeme si všechny úvahy v následujı́cı́m odstavci ještě
jednou v „běžném“ neoperátorovém označenı́.

Poznámka 4.8 (metoda variace konstanty). Partikulárnı́ řešenı́ yp nehomogennı́ LDR hledáme
ve tvaru

yp(x) = K(x)yp0(x), (4.7)

kde yp0(x) je nějaké pevné netriviálnı́ řešenı́ asociované homogennı́ LDR a K(x) zatı́m neznámá
spojitě diferencovatelná funkce. Jedná se vlastně o postup, při kterém konstantu C ve vzorci (4.6)
nahradı́me funkcı́ K(x) — proto se tato metoda nazývá metoda variace konstanty. Výpočtem
derivace y′p obdržı́me

y′p(x) = K ′(x)yp0(x) + K(x)y′p0(x).

Dosazenı́m do (L) dostáváme

K ′(x)yp0(x) + K(x)y′p0(x) + a(x)K(x)yp0(x) = b(x)

a odsud

K ′(x)yp0(x) + K(x)
[
y′p0(x) + a(x)yp0(x)

]
= b(x).

Protože yp0(x) je řešenı́m homogennı́ LDR, je výraz v hranatých závorkách roven nule a platı́

K ′(x)yp0(x) = b(x). (4.8)

Odsud již snadno vyjádřı́me derivaci neznámé funkce K ′(x) a integrovánı́m nalezneme funkci
K(x). Dosazenı́m do (4.7) nalezneme partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ LDR a z Věty 4.1 obdržı́me
obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR. Započteme-li navı́c do funkce K(x) i integračnı́ konstantu C ,
obdržı́me ze vzorce (4.7) nikoliv pouze partikulárnı́, ale již přı́mo obecné řešenı́ nehomogennı́
LDR.

V praxi je výhodné zapamatovat si tento postup a pokaždé jej aplikovat na přı́slušnou rovnici.
Všimněme si, že po dosazenı́ (4.7) do (L) se členy obsahujı́cı́ funkci K(x) vyrušı́ a rovnice bude
obsahovat funkci K(x) pouze prostřednictvı́m derivace této funkce K ′(x), jak plyne z (4.8). Pokud
se toto nestane, je ve výpočtu obsažena chyba.
Jinou možnostı́ jak najı́t řešenı́ LDR prvnı́ho řádu je přı́mé dosazenı́ koeficientů rovnice do násle-
dujı́cı́ho vzorce.

Věta 4.2 (vzorec pro obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR). Obecné řešenı́ rovnice (L) je

y(x,C) = e−
R

a(x) dx
[∫

b(x)e
R

a(x) dx dx+C
]

=

∫
b(x)e

R

a(x) dx dx + C

e
R

a(x) dx
, C ∈ R.

(4.9)

Přitom každý neurčitý integrál vyjadřuje jednu libovolnou z primitivnı́ch funkcı́ (integračnı́ kon-
stanty již neuvažujeme).
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Shrňme si metody řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice do tvaru algoritmů.K ALGORITMUS 3 (1. algoritmus řešenı́ nehomogennı́ LDR prvnı́ho řádu).
(i) Nalezneme asociovanou homogennı́ LDR, tj. nahradı́me pravou stranu rovnice (L) nu-

lovou funkcı́.
(ii) Tuto homogennı́ rovnici řešı́me pomocı́ vzorce (4.5) (přı́padně separacı́ proměnných).

Výsledkem je obecné řešenı́ homogennı́ rovnice.
(iii) Partikulárnı́ řešenı́ původnı́ rovnice hledáme ve tvaru (4.7). Vypočteme derivaci tohoto

řešenı́ a dosadı́me do zadané nehomogennı́ rovnice.
(iv) Algebraickými úpravami vypočteme derivaci K ′(x) hledané neznámé funkce K(x).
(v) Integracı́ funkce K ′(x) nalezneme hledaný koeficient K(x). Integračnı́ konstantu volı́me

libovolně (nejčastěji nulovou).
(vi) Nalezenou funkci K(x) dosadı́me do (4.7) a obdržı́me partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́

LDR.
(vii) Obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR zı́skáme ze vzorce (4.3) jako součet obecného řešenı́

homogennı́ rovnice a partikulárnı́ho řešenı́ rovnice nehomogennı́.
(viii) Je-li zadána počátečnı́ podmı́nka, dosadı́me tuto podmı́nku do obecného řešenı́, zı́skanou

rovnici vyřešı́me vzhledem ke konstantě C a tuto hodnotu konstanty použijeme zpět
v obecném řešenı́.K ALGORITMUS 4 (2. algoritmus řešenı́ nehomogennı́ LDR prvnı́ho řádu).

(i) Postupujeme podle vzorce (4.9). Identifikujeme nejprve funkce a(x) a b(x).

(ii) Vypočteme integrál
∫

a(x) dx.

(iii) Upravı́me výraz e
R

a(x) dx.

(iv) Vypočteme integrál
∫

b(x)e
R

a(x) dx dx

(v) Sestavı́me obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR ze vzorce (4.9).
(vi) Je-li zadána počátečnı́ podmı́nka, dosadı́me tuto podmı́nku do obecného řešenı́, zı́skanou

rovnici vyřešı́me vzhledem ke konstantě C a tuto hodnotu konstanty použijeme zpět
v obecném řešenı́.

Kdekoliv se tomto algoritmu vyskytuje neurčitý integrál, volı́me v tomto integrálu integračnı́
konstantu libovolně, nejčastěji rovnu nule.

Oba předchozı́ algoritmy jsou ekvivalentnı́ — oba vedou k výpočtu dvou integrálů, tyto integrály
jsou pro obě metody stejné. Pokud tyto integrály umı́me vypočı́tat, je výsledkem algoritmu řešenı́
lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice prvnı́ho řádu. Toto řešenı́ vždy obdržı́me v explicitnı́m tvaru.

Poznámka 4.9 (integračnı́ faktor LDR prvnı́ho řádu). Existuje ještě jedna efektnı́ metoda
hledánı́ obecného řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: Výraz e

R

a(x) dx se nazývá integračnı́ faktor LDR a
pomocı́ tohoto výrazu lze rovnici rychle vyřešit. Rovnici (L) vynásobı́me integračnı́m faktorem

y′e
R

a(x) dx + a(x)e
R

a(x) dxy = b(x)e
R

a(x) dx

a všimneme si, že na levé straně stojı́ rozepsaná derivace součinu. Rovnici proto lze upravit na tvar
(
ye

R

a(x) dx
)′

= b(x)e
R

a(x) dx.

Integracı́ rovnice odstranı́me derivaci na levé straně a obdržı́me

ye
R

a(x) dx =

∫
b(x)e

R

a(x) dx dx + C,

kde každý z integrálů označuje libovolnou z primitivnı́ch funkcı́ a C je integračnı́ konstanta. Nynı́
stačı́ osamostatnit na levé straně hledanou funkci y, čı́mž obdržı́me právě vzorec (4.9).
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y′ = 1 + 3y tg x. (4.10)

Řešenı́. Přepı́šeme-li rovnici do tvaru

y′ − 3y tg x = 1, (4.11)

vidı́me ihned, že se jedná o nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho řádu. Nejprve
nalezneme řešenı́ asociované homogennı́ rovnice

y′ − 3y tg x = 0. (4.12)

Po separaci proměnných obdržı́me pro y 6≡ 0 rovnici

dy

y
= 3 tg xdx

a odsud po integraci

ln |y| = −3 ln | cos x| + c, c ∈ R.

Odstranı́me logaritmy a absolutnı́ hodnoty a přejmenujeme integračnı́ konstantu postupem, který
jsme použı́vali již u diferenciálnı́ch rovnic se separovanými proměnnými

ln |y| = ln
(
ec| cos x|−3

)
,

|y| = ec| cos x|−3,

y = C cos−3 x,

kde C = ±ec 6= 0 je nová nenulová konstanta. Protože však volbou C = 0 obdržı́me konstantnı́
funkci y = 0, která je také řešenı́m (4.12), připustı́me C ∈ R libovolné. Homogennı́ rovnice (4.12)
má tedy obecné řešenı́

y = C cos−3 x, C ∈ R.

Nynı́ stačı́ nalézt libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ rovnice (4.11). Toto řešenı́ budeme
hledat ve tvaru

y = K(x) cos−3 x, (4.13)

kde K(x) je funkce, již musı́me určit. Má-li y být řešenı́m nehomogennı́ rovnice, musı́ po dosazenı́
za y zadaná rovnice přejı́t v identitu. Vypočteme tedy nejprve derivaci y′

y′ = K ′(x) cos−3 x + K(x)3 cos−4 x sin x

a dosadı́me tuto derivaci y′ a funkci y do (4.11)

K ′(x) cos−3 x + K(x)3 cos−4 x sin x − 3K(x) cos−3 x tg x = 1.

Vidı́me, že druhý a třetı́ člen na levé straně rovnice se v souladu s našı́m očekávánı́m odečtou a
dostáváme

K ′(x) cos−3 x = 1.

Odsud

K ′(x) = cos3 x

a po integraci

K(x) =

∫
cos3 xdx =

∫
(1 − sin2 x) cos xdx = sinx − sin3 x

3
,

přičemž integrál jsme vypočetli substitučnı́ metodou při substituci sinx = t a integračnı́ konstantu
volı́me nulovou. Dosazenı́m do (4.13) obdržı́me partikulárnı́ řešenı́ rovnice (4.10)

y =
sinx

cos3 x
− sin3 x

3 cos3 x
.
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Sečtenı́m tohoto partikulárnı́ho řešenı́ a obecného řešenı́ homogennı́ rovnice (4.12) obdržı́me
výsledné obecné řešenı́ rovnice (4.10) ve tvaru

y(x) =
sin x

cos3 x
− sin3 x

3 cos3 x
+

C

cos3 x
, C ∈ R.R Přı́klad 4.4 (variace konstanty). Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

y′ = x(1 − 2y), y(0) = 3. (4.14)

Řešenı́. Rovnici přepı́šeme do tvaru

y′ + 2xy = x, (4.15)

odkud vidı́me, že se skutečně jedná o lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici. Homogennı́ rovnice má tvar

y′ + 2xy = 0

a obecné řešenı́ y = Ce−x2

, C ∈ R. Partikulárnı́ řešenı́ rovnice (4.15) hledáme ve tvaru y =

= K(x)e−x2

. Derivace této funkce je y′ = K ′(x)e−x2

+ K(x)(−2x)e−x2

. Po dosazenı́ do (4.15)
obdržı́me

K ′(x)e−x2

+ K(x)(−2x)e−x2

+ 2xK(x)e−x2

= x

a po výpočtu K ′(x)

K ′(x) = xex2

.

Substitučnı́ metodou při substituci x2 = t nalezneme

K(x) =
1

2
ex2

a partikulárnı́ řešenı́ má tvar

y = K(x)e−x2

=
1

2
.

Okamžitě vidı́me, že toto partikulárnı́ řešenı́ zadanou počátečnı́ podmı́nku nesplňuje. Nalezneme
tedy nejprve obecné řešenı́ rovnice (4.14)

y =
1

2
+ Ce−x2

, C ∈ R,

dosadı́me počátečnı́ podmı́nku

3 =
1

2
+ Ce0,

vypočteme C =
5

2
a tuto hodnotu dosadı́me do obecného řešenı́. Obdržı́me takto funkci

y(x) =
1

2
+

5

2
e−x2

,

která je řešenı́m počátečnı́ úlohy (4.14).N Úloha 4.2. Rovnice z předchozı́ho přı́kladu je navı́c i rovnice se separovanými proměnnými.
Vyřešte ji i pomocı́ separace proměnných.R Přı́klad 4.5 (variace konstanty). Hledejme řešenı́ rovnice

xy′ + y = x ln(x + 1). (4.16)

Řešenı́. Jedná se o lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici

y′ +
1

x
y = ln(x + 1), (4.17)
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kde a(x) =
1

x
a b(x) = ln(x + 1). Řešenı́ této rovnice bude definováno na každém podintervalu

intervalu (−1,∞), který neobsahuje bod 0. Řešenı́ homogennı́ rovnice

y′ +
1

x
y = 0

má podle (4.5) tvar

y = Ce−
R

a(x) dx = Ce− ln |x| =
C

|x| =
K

x
,

kde K = ±C ∈ R je nová konstanta, která nám umožnı́ „odstranit“ absolutnı́ hodnotu. Partikulárnı́

řešenı́ nehomogennı́ rovnice (4.17) hledáme ve tvaru y = K(x)
1

x
. Podle (4.8) platı́

K ′(x)
1

x
= ln(x + 1)

a odsud

K ′(x) = x ln(x + 1).

Integracı́ per-partés vypočteme

K(x) =
x2

2
ln(x + 1) − x2

4
+

x

2
− 1

2
ln(x + 1) + C

a dosazenı́m do (4.7) obdržı́me obecné řešenı́ rovnice (4.16) ve tvaru

y = K(x)
1

x

=
x

2
ln(x + 1) − x

4
+

1

2
− 1

2x
ln(x + 1) +

C

x
, C ∈ R.

(Protože jsme integračnı́ konstantu C započetli do funkce K(x), obdržı́me ze vzorce (4.7) ne pouze
partikulárnı́, ale již obecné řešenı́ rovnice.) RPřı́klad 4.6 (dosazenı́ do vzorce). Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

xy′ + xy + y − x2 = 0, y(1) = −1. (4.18)

Řešenı́. Přepı́šeme-li rovnici do tvaru

y′ +
x + 1

x
y = x,

vidı́me, že se jedná o lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici, přičemž a(x) =
x + 1

x
a b(x) = x. Budeme

postupovat podle vzorce (4.9). Platı́
∫

a(x) dx =

∫
x + 1

x
dx = x + ln |x|,

přičemž vzhledem k počátečnı́ podmı́nce lze předpokládat, že pracujeme na intervalu (0,∞) a
absolutnı́ hodnotu lze vynechat. Potom

e
R

a(x) dx = ex+lnx = exelnx = xex,
∫

b(x)e
R

a(x) dx =

∫
x2ex dx = ex(x2 − 2x + 2),

kde druhý integrál jsme vypočetli dvojnásobnou integracı́ per-partés a v každém integrálu volı́me
nulovou integračnı́ konstantu. Podle (4.9) je obecným řešenı́m rovnice funkce

y =
ex(x2 − 2x + 2) + C

xex
= x − 2 +

2

x
+

C

xex
.
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Po dosazenı́ počátečnı́ podmı́nky y(1) = −1 obdržı́me pro konstantu C rovnici

−1 = 1 − 2 + 2 +
C

e
.

Řešenı́ této rovnice je C = −2e a řešenı́m počátečnı́ úlohy (4.18) je tedy funkce

y = x − 2 +
2

x
− 2e

xex
= x − 2 +

2

x
− 2

x
e1−x.N Úloha 4.3. Řešte následujı́cı́ diferenciálnı́ rovnice. Určete obecné řešenı́ a je-li zadána počátečnı́

podmı́nka, určete i přı́slušné partikulárnı́ řešenı́.

1. (x + 1)y′ − 2y = (x + 1)4

2. (2x + 1)y′ + y =
√

2x + 1 + 3

3. y′ cos x + y sin x = 1

4. y′ + y cos x = 2 sin x cos x

5. y′ cos x = (y + 2cos x) sin x

6. y′ = 1 +
2x − 1

x2
y

7. y′ + y = x, y(0) = 3

8. xy′ + y = x2, y(1) = −2

9. xy′ + 2y = e−x2

10. y′ cos x − y sinx = sin 2x

11. y′ − y =
1 + x2

x
ex

12. y′ − y tg x = sin x, y(0) = 0

13†. y′ +
x

x2 − 1
y =

arcsin x

1 − x2N Úloha 4.4. Platı́-li v rovnici (L) rovnost a(x) ≡ b(x), jedná se o rovnici se separovanými proměn-
nými. Vskutku, uvažujte lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici

y′ + a(x)y = a(x)

a odseparujte v této rovnici proměnné x a y.

5. Exaktnı́ diferenciálnı́ rovnice

Exaktnı́ diferenciálnı́ rovnice jsou rovnice, které do jisté mı́ry souvisejı́ s diferenciálnı́m počtem
funkcı́ dvou proměnných. Připomeňme si proto nejprve některé základnı́ pojmy z teorie těchto
funkcı́.

Poznámka 5.1 (symbolický zápis parciálnı́ch derivacı́). V diferenciálnı́m počtu funkcı́ vı́ce
proměnných je základnı́m pojmem pojem parciálnı́ derivace – viz [7]. Je-li funkce F (x, y) funkcı́

dvou proměnných, označujeme parciálnı́ derivaci podle x symbolem
∂F (x, y)

∂x
. Podobně ozna-

čujeme i parciálnı́ derivaci podle proměnné y. V přı́padech, kdy nebude docházet k nejasnostem,

můžeme argument „(x, y)“ vynechávat a psát pouze
∂F

∂x
a

∂F

∂y
.

Definice (totálnı́ diferenciál, kmenová funkce). Necht’F (x, y) je funkce dvou proměnných,
která má spojité parciálnı́ derivace. Výraz

dF (x, y) =
∂F (x, y)

∂x
dx +

∂F (x, y)

∂y
dy (5.1)

se nazývá totálnı́ diferenciál funkce F (x, y). Funkce F (x, y) se nazývá kmenová funkce tohoto
diferenciálu.
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Definice (exaktnı́ DR). Necht’ P (x, y) a Q(x, y) jsou funkce dvou proměnných, které majı́
spojité parciálnı́ derivace. Řekneme, že diferenciálnı́ rovnice

P (x, y) + Q(x, y)y′ = 0

je exaktnı́, jestliže výraz

P (x, y) dx + Q(x, y) dy (T)

je totálnı́m diferenciálem nějaké funkce dvou proměnných.

Poznámka 5.2 (ekvivalentnı́ tvar exaktnı́ DR). Exaktnı́ diferenciálnı́ rovnici častěji uvádı́me
v ekvivalentnı́m tvaru pomocı́ totálnı́ho diferenciálu kmenové funkce

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0. (E)

Tento tvar zı́skáme nahrazenı́m derivace y′ podı́lem diferenciálů dy/dx a formálnı́m vynásobenı́m
rovnice diferenciálem dx. O funkci Q předpokládáme, že nemá nulový bod v oblasti našeho zájmu
(tj. např. v okolı́ počátečnı́ podmı́nky). Potom má počátečnı́ úloha pro rovnici (E) jediné řešenı́
y = y(x)11.

Poznámka 5.3. Rovnice (E) je tedy exaktnı́ právě tehdy, když existuje funkce F (x, y) proměnných
x a y s vlastnostmi

∂F (x, y)

∂x
= P (x, y) a

∂F (x, y)

∂y
= Q(x, y). (5.2)

Věta 5.1 (řešenı́ exaktnı́ DR). Necht’ F (x, y) je kmenová funkce totálnı́ho diferenciálu (T).
Rovnice (E) má obecné řešenı́ implicitně určené rovnicı́

F (x, y) = C, C ∈ R. (5.3)

Poznámka 5.4 (metodická). Z předešlého vidı́me, že chceme-li identifikovat a řešit exaktnı́
diferenciálnı́ rovnice, musı́me

• poznat, kdy je výraz typu (T) totálnı́m diferenciálem nějaké funkce,
• umět nalézt z vyjádřenı́ totálnı́ho diferenciálu kmenovou funkci.

Následujı́cı́ věta udává efektivnı́ kriterium, pomocı́ kterého lze zjistit, zda rovnice je nebo nenı́
exaktnı́, tj. zda (T) je či nenı́ totálnı́m diferenciálem nějaké kmenové funkce.

Věta 5.2 (charakterizace totálnı́ho diferenciálu). Necht’funkce P (x, y) a Q(x, y) majı́ spojité
parciálnı́ derivace na otevřené souvislé množině M ⊆ R

2. Výraz (T) je na množině M totálnı́m
diferenciálem nějaké funkce právě tehdy, když na M platı́

∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
. (5.4)

Podmı́nka spojitosti parciálnı́ch derivacı́ bývá v aplikacı́ch téměř bez výhrady splněna, stačı́ tedy
výpočtem ověřit (nebo vyvrátit) vztah (5.4).

5.1. Metoda nalezenı́ kmenové funkce

Předpokládejme, že jsme pomocı́ Věty 5.2 ověřili, že výraz (T) je totálnı́m diferenciálem. Je-
li funkce F (x, y) kmenovou funkcı́ tohoto diferenciálu, musı́ platit vztahy (5.2). Integrujeme-li
prvnı́ z těchto vztahů podle proměnné x, obdržı́me

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx + C(y), (5.5)

11Pokud tato podmı́nka nenı́ splněna, ale funkce P nemá nulový bod, lze úlohu převrátit a hledat x jako funkci y,
tj. x = x(y).
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kde při integrovánı́ podle x považujeme y za konstantu (podobně jako při výpočtu parciálnı́
derivace) a C(y) je integračnı́ konstanta. Tato konstanta nezávisı́ na x, obecně se však může jednat
o veličinu, která závisı́ na y. Obdrženou rovnost zderivujeme podle y

∂F (x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫
P (x, y) dx + C ′(y),

kde C ′(y) je obyčejná derivace funkce jedné proměnné. Vzhledem k (5.2) je levá strana rovna
Q(x, y). Dosadı́me tedy na levou stranu Q(x, y) a zjednodušı́me výraz na pravé straně. Obdržı́me
rovnici pro C ′(y), kterou vyřešı́me a integracı́ nalezneme hledanou funkci C(y). (Při úpravách
nutně pro C ′(y) vycházı́ rovnice, která neobsahuje proměnnou x. Pokud tomu tak nenı́, dopustili
jsme se při počı́tánı́ chyby, nebo výraz (T) nenı́ totálnı́m diferenciálem.) Zı́skanou funkci C(y)
dosadı́me do (5.5) a máme nalezenu kmenovou funkci F (x, y).

Poznámka 5.5 (alternativnı́ postup). Tento postup je možno i modifikovat tak, že nejprve inte-
grujeme druhou rovnost v (5.2) podle y (integračnı́ konstanta bude obecně funkcı́ proměnné x),
obdržený výraz parciálně zderivujeme podle x, dosadı́me P (x, y), určı́me C ′(x) a odsud C(x).
Přitom integrály, které počı́táme při tomto druhém postupu nemusı́ být totožné s integrály, které
je třeba počı́tat prvnı́m postupem. Oba postupy nemusı́ být stejně obtı́žné. Proto je nutno mı́t na
paměti obě možnosti a v konkrétnı́m přı́padě volit jednoduššı́ variantu.K ALGORITMUS 5 (řešenı́ exaktnı́ diferenciálnı́ rovnice).

(i) DR přepı́šeme do tvaru (E) a pomocı́ Věty 5.2 ověřı́me, že se jedná o exaktnı́ diferenciálnı́
rovnici.

(ii) Nalezneme kmenovou funkci totálnı́ho diferenciálu postupem popsaným výše.
(iii) Je-li F (x, y) nalezená kmenová funkce, je obecné řešenı́ implicitně určeno vzorcem

(5.3).
(iv) Je-li možné převést řešenı́ do explicitnı́ho tvaru (vyjádřit y jako funkci proměnné x nebo

x jako funkci proměnné y), provedeme to.
(v) Je-li zadána počátečnı́ podmı́nka, dosadı́me tuto podmı́nku do obecného řešenı́, zı́skanou

rovnici vyřešı́me vzhledem ke konstantě C a tuto konstantu použijeme zpět v obecném
řešenı́.R Přı́klad 5.1. Hledejme všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice

2xy + 4x3y + (x2 + x4)y′ = 0.

Řešenı́. Ověřme, že se jedná o exaktnı́ DR. Přepı́šeme rovnici do tvaru

(2xy + 4x3y) dx + (x2 + x4) dy = 0. (5.6)

Označme P (x, y) = 2xy + 4x3y a Q(x, y) = x2 + x4. Platı́

∂P (x, y)

∂y
= 2x + 4x3 a

∂Q(x, y)

∂x
= 2x + 4x3.

Podle Věty 5.2 se skutečně jedná o exaktnı́ diferenciálnı́ rovnici. Kmenová funkce F (x, y) musı́

splňovat
∂F

∂y
= Q, lze tedy psát

F (x, y) =

∫
Q(x, y) dy =

∫
(x2 + x4) dy = x2y + x4y + C(x),

kde C(x) je integračnı́ konstanta, která nezávisı́ na y, může však záviset na x. Abychom znali

kmenovou funkci celou, zbývá určit funkci C(x). Dále kmenová funkce musı́ splňovat
∂F

∂x
= P .

Dosadı́me-li do této podmı́nky, obdržı́me

2xy + 4x3y + C ′(x) = 2xy + 4x3y
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a odsud okamžitě dostáváme C ′(x) = 0 a po integraci C(x) = K, kde K je libovolná integračnı́
konstanta. Volme K = 0, tj. C(x) = 0. Řešenı́m rovnice (5.6) je funkce zadaná implicitně rovnicı́

F (x, y) = x2y + x4y = C, C ∈ R.

Odsud je okamžitě možné převést obecné řešenı́ do explicitnı́ho tvaru, čı́mž dostáváme

y =
C

x2 + x4
, C ∈ R. NÚloha 5.1. Rovnice z předchozı́ho přı́kladu je lineárnı́ homogennı́ a má proto separovatelné

proměnné. Pokuste se rovnici vyřešit separacı́ proměnných a oba postupy a výsledky porovnejte
(výsledky musı́ být samozřejmě totožné).

Poznámka 5.6 (integračnı́ faktor). Vydělı́me-li rovnici (5.6) faktorem x, obdržı́me rovnici

(2y + 4x2y) dx + (x + x3) dy = 0, (5.7)

která je s původnı́ rovnicı́ ekvivalentnı́, tj. má stejnou množinu řešenı́, avšak nenı́ již exaktnı́, jak
se čtenář může snadno přesvědčit výpočtem přı́slušných parciálnı́ch derivacı́! Na tomto přı́kladě
vidı́me, že vlastnost rovnice být nebo nebýt exaktnı́ je velice citlivá a tuto vlastnost lze porušit
pouhým vynásobenı́m rovnice nějakým výrazem.
Toto se dá řı́ci i naopak: někdy je možné rovnici, která nenı́ exaktnı́, upravit na rovnici, která
exaktnı́ je, vynásobenı́m vhodným výrazem m(x, y) (který obsahuje x a y a je tedy obecně
funkcı́ dvou proměnných). Tento výraz potom nazýváme integračnı́ faktor rovnice. Napřı́klad
integračnı́m faktorem rovnice (5.7) je výraz m(x, y) = x, protože po vynásobenı́ rovnice (5.7)
tı́mto výrazem obdržı́me rovnici (5.6), která je exaktnı́. Problematika nalezenı́ integračnı́ho faktoru
je v obecném přı́padě přibližně stejně složitý problém, jako problematika nalezenı́ obecného řešenı́
rovnice. V jednoduchých přı́kladech (napřı́klad pokud je integračnı́m faktorem funkce pouze jedné
proměnné) lze však integračnı́ faktor poměrně snadno nalézt a převést rovnici, která exaktnı́ nenı́,
na rovnici, která exaktnı́ je. Bližšı́ poučenı́ o této problematice může čtenář nalézt v odborné
literatuře, např. [11, kap. 17.4]. RPřı́klad 5.2. Hledejme řešenı́ rovnice

(1

x
− y

x2 + y2

)
dx +

( x

x2 + y2
− y
)

dy = 0.

Řešenı́. Označme P (x, y) =
1

x
− y

x2 + y2
a Q(x, y) =

x

x2 + y2
− y. Platı́

∂P

∂y
= −x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2
a

∂Q

∂x
=

x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
.

Po malé úpravě zjistı́me, že
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
a jedná se skutečně o exaktnı́ rovnici. Budeme hledat

kmenovou funkci F (x, y). Protože platı́ P =
∂F

∂x
, lze psát

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫ (1

x
− y

x2 + y2

)
dx = ln |x| − arctg

x

y
+ C(y).

Protože dále platı́ Q =
∂F

∂y
, dostáváme po dosazenı́ a derivovánı́

x

x2 + y2
− y =

1

1 + x2

y2

x

y2
+ C ′(y).
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Algebraickými úpravami odsud vypočteme C ′(y) = −y a po integraci C(y) =

∫
C ′(y) dy =

= −y2

2
. Kmenovou funkcı́ je funkce F (x, y) = ln |x|− y2

2
−arctg

x

y
a obecným řešenı́m rovnice

je funkce zadaná implicitně rovnicı́

ln |x| − y2

2
− arctg

x

y
= C , kde C ∈ R.N Úloha 5.2. Uvažujme rovnici

(1

x
− y

x2 + y2

)
dx +

( x

x2 + y2
− 1

y

)
dy = 0.

(i) Ukažte, že se jedná o exaktnı́ diferenciálnı́ rovnici a nalezněte postupem analogickým
postupu v minulém přı́kladě obecné řešenı́ ve tvaru

ln |x| − ln |y| − arctg
x

y
= C , kde C ∈ R. (5.8)

(ii) Kromě x 6= 0 a y 6= 0 předpokládejte navı́c x2 + y2 − xy 6= 0 a ukažte, že zadanou
rovnici lze pomocı́ algebraických úprav přepsat do tvaru

y dx − xdy = 0,

což je rovnice se separovanými proměnnými. Nalezněte obecné řešenı́ této rovnice ve
tvaru

y = Kx, K ∈ R \ {0}. (5.9)

(iii) S výjimkou přı́padu x2+y2−xy = 0 jsou rovnice, které jste řešili v předchozı́ch bodech
ekvivalentnı́ a majı́ proto stejné množiny řešenı́. Porovnejte tato řešenı́ a rozmyslete si,
jak by bylo možné z řešenı́ (5.8) obdržet (5.9).N Úloha 5.3. Následujı́cı́ diferenciálnı́ rovnice jsou exaktnı́. Nalezněte jejich obecná řešenı́.

1. 2xy dx + (x2 + 1) dy = 0

2. (3x2y2 + 7) dx + 2x3y dy = 0

3. (yexy + 2x) dx + (xexy + 1) dy = 0

4. 2x cos2 y dx − (x2 sin 2y − sin y) dy = 0

5. x2 − y2 + (5 − 2xy)y′ = 0

6. x + ln y +
(x

y
+ sin y

)
y′ = 0

7. sin y + [(x + 1) cos y − y sin y]y′ = 0

8. (2x3 − xy2) dx + (2y3 − x2y) dy = 0

9.
x

x2 + y2
dy =

( y

x2 + y2
− 1
)

dx

10.
x√

x2 − y2
dx =

( y√
x2 − y2

+ 1
)

dy

11. y dx +
(
x − y√

1 + y2

)
dy = 0

12. (1 + x
√

x2 + y2) dx + (
√

x2 + y2 − 1)y dy = 0

13.
( ln(ln y)

x
+

2

3
xy3
)

dx +
( ln x

y ln y
+ x2y2

)
dy = 0N Úloha 5.4.

(i) Přepište DR se separovanými proměnnými y′ = f(x)g(y) do tvaru

f(x) dx − 1

g(y)
dy = 0

a ověřte, že tato rovnice je exaktnı́.

(ii) Ukažte, že je-li F (x) =

∫
f(x) dx a G(y) =

∫
1

g(y)
dy, je funkce F (x) − G(y)

kmenovou funkcı́ totálnı́ho diferenciálu vystupujı́cı́ho v rovnici.
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(iii) Nalezněte obecné řešenı́ této rovnice a porovnejte tento postup s algoritmem na straně 15.

6. Numerické metody

Na geometrickém významu diferenciálnı́ch rovnic uvedeném na straně 12 jsou založeny základnı́
numerické metody pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu. Tyto metody spočı́vajı́ v tom, že
hledanou integrálnı́ křivku kreslı́me po malých lineárnı́ch částech pomocı́ směrového pole. Řešenı́
tedy aproximujeme po částech lineárnı́ funkcı́.
Uvažujme počátečnı́ úlohu pro obyčejnou diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho řádu

y′ = ϕ(x, y), y(x0) = y0. (6.1)

Pro jednoduchost budeme uvažovat aproximaci takovou lomenou čarou, pro kterou je vodorovná
vzdálenost mezi sousednı́mi vrcholy konstantnı́. Je-li tedy vodorovná vzdálenost mezi jednotlivými
uzly (krok) rovna h, jsou zlomy postupně v bodech x1 = x0 +h, x2 = x0 +2h, x3 = x0 +3h, . . . .
Obecný bod, který je od počátečnı́ho bodu vzdálen i kroků má x-ovou souřadnici xi = x0 + ih.
Označme odpovı́dajı́cı́ y-ovou souřadnici jako yi. Ze souřadnic i-tého bodu vypočteme souřadnice
dalšı́ho bodu pomocı́ vztahů

xi+1 = xi + h

yi+1 = yi + kih,
(6.2)

kde ki js směrnice lomené čáry na intervalu (xi, xi+1). Máme-li pevně zvolen krok, je optimálnı́
volba směrnice ki ústřednı́m problémem, který rozhoduje o přesnosti aproximace. Myšlenek, jak
tuto směrnici volit, je několik.

Eulerova metoda: Tato metoda je nejjednoduššı́ aproximacı́, která vycházı́ z předpokladu,
že směrové pole se během jednoho kroku přı́liš neměnı́. Směrnici proto volı́me stejnou,
jako je směrnice elementu směrového pole v daném výchozı́m bodě, tj. k(E)

i = ϕ(xi, yi).
Geometricky to znamená, že v bodě daném počátečnı́ podmı́nkou se vydáme směrem
daným směrovým elementem v tomto bodě a ujdeme vzdálenost, která na ose x odpovı́dá
kroku délky h (viz Obrázek 11). V dalšı́m bodě se opět vydáme směrem odpovı́dajı́cı́mu
směrovému elementu v tomto bodě. Je zřejmé, že přesnost závisı́ na tom, jak je dlouhý
krok této metody. Pro srovnánı́ je na Obrázku 12 zakresleno přesné řešenı́ (plnou čarou)

x0 x1 x2 x3

aproximace
přesné řešenı́

OBRÁZEK 10. Aproximace partikulárnı́ho řešenı́ diferenciálnı́ rovnice po částech
lomenou čarou (metoda Runge-Kutta)
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a aproximace Eulerovou metodou pro dva různé kroky (čerchovanou a dvojtečkovanou
čerchovanou čarou).

metoda Runge-Kutta druhého řádu: Jedná se o metodu, která se na rozdı́l od Eulerovy
metody snažı́ zohlednit i přı́padné změny směrového pole v průběhu jednoho kroku.
Při této metodě určujeme směrnice jednotlivých lineárnı́ch částı́ ze vztahu k(RK)

i =

= ϕ

(
xi +

h

2
, yi + k

(E)
i

h

2

)
. Geometricky si můžeme situaci představit tak, že nejprve

myšlenkově vyjdeme z bodu daného počátečnı́ podmı́nkou stejným směrem jaký udává
Eulerova metoda, ale ujdeme jenom polovinu kroku. V tom mı́stě potom zjistı́me směr
směrového pole a tento směr použijeme k tomu, abychom z výchozı́ho bodu udělali
jeden krok.

metoda Runge-Kutta čtvrtého řádu: Tato metoda zpřesňuje předešlý postup. Volı́me

k(RK4)
i =

1

6
(k(E)

i + 2k(RK)
i + 2k

(α)
i + k

(β)
i ), kde k

(α)
i = ϕ

(
xi +

h

2
, yi + k(RK)

i

h

2

)
a

k
(β)
i = ϕ(xi + h, yi + k

(α)
i h). Geometricky to znamená, že

• myšlenkově provedeme půlkrok směrem který udává Eulerova metoda a v bodě do
kterého dospějeme zjistı́me směr k(RK) směrového pole,

• směr k(RK) použijeme k provedenı́ dalšı́ho myšleného půlkroku z bodu daného
počátečnı́ podmı́nkou a zjistı́me směr k(α) v bodě do kterého dospějeme,

• směr k(α) použijeme k provedenı́ poslednı́ho myšleného celého kroku z bodu daného
počátečnı́ podmı́nkou a zjistı́me směr k(β) v bodě do kterého dospějeme,

Euler

RK

RK4

k(E)

k(RK)

k(α)

k(β)

0.2 0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

OBRÁZEK 11. Jeden krok délky 0.2 pro každou z numerických metod, počátečnı́
podmı́nka y(0.2) = 1.4
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• vypočteme aritmetický průměr všech čtyř směrů, přičemž druhý a třetı́ započı́táváme
dvojnásobnou vahou. Obdržený směr k(RK4) nynı́ použijeme pro konečné provedenı́
celého kroku.

Poznámka 6.1 (srovnánı́ jednotlivých numerických metod). Na Obrázku 12 vidı́me přesné
řešenı́ diferenciálnı́ rovnice a aproximaci použitı́m jednotlivých numerických metod. Všechny
metody majı́ stejný12 krok. Pouze Eulerova metoda je zde uvedena i s polovičnı́m krokem. Zde
napřı́klad vidı́me, že v našem přı́padě záměrně velkého kroku Eulerova metoda zcela selhává, při
polovičnı́m kroku je však již aproximace mnohem lepšı́. Toto je přirozený a charakteristický jev:
při kratšı́m kroku aproximačnı́ metody dosahujı́ přesnějšı́ch výsledků. Bohužel menšı́ krok s sebou
nese potřebu provádět vı́ce výpočtů. Těchto vı́ce výpočtů přinášı́ i většı́ riziko, že ve výpočtu dojde
k akumulaci zaokrouhlovacı́ch chyb a aproximace opět bude nepřesná. Proto je možné algoritmy
dále vylepšovat, napřı́klad je možno vypočı́távat dalšı́ bod lomené čáry ne z jednoho předchozı́ho
bodu, ale z vı́ce předcházejı́cı́ch bodů. Dále je možno automaticky měnit délku kroku, aby krok
nebyl ani zbytečně malý, ale ani nebezpečně velký. Tato problematika je zpravidla podrobně
rozpracována v literatuře věnované numerickým metodám. NÚloha 6.1. Napište pomocı́ pseudokódu algoritmus Runge–Kutta druhého a čtvrtého řádu pro
numerické řešenı́ počátečnı́ úlohy y′ = x + y + x2 + y2, y(0) = 1 na intervalu (0, 10) s krokem
0,1.
Návod: Pseudokód je neformálnı́ zápis algoritmu, který dodržuje konvence programových jazyků,
ale může obsahovat prvky přirozeného jazyka. Napřı́klad zápis Eulerovy metody by mohl být
následujı́cı́:

x:=0; y:=1; krok:=0.1; # pocatecni podminky a nastaveni
rovnice(x,y):=x+y+xˆ2+yˆ2; # rovnice
cyklus dokud nebude x>10

k:=rovnice(x,y); # smer pro Eulerovu metodu
x:=x+krok; # posun o˜krok doprava
y:=y+krok*k; # zmena funkcni hodnoty
vytiskni x,y; # vypsani bodu na obrazovku

konec cyklu

12z didaktických důvodů záměrně velmi velký

x0 x1 x2 x3

Euler

Euler – polovičnı́ krok

RK

RK4
přesné řešenı́

OBRÁZEK 12. Srovnánı́ jednotlivých numerických metod



42 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDUN Úloha 6.2. Řešte stejnou počátečnı́ úlohu jako Úloze 6.1 ve vašem oblı́beném tabulkovém proce-
soru.

Poznámka 6.2. Numerické metody řešenı́ DR někdy skrývajı́ nemalá úskalı́ a pro úspěšnou
aplikaci těchto metod je často nezbytná dobrá znalost obecné teorie. Napřı́klad u integrálnı́ch
křivek na Obrázku 6 na straně 13 si všimněme, že na určitém intervalu téměř splývajı́, ale pro většı́
x se výrazně odlišujı́. To znamená, že i velice malá nepřesnost, které bychom se dopustili při kreslenı́
směrového pole a při odhadu integrálnı́ch křivek, se na delšı́m intervalu může zmnohonásobit a
náš odhad by nemusel odpovı́dat realitě.

7. Slovnı́ úlohy

Následujı́cı́ podkapitola obsahuje slovnı́ úlohy, které lze řešit pomocı́ aparátu diferenciálnı́ch
rovnic. Nejprve si uved’me jednu řešenou úlohu, která je jistým rozšı́řenı́m modelu samočištěnı́
jezer ze strany 8.R Přı́klad 7.1 (soustava dvou jezer). V Přı́kladu 1.2 na straně 8 jsme uvažovali kontaminované
jezero, které se čistı́ v důsledku přitékánı́ čisté vody a odtékánı́ vody kontaminované. Ukázali jsme,
že množstvı́ nečistot v jezeře závisı́ na čase a tato závislost je popsána rovnicı́ (1.2). Protože se
jedná o rovnici exponenciálnı́ho růstu (viz Poznámka 1.7), bude množstvı́ nečistot v jezeře klesat
exponenciálně s časem. Stejně bude proto klesat i mı́ra kontaminace odtékajı́cı́ vody.
Předpokládejme nynı́, že fyzikálnı́ jednotky jsou pro jednoduchost zvoleny tak, že hmotnost
nečistot vyplavovaných z jezera v čase t je dána funkcı́ e−t. Toho je možné dosáhnout následujı́cı́m
způsobem: Jednotku měřenı́ času volı́me tak, aby za jeden časový úsek kleslo množstvı́ kontaminacı́
v jezeře a v odtékajı́cı́ vodě e-krát a hmotnost znečišt’ujı́cı́ch částic měřı́me v násobcı́ch celkové
hmotnosti částic, které odtékaly z jezera na počátku znečištěnı́ za časovou jednotku bezprostředně
po prvotnı́m znečištěnı́.
Předpokládejme dále, že tato voda odtéká do jiného jezera, které bylo původně čisté a nynı́ je
postupně kontaminováno. Lze očekávat, že mı́ra znečištěnı́ tohoto druhého jezera poroste z nuly
k jisté maximálnı́ hodnotě a poté bude opět klesat vlivem samočištěnı́ a vlivem toho, že kontaminace
přitékajı́cı́ vody postupně klesá k nule.
Pokusme se sestavit matematický model této situace. Označme y(t) hmotnost znečišt’ujı́cı́ch částic,
které jsou přı́tomny v druhém jezeře v čase t. Dále označme r průtok vody za časovou jednotku a
V objem jezera. Opět přijměme předpoklad rovnoměrného rozdělenı́ kontaminace v celém objemu
jezera. Změna hmotnosti znečišt’ujı́cı́ch částic je způsobena jednak přı́tokem e−t částic z prvnı́ho
jezera a jednak úbytkem vlivem samočištěnı́. Tento úbytek je stejně jako v základnı́m modelu

samočištěnı́ jezer (1.2) na straně 8 dán výrazem
r

V
y. Diferenciálnı́ rovnice pro vývoj znečištěnı́

má tedy tvar

y′ = e−t − r

V
y, y(0) = 0, (7.1)

kde počátečnı́ podmı́nka vyjadřuje skutečnost, že na počátku nebylo druhé jezero nijak znečištěno
a y′ značı́ derivaci funkce y podle proměnné t. Jedná se o lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho
řádu. Asociovaná homogennı́ rovnice

y′ = − r

V
y

je rovnicı́ exponenciálnı́ho růstu (viz str. 9) a jejı́ obecné řešenı́ je y = Ce−
r
V t (viz str. 19).

Partikulárnı́ řešenı́ rovnice budeme hledat ve tvaru y = K(t)e−
r
V t. Dosazenı́m do (7.1) dostáváme

K ′(t)e−
r
V t − K(t)

r

V
e−

r
V t = e−t − r

V
K(t)e−

r
V t
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a po úpravě a explicitnı́m vyjádřenı́ K ′ obdržı́me

K ′(t) = e
r−V
V t.

Integracı́ tohoto vztahu zı́skáme

K(t) =
V

r − V
e

r−V
V t = − V

V − r
e

r−V
V t,

přičemž integračnı́ konstantu volı́me rovnu nule. Partikulárnı́ řešenı́ má potom tvar

yp = − V

V − r
e

r−V
V te−

r
V t = − V

V − r
e−t

a obecným řešenı́m je funkce

y = Ce−
r
V t − V

V − r
e−t.

Z počátečnı́ podmı́nky y(0) = 0 obdržı́me rovnici

0 = C − V

V − r

s řešenı́m C =
V

V − r
. Řešenı́m počátečnı́ úlohy (7.1) je tedy funkce

y =
V

V − r

(
e−

r
V t − e−t

)
.

Směrové pole této rovnice a integrálnı́ křivka odpovı́dajı́cı́ tomuto řešenı́ jsou na Obrázku 7 na
straně 13.

Řešte následujı́cı́ slovnı́ úlohy. Vystupuje-li v úloze rovnice exponenciálnı́ho růstu nebo logistická
rovnice, využijte výsledků Přı́kladů 2.7 a 2.8. NÚloha 7.1. Populace bakteriı́ roste tak, že rychlost růstu je úměrná velikosti populace, tj. roste podle
rovnice exponenciálnı́ho růstu. Mezi 12:00 a 14:00 se velikost populace ztrojnásobila. Zjistěte,
v kolik hodin se velikost populace zvýšı́ na 100-násobek velikosti, jaká byla ve 12:00. NÚloha 7.2. Populace bakteriı́ roste podle logistické rovnice (viz str. 9 a 19). Počátečnı́ populace je
1 000 jedinců a maximálnı́ stabilnı́ populace je 10 000 jedinců. Sčı́tánı́ velikosti populace na konci
prvnı́ hodiny ukázalo velikost populace 2 000 jedinců. Určete velikost populace jako funkci času
t. NÚloha 7.3 (samočištěnı́ jezera s nepřetržitým znečišt’ovánı́m). Jezero uvedené v modelu sa-
močištěnı́ jezer (viz Přı́klad 1.2, str. 8) je nepřetržitě znečišt’ováno konstantnı́ rychlostı́ c [kg/den].

(i) Napište diferenciálnı́ rovnici, která popisuje množstvı́ nečistot v jezeře v závislosti na
čase t.

(ii) Rovnici vyřešte a zjistěte, na jaké hodnotě se množstvı́ nečistot ustálı́. NÚloha 7.4 (samočištěnı́ jezera s periodickým znečišt’ovánı́m). Uvažujme opět jezero z Přı́kladu
1.2 na straně 8, avšak předpokládejme, že v něm na počátku nejsou přı́tomny žádné znečišt’ujı́cı́
částice. V čase t = 0 bylo jezero kontaminováno dávkou y0 kg nečistot.

(i) Nalezněte množstvı́ nečistot v jezeře po uplynutı́ T dnı́.
(ii) Po uplynutı́ T dnı́ bylo jezero opět kontaminováno dávkou y0 kg nečistot. Nalezněte

množstvı́ nečistot v jezeře po uplynutı́ 2T dnı́.
(iii) Opakovaně, vždy po uplynutı́ T dnı́, byla do jezera vypuštěna dalšı́ dávka y0 kg nečistot.

Nalezněte množstvı́ nečistot v jezeře po uplynutı́ nT dnı́ a limitnı́ hodnotu tohoto
množstvı́ pro n → ∞.
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této populace. Jako jednoduchý model pro takovou populaci může sloužit rovnice

dy

dt
= ky cos t,

kde k je kladná konstanta. Je známa počátečnı́ velikost y0 populace v čase t = 0. Vyřešte tuto
rovnici a nalezněte maximálnı́ a minimálnı́ hodnotu, mezi kterými bude velikost populace oscilovat.

Následujı́cı́ úloha sice vede na rovnici druhého řádu (obsahuje druhou derivaci hledané funkce),
převedeme ji však na řešenı́ dvou diferenciálnı́ch rovnic řádu prvnı́ho.N Úloha 7.6. Uvažujme ohebné lano natažené mezi body A, B, které je prověšeno vlastnı́ vahou.
Fyzikálnı́ rozbor situace ukazuje, že lano zaujme tvar křivky y = y(x) popsané diferenciálnı́
rovnicı́

y′′ = a
√

1 + (y′)2, (7.2)

kde a je konstanta charakterizujı́cı́ sı́lu, která lano napı́ná a hmotnost lana (předpokládáme, že lano
má hmotnost rovnoměrně rozloženu podél svojı́ délky).

(i) Substitucı́ z(x) = y′(x) převed’te rovnici (7.2) na diferenciálnı́ rovnici prvnı́ho řádu

z′ = a
√

1 + z2. (7.3)

(ii) Separacı́ proměnných vyřešte rovnici (7.3) a ukažte, že funkce

ln |z +
√

1 + z2| = ax + C1, C1 ∈ R, (7.4)

je obecným řešenı́m této rovnice.
(iii) Převed’te funkci (7.4) do explicitnı́ho tvaru a ukažte tak, že obecným řešenı́m rovnice

(7.3) je funkce

z(x) =
eax+C1 − e−(ax+C1)

2
, C1 ∈ R. (7.5)

(iv) Ze substituce y′(x) = z(x) vypočtěte integracı́ funkci y a ukažte tak, že funkce

y(x) =
eax+C1 + e−(ax+C1)

2a
+ C2, C1, C2 ∈ R, (7.6)

je řešenı́m rovnice (7.2).

Poznámka 7.1. Funkce y =
1

2
(ex + e−x) se nazývá hyperbolický kosinus, označujeme ji cosh x.

Graf funkce (7.6) můžeme obdržet z grafu funkce y = cosh x posunutı́m a zvětšenı́m, jak si čtenář
může samostatně rozmyslet. Funkce cosh x tedy udává tvar křivky13, kterou zaujmou volně visı́cı́
ohebná lana, dráty nebo řetı́zky, např. dráty elektrického vedenı́.N Úloha 7.7. Body O = [0, 0] a P = [1, 0] jsou spojeny neprotažitelnou strunou délky l = 1. Bod
O se začne pohybovat v kladném směru osy y a táhne bod P za sebou. Nalezněte diferenciálnı́
rovnici křivky14, po nı́ž se bude bod P pohybovat a tuto rovnici vyřešte.
Návod: Situace je znázorněna na Obrázku 13. Směr struny je vždy tečný ke křivce, po nı́ž se bod
P pohybuje. Dostane-li se bod O do bodu C , přemı́stı́ se bod P do bodu B. Vyjděte z pravoúhlého
trojúhelnı́ka ABC . Derivace funkce y′ je rovna tg ϕ, kde ϕ je orientovaný úhel, který svı́rá struna
s kladnou částı́ osy x (vysvětlete proč!). Vypočtete pomocı́ Pythagorovy věty délku strany AC ,

odsud vyjádřete tg ϕ a dosad’te y′ = tg ϕ. Pozor: platı́ ϕ ∈ (−π

2
, 0), tj. tg ϕ < 0. Při výpočtu

integrálu užijte substituci 1 − x2 = t2, xdx = −t dt.

13Tato křivka se nazývá řetězovka, anglicky catenary z lat. „catenaris“=řetı́zek.
14Anglický název této křivky je tractrix, z latinského „tractum“=táhnout. Tuto křivku vykreslı́ za jistých okolostı́

napřı́klad zadnı́ pneumatika jı́zdnı́ho kola při zatáčenı́ (ostré zatočenı́ o devadesát stupňů — ve většı́ch rychlostech
raději nezkoušejte).
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OBRÁZEK 13. Křivka táhnutı́

8. Závěrečné poznámky

Poznámka 8.1 (derivace jako podı́l diferenciálů). Ze základnı́ch kurzů matematické analýzy

vı́me, že výraz
dy

dx
, který má formálně tvar podı́lu, je jenom jiný zápis derivace funkce y(x)

v bodě x a nejedná se tedy o podı́l výrazů v „běžném“ smyslu toho slova. Napřı́klad
de−x

dx
=

= −e−x (derivace funkce e−x). Přesto je mnohdy povoleno a dokonce výhodné s tı́mto výrazem
jako s podı́lem pracovat.
Pomocı́ diferenciálů lze velice snadno zapsat řetězové pravidlo pro derivaci složené funkce:

dz

dy
· dy

dx
=

dz

dx

(což zapsáno v obvyklé symbolice nenı́ nic jiného, než vzorec z′(y(x))y′(x) = [z(y(x))]′) a
pravidlo pro derivaci inverznı́ funkce

1
dy
dx

=
dx

dy

(což značı́ vzorec
1

y′(x)
= x′(y), kde x = x(y) je funkce inverznı́ k funkci y = y(x) a x′(y) je

derivace této inverznı́ funkce podle proměnné y).
Je evidentnı́, že tyto dva vztahy, ač se vlastně jedná o vzorce z diferenciálnı́ho počtu, velice připo-
mı́najı́ jednoduché vzorce pro algebraickou úpravu zlomků: násobenı́ a krácenı́ zlomků a úpravu
složeného zlomku. Zapamatujeme si proto, že tyto úpravy lze provádět i s podı́lem diferenciálů a
některé výpočty se takto výrazně formálně zjednodušı́ a zpřehlednı́. RPřı́klad 8.1 (záměna závislé a nezávislé proměnné). Diferenciálnı́ rovnice

y′
(

ey − x

y

)
= 1

je poměrně složitá a nespadá do žádné z kategoriı́ rovnic, kterým se věnujeme v těchto skriptech.
Zapı́šeme-li derivaci pomocı́ diferenciálů

dy

dx

(
ey − x

y

)
= 1

a převedeme-li rovnici pomocı́ algebraických úprav do tvaru

ey − x

y
=

dx

dy
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dx

dy
+

1

y
x = ey,

vidı́me, že se jedná o lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici, pokud neznámou je x a hledáme x jako funkci
proměnné y. Řešenı́m této rovnice je funkce

x = ey
(
1 − 1

y

)
+

C

y
.

Tato rovnost určuje řešenı́ zadané rovnice implicitně, explicitně najı́t funkci y jako funkci proměnné
x nedokážeme.

8.1. Některá zobecněnı́ diferenciálnı́ch rovnic

Diferenciálnı́ rovnici je možno, jak bylo v textu uvedeno na přı́kladech, chápat jako jistou souvislost
mezi stavem studovaného systému, který je vyjádřen hodnotou funkce y, s jeho vývojem, tj. se
změnou jeho stavu, která je vyjádřena derivacı́ y′. Diferenciálnı́ rovnice

y′(x) = ϕ(x, y(x)),

a všechny jejı́ speciálnı́ přı́pady studované v prvnı́ kapitole předpokládá, že odezva systému na
změnu je okamžitá, funkce y i y′ majı́ stejný argument x. V praxi má někdy smysl uvažovat
i přı́pady, kdy systém reaguje na změny s jistým zpožděnı́m, což vede k diferenciálnı́ rovnici se
zpožděnı́m τ

y′(x) = ϕ(x, y(x − τ)).

Toto zpožděnı́ přitom může nebo nemusı́ být konstantnı́. Rovnice se zpožděnı́m jsou speciálnı́m
přı́padem tzv. funkcionálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic.

V úloze 7.4 na straně 43 jsme vlastně hledali řešenı́ rovnice, které nenı́ spojitou funkcı́, ale vy-
kazuje v určitých časových intervalech předepsané skoky (impulsy), realizované opakovanými
kontaminacemi jezera. Takovéto rovnice se nazývajı́ impulsivnı́ diferenciálnı́ rovnice. Od obyčej-
ných diferenciálnı́ch rovnic se lišı́ předevšı́m tı́m, že řešenı́ nehledáme v množině spojitých funkcı́,
ale v množině funkcı́, které vykazujı́ předem zadané skoky.

V některých přı́padech je funkce popisujı́cı́ stav systému funkcı́ nikoliv jedné, ale vı́ce proměnných.
Napřı́klad při studiu kmitů membrány nás zajı́má výchylka u jednotlivých bodů membrány oproti
jejich rovnovážné poloze. Tato výchylka je jednak funkcı́ času t a jednak funkcı́ polohy, kterou
u membrány popisujeme dvojicı́ souřadnic x, y. Funkce u je tedy funkcı́ třı́ proměnných u =
= u(x, y, t) a fyzikálnı́ rozbor problému ukazuje, že u splňuje diferenciálnı́ rovnici druhého řádu

1

k

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
,

kde k je konstanta závislá na typu membrány a druhé derivace vystupujı́cı́ v rovnici jsou parciálnı́
derivace. Proto se tyto rovnice nazývajı́ parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice.

Úloha nalézt řešenı́ počátečnı́ úlohy

y′ = ϕ(x, y), y(x0) = y0

je téměř ekvivalentnı́ s úlohou nalézt spojitou funkci y(x) splňujı́cı́ integrálnı́ rovnici

y(x) = y0 +

∫ x

x0

ϕ(t, y(t)) dt.

Ve skutečnosti je tato integrálnı́ rovnice poněkud obecnějšı́, protože jejı́m řešenı́m může být
i funkce, která nemá derivaci, což u diferenciálnı́ rovnice ve smyslu uvedeném v těchto skriptech
postrádá smysl.
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Předevšı́m dı́ky aplikacı́m v ekonomii se ukázalo, že je možné (a účelné) studovat i diferenciálnı́
rovnice, které obsahujı́ nejenom veličiny s přesně zadanými hodnotami, ale i náhodné veličiny.
Tı́m vznikla třı́da stochastických diferenciálnı́ch rovnic, které se uplatňujı́ např. při oceňovánı́
některých finančnı́ch produktů.

Lano prověšené vlastnı́ vahou zaujme tvar hyperbolického
kosinu — křivky popsané diferenciálnı́ rovnicı́

y′′ =
√

1 + (y′)2 (viz Přı́klad 7.6)





Kapitola 2
Diferenciálnı́ rovnice vyššı́ch řádů

1. Lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu

Definice (lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu). Bud’te p, q a f funkce definované a
spojité na intervalu I . Diferenciálnı́ rovnice

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (1.1)

se nazývá lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu (zkráceně LDR druhého řádu). Řešenı́m
rovnice (nebo též integrálem rovnice) na intervalu I rozumı́me funkci, která má spojité derivace
do řádu 2 na intervalu I a po dosazenı́ identicky splňuje rovnost (1.1) na I . Úloha nalézt řešenı́
rovnice, které splňuje v bodě x0 ∈ I počátečnı́ podmı́nky

{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y′0,
(1.2)

kde y0 a y′0 jsou reálná čı́sla, se nazývá počátečnı́ úloha (Cauchyova úloha). Řešenı́ počátečnı́
úlohy se nazývá partikulárnı́ řešenı́ rovnice (1.1).

Definice (obecné řešenı́). Všechna řešenı́ LDR druhého řádu (1.1) lze vyjádřit ve tvaru obsa-
hujı́cı́m dvě nezávislé konstanty C1, C2 ∈ R. Tento předpis se nazývá obecné řešenı́ rovnice
(1.1).

Definice (speciálnı́ typy LDR druhého řádu). Platı́-li v rovnici (1.1) f(x) = 0 pro všechna
x ∈ I , nazývá se rovnice (1.1) homogennı́, v opačném přı́padě nehomogennı́. Jsou-li koeficienty
p(x) a q(x) na intervalu I konstantnı́ funkce, nazývá se (1.1) rovnice s konstantnı́mi koeficienty.

Poznámka 1.1. Pojem partikulárnı́ho řešenı́ budeme použı́vat v souladu s Poznámkou 1.11 v pře-
dešlé kapitole na straně 11.

Poznámka 1.2 (existence a jednoznačnost). Každá Cauchyova počátečnı́ úloha pro rovnici (1.1)
má řešenı́, které je určeno jednoznačně a toto řešenı́ je definované na celém intervalu I . Lze jej
obdržet z obecného řešenı́ vhodnou volbou konstant.

Poznámka 1.3 (operátorová symbolika). Podobně jako u lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice prvnı́ho
řádu, i zde často pravou stranu rovnice zkracujeme do tvaru L[y](x). Definujeme-li tedy

L[y](x) = y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x), (1.3)

je tı́mto předpisem definován operátor, který každé dvakrát diferencovatelné funkci přiřazuje levou
stranu rovnice (1.1). Rovnici (1.1) je potom možno zapsat ve tvaru L[y] = f(x).

49



50 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE VYŠŠÍCH ŘÁDŮR Přı́klad 1.1 (kmity pružiny). Uvažujme těleso o hmotnosti m[kg], pohybujı́cı́ se na pružině
s jednı́m stupněm volnosti, tj. v přı́mce. Veličina y(x) necht’udává polohu tělesa v čase x. Potom
veličina y′(x) udává rychlost a veličina y′′(x) udává zrychlenı́ tělesa v čase x. Volme počátek

xxxxxxxxx
xxxxxxxxx

m

y

OBRÁZEK 1. Těleso na pružině

soustavy souřadnic tak, aby v rovnovážné poloze platilo y = 0. Je-li těleso v mı́stě o souřadnici
y, působı́ na něj sı́la F = −ky, kde veličina k se nazývá tuhost pružiny (pro danou pružinu je
konstantnı́) a znaménko mı́nus vyjadřuje skutečnost, že sı́la vracı́ těleso do rovnovážné polohy.
Nepůsobı́-li na těleso žádná dalšı́ sı́la, platı́ podle Newtonova pohybového zákona

my′′ + ky = 0,

což je diferenciálnı́ rovnice pohybu tělesa. Je-li v čase x = 0 známa počátečnı́ poloha y0 a počátečnı́
rychlost v0, doplnı́me tuto rovnici počátečnı́mi podmı́nkami

y(0) = y0, y′(0) = v0.

Pohybuje-li se těleso v prostředı́, které klade odpor proti pohybu a předpokládáme-li, že odporová
sı́la je úměrná rychlosti y′, je diferenciálnı́ rovnice pohybu

my′′ + by′ + ky = 0,

kde b je konstanta charakterizujı́cı́ odpor prostředı́. Předpokládáme-li navı́c, že na těleso působı́
dalšı́ sı́la f(x) (napřı́klad konstantnı́ gravitačnı́ sı́la, nebo časově proměnná vnějšı́ sı́la), nezávislá
na poloze nebo na rychlosti, je diferenciálnı́ rovnice pohybu

my′′ + by′ + ky = f(x).

Jak vidı́me, ve všech uvedených přı́padech je pohyb tělesa určen lineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́
druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty.

Poznámka 1.4 (samoadjungovaný tvar LDR druhého řádu). Homogennı́ LDR druhého řádu
se též často uvádı́ ve tvaru(

r(x)y′
)′

+ c(x)y = g(x), (1.4)

kde c, g jsou spojité funkce a r je kladná spojitě diferencovatelná funkce. Derivovánı́m součinu
ry′ a následným vydělenı́m rovnice faktorem r lze tuto rovnici přepsat do tvaru (1.1). Naopak,
rovnici (1.1) lze vynásobenı́m faktorem e

R

p(x) dx a užitı́m stejného obratu s derivacı́ součinu, který
jsme použili v Poznámce 4.9 na straně 30, psát v samoadjungovaném tvaru (1.4) při označenı́
r(x) = e

R

p(x) dx, c(x) = r(x)q(x) a g(x) = f(x)r(x).

Poznámka 1.5 (triviálnı́ řešenı́). Funkce y(x) ≡ 0 je řešenı́m homogennı́ LDR 2. řádu vždy, bez
ohledu na tvar koeficientů p, q. (Ověřte sami dosazenı́m.) Toto řešenı́ nazýváme triviálnı́ řešenı́
rovnice (1.1).
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Definice (asociovaná homogennı́ rovnice). Nahradı́me-li v nehomogennı́ LDR (1.1) pravou
stranu (tj. funkci f ) nulovou funkcı́, obdržı́me rovnici

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (1.5)

Tato rovnice se nazývá homogennı́ rovnice asociovaná k rovnici (1.1).

Mezi řešenı́mi nehomogennı́ a asociované homogennı́ rovnice existuje (podobně jako u diferen-
ciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu) jistá souvislost, kterou s výhodou použijeme při hledánı́ obecného
řešenı́. Tato souvislost je důsledkem následujı́cı́ho principu superpozice.

Lemma 1.1 (linearita a princip superpozice). Operátor (1.3) zachovává lineárnı́ kombinaci
funkcı́, tj. pro libovolné dvě funkce y1 a y2 a libovolné reálné konstanty C1 a C2 platı́

L[C1y1 + C2y2] = C1L[y1] + C2L[y2]. (1.6)

(Důkaz je stejný jako důkaz odpovı́dajı́cı́ho tvrzenı́ v kapitole věnované lineárnı́ diferenciálnı́
rovnici prvnı́ho řádu v Poznámce 4.5 na straně 26.)

Jako speciálnı́ přı́pad vztahu (1.6) dostáváme implikace

L[y2] = 0 a L[y1] = f(x) ⇒ L[y1 + y2] = 0 + f(x) = f(x),

L[y1] = L[y2] = f(x) ⇒ L[y1 − y2] = f(x) − f(x) = 0,

L[y1] = L[y2] = 0 ⇒ L[C1y1 + C2y2] = C1 · 0 + C2 · 0 = 0,

které lze slovně zformulovat následovně:
• Součet řešenı́ zadané nehomogennı́ a asociované homogennı́ LDR je

řešenı́m dané nehomogennı́ rovnice.
• Rozdı́l dvou řešenı́ nehomogennı́ LDR je řešenı́m asociované homogennı́

rovnice.
• Každá lineárnı́ kombinace dvou řešenı́ homogennı́ LDR je opět řešenı́m

této rovnice.

Vidı́me, že relace (1.6) (a potom i všechny jejı́ důsledky) jsou stejné jako u LDR prvnı́ho řádu.
I zde tedy budeme studovat nejprve homogennı́ rovnici.

2. Homogennı́ rovnice druhého řádu

V této podkapitole budeme studovat homogennı́ LDR druhého řádu, tj. rovnici (1.5)

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

kterou můžeme zkráceně zapsat jako L[y] = 0, kde operátor L je lineárnı́ diferenciálnı́ operátor
druhého řádu definovaný vztahem (1.3).
Motivace. Nejprve si všimněme, že i když je funkce y1(x) řešenı́m této rovnice, nenı́ funkce y(x) =
= Cy1(x) ještě obecným řešenı́m, jak tomu bylo u rovnice prvnı́ho řádu. Vskutku, uvažujeme-li
počátečnı́ podmı́nku y(α) = β, y′(α) = γ, po dosazenı́ zı́skáváme dvě rovnice pro jednu neznámou
C

β = Cy1(α),

γ = Cy′1(α),

která nemusı́ mı́t vždy řešenı́. Protože dosazenı́m počátečnı́ch podmı́nek zı́skáme dvě rovnice, zdá
se býti rozumné hledat řešenı́ ve tvaru, který obsahuje dvě konstanty1. Protože z linearity operátoru

1Srovnejte s definicı́ obecného řešenı́ na straně 49.
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L vı́me, že lineárnı́ kombinace dvou řešenı́ homogennı́ LDR je opět řešenı́m, budeme předpokládat
že funkce y1(x) a y2(x) jsou obě řešenı́mi a budeme hledat podmı́nky, za kterých je funkce

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)

obecným řešenı́m. Derivovánı́m tohoto vztahu zı́skáváme

y′(x) = C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x)

a dosazenı́ počátečnı́ch podmı́nek y(α) = β, y′(α) = γ vede k následujı́cı́ soustavě lineárnı́ch
rovnic s neznámými C1, C2

β = C1y1(α) + C2y2(α),

γ = C1y
′
1(α) + C2y

′
2(α).

(2.1)

Jak je známo z lineárnı́ algebry, tato soustava má právě jedno řešenı́ pro libovolnou volbu čı́sel

β, γ právě tehdy, když matice soustavy, tj. matice

(
y1(α) y2(α)
y′1(α) y′2(α)

)
, je regulárnı́. Tato matice

je regulárnı́ právě tehdy, když jejı́ determinant je nenulový a to nastane právě tehdy, když jeden
sloupec nenı́ násobkem druhého. Tı́mto motivujeme následujı́cı́ definice.

Definice (lineárnı́ (ne-)závislost funkcı́). Bud’te y1 a y2 funkce definované na intervalu I .
Řekneme, že funkce y1 a y2 jsou na intervalu I lineárně závislé, jestliže jedna z nich je na
intervalu I násobkem druhé, tj. jestliže existuje reálné čı́slo k ∈ R s vlastnostı́

y1(x) = ky2(x) pro všechna x ∈ I,

nebo

y2(x) = ky1(x) pro všechna x ∈ I.

V opačném přı́padě řı́káme, že funkce y1, y2 jsou na intervalu I lineárně nezávislé.

Poznámka 2.1 (k předchozı́ definici). Dvě funkce jsou (podle uvedené definice) lineárně nezávislé
v přı́padě, že ani jedna nenı́ násobkem druhé funkce. Zejména tedy ani jedna nenı́ identicky
na intervalu I rovna nulové funkci. (Nulová funkce je nula-násobkem čehokoliv.) V přı́padě
většı́ho počtu funkcı́ jsou lineárnı́ závislost a nezávislost definovány poněkud složitějšı́m způsobem,
podobně jako je tomu u algebraických vektorů. Vzhledem k tomu, že v textu nebudeme uvažovat
lineárnı́ závislost vı́ce než dvou funkcı́, nenı́ nutné tuto složitějšı́ definici uvádět.

Definice (wronskián). Bud’te y1(x) a y2(x) dvě libovolná řešenı́ homogennı́ rovnice (1.5).
Wronskiánem funkcı́ y1(x), y2(x) rozumı́me determinant

W [y1, y2](x) =

∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = y1(x)y′2(x) − y′1(x)y2(x). (2.2)

Wronskián sloužı́ jako efektivnı́ nástroj k posouzenı́ lineárnı́ závislosti či nezávislosti dvou řešenı́
téže lineárnı́ homogennı́ rovnice. Platı́ totiž následujı́cı́ věta.

Věta 2.1 (lineárnı́ (ne)závislost). Bud’te y1(x) a y2(x) dvě řešenı́ rovnice (1.5) na intervalu I .
Tato řešenı́ jsou lineárně nezávislá právě tehdy když je jejich wronskián různý od nuly na intervalu
I .

Poznámka 2.2. Lze dokázat, že je-li wronskián dvou řešenı́ y1(x) a y2(x) roven nule v jednom
bodě intervalu I , je identicky roven nulové funkci na celém intervalu I . Nenulovost wronskiánu při
ověřovánı́ lineárnı́ nezávislosti dvou řešenı́ tedy stačı́ posoudit v libovolném bodě intervalu I , což
přesně odpovı́dá požadavku na jednoznačnou řešitelnost soustavy (2.1) pro libovolné konstanty β
a γ. Jako dalšı́ kriterium pro ověřovánı́ lineárnı́ nezávislosti funkcı́ může sloužit poznatek, že dvě
lineárně nezávislá řešenı́ nemohou mı́t společné kořeny.
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Shrneme-li (za použitı́ nově zavedených pojmů) naše dosavadnı́ úvahy, dostáváme následujı́cı́
(důležitou) větu.

Věta 2.2 (obecné řešenı́ homogennı́ LDR). Jsou-li y1 a y2 dvě netriviálnı́ lineárně nezávislá
řešenı́ rovnice (1.5) na intervalu I , je funkce y definovaná vztahem

y(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x), C1 ∈ R, C2 ∈ R, (2.3)

obecným řešenı́m rovnice (1.5) na intervalu I .

Definice (fundamentálnı́ systém řešenı́). Dvojici funkcı́ y1 a y2 z předchozı́ věty nazýváme
fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice (1.5).

Poznámka 2.3 (metodická). K nalezenı́ obecného řešenı́ (a tedy všech řešenı́) homogennı́ LDR
2. řádu nám podle předchozı́ věty stačı́ nalézt dvě lineárně nezávislá partikulárnı́ řešenı́. Poté jsme
schopni sestavit obecné řešenı́ a libovolné dalšı́ partikulárnı́ řešenı́. RPřı́klad 2.1. Rovnice

y′′ + y = 0 (2.4)

má řešenı́ y1 = sin x a y2 = cos x (ověřte dosazenı́m). Tyto funkce jsou lineárně nezávislé2 a
obecné řešenı́ je tedy podle Věty 2.2 dáno vztahem

y(x) = C1 sin x + C2 cos x.

Pokusme se určit partikulárnı́ řešenı́ vyhovujı́cı́ počátečnı́m podmı́nkám y(0) = 1 a y′(0) = −1.
Výpočtem derivace dostáváme

y′(x) = C1 cos x − C2 sin x

a po dosazenı́ počátečnı́ch podmı́nek do vyjádřenı́ funkcı́ y a y′ obdržı́me soustavu rovnic

1 = 0 · C1 + C2,

−1 = C1 + 0 · C2,

z nı́ž okamžitě plyne C2 = 1 a C1 = −1. Partikulárnı́m řešenı́m je tedy

y(x) = − sin x + cos x.

Je nutno podotknout, že nalézt lineárně nezávislá řešenı́ homogennı́ LDR dokážeme pouze v jistých
velice speciálnı́ch přı́padech. Nejdůležitějšı́mu z těchto přı́padů – rovnici s konstantnı́mi koeficienty
– vyhradı́me samostatnou následujı́cı́ podkapitolu.
Dalšı́mu ze speciálnı́ch přı́padů – pokud známe alespoň jedno z řešenı́ rovnice (1.5) – se budeme
věnovat v následujı́cı́ch odstavcı́ch.
Nejprve upozornı́me na fakt, že wronskián dvou řešenı́ téže LDR druhého řádu je (až na mul-
tiplikativnı́ konstantu) jednoznačně určen již samotnou rovnicı́ a do jisté mı́ry tedy nezávisı́ na
konkrétnı́ volbě y1(x) a y2(x).

Věta 2.3 (souvislost wronskiánu s koeficienty rovnice). Necht’y1(x), y2(x) jsou dvě libovolná
(závislá či nezávislá) řešenı́ rovnice (1.4) a W [y1, y2](x) jejich wronskián. Potom existuje reálná
konstanta W0 taková, že

W [y1, y2](x) =
W0

r(x)
. (2.5)

Uvažujeme-li namı́sto (1.4) rovnici ve tvaru (1.5), je nutno ve vzorci (2.5) položit

r(x) = e
R

p(x) dx.

2Protože nemajı́ společné kořeny. Podpořte toto tvrzenı́ i výpočtem wronskiánu.
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Následujı́cı́ věta je založena na identitě
(

y2(x)

y1(x)

)′
=

W [y1, y2](x)
(
y1(x)

)2 ,

která platı́ pro libovolná dvě řešenı́ téže LDR a kterou si můžete sami ověřit derivovánı́m a užitı́m
definice wronskiánu. Dosazenı́m za wronskián (např. z předchozı́ věty, kde W0 bude libovolné
nenulové čı́slo), integracı́ a osamostatněnı́m funkce y2(x) lze takto nalézt funkci, která je řešenı́m
rovnice (1.4), které je lineárně nezávislé na y1(x). Toto tvrzenı́ je obsaženo v následujı́cı́ větě.

Věta 2.4. Bud’y1(x) libovolné řešenı́ rovnice (1.4) na intervalu I . Potom funkce

y2(x) = y1(x) ·
∫

1

r(x)y2
1(x)

dx (2.6)

je řešenı́m téže rovnice a W [y1, y2](x) 6= 0 na I . Řešenı́ y1(x) a y2(x) jsou tedy lineárně nezávislá
a obecným řešenı́m rovnice (1.4) je funkce

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

kde C1 a C2 jsou libovolné reálné konstanty.
Uvažujeme-li namı́sto (1.4) rovnici ve tvaru (1.5), je nutno ve vzorci (2.6) položit

r(x) = e
R

p(x) dx.R Přı́klad 2.2 (Eulerova rovnice). Řešme na intervalu (0,∞) Eulerovu rovnici

y′′ +
1

4x2
y = 0. (2.7)

Protože zatı́m nemáme čeho se chytit, budeme hledat řešenı́ střelbou naslepo. Zcela jistě rovnice
nemá kromě nulové funkce žádné konstantnı́ řešenı́. Vyzkoušı́me tedy, zda rovnice nemá (alespoň
jedno) řešenı́ ve tvaru mocninné funkce y = xγ . Derivacı́ dostáváme

y′′ = (xγ)′′ =
(
γxγ−1

)′
= γ(γ − 1)xγ−2

a dosazenı́m do (2.7) obdržı́me vztah

γ(γ − 1)xγ−2 +
1

4x2
xγ = 0.

Úpravou zı́skáme

γ(γ − 1) +
1

4
= 0,

což je kvadratická rovnice s dvojnásobným kořenem γ1,2 =
1

2
. Rovnice (2.7) má tedy řešenı́

y1(x) =
√

x. Protože rovnice je v samoadjungovaném tvaru (1.4), vidı́me že r(x) = 1 a druhé
řešenı́ budeme hledat podle vzorce (2.6):

y2(x) = y1(x)

∫
1

y2
1(x)

dx =
√

x

∫
1

x
dx =

√
x ln x.

Obecným řešenı́m rovnice (2.7) je tedy funkce

y(x) = C1
√

x + C2
√

x ln x,

kde C1 a C2 jsou libovolné reálné konstanty.
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2.1. Homogennı́ LDR s konstantnı́mi koeficienty

Homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty je rovnice tvaru

y′′ + py′ + qy = 0, (LH2)

kde p, q ∈ R. V tomto přı́padě lze velice snadno nalézt fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice.
Všimněme si nejprve následujı́cı́ho faktu: Dosadı́me-li do levé strany rovnice y = ezx, kde z je
reálné čı́slo, po výpočtu derivacı́ a po vytknutı́ faktoru ezx zı́skáváme

y′′ + py′ + qy = ezx(z2 + pz + q).

Protože exponenciálnı́ faktor na pravé straně je vždy nenulový, bude výraz na pravé straně roven
nule pokud bude splněna podmı́nka

z2 + pz + q = 0. (2.8)

Pouze v tomto přı́padě bude uvažovaná funkce řešenı́m rovnice (LH2). Vidı́me tedy, že rovnice
(2.8) může hrát důležitou roli při hledánı́ řešenı́ rovnice (LH2). V následujı́cı́ch odstavcı́ch si tuto
souvislost zpřesnı́me. Začneme následujı́cı́ definicı́.

Definice (charakteristická rovnice). Kvadratická rovnice (2.8) se nazývá charakteristická
rovnice pro rovnici (LH2).

Návod jak najı́t fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice (LH2) udává následujı́cı́ věta. Dı́ky nı́ se hle-
dánı́ obecného řešenı́ této rovnice stává ryze algebraickou operacı́ (nenı́ nutné použı́t integrovánı́).

Věta 2.5 (fundamentálnı́ systém řešenı́ LDR s konstantnı́mi koeficienty). Uvažujme diferenci-
álnı́ rovnici (LH2) a jejı́ charakteristickou rovnici (2.8).

• Jsou-li z1, z2 ∈ R dva různé reálné kořeny charakteristické rovnice (2.8), definujme

y1 = ez1x a y2 = ez2x.

• Je-li z1 ∈ R dvojnásobným kořenem charakteristické rovnice (2.8), definujme

y1 = ez1x a y2 = xez1x.

• Jsou-li z1,2 = α ± iβ 6∈ R dva komplexně sdružené kořeny charakteristické rovnice
(2.8), definujme

y1(x) = eαx cos(βx) a y2(x) = eαx sin(βx).

Potom funkce y1 a y2 tvořı́ fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice (LH2) na množině R. Obecné
řešenı́ rovnice (LH2) je tedy

y(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x), C1 ∈ R, C2 ∈ R. RPřı́klad 2.3. Hledejme řešenı́ rovnice 4y′′ + 4y′ + y = 0.
Řešenı́. Jedná se o homogennı́ LDR druhého řádu. Charakteristická rovnice je

4z2 + 4z + 1 = 0,

která má dvojnásobný kořen z1,2 = −1

2
. Dvě lineárně nezávislá řešenı́ jsou y1 = e−

x
2 a y2 = xe−

x
2 .

Obecné řešenı́ je tedy

y = C1e
−x

2 + C2xe−
x
2 = e−

x
2 (C1 + C2x), C1, C2 ∈ R. RPřı́klad 2.4. Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy y′′ + 4y′ + 29y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 10.

Řešenı́. Jedná se o homogennı́ LDR druhého řádu. Charakteristická rovnice je

z2 + 4z + 29 = 0,

a jejı́ kořeny jsou z1,2 = −2 ± 5i. Obecné řešenı́ je tedy

y = C1e
−2x cos(5x) + C2e

−2x sin(5x).
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Jeho derivacı́ dostáváme

y′ = C1(−2e−2x cos(5x) − 5e−2x sin(5x)) + C2(−2e−2x sin(5x) + 5e−2x cos(5x)).

Dosazenı́m počátečnı́ch podmı́nek obdržı́me soustavu lineárnı́ch rovnic

0 = C1 + 0 · C2

10 = −2 · C1 + 5 · C2,

odkud C1 = 0, C2 = 2 a řešenı́m počátečnı́ úlohy je funkce

y = 2e−2x sin(5x).

3. Nehomogennı́ rovnice druhého řádu

Jak jsme předeslali na straně 51, z linearity rovnice plyne následujı́cı́ vztah mezi řešenı́mi homo-
gennı́ a nehomogennı́ LDR druhého řádu.

Věta 3.1 (obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR). Necht’y1 a y2 jsou dvě lineárně nezávislá řešenı́
homogennı́ LDR (1.5) na intervalu I a necht’yp je libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ LDR
(1.1) na I . Potom funkce

y(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x) + yp(x), C1 ∈ R, C2 ∈ R, (3.1)

je obecným řešenı́m nehomogennı́ LDR (1.1) na intervalu I .R Přı́klad 3.1. Nenı́ těžké ověřit, že funkce y(x) = 2 je řešenı́m rovnice

y′′ + y = 2. (3.2)

Fundamentálnı́ systém řešenı́ asociované homogennı́ rovnice (2.4) je tvořen funkcemi sin x a cos x
(viz Přı́klad 2.1). Obecné řešenı́ rovnice (3.2) je funkce

y(x) = C1 sin x + C2 cos x + 2.

Poznámka 3.1 (technická). Věta 3.1 udává přı́mo návod, jak nalézt obecné řešenı́ nehomogennı́
lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice. Problém se (podobně jako v přı́padě LDR prvnı́ho řádu) podstatně
redukuje. Nynı́ nám stačı́ nalézt dvě netriviálnı́ lineárně nezávislá řešenı́ homogennı́ rovnice a
libovolné partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ rovnice. Použitı́m vzorce (3.1) poté obdržı́me obecné
řešenı́ nehomogennı́ LDR a vhodnou volbou konstant i libovolné partikulárnı́ řešenı́ této rovnice.
V dalšı́m se zaměřı́me pouze na rovnici s konstantnı́mi koeficienty, protože představuje jedinou
rovnici, u které je možno v obecném přı́padě najı́t fundamentálnı́ systém řešenı́.

3.1. Nehomogennı́ rovnice s konstantnı́mi koeficienty

Nehomogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty je rovnice
tvaru

y′′ + py′ + qy = f(x), (L2)

kde p, q ∈ R. Jejı́ obecné řešenı́ je určeno Větou 3.1 na každém intervalu, kde je funkce f
spojitá, pokud známe alespoň jedno partikulárnı́ řešenı́ této rovnice a fundamentálnı́ systém řešenı́
asociované homogennı́ rovnice. Protože požadovaný fundamentálnı́ systém umı́me nalézt pomocı́
Věty 2.5, vidı́me, že stačı́ nalézt partikulárnı́ řešenı́ rovnice (L2). Metoda, která nám toto umožňuje,
je metoda variace konstant, uvedená v následujı́cı́m odstavci.
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3.2. Metoda variace konstant

Podobně jako v přı́padě LDR prvnı́ho řádu, budeme hledat partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru, kdy
konstanty v obecném řešenı́ asociované homogennı́ LDR nahradı́me vhodnými funkcemi. Nynı́
tedy hledáme partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru

yp(x) = A(x)y1(x) + B(x)y2(x), (3.3)

kde A, B jsou spojitě diferencovatelné funkce a y1, y2 jsou lineárně nezávislá řešenı́ asociované
homogennı́ rovnice. Postup je technicky poněkud náročnějšı́ než v přı́padě LDR prvnı́ho řádu
(i když hlavnı́ myšlenka zůstává stejná), proto si metodu uvedeme bez odvozenı́ formou následujı́cı́
věty3.

Věta 3.2 (metoda variace konstant). Necht’y1 a y2 jsou funkce tvořı́cı́ fundamentálnı́ systém
řešenı́ homogennı́ rovnice (LH2) a y′1, y′2 jsou jejich derivace. Necht’ funkce A(x) a B(x) jsou
funkce majı́cı́ derivace A′(x) a B′(x), které splňujı́ soustavu rovnic

{
A′(x)y1(x) + B′(x)y2(x) = 0,

A′(x)y′1(x) + B′(x)y′2(x) = f(x).
(3.4)

Potom funkce yp definovaná vzorcem (3.3) je partikulárnı́m řešenı́m nehomogennı́ rovnice (L2).
Obecné řešenı́ rovnice (L2) je tedy tvaru

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + yp(x).

Poznámka 3.2 (k řešenı́ soustavy (3.4)). Soustava (3.4) je vždy jednoznačně řešitelná. Toto
plyne z faktu, že funkce y1 a y2 jsou lineárně nezávislé a jejich wronskián (což nenı́ nic jiného
než determinant matice soustavy (3.4)) je nenulový. Při jejı́m řešenı́ lze tedy kromě „obvyklých
metod“ (dosazovacı́, sčı́tacı́) použı́t i Cramerovo pravidlo - viz str. 99, vzorce (D.2). KALGORITMUS 6 (řešenı́ nehomogennı́ LDR druhého řádu s konstantnı́mi koeficienty).

(i) Nalezneme asociovanou homogennı́ LDR, tj. nahradı́me pravou stranu rovnice (L2)
nulovou funkcı́.

(ii) Sestavı́me charakteristickou rovnici a vyřešı́me ji. Pomocı́ Věty 2.5 nalezneme funda-
mentálnı́ systém řešenı́ homogennı́ LDR a sestrojı́me obecné řešenı́ této rovnice.

(iii) Partikulárnı́ řešenı́ původnı́ rovnice hledáme ve tvaru (3.3). Identifikujeme pravou stanu
rovnice f(x) a sestavı́me soustavu rovnic (3.4).

(iv) Algebraickými úpravami vypočteme funkce A′(x), B′(x). Integracı́ funkcı́ A′(x), B′(x)
nalezneme hledané koeficienty A(x), B(x). Integračnı́ konstantu volı́me libovolně
(nejčastěji 0).

(v) Nalezené funkce A(x), B(x) dosadı́me do (3.3) a obdržı́me partikulárnı́ řešenı́ nehomo-
gennı́ LDR. Obecné řešenı́ nehomogennı́ LDR zı́skáme ze vzorce ve Větě 3.2.

(vi) Jsou-li zadány počátečnı́ podmı́nky, vypočteme derivaci obecného řešenı́ a do obecného
řešenı́ i do jeho derivace dosadı́me tyto podmı́nky. Obdržı́me soustavu dvou lineárnı́ch
rovnic o neznámých C1, C2, která má jediné řešenı́. Toto řešenı́ nalezneme a vypočtené
hodnoty konstant C1, C2 použijeme v obecném řešenı́.

Poznámka 3.3 (alternativnı́ postup). Zahrneme-li dvě integračnı́ konstanty C1 a C2 již do funkcı́
A(x) a B(x), zı́skáváme z (3.3) nikoliv pouze partikulárnı́, ale již přı́mo obecné řešenı́ rovnice
(L2).

3Věta platı́ ve skutečnosti i pro rovnici s nekonstantnı́mi koeficienty. V přı́padě těchto rovnic však obecně nemáme
(s výjimkou vzorce (2.6)) metodu, která by nám umožnila nalézt fundamentálnı́ systém řešenı́ asociované homogennı́
LDR.
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Řešenı́. Jedná se o nehomogennı́ LDR druhého řádu. Asociovaná homogennı́ LDR je tvaru

y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Charakteristická rovnice této homogennı́ LDR je kvadratická rovnice

z2 − 4z + 4 = 0,

která má dvojnásobný kořen z1,2 = 2. Fundamentálnı́ systém řešenı́ volme podle Věty 2.5 ná-
sledovně: y1(x) = e2x, y2(x) = xe2x. Partikulárnı́ řešenı́ zadané rovnice hledejme ve tvaru
y = A(x)y1(x) + B(x)y2(x). Využijeme přitom Věty 3.2. Derivace funkcı́, tvořı́cı́ch fundamen-
tálnı́ systém řešenı́, jsou y′1 = 2e2x a y′2 = e2x(1 + 2x). Soustava pro neurčité koeficienty A′, B′

(argument x již pro stručnost vypisovat nebudeme) má proto tvar

A′e2x + B′xe2x = 0,

2A′e2x + B′(1 + 2x)e2x = e−x.

Obě rovnice vydělı́me faktorem e2x a dostáváme

A′ + B′x = 0,

2A′ + B′(1 + 2x) = e−3x.

Po vynásobenı́ prvnı́ rovnice čı́slem −2 a přičtenı́ k rovnici druhé obdržı́me B′ = e−3x a po
dosazenı́ do prvnı́ rovnice a výpočtu zı́skáváme A′ = −xe−3x. Integracı́ obdržı́me koeficienty A
a B

A(x) =

∫
A′ dx =

∫
−xe−3x dx =

1

3
xe−3x − 1

3

∫
e−3x dx =

=
1

3
xe−3x +

1

9
e−3x,

B(x) =

∫
B′ dx =

∫
e−3x dx = −1

3
e−3x

a partikulárnı́ řešenı́ má tvar

yp(x) = A(x)y1(x) + B(x)y2(x) =
(1

3
xe−3x +

1

9
e−3x

)
e2x − 1

3
e−3xxe2x =

1

9
e−x.

Obecné řešenı́ zadané rovnice je tedy

y(x) = C1e
2x + C2xe2x +

1

9
e−x, C1, C2 ∈ R.R Přı́klad 3.3. Hledejme řešenı́ rovnice y′′ − 5y′ + 6y = xex.

Řešenı́. Jedná se opět o nehomogennı́ LDR druhého řádu. Asociovaná homogennı́ LDR je tvaru

y′′ − 5y′ + 6y = 0.

Charakteristická rovnice této homogennı́ LDR je

z2 − 5z + 6 = 0,

která má reálné kořeny z1 = 2, z2 = 3. Fundamentálnı́ systém řešenı́ volme y1(x) = e2x, y2(x) =
= e3x a partikulárnı́ řešenı́ hledejme ve tvaru (3.3). Derivace funkcı́ y1 a y2 jsou y′1 = 2e2x a
y′2 = 3e3x. Soustava pro neurčité koeficienty A′, B′ má tvar

A′e2x + B′e3x = 0,

2A′e2x + 3B′e3x = xex.
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Obě rovnice vydělı́me faktorem e2x a dostáváme

A′ + B′ex = 0,

2A′ + 3B′ex = xe−x.

Z prvnı́ rovnice dostáváme A′ = −B′ex a po dosazenı́ do rovnice druhé obdržı́me B′ex = xe−x

a tedy B′ = xe−2x. Pomocı́ B′ již snadno vypočteme, že A′ = −B′ex = −xe−x. Integracı́
nalezneme hledané koeficienty A a B. Oba integrály počı́táme metodou per-partés a po integraci
obdržı́me

A(x) = (x + 1)e−x, B(x) = −
(1

2
x +

1

4

)
e−2x

a partikulárnı́ řešenı́ má tvar

yp(x) = A(x)y1(x)+B(x)y2(x) = (x+1)e−xe2x−
(1

2
x+

1

4

)
e−2xe3x =

1

4
ex(2x+3).

Obecné řešenı́ zadané rovnice je tedy

y(x) = C1e
2x + C2e

3x +
1

4
ex(2x + 3), C1, C2 ∈ R. RPřı́klad 3.4. Hledejme řešenı́ rovnice y′′ + y =

cos x

sin x
na intervalu, kde platı́ sin(x) > 0.

Řešenı́. Asociovaná homogennı́ diferenciálnı́ rovnice má tvar

y′′ + y = 0.

Charakteristická rovnice je rovnice

z2 + 1 = 0.

Kořeny této rovnice jsou komplexně sdružená čı́sla z1 = i a z2 = −i. Fundamentálnı́ systém
řešenı́ lze podle Věty 2.5 volit ve tvaru y1(x) = cos x a y2(x) = sin x. Hledáme-li partikulárnı́
řešenı́ rovnice ve tvaru yp = Ay1 + By2, hledáme funkce A, B, jejichž derivace splňujı́ soustavu
rovnic

A′ cos x + B′ sin x = 0,

−A′ sin x + B′ cos x =
cos x

sin x
.

Soustavu vyřešı́me Cramerovým pravidlem (viz str. 99). Determinant matice soustavy (wronskián)
je roven

W =

∣∣∣∣
cos x sin x
− sinx cos x

∣∣∣∣ = cos2 x + sin2 x = 1.

Pomocné determinanty jsou

W1 =

∣∣∣∣
0 sinx

cos x
sinx cos x

∣∣∣∣ = − cos x a W2 =

∣∣∣∣
cos x 0
− sin x cos x

sinx

∣∣∣∣ =
cos2 x

sin x
.

Derivace hledaných neurčitých koeficientů jsou tedy A′ =
W1

W
= − cos x a B′ =

W2

W
=

cos2 x

sin x
.

Odsud okamžitě dostáváme A(x) =

∫
− cos xdx = − sin x a po krátkém výpočtu

B(x) =

∫
cos2 x

sin x
dx =

∫
cos2 x

1 − cos2 x
sin xdx

=

∫
t2

t2 − 1
dt =

∫
1 − 1

1 − t2
dt = t − 1

2
ln

∣∣∣∣
1 + t

1 − t

∣∣∣∣

= cos x − 1

2
ln

1 + cos x

1 − cos x
.
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Při výpočtu funkce B(x) jsme využili substituci cos x = t, dělenı́ polynomů se zbytkem a vzorec4

pro integrál
∫

1

1 − t2
dt. Hledané partikulárnı́ řešenı́ je potom tvaru

yp(x) = A(x) cos x + B(x) sin x = − sin x cos x − 1

2
sin x ln

1 + cos x

1 − cos x
+ sinx cos x

= −1

2
sin x ln

1 + cos x

1 − cos x
.

Obecným řešenı́m rovnice je funkce

y(x) = C1 cos x + C2 sinx − sin x

2
ln

1 + cos x

1 − cos x
.R Přı́klad 3.5. Hledejme řešenı́ rovnice y′′ + 4y = 2 sin2 2x.

Řešenı́. Charakteristická rovnice z2 + 4 = 0 má kořeny z1,2 = ±2i a fundamentálnı́ systém řešenı́
je tedy y1(x) = cos(2x) a y2(x) = sin(2x). Partikulárnı́ řešenı́ budeme hledat ve tvaru (3.3).
Aby tato funkce byla řešenı́m zadané rovnice, stačı́, aby derivace funkcı́ A′(x) a B′(x) splňovaly
soustavu rovnic (3.4). Tato soustava má v našem přı́padě tvar

A′ cos(2x) + B′ sin(2x) = 0,

−2A′ sin(2x) + 2B′ cos(2x) = 2 sin2(2x).

Řešenı́m této soustavy jsou funkce

A′(x) = − sin3(2x), B′(x) = cos(2x) sin2(2x).

Integracı́ při substituci cos(2x) = t dostáváme

A(x) = −
∫

sin3(2x) dx =
1

2

∫
(1−t2) dt =

1

2

(
t − t3

3

)
=

1

2

(
cos(2x) − cos3(2x)

3

)

a při substituci sin(2x) = t

B(x) =

∫
cos(2x) sin2(2x) dx =

1

2

∫
t2 dt =

t3

6
=

sin3(2x)

6
.

Dosadı́me-li funkce A(x), B(x) do (3.3), obdržı́me po několika úpravách partikulárnı́ řešenı́ ve
tvaru

yp(x) =
1

2

(
cos(2x) − cos3(2x)

3

)
cos(2x) +

sin3(2x)

6
sin(2x)

=
1

2
cos2(2x) − 1

6
cos4(2x) +

1

6
sin4(2x)

=
1

2
cos2(2x) − 1

6

(
cos2(2x) − sin2(2x)

) (
cos2(2x) + sin2(2x)

)

=
1

2
cos2(2x) − 1

6

(
cos2(2x) − sin2(2x)

)

=
1

3
cos2(2x) +

1

6
sin2(2x)

=
1

6
cos2(2x) +

1

6
.

Obecným řešenı́m je tedy funkce

y(x) = C1 cos(2x) + C2 sin(2x) +
1

6
cos2(2x) +

1

6
.

4alternativnı́m postupem může být namı́sto použitı́ vzorce i rozklad na parciálnı́ zlomky
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3.3. Metoda neurčitých koeficientů

Metoda variace konstant je pouze jednou z metod na nalezenı́ partikulárnı́ho řešenı́ nehomogennı́
rovnice. Někdy je možno řešenı́ „uhodnout“ jako v Přı́kladu 3.1. U rovnic složitějšı́ch než je rovnice
z tohoto přı́kladu pro takové „hádánı́“ existuje metoda neurčitých koeficientů, která spočı́vá v tom,
že je-li pravá strana rovnice v jistém speciálnı́m tvaru, můžeme „kvalifikovaně odhadnout“ tvar
partikulárnı́ho řešenı́, který již pouze „doladı́me“ tak, aby se jednalo skutečně o řešenı́ rovnice.
Nejčastěji přitom použı́váme následujı́cı́ větu.

Věta 3.3 (odhad partikulárnı́ho řešenı́). Necht’ pravá strana rovnice (L2) má tvar f(x) =

= eαx
(
Pn(x) cos(βx) + Qm(x) sin(βx)

)
, kde Pn(x) je polynom stupně n a Qm(x) je polynom

stupně m.

• Označme k = max{n,m} většı́ ze stupňů obou polynomů. Pokud některý z polynomů
na pravé straně nefiguruje, dosazujeme za jeho stupeň nulu.

• Uvažujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogennı́ rovnici, tj. rovnici
(2.8). Pokud (obecně komplexnı́) čı́slo α+ iβ nenı́ kořenem této rovnice, položme r = 0.
Pokud je čı́slo α + iβ jednoduchým kořenem této rovnice, položme r = 1 a pokud
dvojnásobným5, položme r = 2.

Partikulárnı́ řešenı́ je možno nalézt ve tvaru

yp(x) = eαxxr
(
P̂k(x) cos(βx) + Q̂k(x) sin(βx)

)
, (3.5)

kde P̂k(x) a Q̂k(x) jsou polynomy stupně nejvýše k. Tyto polynomy je možno najı́t metodou
neurčitých koeficientů bez použitı́ integrovánı́.

Poznámka 3.4. Nevýhodou metody neurčitých koeficientů je skutečnost, že nenı́ aplikovatelná na
libovolnou rovnici, ale pouze na rovnice se speciálnı́ nehomogenitou f(x). Protože je předchozı́
věta formulována poměrně obecně, rozeberme si některé jejı́ speciálnı́ přı́pady.

• Pokud se exponenciálnı́ část na pravé straně nevyskytuje, klademe α = 0. Při této volbě
je eαx = 1 a exponenciálnı́ člen se v součinu neuplatnı́. Napřı́klad u diferenciálnı́ rovnice

y′′ + 2y′ + 3y = (x2 + 4) cos(x) + (x − 2) sin(x)

hledáme partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru yp = (ax2+bx+c) cos(x)+(tx2 +ux+v) sin(x).
V tomto přı́padě platı́ r = 0, protože čı́slo α + iβ = i nenı́ kořenem charakteristické
rovnice. Všimněme si, že v partikulárnı́m řešenı́ u funkce sin(x) figuruje kvadratický
polynom, i když na pravé straně rovnice je pouze polynom lineárnı́. To proto, že oba
polynomy v obecném tvaru partikulárnı́ho řešenı́ majı́ stejný stupeň, který je roven
většı́mu ze stupňů polynomu na pravé straně rovnice.

• Pokud se goniometrická část na pravé straně nevyskytuje, je β = 0. Odsud potom plyne,
že cos(βx) = 1, sin(βx) = 0 a ani goniometrická část, ani polynomy Q(x) a Q̂(x) se
neuplatnı́. Napřı́klad u diferenciálnı́ rovnice

y′′ − y = (x + 1)ex

hledáme partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru y = x(ax + b)ex. V tomto přı́padě platı́ r = 1,
protože α + iβ = 1 je jednoduchým kořenem charakteristické rovnice.

• Pokud je polynom Q(x) roven nule, vyskytuje se na pravé straně jenom funkce kosinus.
Podobné platı́ pro polynom P (x) a sinus. I v těchto přı́padech se však v partikulárnı́m
řešenı́ mohou vyskytnout obě funkce cos(βx) i sin(βx). Napřı́klad partikulárnı́ řešenı́
rovnice

y′′ − y = x sin(x)

5Toto může nastat pouze je-li β = 0.
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hledáme ve tvaru yp = (ax + b) cos(x) + (cx + d) sin(x) (uvažujeme i část s funkcı́
kosinus i přesto, že se funkce kosinus na pravé straně rovnice vůbec nevyskytuje).
Z tvrzenı́ věty totiž nijak nevyplývá, že je-li Q(x) = 0, platı́ totéž i pro Q̂(x). I v tomto
přı́padě platı́ r = 0, protože čı́slo α + iβ = i nenı́ kořenem charakteristické rovnice.

Poznámka 3.5. Větu 3.3 o odhadu partikulárnı́ho řešenı́ je možno použı́t napřı́klad pro rovnice

y′′ + y′ = sin(x), y′′ + 3y′ + y =
x sin(x)

ex
,

y′′ + 3y′ = −4, y′′ + 2y′ + y = (x2 + 3) cos(x)

(v druhé rovnici je α = −1), ale nenı́ možno ji použı́t napřı́klad na následujı́cı́ rovnice

y′′ + 4y′ + 3y = sin(x) + x2 cos(2x), (3.6)

y′′ + y′ − 3y = ln x

(u prvnı́ rovnice „vadı́“ odlišný argument u obou goniometrických funkcı́, u druhé rovnice „vadı́“
funkce ln(x)). Rovnici (3.6) však přesto můžeme metodou neurčitých koeficientů vyřešit. Z prin-
cipu superpozice snadno vidı́me, že součet partikulárnı́ch řešenı́ rovnic

y′′ + 4y′ + 3y = sin(x) (3.7)

y′′ + 4y′ + 3y = x2 cos(2x) (3.8)

je partikulárnı́m řešenı́m rovnice (3.6). Partikulárnı́ řešenı́ rovnice (3.7) najdeme podle Věty 3.3
ve tvaru y = a sin x + b cos x a partikulárnı́ řešenı́ rovnice (3.8) ve tvaru y = (ax2 + bx +
+ c) sin(2x) + (sx2 + tx + u) cos(2x). Metodu neurčitých koeficientů lze použı́t dokonce i pro
rovnici z Přı́kladu 3.5, pokud pravou stranu zapı́šeme ve tvaru 2 sin2(2x) = 1−cos(4x) a hledáme
samostatně řešenı́ rovnice

y′′ + 4y = 1

ve tvaru y = a a rovnice

y′′ + 4y = − cos(4x)

ve tvaru y = b cos(4x) + c sin(4x). Součtem výsledných řešenı́ bude (ověřte si sami) y =
1

4
+

+
cos(4x)

12
. Po několika snadných úpravách vidı́me, že tento výsledek je ekvivalentnı́ výsledku

zı́skanému variacı́ konstant, protože

y =
1

4
+

cos(4x)

12
=

1

4
+

cos2(2x)

12
− sin2(2x)

12

=
1

6
+

1

12
+

cos2(2x)

12
− sin2(2x)

12
=

1

6
+

cos2(2x)

12
+

1

12
(1 − sin2(2x))

=
1

6
+

cos2(2x)

12
+

cos2(2x)

12
=

1

6
+

cos2(2x)

6
.R Přı́klad 3.6. Hledejme řešenı́ rovnice

y′′ − 4y′ + 4y = e−x

z Přı́kladu 3.2 pomocı́ metody neurčitých koeficientů.
Řešenı́. Z postupu na straně 58 vidı́me, že charakteristická rovnice asociované homogennı́ rovnice
má dvojnásobný kořen z1,2 = 2 a asociovaná homogennı́ rovnice má obecné řešenı́ y(x) = C1e

2x+

+ C2xe2x. Budeme nynı́ hledat partikulárnı́ řešenı́. Pravou stranu rovnice můžeme zapsat ve tvaru
e−x = e−x

(
1 cos(0x) + 0 sin(0x)

)
a ve Větě 3.3 stačı́ položit α = −1, β = 0, k = 0 (konstantnı́

polynom P (x) = 1 má stupeň nula) a r = 0 (čı́slo α + iβ = −1 nenı́ kořenem charakteristické
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rovnice). Partikulárnı́ řešenı́ tedy hledáme ve tvaru yp(x) = e−x(A cos(0x)+B sin(0x)) = Ae−x.
Výpočtem derivacı́ obdržı́me y′p(x) = −Ae−x a y′′p(x) = Ae−x. Dosazenı́m do rovnice

y′′ − 4y′ + 4y = e−x

obdržı́me

Ae−x − 4
(
−Ae−x

)
+ 4Ae−x = e−x

9Ae−x = e−x

9A = 1

A =
1

9

Partikulárnı́ řešenı́ má tedy tvar yp(x) =
1

9
e−x a obecné řešenı́ je tedy y(x) = C1e

2x + C2xe2x +

+
1

9
e−x. RPřı́klad 3.7. Hledejme řešenı́ rovnice

y′′ − 5y′ + 6y = xex

z Přı́kladu 3.3 pomocı́ metody neurčitých koeficientů.
Řešenı́. Z postupu na straně 58 vidı́me, že charakteristická rovnice asociované homogennı́ rovnice
má kořeny z1 = 2 a z2 = 3 a asociovaná homogennı́ rovnice má obecné řešenı́ y(x) = C1e

2x +
+ C2e

3x. Budeme nynı́ hledat partikulárnı́ řešenı́. Pravou stranu rovnice můžeme zapsat ve tvaru
xex = ex

(
x cos(0x)+0 sin(0x)

)
a ve Větě 3.3 je tedy nutno položit α = 1, β = 0, k = 1 (lineárnı́

polynom P (x) = x má stupeň jedna) a r = 0 (čı́slo α + iβ = 1 nenı́ kořenem charakteristické
rovnice).
Partikulárnı́ řešenı́ tedy hledáme (rozmyslete si podrobně sami) ve tvaru yp(x) = ex(Ax + B).
Derivacı́6 zı́skáme po úpravě y′p(x) = (Ax+A+B)ex a y′′p(x) = (Ax+2A+B)ex a po dosazenı́
do rovnice obdržı́me

(Ax + 2A + B)ex − 5
(
(Ax + A + B)ex

)
+ 6
(
ex(Ax + B)

)
= xex.

Po vydělenı́ rovnice společným součinitelem ex a po sečtenı́ výrazů na levé straně obdržı́me rovnici

2Ax + 2B − 3A = x,

která má platit pro všechna reálná x. To je možno splnit jen tehdy, pokud koeficienty u jednotlivých
mocnin na levé a pravé straně budou stejné. Musı́ tedy platit

2A = 1

2B − 3A = 0,

protože koeficient u lineárnı́ho člene na pravé straně je 1 a absolutnı́ člen je 0. Řešenı́m této

soustavy lineárnı́ch rovnic vidı́me, že A =
1

2
a B =

3

2
A =

3

4
. Řešenı́m rovnice je tedy funkce

y(x) = C1e
2x + C2e

3x +

(
1

2
x +

3

4

)
ex. RPřı́klad 3.8. Hledejme řešenı́ rovnice

y′′ − 5y′ + 6y = xe2x.

Jedná se tedy o mı́rnou modifikaci předchozı́ho přı́kladu, kdy jsme změnili exponent na pravé
straně.
Řešenı́. Podobně jako v předchozı́m přı́kladě vidı́me, že charakteristická rovnice asociované ho-
mogennı́ rovnice má kořeny z1 = 2 a z2 = 3 a asociovaná homogennı́ rovnice má obecné řešenı́

6Použı́váme vzorec pro derivaci součinu dvou funkcı́.
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y(x) = C1e
2x +C2e

3x. Na rozdı́l od předchozı́ho přı́kladu je nynı́ α = 2 a r = 1 (čı́slo α+ iβ = 2
je jednoduchým kořenem charakteristické rovnice.
Partikulárnı́ řešenı́ tedy hledáme (rozmyslete si podrobně sami) ve tvaru

yp(x) = e2x(Ax + B)x = e2x(Ax2 + Bx).

Derivacı́ a úpravou zı́skáme

y′p(x) = (2Ax2 + 2Bx + 2Ax + B)e2x

y′′p(x) = (4Ax2 + 4Bx + 8Ax + 4B + 2A)e2x

a po dosazenı́ do rovnice obdržı́me

(4Ax2 + 4Bx + 8Ax + 4B + 2A)e2x − 5(2Ax2 + 2Bx + 2Ax + B)e2x+

+ 6e2x(Ax2 + Bx) = xe2x.

Po vydělenı́ rovnice společným součinitelem e2x a po sečtenı́ výrazů na levé straně (všimněte si,
že členy s x2 se odečtou) obdržı́me rovnici

−2Ax − B + 2A = x,

která má platit pro všechna reálná x. To je možno splnit jen tehdy, pokud koeficienty u jednotlivých
mocnin na levé a pravé straně budou stejné. Musı́ tedy platit

−2A = 1,

−B + 2A = 0.

Řešenı́m této soustavy lineárnı́ch rovnic vidı́me, že A = −1

2
a B = 2A = −1. Řešenı́m rovnice

je tedy funkce y(x) = C1e
2x + C2e

3x +

(
−1

2
x − 1

)
xe2x.R Přı́klad 3.9. Hledejme řešenı́ rovnice

y′′ + 2y′ + 2y = 2cos x.

Řešenı́. Asociovaná homogennı́ rovnice

y′′ + 2y′ + 2y = 0

má charakteristickou rovnici

z2 + 2z + 2 = 0

s kořeny z1,2 =
−2 ±

√
22 − 4 · 2
2

=
−2 ±

√
−4

2
= −1 ± i. Asociovaná homogennı́ rovnice má

proto obecné řešenı́ y(x) = C1e
−x cos x + C2e

−x sinx. Zbývá najı́t partikulárnı́ řešenı́.
Partikulárnı́ řešenı́ budeme hledat ve tvaru

yp(x) = A cos x + B sin x,

kde A a B jsou reálná čı́sla. Derivovánı́m obdržı́me y′p(x) = −A sin x + B cos x a y′′p(x) =
= −A cos x − B sinx. Dosazenı́m do rovnice a úpravou obdržı́me

(−A cos x − B sin x) + 2(−A sin x + B cos x) + 2(A cos x + B sin x) = 2 cos x

(A + 2B) cos x + (B − 2A) sin x = 2cos x.

Aby tato rovnice platila pro všechna reálná x, je nutné a stačı́, aby koeficienty u goniometrických
funkcı́ nalevo i napravo byly stejné. Musı́ tedy platit

A + 2B = 2,

B − 2A = 0.
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Řešenı́m této soustavy rovnic obdržı́me A =
2

5
a B =

4

5
. Nynı́ již dosazenı́m sestavı́me snadno

partikulárnı́ řešenı́ a obecné řešenı́ má tvar y(x) = C1e
−x cos x+C2e

−x sin x+
2

5
cos x+

4

5
sin x.NÚloha 3.1. Nalezněte obecné řešenı́ následujı́cı́ch diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu. Kde to je

možné, použijte obě metody pro nalezenı́ partikulárnı́ho řešenı́.

1. y′′ + y′ − 2y = e−x

2. y′′ + 2y′ = ex

3. y′′ + 5y′ + 6y = xe−2x

4. y′′ − 4y = 1 + 2ex

5. y′′ − y = ex + 1

6. y′′ + 2y′ + y = e−x ln x

7. y′′ − 2y′ + y =
ex

x3

8∗. y′′ − 2y′ + y =
ex

x

9. y′′ − 2y′ + y =
ex

√
1 − x2

10. y′′ + y =
1

sin x

11. y′′ + y =
1

sin3 x

12. y′′ + y = sin x

13. y′′ + y =
cos x

sin2 x

14. y′′ + y = 3

15. y′′ + 4y = x

16. 2y′′ + y′ − y = 2ex

17. y′′ − 3y′ + 2y = ex

18. y′′ − 3y′ + 2y = 10e−x

19. y′′ − 3y′ + 2y = sin x

20†. y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1 NÚloha 3.2. Nalezněte obecné řešenı́ následujı́cı́ch diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu. Pro nale-
zenı́ partikulárnı́ho řešenı́ použijte metodu neurčitých koeficientů.

1. y′′ + 2y′ + y = x2 + x − 2

2. y′′ + 2y = x3 − 1

3. y′′ + 2y′ − 3y = sin x

4. y′′ + 2y′ − 3y = 3ex

5. y′′ − 2y = x3

6. y′′ + 2y′ + y = cos x − 2 sin x

7. y′′ − 3y′ + y = (x − 2)ex

8. y′′ + y′ + y = x2 − 1

Poznámka 3.6 (numerické řešenı́). Diferenciálnı́ rovnici (1.1) s počátečnı́mi podmı́nkami (1.2)
je možno substitucı́ y1(x) = y(x) a y2(x) = y′(x) zapsat jako počátečnı́ úlohu pro soustavu
diferenciálnı́ch rovnic prvnı́ho řádu

{
y′1 = y2

y′2 = f(x) − p(x)y2 − q(x)y1
s počátečnı́mi podmı́nkami

{
y1(x0) = y0,

y2(x0) = y′0.

Modifikacı́ Eulerovy metody vyložené v kapitole o diferenciálnı́ch rovnicı́ch prvnı́ho řádu můžeme
numericky aproximovat řešenı́ pomocı́ schematu

xi+1 = xi + h,

y1,i+1 = y1,i + kih,

y2,i+1 = y2,i + lih,

kde ki = y2,i a li = f(xi)−p(xi)y2,i−q(xi)y1,i. Různá vylepšenı́ a modifikace tohoto základnı́ho
postupu jsou detailně prostudovány a popsány v literatuře věnované numerickým metodám.
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4. Diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu

Definice (DR n-tého řádu). Necht’ f je funkce spojitá na intervalu I . Diferenciálnı́ rovnicı́
n-tého řádu, rozřešenou vzhledem k nejvyššı́ derivaci a neobsahujı́cı́ fázové proměnné (zkráceně
diferenciálnı́ rovnicı́ n-tého řádu) s neznámou y rozumı́me rovnici

y(n) = f(x), (4.1)

kde y(n) značı́ n-tou derivaci funkce y(x) podle proměnné x.
Řešenı́m rovnice (4.1) (též integrálem rovnice (4.1)) rozumı́me každou funkci f , která je n-krát
diferencovatelná na intervalu I a splňuje zde rovnost (4.1).
Necht’y0, y′0, y′′0 , . . . , y(n−1)

0 jsou reálná čı́sla. Úloha nalézt řešenı́ rovnice (4.1), splňujı́cı́ v bodě
x0 ∈ I počátečnı́ podmı́nky






y(x0) = y0,

y′(x0) = y′0,
...

y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0

(4.2)

se nazývá počátečnı́ (též Cauchyova) úloha pro rovnici (4.1).

Poznámka 4.1 (existence a jednoznačnost řešenı́). Libovolná Cauchyova úloha (4.1)–(4.2) má
vždy jediné řešenı́ a toto řešenı́ je definováno na celém intervalu I .

Poznámka 4.2 (obecnějšı́ tvar DR n-tého řádu). Obecněji diferenciálnı́ rovnicı́ n-tého řádu
rozumı́me rovnici tvaru

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)),

kde f je funkce (n + 1) proměnných, nebo tvaru

0 = f(x, y, y′, . . . , y(n−1), y(n)),

kde f je funkce (n+2) proměnných. Tyto rovnice jsou nepoměrně komplikovanějšı́ a v tomto textu
se jimi zabývat nebudeme. Proto budeme pod pojmem diferenciálnı́ rovnice n-tého řádu rozumět
výhradně rovnici tvaru (4.1). V praktických aplikacı́ch se setkáváme předevšı́m s lineárnı́mi
diferenciálnı́mi rovnicemi druhého řádu — tyto rovnice se hojně objevujı́ v klasické nerelativistické
mechanice a věnovali jsme se jim v předchozı́ch částech této kapitoly. Z rovnic vyššı́ch řádů zmiňme
zejména rovnice čtvrtého řádu, které majı́ uplatněnı́ ve statice, jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx

x

y

OBRÁZEK 2. Nosnı́k.R Přı́klad 4.1 (deformace nosnı́ků). Uvažujme vodorovný nosnı́k, který je upevněn na dvou koncı́ch
(zabudovaný do stěny nebo podložený), přı́padně zabudovaný do stěny na jednom konci a volný na
druhém konci. Předpokládejme, že v mı́stě ve vzdálenosti x od levého konce je nosnı́k vertikálně
namáhán silou f(x) (sı́la se může měnit podél nosnı́ku). Označme y(x) odchylku nosnı́ku od
nezatı́žené polohy v mı́stě ve vzdálenosti x od levého konce. Funkce y splňuje diferenciálnı́
rovnici čtvrtého řádu
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y(iv) = kf(x),

kde k je konstanta souvisejı́cı́ s materiálem a s tvarem nosnı́ku.

Rovnici (4.1) řešı́me postupnou integracı́. Každým integrovánı́m rovnice (4.1) obdržı́me rovnici
řádu o jedničku nižšı́ho a integračnı́ konstantu. n-násobným opakovánı́m tohoto postupu obdržı́me
funkci y a celkem n integračnı́ch konstant, které obecně navzájem nijak nesouvisı́. Takto zı́skáváme
obecné řešenı́ rovnice (4.1) v explicitnı́m tvaru. Všimněme si, že (stejně jako u ostatnı́ch rovnic)
obecné řešenı́ obsahuje tolik konstant, jaký je řád diferenciálnı́ rovnice. KALGORITMUS 7 (řešenı́ DR n-tého řádu).

(i) Vyjdeme z rovnice (4.1) a integrujeme ji. Obdržı́me rovnici

y(n−1)(x) =

∫
f(x) dx + C1,

kde C1 je integračnı́ konstanta a
∫

f(x) dx značı́ libovolnou z primitivnı́ch funkcı́

k funkci f na intervalu I .
(ii) Rovnost zı́skanou v předchozı́m kroku opět integrujeme, obdržı́me tedy

y(n−2)(x) =

∫ (∫
f(x) dx

)
dx + C1x + C2,

kde C2 je integračnı́ konstanta, která obecně nijak nesouvisı́ s C1 a
∫ (∫

f(x) dx

)
dx

značı́ libovolnou z primitivnı́ch funkcı́ k funkci
∫

f(x) dx.

(iii) Postup z předchozı́ch kroků opakujeme. Po výpočtu n-tého integrálu na levé straně
obdržı́me hledanou funkci y a na pravé straně funkci, která vznikla n-násobným inte-
grovánı́m funkce f(x) a výraz sestávajı́cı́ se z celkem n obecně nesouvisejı́cı́ch konstant
C1, C2, . . . , Cn. Zı́skali jsme tedy obecné řešenı́ rovnice (4.1) a toto řešenı́ již je v ex-
plicitnı́m tvaru. Je-li cı́lem algoritmu nalezenı́ obecného řešenı́, jsme hotovi.

(iv) Jsou-li zadány počátečnı́ podmı́nky, dosadı́me tyto do jednotlivých derivacı́ funkce y.
Soustavu rovnic, kterou obdržı́me, vyřešı́me vzhledem k neznámým C1, C2, . . . , Cn

postupným dosazovánı́m. Hodnoty, které vypočteme, použijeme v obecném řešenı́, čı́mž
obdržı́me řešenı́ partikulárnı́. RPřı́klad 4.2. Hledejme řešenı́ počátečnı́ úlohy

y(iv) = xex, y(0) = y′(0) = 1, y′′(0) = y′′′(0) = 0.

Řešenı́. Zadanou rovnici budeme postupně integrovat (per–partés)

y′′′ =

∫
xex dx = (x − 1)ex + c1,

y′′ =

∫
((x − 1)ex + c1) dx = (x − 2)ex + c1x + c2,

y′ =

∫
((x − 2)ex + c1x + c2) dx = (x − 3)ex + c1

x2

2
+ c2x + c3,

y = (x − 4)ex + c1
x3

6
+ c2

x2

2
+ c3x + c4,

čı́mž jsme v poslednı́m kroku obdrželi obecné řešenı́ rovnice. Do jednotlivých rovnic dosadı́me
počátečnı́ podmı́nky

0 = −1 + c1,
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0 = −2 + c2,

1 = −3 + c3,

1 = −4 + c4.

Tuto soustavu vyřešı́me a zı́skané konstanty dosadı́me do obecného řešenı́. Hledaným partikulárnı́m

řešenı́m je tedy funkce yp = (x − 4)ex +
1

6
x3 + x2 + 4x + 5.R Přı́klad 4.3. Hledejme obecné řešenı́ rovnice

y′′′ = sin x cos x.

Řešenı́. Rovnici nejprve upravı́me do tvaru vhodnějšı́ho pro integrovánı́

y′′′ =
1

2
sin(2x),

a postupně integrujeme

y′′ = −1

4
cos(2x) + c1,

y′ = −1

8
sin(2x) + c1x + c2,

y =
1

16
cos(2x) +

1

2
c1x

2 + c2x + c3.

Obecné řešenı́ ještě upravı́me

y =
1

16
(cos2 x − sin2 x) +

1

2
c1x

2 + c2x + c3,

=
1

16
(cos2 x − (1 − cos2 x)) +

1

2
c1x

2 + c2x + c3,

=
1

8
cos2 x +

1

2
c1x

2 + c2x +
(
c3 −

1

16

)
.

Po přeznačenı́ konstant dostáváme obecné řešenı́

y =
1

8
cos2 x + C1x

2 + C2x + C3, C1, C2, C3 ∈ R.N Úloha 4.1. Nalezněte obecná řešenı́ následujı́cı́ch diferenciálnı́ch rovnic.

1∗. y(iv) = 0

2∗. y′′′ = 12x

3. y′′ =
1

x
, x > 0

4. y′′′ = 4(1 − x)2

5. y′′′ = e−x

6†. y′′′ =
1

x

7†. y(iv) = x sin x
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Analogové počı́tače umožňujı́ derivovat a integrovat
fyzikálnı́ veličiny vhodným sestavenı́m elektrických
obvodů a mechanických nebo vodnı́ch konstrukcı́.

Počı́tač na obrázku je sestaven ze stavebnice Meccano —
obdoby u nás známého Merkuru. Sestavil jej tým studentů

z Marshall University (USA), vedený prof. Bonita
Lawrence. V konfiguraci na snı́mku počı́tač řešı́

diferenciálnı́ rovnici y′′ +
1

4
y′ + y = 0.

Foto: J. Franců, konference Equadiff 12





Kapitola 3
Autonomnı́ systémy v rovině

1. Úvod do teorie

V Poznámce 2.8 na straně 21 jsme se seznámili s autonomnı́ diferenciálnı́ rovnicı́. V této kapitole
se budeme věnovat podobné problematice, ale zaměřı́me svoji pozornost na soustavy dvou rovnic
o dvou neznámých, kde figurujı́ hledané funkce a jejich derivace, ale již zde nefiguruje nezávislá
proměnná. V tomto přı́padě tradičně nezávislou proměnnou neoznačujeme x jako doposud, ale t a
nazýváme ji čas. Neznámé funkce budou x(t) a y(t).

Definice (autonomnı́ systém v rovině). Necht’ f a g jsou spojité funkce dvou proměnných.
Soustava dvou diferenciálnı́ch rovnic

x′ = f(x, y),

y′ = g(x, y),
(AS)

kde ′ =
d
dt

, se nazývá dvourozměrný autonomnı́ systém. Jeho řešenı́m rozumı́me každou dvojici

funkcı́ x(t), y(t), které majı́ derivace na uvažovaném intervalu a po jejich dosazenı́ do (AS)
přejdou obě rovnice v identity. Proměnná t se nazývá čas.

Definice (počátečnı́ úloha). Necht’t0, x0 a y0 jsou libovolná reálná čı́sla. Počátečnı́ úloha pro
soustavu (AS) je úloha najı́t řešenı́ soustavy (AS), které v bodě t0 splňuje počátečnı́ podmı́nky

{
x(t0) = x0,

y(t0) = y0.
(1.1)

Poznámka 1.1 (posun v čase). Je-li dvojice funkcı́ x(t), y(t) řešenı́m soustavy (AS) a je-li c
libovolné reálné čı́slo, je řešenı́m i dvojice funkcı́ x(t+c), y(t+c). Čas t0, ve kterém formulujeme
počátečnı́ podmı́nky, lze tedy volit libovolně. Zpravidla klademe bez újmy na obecnosti t0 = 0.

Definice (stacionárnı́ řešenı́). Necht’x∗ a y∗ jsou reálná čı́sla, která splňujı́

f(x∗, y∗) = 0,

g(x∗, y∗) = 0.

Pak dvojice konstantnı́ch funkcı́ x(t) = x∗, y(t) = y∗ je řešenı́m systému (AS). Toto řešenı́
nazýváme stacionárnı́ řešenı́.

71



72 AUTONOMNÍ SYSTÉMY V ROVINĚR Přı́klad 1.1. Nenı́ těžké ověřit, že řešenı́m autonomnı́ho systému

x′ = −y,

y′ = x,
(1.2)

je dvojice funkcı́
{

x(t) = A cos(t + c),

y(t) = A sin(t + c),
(1.3)

kde A a c jsou libovolná reálná čı́sla. Vskutku:

x′ =
(
A cos(t + c)

)′
= A

(
− sin(t + c)

)
· 1 = −A sin(t + c) = −y,

y′ =
(
A sin(t + c)

)′
= A cos(t + c) · 1 = x.

Lze dokonce ukázat, že v tomto zápise jsou pro vhodnou volbu konstant obsažena všechna řešenı́.

2. Trajektorie

Nalézt obecně řešenı́ autonomnı́ho systému je poměrně nesnadná záležitost. V mnoha přı́padech
se však řešenı́ chovajı́ po uplynutı́ dostatečně dlouhého času relativně jednoduše: konvergujı́
k některému z tzv. stacionárnı́ch bodů nebo k některému ze speciálnı́ch řešenı́. Pro prozkoumánı́
takového chovánı́ nenı́ nutno znát analytické řešenı́. Následujı́cı́ pojem je nadmı́ru užitečný pro
vyšetřovánı́ kvalitativnı́ch vlastnostı́ autonomnı́ch systému: definuje pojem trajektorie, který je
možno chápat jako průmět prostorového třı́dimenzionálnı́ho grafu řešenı́ do roviny.

Definice (trajektorie autonomnı́ho systému). Necht’dvojice funkcı́ x(t), y(t) je řešenı́m sys-
tému (AS). Množina T bodů v rovině (x, y) definovaná relacı́

T = {(x̃, ỹ) : x(t̃) = x̃ a y(t̃) = ỹ pro nějaké t̃ ∈ R}
se nazývá trajektorie systému (AS). Rovinu, do které zakreslujeme trajektorie, nazýváme fázovou
rovinou.
Trajektorie stacionárnı́ho řešenı́ je tvořena jediným bodem [x∗, y∗] a nazývá se stacionárnı́ bod
(též singulárnı́ bod).R Přı́klad 2.1. Uvažujme systém (1.2) a jeho řešenı́ (1.3). Nalezneme několik partikulárnı́ch řešenı́

a jim odpovı́dajı́cı́ trajektorie.

• Zadáme-li počátečnı́ podmı́nku x(0) = 0 a y(0) = 0, je řešenı́m dvojice konstantnı́ch
funkcı́{

x(t) = 0,

y(t) = 0.
(2.1)

Jedná se o konstantnı́ řešenı́ a odpovı́dajı́cı́ trajektorie je tvořena pouze bodem [0, 0].
Tento bod je jediným stacionárnı́m bodem tohoto systému (1.2).

• Zadáme-li počátečnı́ podmı́nku x(0) = 1 a y(0) = 0, je řešenı́m dvojice funkcı́
{

x(t) = cos t,

y(t) = sin t.
(2.2)

V rovině xy se jedná o parametrické rovnice jednotkové kružnice.
• Zadáme-li počátečnı́ podmı́nku x(0) = 0 a y(0) = 1, je řešenı́m dvojice funkcı́




x(t) = cos

(
t +

π

2

)
,

y(t) = sin
(
t +

π

2

)
.

(2.3)
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V rovině xy se jedná (opět!) o parametrické rovnice jednotkové kružnice. Ač jsme
obdrželi jiné řešenı́ počátečnı́ úlohy, trajektorie tohoto řešenı́ je stejná. To je proto, že
body [1, 0] i [0, 1] uvažované v minulých počátečnı́ch podmı́nkách ležı́ oba na téže
trajektorii.

• Zadáme-li počátečnı́ podmı́nku x(0) = 2 a y(0) = 0, je řešenı́m dvojice funkcı́ x(t) =
= 2 cos t, y(t) = 2 sin t. V rovině xy se jedná o parametrické rovnice kružnice se středem
v počátku a poloměrem 2. Dostáváme jinou trajektorii než v předešlých přı́padech,
protože bod [2, 0] již na jednotkové kružnici neležı́.

Všechny ostatnı́ trajektorie kromě stacionárnı́ho bodu jsou kružnice se středem v počátku. Všimněte
si, že trajektorie odpovı́dajı́cı́ řešenı́ (2.2) a (2.3) jsou totožné, i když se jedná o různé funkce!

Poznámka 2.1 (geometrické vlastnosti trajektoriı́, fázový portrét). Zakreslı́me-li trajektorii
nějakého řešenı́ autonomnı́ho systému, ztrácı́me informaci o čase. Máme pouze informace, kterých
hodnot (x, y) řešenı́ nabývajı́ v tomtéž okamžiku. Nemáme však informaci o tom, za jak dlouho
řešenı́ do tohoto stavu dospěje. Abychom měli zachycenu alespoň informaci o tom, který stav
předcházı́ a který následuje, zpravidla trajektorie orientujeme podle směru toku času.
Procházı́-li trajektorie bodem (x∗, y∗), jedná se o trajektorii odpovı́dajı́cı́ řešenı́ počátečnı́ úlohy

{
x(0) = x∗,

y(0) = y∗.

Tato trajektorie má v bodě (x∗, y∗) tečnu danou směrovým vektorem (f(x∗, y∗), g(x∗, y∗)). Po-
dobně jako u směrového pole diferenciálnı́ rovnice, zakreslenı́ směrových vektorů tečných k tra-
jektoriı́m lze uskutečnit jen ze znalosti funkcı́ f a g a odsud je zpravidla možné si udělat základnı́
představu o tvaru trajektoriı́. Systém těchto vektorů spolu se zakreslenými vybranými trajektori-
emi se nazývá fázový portrét autonomnı́ho systému. Jedná se a jakousi obdobu směrového pole
diferenciálnı́ rovnice.
Vzhledem k jednoznačné řešitelnosti se dvě různé trajektorie nikde neprotı́najı́. Majı́-li proto dvě
trajektorie společný alespoň jeden bod, jsou zcela totožné!

Poznámka 2.2 (nulkliny). Křivka složená z bodů (x, y) v rovině, které splňujı́ f(x, y) = 0 se
nazývá x-nulklina. V bodech této nulkliny platı́ x′ = 0 a veličina x se tedy v okolı́ této nulkliny
neměnı́ (resp. měnı́ velice pomalu). Z geometrického hlediska má tato křivka vlastnost, že každá
trajektorie ji protı́ná ve svislém směru (zdola nahoru nebo shora dolů).
Podobně, křivka složená z bodů (x, y) v rovině, které splňujı́ g(x, y) = 0 se nazývá y-nulklina.
Tato křivka má tu vlastnost, že každá trajektorie ji protı́ná ve vodorovném směru, protože v bodech
y-nulkliny platı́ y′ = 0. RPřı́klad 2.2. Systém (1.2) má jednu x-nulklinu (přı́mku y = 0, tj. osu x) a jednu y-nulklinu
(přı́mku x = 0, tj. osu y).

Poznámka 2.3 (pozitivně a negativně invariantnı́ oblasti). • Ve fázové rovině mohou
existovat oblasti, které majı́ tu vlastnost, že každá trajektorie která vstoupı́ do této
oblast ji již v žádném pozdějšı́m čase nemůže opustit. Tyto oblasti se nazývajı́ pozitivně
invariantnı́ oblasti.

• Naopak, oblasti, které majı́ tu vlastnost, že pokud se v nich trajektorie vyskytuje v jistém
čase, vyskytuje se v nich i ve všech dřı́vějšı́ch časech, se nazývajı́ negativně invariantnı́.

Poznámka 2.4 (trajektorie jako integrálnı́ křivky). Na část trajektorie T , kde každému x
odpovı́dá jediné y, lze pohlı́žet jako na graf funkce y = y(x). Vzhledem k tomu, že podle pravidla
pro derivaci složené a inverznı́ funkce platı́ v diferenciálnı́ symbolice

dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx
dt

=
dy
dt
dx
dt

,
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vyhovuje uvažovaná část trajektorie diferenciálnı́ rovnici

dy

dx
=

g(x, y)

f(x, y)
.

Tato rovnice definuje jednoznačně trajektorie (až na směr toku času) podobně jako systém (AS).
Poznamenejme, že v bodech x-nulklin (viz dále) je pravá strana rovnice nespojitá a ve stacionárnı́ch
bodech může být porušena jednoznačnost řešenı́.R Přı́klad 2.3. Trajektorie systému (1.2) jsou popsány diferenciálnı́ rovnicı́

dy

dx
=

y′

x′ =
x

−y
= −x

y
.

Tuto rovnici můžeme řešit separacı́ proměnných následovně:

dy

dx
= −x

y
,

−y dy = xdx,

−y2

2
+ c =

x2

2
,

−y2 + C = x2, kde C = 2c je nová konstanta

x2 + y2 = C.

Odsud vidı́me, že se jedná o rovnice soustředných kružnic. To jsme ostatně viděli již z obecného
řešenı́ (1.3), které bylo parametrickým vyjádřenı́m rovnice kružnice o poloměru A.

Věta 2.1 (klasifikace trajektoriı́). Předpokládejme, že každá trajektorie systému (AS) je prodlou-
žena maximálně oběma směry. Rozeznáváme pouze tři následujı́cı́ typy trajektoriı́:

(i) Stacionárnı́ body. Tyto body odpovı́dajı́ stacionárnı́m řešenı́m.
(ii) Uzavřené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovı́dajı́ periodickým řešenı́m. Uvnitř

každého cyklu ležı́ alespoň jeden stacionárnı́ bod.
(iii) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotı́najı́ a pro t → ±∞ tyto trajektorie majı́ jednu

z následujı́cı́ch vlastnostı́.
(a) Trajektorie majı́ alespoň jednu složku neohraničenou.
(b) Trajektorie konvergujı́ k některému ze stacionárnı́ch bodů.
(c) Trajektorie konvergujı́ k některému z cyklů.
(d) Trajektorie konvergujı́ k množině tvořené konečným počtem stacionárnı́ch bodů a

jinými trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionárnı́ho bodu do druhého.

Poznámka 2.5. V praxi se s trajektoriemi, které konvergujı́ ke složitějšı́ množině než ke staci-
onárnı́mu bodu nebo cyklu většinou nesetkáváme. Každá trajektorie, která je ohraničená a nenı́
stacionárnı́m bodem ani cyklem tedy začı́ná a končı́ bud’ve stacionárnı́m bodě nebo se odmotává
z nějakého cyklu (resp. namotává na nějaký cyklus).R Přı́klad 2.4. Systém (1.2) má pouze dva druhy trajektoriı́: stacionárnı́ bod v počátku a cykly, které
jsou tvořeny soustřednými kružnicemi.

Poznámka 2.6 (spojitá závislost na počátečnı́ch podmı́nkách). Malá změna počátečnı́ch pod-
mı́nek vyvolává relativně malou změnu výsledného řešenı́ autonomnı́ho systému. Z tohoto důvodu
dvě trajektorie, které procházejı́ dvěma dostatečně blı́zkými body, majı́ v okolı́ tohoto bodu při-
bližně stejný směr, s výjimkou okolı́ stacionárnı́ch bodů.
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3. Stacionárnı́ body

Ohraničené trajektorie zpravidla konvergujı́ k některému ze stacionárnı́ch bodů nebo cyklů. Proto
si v následujı́cı́ch odstavcı́ch všimneme blı́že stacionárnı́ch bodů. Nejprve všechny stacionárnı́
body rozdělı́me do několika skupin, podle chovánı́ trajektoriı́ v jejich okolı́.

Poznámka 3.1 (klasifikace stacionárnı́ch bodů). Podle chovánı́ trajektoriı́ v okolı́ stacionárnı́ch
bodů rozdělujeme stacionárnı́ body do několika navzájem disjunktnı́ch skupin (viz Tabulka 1 na
straně 77). Necht’ [x∗, y∗] je stacionárnı́m bodem systému (AS).

Uzel: Stacionárnı́ bod [x∗, y∗] se nazývá uzel, jestliže všechny trajektorie z nějakého okolı́
tohoto bodu konvergujı́ pro t → ∞ nebo t → −∞ k bodu [x∗, y∗] tak, že nedocházı́
k oscilacı́m kolem limitnı́ hodnoty.

Ohnisko: Stacionárnı́ bod [x∗, y∗] se nazývá ohnisko, jestliže všechny trajektorie z něja-
kého okolı́ tohoto stacionárnı́ bodu do tohoto bodu konvergujı́ bud’pro t → ∞ nebo pro
t → −∞ a to tak, že kolem tohoto bodu oscilujı́ se zmenšujı́cı́ se amplitudou.

Sedlo: Stacionárnı́ bod [x∗, y∗] se nazývá sedlo, jestliže v každém jeho okolı́ existuje pouze
konečný počet trajektoriı́, které pro t → ±∞ konvergujı́ k tomuto bodu.

Bod rotace: Stacionárnı́ bod [x∗, y∗] se nazývá bod rotace, jestliže každé jeho okolı́ ob-
sahuje nekonečně mnoho trajektoriı́, které jsou cykly. Pokud v nějakém okolı́ existujı́
pouze cykly, nazývá se tento bod navı́c střed.

• Uzel nebo ohnisko nazýváme stabilnı́, jestliže všechny trajektorie do něj konvergujı́ pro
t → ∞, tj. všechny trajektorie z nějakého okolı́ směřujı́ do tohoto bodu. V opačném
přı́padě tento bod nazýváme nestabilnı́.

• Pro stabilnı́ uzel a ohnisko existujı́ oblasti ve fázové rovině, které majı́ tu vlastnost, že
všechny trajektorie procházejı́cı́ některou z těchto oblastı́ konvergujı́ pro t → ∞ do
tohoto stacionárnı́ho bodu. Takové oblasti se nazývajı́ oblasti atraktivity stacionárnı́ho
bodu. RPřı́klad 3.1. Stacionárnı́ bod [0, 0] systému (1.2) je střed (viz Přı́klad 2.4).

Definice (Jacobiho matice). Matice

J(x, y) =





∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

∂g

∂x
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)





se nazývá Jacobiho matice soustavy (AS).

Definice (charakteristická rovnice, vlastnı́ čı́sla). Charakteristickou rovnicı́ matice A rozu-
mı́me kvadratickou rovnici det(A − λI) = 0 s neznámou λ. Kořeny této rovnice (reálné nebo
komplexnı́) nazýváme vlastnı́ čı́sla matice A (též charakteristická čı́sla matice A).

Poznámka 3.2 (charakteristická rovnice 2 × 2 matice). Charakteristickou rovnicı́ matice A =

=

(
a b
c d

)
je podle definice (rozepište si podrobně sami) rovnice

λ2 − (a + d)λ + ad − bc = 0.

Poznámka 3.3 (charakteristická rovnice pomocı́ stopy a determinantu). Označı́me-li Tr(A) =

= a + d stopu1 matice A =

(
a b
c d

)
a det(A) = ad − bc determinant matice A, je možno

charakteristickou rovnici matice psát ve tvaru λ2 − Tr(A)λ + det(A) = 0.

1Stopa čtvercové matice je čı́slo udávajı́cı́ součet prvků v hlavnı́ diagonále.



76 AUTONOMNÍ SYSTÉMY V ROVINĚR Přı́klad 3.2. Jacobiho matice systému (1.2) v bodě [0, 0] je matice

(
0 −1
1 0

)
. Charakteristická

rovnice této matice má tvar

λ2 + 1 = 0

a vlastnı́ čı́sla této matice jsou λ1 = i, λ2 = −i, kde i je imaginárnı́ jednotka (vlastnı́ čı́sla nejsou
reálná).N Úloha 3.1. Ukažte, že pokud v matici 2 × 2 je některé čı́slo ve vedlejšı́ diagonále nulové, jsou
čı́sla v hlavnı́ diagonále vlastnı́mi čı́sly této matice.

Návod: Ukažte, že pokud platı́ b = 0 nebo c = 0, má charakteristická rovnice matice A =

(
a b
c d

)

tvar (a − λ)(d − λ) = 0.

Věta 3.1 (klasifikace stacionárnı́ch bodů pomocı́ vlastnı́ch čı́sel Jacobiho matice). Uvažujme
vlastnı́ čı́sla Jacobiho matice vypočtené ve stacionárnı́m bodě.

• Jsou-li obě vlastnı́ čı́sla reálná kladná, je stacionárnı́ bod nestabilnı́ uzel.
• Jsou-li obě vlastnı́ čı́sla reálná záporná, je stacionárnı́ bod stabilnı́ uzel.
• Jsou-li vlastnı́ čı́sla reálná a majı́-li opačná znaménka, je stacionárnı́ bod sedlo.
• Jsou-li vlastnı́ čı́sla komplexně sdružená s kladnou reálnou částı́, je stacionárnı́ bod

nestabilnı́ ohnisko.
• Jsou-li vlastnı́ čı́sla komplexně sdružená se zápornou reálnou částı́, je stacionárnı́ bod

stabilnı́ ohnisko.
• Jsou-li vlastnı́ čı́sla komplexně sdružená s nulovou reálnou částı́, je stacionárnı́ bod

ohnisko nebo bod rotace.

V následujı́cı́ větě D značı́ determinant Jacobiho matice v bodě (x∗, y∗) a ∆ stopu Jacobiho matice
v tomto bodě, tj.

D = detJ(x∗, y∗) =
∂f

∂x
(x∗, y∗)

∂g

∂y
(x∗, y∗) − ∂f

∂y
(x∗, y∗)

∂g

∂x
(x∗, y∗),

∆ = Tr J(x∗, y∗) =
∂f

∂x
(x∗, y∗) +

∂g

∂y
(x∗, y∗).

Věta 3.2 (klasifikace stacionárnı́ch bodů pomocı́ determinantu a stopy Jacobiho matice).
Necht’ (x∗, y∗) je stacionárnı́ bod soustavy (AS) a J(x∗, y∗) hodnota Jacobiho matice v tomto
bodě. Pomocı́ čı́sel D a ∆ lze rozhodnout o kvalitě stacionárnı́ho bodu (x∗, y∗) podle následujı́cı́
tabulky.

D < 0 sedlo

D > 0 ∆ > 0 ∆2 ≥ 4D nestabilnı́ uzel

∆2 < 4D nestabilnı́ ohnisko

∆ < 0 ∆2 ≥ 4D stabilnı́ uzel

∆2 < 4D stabilnı́ ohnisko

∆ = 0 bod rotace nebo ohniskoR Přı́klad 3.3. Najděte stacionárnı́ body autonomnı́ho systému

x′ = x(x − 3y + 1),

y′ = x2 − 3y − 1

a určete jejich typ. Nakreslete nulkliny a trajektorie autonomnı́ho systému.
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Vliv vlastnı́ch hodnot na typ stacionárnı́ho bodu
Zjednodušeně řečeno, kdykoliv se mezi vlastnı́mi hodnotami Jacobiho matice v bodě S objevı́
vlastnı́ hodnota se zápornou reálnou částı́, existuje trajektorie konvergujı́cı́ do bodu S. Pokud
má některá vlastnı́ hodnota kladnou reálnou část, existuje trajektorie vycházejı́cı́ z bodu S.
Pokud majı́ vlastnı́ hodnoty nenulovou imaginárnı́ část, docházı́ v okolı́ bodu S k oscilacı́m.
Jednotlivé možnosti jsou shrnuty v následujı́cı́ tabulce. (ℜ(λ) značı́ reálnou část čı́sla λ.)

Reálné vlastnı́
hodnoty, λ1,2 ∈ R

typ stacionárnı́ho bodu typický průběh trajektoriı́

λ1 ≥ λ2 > 0 nestabilnı́ uzel

λ1 > 0 > λ2 sedlo

0 > λ1 ≥ λ2 stabilnı́ uzel

Komplexnı́ vlastnı́
hodnoty, λ1,2 6∈ R

typ stacionárnı́ho bodu typický průběh trajektoriı́

ℜ(λ1,2) > 0 nestabilnı́ ohnisko

ℜ(λ1,2) < 0 stabilnı́ ohnisko

ℜ(λ1,2) = 0 ohnisko nebo bod rotace

nebo kterákoliv
z předchozı́ch dvou možnostı́

TABULKA 1. Klasifikace stacionárnı́ch bodů podle vlastnı́ch hodnot
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Řešenı́. Stacionárnı́ body nalezneme řešenı́m soustavy rovnic

0 = x(x − 3y + 1),

0 = x2 − 3y − 1.

Z prvnı́ rovnice plyne, že platı́ bud’x = 0 nebo (x − 3y + 1) = 0. Rozdělı́me tedy postup na dva
přı́pady.

(i) Dosazenı́m x = 0 do druhé rovnice zı́skáváme

0 = 0 − 3y − 1

y = −1

3

a bod S1 =

[
0,−1

3

]
je prvnı́m stacionárnı́m bodem.

(ii) Uvažujme druhou možnost, (x − 3y + 1) = 0. Aby byly splněny obě rovnice, je nutno
řešit soustavu

0 = x − 3y + 1,

0 = x2 − 3y − 1.

Odečtenı́m prvnı́ rovnice od druhé zı́skáme kvadratickou rovnici 0 = x2 − x − 2, která
má kořeny x = −1 a x = 2. Postupným dosazenı́m těchto hodnot do jedné z rovnic a
výpočtem y dostáváme dalšı́ dva stacionárnı́ body S2 = [−1, 0] a S3 = [2, 1].

Autonomnı́ systém má tedy tři stacionárnı́ body. Jacobiho matice v obecném bodě [x, y] má tvar

J(x, y) =

(
2x − 3y + 1 −3x

2x −3

)
. Vyšetřı́me nynı́ jednotlivé stacionárnı́ body.

(i) Stacionárnı́ bod S1 =

[
0,−1

3

]
. V tomto bodě má Jacobiho matice tvar J(S1) =

=

(
2 0
0 −3

)
. Charakteristický polynom má tvar

det(J(S1) − λI) =

∣∣∣∣
2 − λ 0

0 −3 − λ

∣∣∣∣ = (2 − λ)(−3 − λ).

Dı́ky tomu, že matice je diagonálnı́, jsme polynom obdrželi již přı́mo rozložený na
kořenové činitele. Proto vidı́me přı́mo vlastnı́ čı́sla λ1 = 2 a λ2 = −3. Protože jsou obě
vlastnı́ čı́sla reálná a majı́ opačná znaménka, je stacionárnı́ bod S1 typu sedlo.

(ii) Stacionárnı́ bod S2 = [−1, 0]. V tomto bodě má Jacobiho matice tvar J(S2) =

=

(
−1 3
−2 −3

)
. Charakteristický polynom má tvar

det(J(S2)−λI) =

∣∣∣∣
−1 − λ 3
−2 −3 − λ

∣∣∣∣ = (−1−λ)(−3−λ)− 3(−2) = λ2 + 4λ + 9.

Kořeny charakteristického polynomu jsou (pomocı́ vzorce pro kořeny kvadratické rov-

nice) λ1,2 =
−4 ±

√
−20

2
= −2± i

√
5. Protože jsou kořeny komplexně sdružená čı́sla

se zápornou reálnou částı́, jedná se o stabilnı́ ohnisko.

(iii) Stacionárnı́ bod S3 = [2, 1]. V tomto bodě má Jacobiho matice tvar J(S3) =

(
2 −6
4 −3

)
.

Charakteristický polynom má tvar

det(J(S3) − λI) =

∣∣∣∣
2 − λ −6

4 −3 − λ

∣∣∣∣ = (2 − λ)(−3 − λ) − (−6)4 = λ2 + λ + 18.
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−1

3

−1 2

1

OBRÁZEK 1. Nulkliny a trajektorie autonomnı́ho systému z Přı́kladu 3.3.

Kořeny charakteristického polynomu jsou (pomocı́ vzorce pro kořeny kvadratické rov-

nice) λ1,2 =
−1 ±

√
−71

2
= −1

2
± i

√
71

2
. Kořeny jsou opět komplexně sdružená čı́sla

se zápornou reálnou částı́, jedná se tedy o stabilnı́ ohnisko.

Pokusı́me se zakreslit směrové pole a odhadnout tvar trajektoriı́.

y-nulklina má rovnici 0 = x2 − 3y − 1. Odsud osamostatněnı́m y obdržı́me y =
1

3
(x2 − 1) a

vidı́me, že se jedná o parabolu posunutou směrem dolů, která protı́ná osu x v bodech 1 a −1. Vrchol

paraboly je v bodě

[
0,−1

3

]
. Tuto parabolu protı́najı́ všechny trajektorie ve vodorovném směru.

Nad touto parabolou platı́ y′ < 0 a všechny trajektorie mı́řı́ směrem dolů, pod touto parabolou
naopak platı́ y′ > 0 a všechny trajektorie mı́řı́ nahoru.
x-nulkliny majı́ rovnici 0 = x(x − 3y + 1) a jedná se tedy o osu y (přı́mka x = 0) a přı́mku

y =
1

3
(x + 1). Obě přı́mky můžeme vyznačit do obrázku a vyznačit na ně šipky charakterizujı́cı́

směr směrového pole: šipky budou svislé (jedná se o x-nulklinu) a jak již bylo řečeno, budou mı́řit

nahoru v bodech pod parabolou y =
1

3
(x2 − 1) a dolů v ostatnı́ch bodech.

Zbývá rozhodnout o tom, jak bude vypadat směrové pole na y-nulklinách. Výraz x(x − 3y + 1)

je kladný, tj. x′ > 0, pokud současně platı́ bud’obě nebo žádná z nerovnostı́ x > 0 a y <
1

3
(x +

+ 1). Směrové pole tedy mı́řı́ doprava v bodech, které jsou bud’napravo od osy y a pod přı́mkou

y =
1

3
(x + 1) nebo v bodech, které ležı́ nad touto přı́mkou a současně nalevo osy y. V ostatnı́ch

bodech směrové pole mı́řı́ doleva.
Na Obrázku 1 vlevo jsou nulkliny, stacionárnı́ body a směrové pole na těchto nulklinách. Vpravo
jsou nulkliny a počı́tačem vygenerované trajektorie. Všimněte si, že u ohniska s většı́ absolutnı́
hodnotou reálné části konvergujı́ trajektorie ke stacionárnı́mu bodu mnohem rychleji2. Podrobnějšı́
rozbor tohoto fenoménu je možno najı́t v odborné literatuře, napřı́klad [4]. NÚloha 3.2. U následujı́cı́ch autonomnı́ch systémů určete všechny stacionárnı́ body a pomocı́
vlastnı́ch čı́sel Jacobiho matice určete typ každého stacionárnı́ho bodu.

1.

{
x′ = x3y − y

y′ = x − y
2.

{
x′ = x + u + 1

y′ = x + y3 − 1

2Tato konvergence je dokonce tak rychlá, že bez podrobnějšı́ho rozboru by mohlo dojı́t k záměně ohniska za uzel.
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3.

{
x′ = y − x2 + 2

y′ = xy − y2

4.

{
x′ = x2 − xy

y′ = x2y2 − y

5.

{
x′ = x2 + 2x + y − 4

y′ = x3 − y3

6.

{
x′ = x − 2y − 3

y′ = x + y2 − 6

7.

{
x′ = x(5 − 2x − y)

y′ = y(4 − x − 2y)

8.

{
x′ = x(4 − 2x − y)

y′ = y(7 − x − 3y)

9.

{
x′ = x(x − y)

y′ = x2 + 2y − 3

10.

{
x′ = xy − 2x2

y′ = 5 − x2 − y2

11.

{
x′ = y − x2

y′ = 2xy − y2

12.

{
x′ = x2 − y2 − 3

y′ = x − 2y

13.

{
x′ = −x + 2y

y′ = −x + y + y2

14.

{
x′ = x(x − 3y + 1)

y′ = x2 − 3y − 1

15.

{
x′ = x2 + x − y

y′ = 2x − 2

16.

{
x′ = x + y − 2

y′ = x + y2 − 2

17.

{
x′ = x2 − y2

y′ = 1 − x

18.

{
x′ = y2 − x2

y′ = 1 − y

19.

{
x′ = 2x(1 − x − 2y)

y′ = y(2 − y − 3x)

4. Model konkurence dvou druhů

Předpokládejme, že v jisté izolované oblasti jsou přı́tomny dva živočišné druhy, které si vzájemně
konkurujı́. Předpokládejme dále, že konkurence ovlivnı́ rychlost růstu daného druhu tak, že zpo-
malenı́ rychlosti růstu je přı́mo úměrné četnosti, s nı́ž se jedinci jednoho druhu setkávajı́ s jedinci
druhého druhu. Nepředpokládáme přitom nic bližšı́ho o typu této konkurence, tj. zda jedinci jed-
noho druhu fyzicky bránı́ jedincům druhého druhu v přı́stupu k potravě, či zda je konkurence
založena jenom na tom, že „ujı́dajı́ ze společného krajı́ce“. Náš model bude zahrnovat oba typy
konkurence, změna se projevı́ pouze ve velikosti konstanty úměrnosti, která vyjadřuje zpomalenı́
vývoje populacı́ vlivem konkurence.
Je-li velikost prvnı́ populace vyjádřena veličinou x a velikost druhé populace veličinou y, je možno
systém popsat soustavou diferenciálnı́ch rovnic

x′ =(a − bx)x − cxy,

y′ =(α − βy)y − γxy,
(4.1)

kde všechno kromě x, y jsou kladné reálné parametry.
Prozkoumejme strukturu tohoto systému. Prvnı́ členy na pravých stranách soustavy (4.1) odpovı́dajı́
logistickému růstu populace3, pokud se tato populace nacházı́ v prostředı́ osamocena. Druhé členy
obsahujı́ velikosti obou populacı́ a odpovı́dajı́ zpomalenı́ růstu vlivem mezidruhové konkurence.
Frekvence setkávánı́ jedinců populace x s jedinci populace y je úměrná součinu velikostı́ těchto
populacı́ xy a zpomalenı́ růstu populace x vlivem těchto setkánı́ je úměrné tomuto součinu.
Konstanta úměrnosti c reprezentuje sı́lu konkurence, tj. jaký vliv má vzájemná konkurence na růst
populace x. Vliv populace x na růst populace y je dán podobně parametrem γ, který obecně může
být různý od c.

3viz strana 9
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Prozkoumejme ještě možná jednodruhová podspolečenstva. Pro y = 0 je přı́tomna pouze populace
x. Prvnı́ rovnice v (4.1) pak představuje logistickou rovnici pro vývoj populace x. Nosná kapacita

prostředı́ je
a

b
.

Podobně, je-li x = 0, představuje druhá rovnice v (4.1) logistickou rovnici pro růst populace y

s nosnou kapacitou prostředı́
α

β
.

Pro nalezenı́ nulklin přepı́šeme soustavu (4.1) do tvaru

x′ =(a − bx − cy)x,

y′ =(α − βy − γx)y
(4.2)

a označı́me specifické mı́ry růstu populacı́ m(x, y) = a− bx− cy pro populaci x a µ(x, y) = α−
− βy − γx pro y. Jacobiho matice systému (4.2) je

J(x, y) =

(
a − 2bx − cy −cx

−γy α − 2βy − γx

)
. (4.3)

Z (4.2) plyne, že systém má dvě x-nulkliny

n1x : x = 0, (4.4)

n2x : a − bx − cy = 0, (4.5)

a dvě y-nulkliny

n1y : y = 0, (4.6)

n2y : α − βy − γx = 0. (4.7)

V průsečı́cı́ch x-nulklin s y-nulklinami nalezneme stacionárnı́ body systému.

Nulklina n2x je přı́mka procházejı́cı́ body
[
0,

a

c

]
a
[a
b
, 0
]
. Nulklina n2y je přı́mka procházejı́cı́

body

[
α

γ
, 0

]
a

[
0,

α

β

]
. Podle vzájemné polohy těchto bodů na osách x a y jsou možné čtyři

kvalitativně odlišné přı́pady znázorněné na obrázcı́ch 2 až 5.
Průsečı́kem nulklin n1x a n1y je stacionárnı́ bod S1 = [0, 0]. Tento bod odpovı́dá stavu, kdy
v prostředı́ nenı́ přı́tomna žádná z populacı́ x, y. Pronikne-li do takového prostředı́ malé množstvı́
jedinců populace x, začnou se množit rychlostı́ m(0, 0) = a. Invaznı́ parametr4 je tedy kladný a
populace se uchytı́. Podobně invaznı́ parametr populace y je µ(0, 0) = α > 0 a i populace y se
v prostředı́ uchytı́ a začne množit. Jacobiho matice v bodě S1 je

J(0, 0) =

(
a 0
0 α

)

a jejı́ vlastnı́ čı́sla jsou a a α. Protože jsou obě vlastnı́ čı́sla kladná, jedná se o nestabilnı́ uzel.

Průsečı́kem nulklin n1x a n2y je stacionárnı́ bod S2 =

[
0,

α

β

]
. Tento stav odpovı́dá tomu, že

populace x se v prostředı́ nevyskytuje a velikost populace y je ustálena na hodnotě nosné ka-
pacity prostředı́. Jakákoliv náhodná změna populace y vede k tomu, že se systém vrátı́ opět do
tohoto stacionárnı́ho bodu, jak vı́me ze studia logistické rovnice. Prozkoumejme, jak se systém
chová při malých náhodných změnách populace x. Invaznı́ parametr této populace do stavu S2 je

m

(
0,

α

β

)
= a − c

α

β
= c

(
a

c
− α

β

)
. Tento výraz je kladný, pokud

a

c
>

α

β
, (4.8)

tj. pokud parametr c, charakterizujı́cı́ sı́lu mezidruhové konkurence, je dostatečně malý. V tomto
přı́padě se populace x uchytı́ a začne množit. Platı́-li v (4.8) opačná nerovnost, bude invaznı́

4viz strana 8
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parametr populace x záporný, populace bude vymı́rat a systém bude dospı́vat zpět do stacionárnı́ho
stavu S2. Jacobiho matice v bodě S2 je

J

(
0,

α

β

)
=




a − c

α

β
0

−γ
α

β
−α





a protože vlastnı́ hodnoty jsou −α a a − c
α

β
, je v bodě S2 sedlo, jestliže platı́ (4.8) a stabilnı́ uzel

jinak.

Průsečı́kem nulklin n2x a n1y je stacionárnı́ bod S3 =
[a
b
, 0
]
. Situace je analogická jako u stacio-

nárnı́ho bodu S2, pouze jsou vyměněny role populacı́ x a y. Systém tedy v nepřı́tomnosti populace
y dospěje do stavu, kdy populace x se ustálı́ na hodnotě nosné kapacity prostředı́, invaznı́ parametr

populace y do tohoto stavu je µ(
a

b
, 0) = γ

(
α

γ
− a

b

)
a je kladný pokud

α

γ
>

a

b
(4.9)

a záporný jinak. Bod S3 je sedlo, pokud platı́ (4.9) a stabilnı́ uzel jinak.
Průsečı́k nulklin n2x a n2y zı́skáme řešenı́m soustavy rovnic

a − bx − cy = 0,

α − βy − γx = 0.
(4.10)

Toto lze provést numericky, přı́mým řešenı́m, nebo graficky. Zajı́máme se přitom pouze o řešenı́,
které se nacházı́ v prvnı́m kvadrantu, tj. jehož obě složky jsou nezáporné. Z náčrtů je patrné, že
přı́mky odpovı́dajı́cı́ těmto nulklinám se protnou v prvnı́m kvadrantu právě tehdy, když bud’platı́
obě z nerovnostı́ (4.8), (4.9), nebo ani jedna. Označme průsečı́k nulklin S4 = (x∗, y∗). I když
hodnoty x∗, y∗ je možno explicitně vypočı́tat, uvidı́me, že jejich znalost nebude pro vyšetřovánı́
typu stacionárnı́ho bodu důležitá. Jacobiho matice v bodě S4 je

J(x∗, y∗) =

(
a − 2bx∗ − cy∗ −cx∗

−γy∗ α − 2βy∗ − γx∗

)
.

Vzhledem k tomu, že (x∗, y∗) jsou řešenı́m (4.10), platı́

a − bx∗ − cy∗ = 0,

α − βy∗ − γx∗ = 0

a proto

J(x∗, y∗) =

(
−bx∗ −cx∗

−γy∗ −βy∗

)
.

Stopa Jacobiho matice je vždy záporná. Determinant Jacobiho matice je

detJ(x∗, y∗) = bβx∗y∗ − cγx∗y∗ = x∗y∗(bβ − cγ).

Pokud platı́ (4.8) a (4.9), pak

bβ >
aγ

α

αc

a
= cγ,

determinant Jacobiho matice je kladný a bod S4 je ohnisko nebo uzel. Vzhledem k tvaru směrového
pole se nemůže jednat o ohnisko a bod je tedy stabilnı́ uzel. Pokud neplatı́ ani jedna z nerovnostı́
(4.8), (4.9), je determinant Jacobiho matice naopak záporný a v bodě S4 je sedlo.
Situace v jednotlivých přı́padech je znázorněna na obrázcı́ch. Jsou možné čtyři přı́pady.
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OBRÁZEK 2. Slabá konkurence.
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OBRÁZEK 3. Dominance druhu x.
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OBRÁZEK 4. Dominance druhu y.

• Platı́-li obě z nerovnostı́ (4.8), (4.9), ležı́ uvnitř prvnı́ho kvadrantu stacionárnı́ bod, který
je stabilnı́m uzlem. Všechny trajektorie ležı́cı́ v prvnı́m kvadrantu konvergujı́ do tohoto
bodu pro t → ∞. Systém tedy vždy dospěje do stavu, kdy přežı́vajı́ obě populace.
Podmı́nky (4.8) a (4.9) jsou splněny, pokud jsou parametry c, γ, které charakterizujı́
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OBRÁZEK 5. Silná konkurence.

mezidruhovou konkurenci, dostatečně malé. Proto tento stav budeme nazývat slabou
konkurencı́.

• Platı́-li (4.8) a neplatı́-li (4.9), nemá systém uvnitř prvnı́ho kvadrantu stacionárnı́ bod a
všechny trajektorie ležı́cı́ uvnitř tohoto kvadrantu konvergujı́ pro t → ∞ do stacionár-

nı́ho bodu [
a

b
, 0]. V systému tedy dojde vlivem mezidruhové konkurence k vyloučenı́

druhu y a populace druhu x se ustálı́ na hodnotě odpovı́dajı́cı́ jeho nosné kapacitě
prostředı́. Tento stav budeme nazývat dominancı́ druhu x.

• Platı́-li (4.9) a neplatı́-li (4.8), je situace podobná jako v předchozı́m bodě, pouze docházı́
ke konkurenčnı́mu vyloučenı́ druhu x a jedná se tedy o dominanci druhu y.

• Neplatı́-li ani jedna z nerovnostı́ (4.8), (4.9), má systém uvnitř prvnı́ho kvadrantu staci-
onárnı́ bod, který je sedlem a tedy pouze konečný počet trajektoriı́ konverguje k tomuto
bodu. Tento bod však nebude odpovı́dat reálnému stavu, ve kterém se může populace
trvale nacházet, protože nenı́ odolný vůči náhodným perturbacı́m. Trajektorie, konvergu-
jı́cı́ do tohoto sedlového bodu, rozdělı́ prvnı́ kvadrant na dvě množiny, které tvořı́ oblasti
atraktivity jednotlivých stabilnı́ch stacionárnı́ch bodů. Všechny trajektorie tedy směřujı́

pro t → ∞ bud’do stacionárnı́ho bodu
[a
b
, 0
]
, nebo

[
0,

α

β

]
. V systému tedy vždy dojde

ke konkurenčnı́mu vyloučenı́ jednoho z druhů. Který z druhů bude vyloučen, záležı́ na
počátečnı́ch podmı́nkách. Pokud jsou počátečnı́ podmı́nky nastaveny tak, že trajektorie

začı́ná v oblasti atraktivity stacionárnı́ho bodu
[a
b
, 0
]
, dojde k eliminaci druhu y, pokud

je tomu naopak, dojde k eliminaci druhu x. Nesplněnı́ nerovnostı́ (4.8), (4.9) odpovı́dá
tomu, že parametry mezidruhové konkurence jsou dostatečně velké, proto tento stav
budeme nazývat silnou konkurencı́.

Všechny typy konkurence (dominance jednoho druhu, slabá konkurence, silná konkurence) jsou
v přı́rodě pozorovány. V ekologii zpravidla největšı́ pozornost upoutává slabá konkurence, kdy
docházı́ ke stabilnı́ koexistenci. Tento jev nastává, pokud, řečeno v biologických termı́nech, jedinec
daného druhu svou existencı́ konkuruje jedincům svého druhu vı́ce, než jedincům druhu jiného.
V praxi to znamená, že druhy musı́ mı́t poněkud odlišné ekologické nároky5. Napřı́klad společně
hnı́zdı́cı́ druhy ptáků si konkurujı́ v boji o hnı́zdiště. Tyto druhy mohou koexistovat, pokud majı́
napřı́klad rozdı́lné složenı́ potravy. V tomto přı́padě jedinec konkuruje svému druhu i v boji
o prostor k hnı́zděnı́ i v boji o potravu, jedincům druhého druhu však konkuruje méně – pouze v boji
o hnı́zdiště. Všimněme si ještě, že pokud vedle sebe koexistujı́ dvě populace, součet velikostı́ je

5Gauseho princip
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většı́ než velikost rovnovážných stavů kterékoliv osamocené populace. Dvě konkurujı́cı́ si populace
tedy využı́vajı́ zdroje efektivněji než populace jediná.
Lze ukázat, že ke konkurenčnı́mu vyloučenı́ slabšı́ho druhu nemusı́ dojı́t, pokud druhy žijı́ v kom-
plikovanějšı́ch podmı́nkách, než jaké jsme dosud uvažovali: napřı́klad v přı́tomnosti třetı́ho kon-
kurenta, v přı́tomnosti predátora, v periodicky se měnı́cı́m životnı́m prostředı́, či pokud na sebe
druhy reagujı́ se zpožděnı́m, ve fragmentovaném prostředı́, kdy silnějšı́ druh neobsadı́ všechny
fragmenty a zůstane tak volný prostor pro slabšı́ druh. Závislost principu konkurenčnı́ho vyloučenı́
na věkové struktuře populacı́ je dosud předmětem výzkumu.

5. Modely dravec – kořist

Předpokládejme, že v určité ohraničené lokalitě jsou přı́tomny dva živočišné druhy, z nichž jeden
(kořist) sloužı́ jako potrava druhého druhu (dravce). Předpokládejme, že společenstvo dravce nemá
kromě kořisti žádné dalšı́ zdroje potravy a bez kořisti tedy nemůže v dané lokalitě dlouhodobě
existovat. Nebudeme pro jednoduchost uvažovat prostorové rozloženı́ kořisti ani dravce v dané
lokalitě a budeme předpokládat, že jednotlivı́ dravci lovı́ kořist samostatně (ani si nekonkurujı́, ani
nespolupracujı́ např. ve smečkách) a že jedinci kořisti unikajı́ dravci také samostatně (nejedná se
napřı́klad o skupinovou obranu stáda). Tyto modely jsou v čı́nské literatuře vzhledem k předpo-
kladům výstižně nazývány panda – bambus. Budeme dále předpokládat, že životnı́ cykly dravce
a kořisti jsou srovnatelně dlouhé a že tedy populace dravce reaguje na velikost populace kořisti a
naopak. Přesněji: při dostatku potravy se dravec může rozmnožit, tı́m však začne vı́ce hubit kořist
a způsobı́, že množstvı́ jeho potravy se bude snižovat. To způsobı́, že populace dravce bude trpět
hlady a začne vymı́rat. Snı́ženı́ populace dravce umožnı́ opětovný nárůst velikosti populace kořisti.
Po nárůstu populace kořisti je umožněn dalšı́ vzrůst populace dravce.
Základnı́m modelem uvažovaného společenstvı́ bude soustava diferenciálnı́ch rovnic

x′ = µ(x)x − V (x)y,

y′ = m(x)y,
(5.1)

kde x je velikost populace kořisti, y je velikost populace dravce a funkce µ, V,m jsou spojité
diferencovatelné funkce. Význam jednotlivých funkcı́ rozebereme v následujı́cı́ch odstavcı́ch.
V nepřı́tomnosti dravce, tj. pro y = 0, platı́ V (x)y = 0 a populace kořisti se tedy vyvı́jı́ podle
rovnice

x′ = µ(x)x,

což je klasická rovnice pro vývoj jednodruhové populace se specifickou mı́rou růstu µ(x). Bu-
deme předpokládat, že populace kořisti může kolonizovat prostředı́, že u kořisti se projevuje
vnitrodruhová konkurence, a že prostředı́ má omezenou nosnou kapacitu. Matematicky formu-
lováno, o funkci µ(x) budeme předpokládat, že µ(0) = 0 a že µ(x) je klesajı́cı́ a záporná pro
dostatečně velká x.
Člen V (x)y charakterizuje vliv dravce na rychlost růstu populace kořisti. Funkce V (x) se nazývá
trofická funkce dravce a charakterizuje, o kolik zpomalı́ růst populace kořisti přı́tomnost jednoho
dravce (přı́padně jednotkového množstvı́ dravce). Součin V (x)y charakterizuje, jak je zpomalen
růst dravce při nezávislé přı́tomnosti y dravců. Přirozené předpoklady na funkci V jsou takové, že
nenı́-li přı́tomna kořist, dravec nic neulovı́, má-li dravec vı́ce kořisti, neulovı́ ji méně a že jeden
dravec nemůže zkonzumovat neomezené množstvı́ potravy, ale lovı́ a konzumuje kořist pouze do
určité mı́ry, která odpovı́dá hladině jeho nasycenı́. Matematicky formulováno, musı́ platit V (0) = 0
a funkce V je neklesajı́cı́ a shora ohraničená.
Funkce m(x) udává specifickou mı́ru růstu populace dravce. Tato veličina nezávisı́ na y, protože
podle předpokladů dravci lovı́ nezávisle na sobě. Přirozené předpoklady na vývoj populace dravce
jsou, že bez přı́tomnosti kořisti populace dravce vyhyne a čı́m vı́ce majı́ dravci potravy, tı́m lépe
jejich populace přežı́vá. Matematické požadavky na funkci m jsou tedy m(0) < 0, m(x) je
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neklesajı́cı́ a kladná pro dostatečně velká x. Zpravidla klademe m(x) = kV (x) − α, kde α je
úmrtnost dravce a člen kV (x) vyjadřuje, že profit populace dravce je přı́mo úměrný ulovenému
množstvı́ kořisti.
Podle předpokladů na funkci µ(x) existuje x∗ s vlastnostı́ µ(x∗) = 0. Tento bod odpovı́dá
stacionárnı́mu stavu kořisti v prostředı́ bez přı́tomnosti populace dravce – nosné kapacitě prostředı́.
Vzhledem k tomu, že populace kořisti nemůže trvale převyšovat nosnou kapacitu prostředı́, pro
vzájemné přežı́vánı́ obou populacı́ ze zdá být rozumný předpoklad, že tento stav populace kořisti
je schopen zajistit přežitı́ populace dravce, tj. že m(x∗) > 0.
Nejběžnějšı́m konkrétnı́m tvarem funkce µ(x) je klesajı́cı́ přı́mka

µ(x) = a
(
1 − x

K

)
,

což znamená, že bez přı́tomnosti populace dravce se populace kořisti vyvı́jı́ podle logistické rovnice
s invaznı́m parametrem a a nosnou kapacitou prostředı́ K.
Nejčastějšı́ uvažované typy trofických funkcı́ jsou následujı́cı́.

(i) Trofická funkce Lotkova–Volterrova typu předpokládá, že množstvı́ ulovené a zkonzu-
mované kořisti je přı́mo úměrné množstvı́ této kořisti, tj.

V1(x) = ax, a ∈ R
+.

Tato trofická funkce sice nesplňuje podmı́nku ohraničenosti pro velká x, nicméně uvá-
dı́me ji zde pro jejı́ jednoduchost a historické postavenı́ (viz str. 87).

(ii) Dalšı́m typem trofické funkce je funkce, která pro malá x je totožná s funkcı́ Lotkova–
Volterrova typu a konstantnı́ pro velká x, tj.

V2(x) =






ax x ∈
(

0,
S

a

)
,

S x ≥ S

a
,

kde S, a jsou reálné konstanty. Konstanta S odpovı́dá hladině nasycenı́ dravce, jeden
dravec nezkonzumuje vı́ce než S kořisti. Tento typ trofické funkce je typický napřı́klad
pro organismy, které lovı́ kořist filtrovánı́m vody (někteřı́ měkkýši) a pro býložravce.
V populačnı́ ekologii se tento typ funkce nazývá Holling-I.

(iii) Hladkou aproximacı́ trofické funkce předchozı́ho typu jsou napřı́klad funkce

V3(x) = S
x

x + p
, V3a(x) = S

(
1 − e−ax

)
.

Čı́slo p > 0 je tzv. Michaelisova–Menterové konstanta a souvisı́ s rychlostı́ růstu trofické

funkce. Přesněji: Je-li většı́ p, je růst trofické funkce pomalejšı́, nebot’V ′
3(0) =

S

p
). Tento

typ trofické funkce se nazývá Holling-II. Podobný průběh má i funkce

V3b(x) = S
(
1 − e−axy1−b

)
.

U této funkce je navı́c parametr b, který charakterizuje vztahy mezi dravci. Přı́pad
b ∈ (0, 1) modeluje situaci, kdy si dravci pomáhajı́ v ničenı́ kořisti, přı́pad b > 1 situaci,
kdy si dravci konkurujı́.

(iv) Má-li kořist možnost úkrytu před dravcem, nebo pokud dravci ignorujı́ malé množstvı́
kořisti (to je možné pouze v přı́padě, že majı́ ještě dalšı́ alternativnı́ zdroje potravy, což
jsme zatı́m neuvažovali), lze trofickou funkci uvažovat po částech lineárnı́, kdy je funkce
nejprve nulová, poté lineárnı́ rostoucı́ a po dosaženı́ hladiny nasycenı́ dravců lineárnı́
konstantnı́. Tato funkce je zachycena na obrázku jako funkce V4(x).

(v) Hladkou aproximacı́ předchozı́ho typu funkce jsou napřı́klad esovité funkce

V5(x) = S
x2

p + x2
, V5a(x) = S

(
1 − e−ax2

)
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OBRÁZEK 6. Trofické funkce.
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OBRÁZEK 7. Lotkův–Voterův model dravec-kořist

Tento typ trofické funkce se nazývá Holling-III. Exponenciálnı́ funkci V5a(x) je možno
opět modifikovat parametrem b, vyjadřujı́cı́m kooperaci nebo konkurenci dravců, po-
dobně jako jsme to viděli u funkce V3a(x).

5.1. Lotkův–Volterrův model dravec–kořist

Jednoduchý model predace jako vzájemného působenı́ dvou živočišných druhů sestavil italský
matematik V. Volterra v roce 1926 při snaze vysvětlit kolı́sánı́ populacı́ ryb v Jaderském moři.
Podobný systém diferenciálnı́ch rovnic studoval již dřı́ve matematik A. Lotka, proto je tento
model nazýván Lotkovým–Volterrovým modelem. Označı́me-li x velikost populace kořisti a y
velikost populace dravce, model interakce podle Volterry má tvar

x′ = ax − cxy,

y′ = −αy + γxy,
(5.2)

kde a, α, c, γ jsou kladné reálné parametry. V tomto modelu je tedy obsažen předpoklad konstantnı́
specifické mı́ry růstu populace kořisti6 a lineárnı́ trofické funkce.

x-nulklinami jsou přı́mky x = 0 a y =
a

c
, y-nulklinami jsou přı́mky y = 0 a x =

α

γ
. Stacionárnı́mi

body systému jsou S1 = [0, 0] a S2 =

[
α

γ
,
a

c

]
. Bod S1 je sedlo, jak plyne z tvaru směrového pole.

Bod S2 je bod rotace, lze dokonce ukázat, že se jedná o střed, protože každá trajektorie systému
v prvnı́m kvadrantu je uzavřená. Každá trajektorie je cyklem, který se ve fázové rovině otáčı́ proti
směru hodinových ručiček. Maximu kořisti tedy vždy následuje maximum dravce, které zredukuje
množstvı́ kořisti k minimálnı́ hodnotě. Dı́ky tomuto minimálnı́mu množstvı́ kořisti populace dravce
vymı́rá, což umožnı́ populaci kořisti jejı́ opětovné rozmnoženı́, které uzavře celý cyklus.

6Předpokládáme tedy poněkud nerealisticky exponenciálnı́ růst populace kořisti v prostředı́ bez predátorů.
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OBRÁZEK 8. Modifikovaný Lotkův–Voterův model dravec-kořist

Velikou nevýhodou tohoto modelu je fakt, že jakékoliv náhodné změny v systému přesunou vývoj
populace na jinou trajektorii, přičemž tato změna je trvalá. Náhodné fluktuace tedy v prostředı́
nezaniknou, ale zůstanou zachovány. Dı́ky tomu je model poněkud nerealistický. Přesto se však
pomocı́ tohoto modelu podařilo vysvětlit mnoho jevů, které byly skutečně pozorovány v přı́rodě.
Známé jsou napřı́klad dlouhodobé a podrobné záznamy Společnosti Hudsonova zálivu, týkajı́cı́ se
pravidelného kolı́sánı́ množstvı́ vykoupených kožešin zajı́ců a rysů v letech 1845–1935.

5.2. Modifikovaný Lotkův–Volterrův model

Kromě pravidelných cyklů ve velikosti populace dravce a kořisti byly pozorovány i společen-
stva, která naopak vykazujı́ stabilnı́ stavy populacı́ – napřı́klad populace býložravých veverek
v Arktidě. Lze ukázat, že modifikace klasického Lotkova–Volterrova modelu spočı́vajı́cı́ v tom, že
kořist budeme modelovat logistickou rovnicı́ s nosnou kapacitou prostředı́, odstraňuje nestabilitu
a nezachovává náhodné perturbace. Uvažujme model

x′ = (a − bx)x − cxy,

y′ = −αy + γxy,
(5.3)

kde všechny parametry jsou kladná reálná čı́sla.
V nepřı́tomnosti dravce (tj. pokud je y = 0) se populace kořisti vyvı́jı́ podle logistické rovnice a

jejı́ velikost nemůže trvale přesáhnout nosnou kapacitu prostředı́ K =
a

b
. Předpokládejme, že tato

velikost populace může zajistit přežitı́ populace dravce, tj. γ
a

b
− α > 0.

V průsečı́ku nulklin a−bx−cy = 0 a γx−α = 0 je stacionárnı́ bod, který je bud’stabilnı́m ohniskem
nebo stabilnı́m uzlem (zkuste dokázat sami). Trajektorie se opět otáčı́ proti smyslu hodinových
ručiček, tj. opět maximu kořisti následuje maximum dravce, minimum kořisti a minimum dravce,
což je zcela přirozený výsledek.

5.3. Model dravec–kořist Gauseho typu

V Lotkově–Volterrově modelu jsou dravci velmi hladovı́ a zejména velmi žravı́ – trofická funkce
nenı́ ohraničená. Pokusme se prozkoumat podrobněji model dravec–kořist s poněkud realističtějšı́
trofickou funkcı́. Použijeme trofickou funkci Holling-II a předpoklad logistického růstu populace
kořisti. Přesněji, uvažujme soustavu diferenciálnı́ch rovnic

x′ = a
(
1 − x

K

)
x − c

p + x
xy,
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OBRÁZEK 9. Gauseho model dravec-kořist

y′ = −αy +
γ

p + x
xy,

kde x je velikost populace kořisti, y velikost populace dravce, a,K, c, p, γ, α jsou kladné konstanty.
x-nulklinami jsou přı́mka a parabola

n1x : x = 0,

n2x : a
(
1 − x

K

)
− cy

p + x
= 0,

y-nulklinami jsou přı́mky

n1y : y = 0,

n2y :
γx

p + x
= α.

V průsečı́ku nulklin n1x a n1y je stacionárnı́ bod S1 = [0, 0]. V tomto stavu má populace kořisti
kladný a populace dravce záporný invaznı́ parametr.
V průsečı́ku nulklin n2x a n1y je stacionárnı́ bod S2 = [K, 0]. V tomto stavu je tedy populace
kořisti ve stabilnı́m stavu odpovı́dajı́cı́m hodnotě nosné kapacity prostředı́. V dalšı́m budeme
předpokládat, že tato velikost populace kořisti uživı́ populaci dravce, tj. budeme předpokládat, že
populace dravce má v tomto stavu kladný invaznı́ parametr. Matematicky vyjádřeno, platı́

γK

p + K
> α.

Průsečı́k nulklin n2x a n2y označme [x∗, y∗]. Jedná se o body, ležı́cı́ v průsečı́ku paraboly

y =
a

c
(p + x)

(
1 − x

K

)

a svislé přı́mky

γx = α(p + x), tj. x =
αp

γ − α
.

Nulkliny n1x a n2y jsou svislé přı́mky, které se neprotnou.
Jakobiho matice systému je matice

J(x, y) =



−ax

K
+ a

(
1 − x

K

)
+

cxy

(p + x)2
− cy

p + x
− cx

p + x

− γ

(p + x)2
xy +

γ

p + x
y −α +

γx

p + x




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OBRÁZEK 10. Limitnı́ cyklus v Gauseho modelu (vlevo trajektorie, která se na
cyklus namotává z vnějšku a vpravo z vnitřku)

Protože matice

J(0, 0) =

(
a 0
0 −α

)

a

J(K, 0) =




−a − cK

p + K

0 −α +
γK

p + K





majı́ obě záporný determinant, je v bodech S1, S2 sedlo. V bodě S3 platı́

J(x∗, y∗) =




−ax∗

K
+

cx∗y∗

(p + x∗)2
− cx∗

p + x∗
pγy∗

(p + x∗)2
0





a protože

detJ(x∗, y∗) =
cpγx∗y∗

(p + x∗)3
> 0,

nenı́ v bodě S3 sedlo. Protože platı́
cy∗

p + x∗ = a

(
1 − x∗

K

)
, je stopa Jakobiho matice v bodě S3

Tr J(x∗, y∗) = x∗
(

− a

K
+

a
(
1 − x∗

K

)

p + x∗

)

=
ax∗

K(p + x∗)
(−(p + x∗) + (K − x∗))

=
ax∗

K(p + x∗)
(K − p − 2x∗)

a bod S3 je tedy stabilnı́, pokud x∗ >
K − p

2
(viz Obrázek 9) a nestabilnı́, pokud x∗ <

K − p

2
(viz Obrázek 10). Pokud je tento bod nestabilnı́, znamená to, že v systému nenı́ žádný stabilnı́
stacionárnı́ bod. Protože však z tvaru směrového pole plyne, že všechny trajektorie jsou ohraničené,
musı́ v systému existovat alespoň jeden cyklus, ke kterému všechny trajektorie konvergujı́. Lze
dále ukázat, že takový cyklus je jediný.
Systém se tedy bude nacházet ve stavu, kdy jsou velikosti obou populacı́ bud’konstantnı́, nebo se
periodicky opakujı́, přičemž oba tyto stavy jsou stabilnı́ vůči náhodným fluktuacı́m.



Dodatky

A. Výsledky úloh

Výsledky úloh ke Kapitole 1

Úloha 2.1. 1) y2(2xe−x−2C) = 1, C ∈ R; y ≡ 0; yp =
1√

2xe−x + 1
. 2) y2+2y+ln(y−1)2 =

= −2

x
+ C , C ∈ R; y ≡ 1. 3) y2 = ln(1 + ex) + C, C ∈ R. 4) sin y = −

(
x3

3
+ x

)
+ C ,

C ∈ R. 5) arcsin y = tg x + x + C , C ∈ R; y ≡ ±1. 6) arcsin x + arcsin y = C , C ∈ R.

7) y =

√
x − 1

x
+ C, c ∈ R. 8) y = tg

(
x3

3
+ C

)
, C ∈ R. 9) y =

C

1 + ex
, C ∈ R. 10) y =

= Cx2e
1

x , C ∈ R. 11) y = C(x+1)+1, C ∈ R\{0}; yp =
1

2
x+

3

2
. 12) x2(y2−1) = Ce−x2

,

C ∈ R \ {0}. 13) y2 = 1 + C
x + 1

x − 1
, C ∈ R. 14) y = Ce−

1

x2 C ∈ R. 15) 2yey − 2ey =

= e−x2

+ C , C ∈ R. 16) y = Cex−x2

2 , C ∈ R; yp = ex−x2/2−1/2. 17) y = − ln(1 − Cex),
C ∈ R. 18) y = eC/x, C ∈ R. 19) x2(1+y2) = C , C ∈ R. 20) 1 = (1−y)(C +ln | sin x|),
C ∈ R; y ≡ 1. 21) y2 + 2y + ln(y − 1)2 = x2 − 2x + ln(x + 1)2 + C , C ∈ R; y ≡ 1.

22)
√

1 + x2 +
√

1 + y2 = C , C ∈ R. 23) y = 1 − Ce1/x, C ∈ R. 24) y = 1 − C
√

1 − x2,
C ∈ R. 25) Cx(1 − y2) = 1, C ∈ R; y ≡ ±1. 26) x2(y2 − 1) = Ce−x2

, C ∈ R; y ≡ ±1.

27) y = (Cx2−1)2, C ∈ R
+; y ≡ 0. 28) arctg x = arctg y+C , C ∈ R. 29) y =

1

3

( C

cos3 x
−

− 1
)

, C ∈ R. 30) sin y = C cos x, C ∈ R. 31) cos y =
C

sin x
, C ∈ R; yp = arccos

√
2

2 sin x
.

32) y = (x ln x−x+C)2, C ∈ R; yp = (x ln x−x+1)2. 33) y = − 3

3x + x3 − C
, C ∈ R; yp =

= − 3

3x + x3 − 3
. 34) Návod: přepište nejprve rovnici do tvaru y′ = yex, řešenı́m je y = Ceex

,

C ∈ R \ {0}.

Úloha 3.1. V následujı́cı́ch vzorcı́ch platı́ C ∈ R, nenı́-li výslovně uvedeno jinak. 1) sin
y

x
= Cx.

2) y = − x

ln |x| + C
, y ≡ 0. 3) (y+x)2 = Cx3, (yp+x)2 = x3, tj. yp = x3/2−x. 4) y = xeCx.

5) Návod: upravte rovnici na tvar y′ =
y

x
ln

y

x
, y = xeCx+1. 6) y = −x ln(C − ln |x|). 7) y =

= x arcsin(ln |x| + C). 8) ey/x = C(x + y), C ∈ R \ {0}; y = −x. yp = −x. 9) ye
−x

y = C ,

91
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C ∈ R \ {0}, y ≡ 0. 10) y2 + 2xy − x2 = C . 11) arctg(y/x) =
1

2
ln(x2 + y2) + C .

12) y2 = x2 ln x2 + Cx2.

Úloha 4.3. V následujı́cı́ch vzorcı́ch platı́ C ∈ R. 1) y =

(
x2

2
+ x + C

)
(x + 1)2. 2) y =

=
1√

2x + 1
(C + x + 3

√
2x + 1). 3) y = C cos x + sin x. 4) y = 2(−1 + sinx) + Ce− sin x.

5) y =
1

2

(sin2 x

cos x
− cos x +

C

cos x

)
. 6) y = x2 + Cx2e

1

x . 7) y = x− 1 + Ce−x, yp = x− 1 +

+ 4e−x. 8) y =
x2

3
+

C

x
, yp =

x2

3
− 7

3x2
. 9) y =

1

2x2

(
C − e−x2

)
. 10) y =

1

cos x

(
C −

− cos 2x

2

)
. 11) y = ex(C +

x2

2
+ ln |x|). 12) y = −cos x

2
+

C

cos x
, yp = −cos x

2
+

1

2 cos x
.

13) y =
1

2
√

1 − x2
[C + arcsin2 x].

Úloha 4.4.
1

y − 1
dy = −a(x) dx

Úloha 5.3. V následujı́cı́ch vzorcı́ch platı́ C ∈ R. 1) y =
C

x2 + 1
. 2) x3y2 + 7x = C . 3) exy +

+x2 +y = C . 4) x2 cos2 y−cos y = C . 5)
x3

3
−xy2 +5y = C . 6)

x2

2
+x ln y−cos y = C .

7) x sin y + y cos y = C . 8) x4 − x2y2 + y4 = C . 9) x + arctg
y

x
= C nebo ekvivalentně

arctg
x

y
−x = C . 10)

√
x2 − y2 − y = C . 11) xy−

√
1 + y2 = C . 12) x+

1

3
(x2 + y2)

3

2 −

− y2

2
= C . 13) ln x ln(ln y) +

x2y3

3
= C .

Úloha 6.1. Metody se lišı́ jenom způsobem určenı́ směrnice pro dalšı́ krok. Stačı́ proto v algoritmu
odpovı́dajı́cı́m způsobem nahradit řádek

k:=rovnice(x,y); # smer Eulerovy metody

V přı́padě metody Runge Kutta druhého řádu tento řádek nahradı́me napřı́klad řádky

kE:=rovnice(x,y); # smer Eulerovy metody
k:=rovnice(x+krok/2,y+kE*krok/2); # smer metody RK

a v přı́padě metody Runge Kutta čtvrtého řádu řádky

kE:=rovnice(x,y); # smer Eulerovy metody
kR:=rovnice(x+krok/2,y+kE*krok/2); # smer metody RK
ka:=rovnice(x+krok/2,y+kR*krok/2); # pomocny smer alpha
kb:=rovnice(x+krok,y+ka*krok); # pomocny smer beta
k:=(kE+2*kR+2*ka+kb)/6; # smer metody RK4

Úloha 7.1. Čas t začneme měřit od 12:00 hodin. Protože se růst bakteriı́ řı́dı́ podle zadánı́
diferenciálnı́ rovnicı́ y′ = ky, platı́ y = y0e

kt, kde y0 je velikost populace v čase t = 0, tj. ve
12:00. Podle zadánı́ platı́ 3y0 = y0e

2k. Odsud je možno určit k = ln
√

3. Zajı́má nás čas t, pro
který bude platit 100 y0 = y0e

t ln
√

3. Odsud t ≈ 8.3836 ≈ 8 hod 23 min. Velikost populace bude
100-násobná ve 20:23 hodin.
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Úloha 7.2. Návod: platı́ (viz str. 19) y(t) = 10 000 · Ce10 000·αt

1 + Ce10 000·αt
. Z počátečnı́ podmı́nky

y(0) = 1 000 určı́me hodnotu konstanty C a poté z podmı́nky y(1) = 2 000 určı́me hodnotu

konstanty α. Výsledek: y(t) = 10 000 · ebt

9 + ebt
, kde b = ln

9

4
.

Úloha 7.3. Derivace
dy

dt
, která vyjadřuje změnu množstvı́ nečistot v jezeře za jeden den, se skládá

za dvou částı́. Jednak je tato změna způsobena přı́růstkem c kg vlivem dodávaného znečištěnı́ a
jednak úbytkem vzniklým odtokem z jezera. Tento úbytek je, stejně jako v Přı́kladu 1.2 na straně

8, roven
r

V
y, kde r, V jsou pro dané jezero konstanty. Zavedeme-li pro zjednodušenı́ novou

konstantu k =
r

V
, je změna množstvı́ nečistot v jezeře popsána rovnicı́

dy

dt
= c − ky,

kde c a k jsou konstanty. Jedná se o lineárnı́ rovnici, jejı́ž řešenı́ je y(t) =
c

k
+ Ce−kt, kde C

je integračnı́ konstanta, která souvisı́ s počátečnı́ podmı́nkou. Rovnovážnou hodnotu, na které se

hladina znečištěnı́ ustálı́, nalezneme bud’jako limitu lim
t→∞

y(t), nebo z podmı́nky
dy

dt
= 0. V obou

přı́padech vycházı́ y(∞) =
c

k
. Všimněme si, že tato rovnovážná poloha nezávisı́ na počátečnı́

podmı́nce, ale pouze na parametrech charakterizujı́cı́ch jezero a rychlost znečišt’ovánı́.

Úloha 7.4. Podle modelu v Přı́kladu 1.2 se změna množstvı́ nečistot v jezeře v každém okamžiku
řı́dı́ rovnicı́

dy

dt
= −ky,

kde k =
r

V
je pro dané jezero konstanta. Řešenı́m této rovnice, které splňuje počátečnı́ podmı́nku

y(0) = y0, je funkce y = y0e
−kt. Po čase T je tedy v jezeře y0e

−kT kg nečistot. Po uplynutı́
času T se vždy množstvı́ nečistot v jezeře snı́žı́ ekT -krát. Bezprostředně po vypuštěnı́ druhé dávky
znečištěnı́ obsahuje jezero

(y0e
−kT + y0) kg

nečistot a po uplynutı́ doby 2T (tj. po uplynutı́ doby T od druhé kontaminace) obsahuje jezero

(y0e
−kT + y0)e

−kT kg, neboli y0e
−2kT + y0e

−kT kg

nečistot. Po uplynutı́ nT hodin bude jezero obsahovat

y0e
−nkT + · · · + y0e

−2kT + y0e
−kT kg

nečistot. Jedná se o geometrickou řadu, pro n → ∞ je součet této geometrické řady roven

y0
e−kT

1 − e−kT
. K této hodnotě se bude množstvı́ nečistot blı́žit vždy v okamžiku těsně před novou

kontaminacı́, tj. v okamžiku, kdy je jezero nejčistějšı́.

Úloha 7.5. y(t) = y0e
k sin t, ymin = y0e

−k, ymax = y0e
k.

Úloha 7.7. Diferenciálnı́ rovnice křivky je

y′ = −
√

1 − x2

x
.
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Integracı́ obdržı́me

y = −
√

1 − x2 +
1

2
ln

1 +
√

1 − x2

1 −
√

1 − x2
+ C = −

√
1 − x2 + ln

1 +
√

1 − x2

x
+ C.

Z počátečnı́ podmı́nky y(1) = 0 plyne C = 0.

Výsledky úloh ke Kapitole 2

Úloha 3.1. V následujı́cı́ch vzorcı́ch platı́ C1, C2 ∈ R. 1) y = C1e
x + C2e

−2x − 1

2
e−x. 2) y =

= C1+C2e
−2x+

1

3
ex. 3) y =

(
1

2
x2 − x + 1

)
e−2x+C1e

−2x+C2e
−3x. 4) y = −1

4
− 2

3
ex+

+ C1e
2x + C2e

−2x. 5) y = C1e
x + C2e

−x +
1

2
xex − 1

4
ex − 1 = c1e

x + c2e
−x +

1

2
xex − 1.

6) y =
(
C1 + C2x +

x2

2
ln x − 3x2

4

)
e−x. 7) y =

(
C1 + C2x +

1

2x

)
ex. 8) y =

(
C1 +

+C2x−x+ x ln |x|
)
ex. 9) y =

(
C1 + C2x+ x arcsinx+

√
1 − x2

)
ex. 10) y = C1 sin x+

+C2 cos x−x cos x+sin x ln sinx. 11) y = C1 cos x+C2 sin x+
cos2 x

sin x
− 1

2 sin x
. 12) y =

= C1 sinx + C2 cos x− 1

2
x cos x +

1

2
sin x. 13) y = C1 sin x + C2 cos x− (cos x) ln | sin x| −

− cos x − x sin x. 14) y = C1 cos x + C2 sin x + 3. 15) y = C1 cos(2x) + C2 sin(2x) +
1

4
x.

16) y = C1e
x/2 + C2e

−x + ex. Návod: nejprve přepište rovnici do tvaru y′′ +
1

2
y′ − 1

2
y = ex.

17) y = C1e
2x +C2e

x − (x+1)ex. 18) y = C1e
x +C2e

2x +
5

3
e−x. 19) y = C1e

x +C2e
2x +

+
1

10
sin x +

3

10
cos x. 20) y = C1e

−x + C2e
−2x + (e−x + e−2x) ln(ex + 1).

Úloha 3.2. V následujı́cı́ch vzorcı́ch platı́ C1, C2 ∈ R. 1) y = C1e
−x + C2xe−x + x2 − 3x +

+ 2. 2) y = C1 cos
(√

2x
)

+ C2 sin
(√

2x
)

+
1

2
x3 − 3

2
x − 1

2
. 3) y = C1e

x + C2e
−3x −

− 1

5
sinx− 1

10
cos x. 4) y = C1e

x +C2e
−3x +

3

4
ex. 5) y = C1e

−
√

2x +C2e
√

2x − 1

2
x3 − 3

2
x.

6) y = C1e
−x + C2xe−x +

1

2
sin x + cos x. 7) y = (3− x)ex + C1e

(3+
√

5)x/2 + C2e
(3−

√
5)x/2.

8) y = x2 − 2x − 1 + C1e
−x/2 cos

(√
3

2
x

)
+ C2e

−x/2 sin

(√
3

2
x

)
.

Úloha 4.1. V následujı́cı́ch vzorcı́ch mohou všechny konstanty nabývat libovolných reálných

hodnot. 1) y = C1x
3 + C2x

2 + C3x + C4. 2) y =
1

2
x4 + C1x

2 + C2x + C3. 3) y = x ln x −

−x+c1x+c2 = x ln x+C1x+C2. 4) y = − 1

15
(1−x)5 +C1x

2 +C2x+C3. 5) y = −e−x +

+ C1x
2 + C2x + C3. 6) y =

x2

2
ln x− 3

4
x2 + c1

x2

2
+ c2x + c3 =

x2

2
ln x + C1x

2 + C2x + C3.

7) y = x sin x + 4cos x + C1x
3 + C2x

2 + C3x + C4.
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Výsledky úloh ke Kapitole 3

Úloha 3.2. 1) stab. ohnisko v bodě [0, 0], sedlo v bodě [1, 1]. 2) nestab. uzel v bodě [0, 1], nestab.

uzel v bodě [2,−1], sedlo v bodě [1, 0]. 3) nestab. ohnisko v bodě [−1,−1], sedlo v bodě
[√

2, 0
]
,

sedlo v bodě
[
−
√

2, 0
]
, stab. uzel v bodě [2, 2]. 4) nestab. ohnisko v bodě [1, 1] nelze rozhodnout

(Jacobiho matice má nulový determinant) v bodě [0, 0]. 5) sedlo v bodě [1, 1], stab. uzel v bodě
[−4,−4]. 6) nestab. ohnisko v bodě [5, 1], sedlo v bodě [−3,−3]. 7) nestab. uzel v bodě [0, 0],

stab. uzel v bodě [2, 1], sedlo v bodě [0, 2], sedlo v bodě

[
5

2
, 0

]
. 8) nestab. uzel v bodě [0, 0], stab.

uzel v bodě [1, 2], sedlo v bodě

[
0,

7

3

]
, sedlo v bodě [2, 0]. 9) stab. ohnisko v bodě [−3,−3],

nestab. ohnisko v bodě [1, 1], sedlo v bodě

[
0,

3

2

]
. 10) nestab. ohnisko v bodě [−1,−2], sedlo

v bodě
[
0,−

√
5
]
, sedlo v bodě

[√
5, 0
]
, stab. ohnisko v bodě [1, 2]. 11) nelze rozhodnout

(Jacobiho matice má nulový determinant) v bodě [0, 0], stab. uzel v bodě [2, 4]. 12) stab. uzel
v bodě [−2,−1], sedlo v bodě [2, 1]. 13) ohnisko nebo bod rotace v bodě [0, 0], sedlo v bodě [2, 1].

14) stab. ohnisko v bodě [−1, 0], sedlo v bodě

[
0,−1

3

]
, stab. ohnisko v bodě [2, 1]. 15) nestab.

uzel v bodě [1, 2]. 16) nestab. uzel v bodě [1, 1], sedlo v bodě [2, 0]. 17) sedlo v bodě [1, 1],
nestab. ohnisko v bodě [1,−1]. 18) stab. uzel v bodě [1, 1], sedlo v bodě [−1, 1]. 19) nestab.

uzel v bodě [0, 0], stab. uzel v bodě [0, 2], stab. uzel v bodě [1, 0], sedlo v bodě

[
3

5
,
1

5

]
.

B. Řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic na počı́tači

V současnosti existuje mnoho matematických programů umožňujı́cı́ch řešit diferenciálnı́ rovnice
symbolicky (hledánı́ obecného řešenı́, přičemž v rovnici se mohou vyskytovat i parametry a obecné
konstanty) i numericky (hledánı́ aproximace řešenı́, přičemž v rovnici musı́ mı́t všechny konstanty
přiřazenu konkrétnı́ hodnotu a musı́ být zadána počátečnı́ nebo okrajová podmı́nka).
Nejčastěji jsou použı́vány takzvané systémy počı́tačové algebry, anglicky Computer Algebra Sys-
tems (CAS). Existujı́ komerčnı́ i volně šiřitelné programy této skupiny a všechny jsou schopny
jak řešit běžné diferenciálnı́ rovnice, tak počı́tat určité i neurčité integrály. Napřı́klad v systému

Maxima se výpočet integrálu
∫

x3 sin(x) dx redukuje na použitı́ přı́kazu

integrate(xˆ3*sin(x),x);
a nalezenı́ obecného řešenı́ rovnice y′ = sin(x)y2 na použitı́ přı́kazu

ode2(’diff(y,x)=sin(x)*yˆ2, y, x);

Komerčnı́ programy (Maple, Mathematica) jsou zpravidla výkonnějšı́ než programy volně šiřitelné,
rozdı́l výkonu se však projevı́ až při řešenı́ úloh, které mnohonásobně převyšujı́ nároky kladené
na čtenáře tohoto textu. Volně šiřitelné programy jsou stále dostatečně výkonné a je často možno
je spouštět přes webové rozhranı́ bez nutnosti instalace na lokálnı́ počı́tač. Do této kategorie
patřı́ programy SAGE (http://sagemath.org/, online notebook na http://sagenb.
org/, základnı́ česká dokumentace na http://www.math.muni.cz/˜plch/diplomky/
Sage.pdf) a Maxima (http://maxima.sourceforge.net/, online notebook na http:
//www.my-tool.com/mathematics/maximaphp/, základnı́ slovenská dokumentace na
http://people.tuke.sk/jan.busa/kega/maxima.html).
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Dále je možno k řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic využı́t webové služby Wolfram Alpha (http:
//wolframalpha.com, zprostředkovává některé vybrané výpočty programu Mathematica) a
MAW (http://www.mendelu.cz/user/marik/maw, řešı́ diferenciálnı́ rovnice i s postu-
pem, který by použil při řešenı́ student, u LDR druhého řádu umožňuje volbu metody mezi variacı́
konstant a metodou neurčitých koeficientů) – viz Poznámka 2.4 na straně 17.

C. Metody výpočtu nejčastějšı́ch integrálů

Mnoho integrálů je možno „vypočı́tat“ pomocı́ systémů počı́tačové algebry (viz předchozı́ odsta-
vec). Dále je možno využı́t vyhledávač Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com).
Do tohoto vyhledávače stačı́ zapsat klı́čové slovo integral následované funkcı́ a stisknout tla-
čı́tko Odeslat. Objevı́ se primitivnı́ funkce a po kliknutı́ na odkaz „Show steps“ se objevı́ i vhodná
metoda výpočtu tohoto integrálu. Dalšı́ podobná služba je přı́tomna na webu Mathematical As-
sistant on Web na adrese http://user.mendelu.cz/marik/maw/index.php?form=
integral. Vždy je však vhodnějšı́ nevěřit slepě počı́tačům a jejich algoritmům,7 ale umět
vypočı́tat integrál vlastnı́mi silami.

1. Speciálnı́ typ složené funkce
∫

f(ax + b) dx =
1

a
F (ax + b), (C.1)

kde a, b jsou libovolná reálná čı́sla, a 6= 0 a F (·) značı́ libovolnou z primitivnı́ch funkcı́ k funkci
f(·).

2. Speciálnı́ typ zlomku
∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)| (C.2)

3. Parciálnı́ zlomky
∫

1

x − a
dx = ln |x − a| (C.3)

∫
1

(x − a)n
dx =

1

1 − n
(x − a)1−n, pro n > 1 (C.4)

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctg

x

a
(C.5)

∫
1

(x + m)2 + a2
dx =

1

a
arctg

x + m

a
(C.6)

Následujı́cı́ parciálnı́ zlomky rozepisujeme jako lineárnı́ kombinaci integrálů předchozı́ch typů.
Je-li ve jmenovateli kvadratický výraz, který neobsahuje lineárnı́ člen, postupujeme následovně:

∫
Ax + B

x2 + a2
dx =

∫
A

2

2x

x2 + a2
+ B

1

x2 + a2
dx, (C.7)

7Algoritmy mohou skutečně selhat. Někdy dojde k tomu, že použitý program nenı́ schopen integrál vypočı́tat.
Mnohem komplikovanějšı́ situace však nastává, pokud program vracı́ bez jakéhokoliv varovánı́ nesprávný výsledek.
Opět je vhodné poznamenat, že taková situace zpravidla nastává (pokud vůbec) až při řešenı́ problémů, které značně
přesahujı́ náročnost tohoto textu. Přesto však je nutno umět všechny výstupy matematických programů kriticky zhodnotit
a nenı́ možno přesunout všechnu práci při řešenı́ matematických úloh na bedra počı́tačových programů.
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přitom prvnı́ z těchto zlomků je zlomek typu (C.2) a druhý je typu (C.5). Je-li ve jmenovateli
kvadratický trojčlen nemajı́cı́ reálné kořeny, postupujeme podle následujı́cı́ho schematu:

∫
Ax + B

x2 + Mx + N
dx =

∫
α

2x + M

x2 + Mx + N
+ β

1

x2 + Mx + N
dx, (C.8)

kde prvnı́ zlomek je opět typu (C.2) a druhý doplněnı́m na čtverec8 převedeme na typ (C.6). Čı́sla
α a β jsou vhodná reálná čı́sla (určená jednoznačně), která jsme v konkrétnı́m přı́padě schopni
nalézt.

4. Racionálnı́ funkce.

Racionálnı́ funkcı́ rozumı́me funkci, která je podı́lem dvou polynomů9. Při integraci těchto funkcı́
nastává právě jeden z následujı́cı́ch přı́padů:

(i) Je-li stupeň polynomu v čitateli menšı́ než stupeň polynomu ve jmenovateli, jedná se
bud’přı́mo o některý z parciálnı́ch zlomků, nebo lze funkci rozložit na součet parciálnı́ch
zlomků, které integrujeme samostatně podle předchozı́ho bodu.

(ii) Je-li stupeň polynomu v čitateli stejný nebo vyššı́ než stupeň polynomu ve jmenova-
teli, vydělı́me čitatel jmenovatelem pomocı́ algoritmu pro dělenı́ polynomů se zbytkem.
Tı́mto úlohu převedeme na výpočet integrálu z polynomu a z racionálnı́ funkce před-
chozı́ho typu — bude se jednat o parciálnı́ zlomek nebo o funkci, kterou lze na součet
parciálnı́ch zlomků rozložit.

(iii) Je-li ve jmenovateli pouze výraz xk, k ∈ N, stačı́ vydělit samostatně každý člen čitatele
tı́mto jmenovatelem a jednotlivé výrazy v takto zı́skaném součtu integrovat každý zvlášt’.

5. Integrály převoditelné substitucı́ na integrál z racionálnı́ funkce.

Necht’ R(x) je racionálnı́ funkce, resp. necht’ R(x, y) je racionálnı́ funkce dvou proměnných.
Následujı́cı́ integrály lze pomocı́ substituce převést na integrál z racionálnı́ lomené funkce a řešit
pomocı́ přı́slušného z předchozı́ch bodů.

(i)
∫

R
(
cos(x)

)
sin(x) dx — substituce cos(x) = t, sin(x) dx = − dt.

(ii)
∫

R
(
sin(x)

)
cos(x) dx — substituce sin(x) = t, cos(x) dx = dt.

(iii)
∫

R(x,
√

ax + b) dx — substituce t =
√

ax + b, tj. ax + b = t2, adx = 2t dt.

(iv)
∫

R(x,
k
√

ax + b) dx — substituce t =
k
√

ax + b, tj. ax + b = tk, adx = ktk−1 dt.

(v)
∫

R(ex) dx — substituce ex = t, tj. x = ln(t), dx =
1

t
dt

6. Integrály řešitelné metodou per–partés.

Necht’Pn(x) je polynom stupně n. Následujı́cı́ integrály řešı́me metodou per partés.

8Doplněnı́m kvadratického výrazu x
2+Mx+N na čtverec rozumı́me převedenı́ tohoto výrazu do tvaru (x + a)2+

+ b, kde a a b jsou vhodná reálná čı́sla.
9Pro jednoduchost budeme předpokládat, že polynom ve jmenovateli nemá násobné komplexnı́ kořeny.
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(i) Integrály
∫

Pn(x) sin(ax + b) dx ,
∫

Pn(x) cos(ax + b) dx ,
∫

Pn(x)eax+b dx

počı́táme metodou per–partés tak, že polynom Pn(x) derivujeme a funkci, která s tı́mto
polynomem stojı́ v součinu, integrujeme. Tı́mto postupem převedeme integrál bud’ na
integrál z funkce sinus, kosinus nebo exponenciálnı́ funkce (v přı́padě, že polynom
Pn(x) je lineárnı́), nebo na integrál, který obsahuje polynom stupně o jedničku menšı́ho.
V druhém z těchto přı́padů integraci per partés opakujeme (je potřeba celkem n-násobné
opakovánı́ tohoto postupu).

(ii) Integrály
∫

Pn(x) ln(x) dx ,
∫

Pn(x) arctg(x) dx integrujeme metodou per-partés

tak, že polynom Pn(x) integrujeme a funkci, která s tı́mto polynomem stojı́ v součinu,
derivujeme. Tı́mto integrál přejde v integrál z racionálnı́ funkce (ve jmenovateli bude
bud’x, nebo (x2+1) – poté provedeme dělenı́ polynomů se zbytkem a integrujeme zvlášt’

zı́skaný polynom a parciálnı́ zlomek). Podobně řešı́me integrál
∫

Pn(x) lnm(x) dx .

V tomto přı́padě opět musı́me postup opakovat, a to celkem m-krát.

7. Integrál řešitelný Ostrogradského metodou

Integrál
∫

Pn(x)√
ax2 + bx + c

dx , kde Pn(x) je polynom stupně n, řešı́me Ostrogradského metodou

neurčitých koeficientů — primitivnı́ funkci hledáme ve tvaru

Qn−1(x)
√

ax2 + bx + c + k

∫
1√

ax2 + bx + c
dx,

kde Qn−1(x) je vhodný polynom stupně (n− 1) a k je vhodné reálné čı́slo. Koeficienty polynomu
Q a čı́slo k jsou určeny jednoznačně a jsme schopni je vypočı́tat. Tı́mto problém zjednodušı́me,
protože integrál, který zůstává, je bud’ přı́mo vzorec (je-li a = ±1 a b = 0) nebo integrujeme
doplněnı́m výrazu pod odmocninou na čtverec, užitı́m pravidla (C.1) a přı́slušného vzorce.

Integrál typu
∫ √

ax2 + bx + c dx lze upravit na tvar
∫

ax2 + bx + c√
ax2 + bx + c

dx a počı́tat podle

předchozı́ho. Integrál
∫

P (x) arcsin(x) dx , kde P (x) je polynom, počı́táme metodou per–partés

tak, že derivujeme funkci arcsin x a integrujeme polynom P (x), čı́mž tento integrál přecházı́ na
integrál, který dále počı́táme Ostrogradského metodou.

8. Integrály kvazipolynomů

Integrály typu
∫

P (x)eax sin(bx) dx ,
∫

P (x)eax cos(bx) dx . Předpokládejme, že i exponen-

ciálnı́ i goniometrická funkce se v integrálu skutečně vyskytujı́, tj. že a 6= 0 a b 6= 0 (jinak se jedná
o integrál, který lze vypočı́tat podle bodu 6.). Tyto integrály lze vypočı́tat metodou per–partés. Pro-
tože použitı́ této metody je v tomto přı́padě poměrně komplikované, často použı́váme pro nalezenı́
neurčitého integrálu metodu neurčitých koeficientů — hledáme řešenı́ ve tvaru

p(x)eax sin(bx) + q(x)eax cos(bx),

kde p(x) a q(x) jsou polynomy stejného stupně, jako polynom P (x). Tyto polynomy jsou určené
jednoznačně a jsme schopni je nalézt porovnánı́m koeficientů u jednotlivých mocnin proměnné x.
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D. Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo je jednı́m z prostředků, který v některých přı́padech umožňuje velice efektivně
nalézt řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic pomocı́ determinantů. Uved’me Cramerovo pravidlo pouze
pro soustavy dvou nezávislých lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých10.

Věta D.1 (Cramerovo pravidlo). Uvažujme soustavu lineárnı́ch rovnic

ax + by = c

Ax + By = C

s koeficienty a, b, A, B, s pravými stranami c, C a s neznámými x, y. Je-li determinant D matice
soustavy nenulový, tj. je-li

D =

∣∣∣∣
a b
A B

∣∣∣∣ 6= 0,

má soustava právě jedno řešenı́. Označı́me-li

D1 =

∣∣∣∣
c b
C B

∣∣∣∣ a D2 =

∣∣∣∣
a c
A C

∣∣∣∣ ,

lze neznámé x a y najı́t jako podı́ly x =
D1

D
a y =

D2

D
.

Při řešenı́ nehomogennı́ LDR druhého řádu metodou variace konstant je jednı́m z úkolů nalézt
řešenı́ soustavy rovnic

{
A′(x)y1(x) + B′(x)y2(x) = 0

A′(x)y′1(x) + B′(x)y′2(x) = f(x),
(D.1)

kde y1(x) a y2(x) jsou známé funkce tvořı́cı́ fundamentálnı́ systém řešenı́ rovnice a A′(x), B′(x)
jsou neznámé funkce. Determinant matice soustavy (wronskián – viz definice na straně 52) je
nenulový, tj.

W [y1, y2](x) =

∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = y1(x)y′2(x) − y′1(x)y2(x) 6= 0.

Je tedy možné pro řešenı́ soustavy (D.1) použı́t Cramerovo pravidlo a vypočteme-li pomocné
determinanty

W1 =

∣∣∣∣
0 y2(x)

f(x) y′2(x)

∣∣∣∣ a W2 =

∣∣∣∣
y1(x) 0
y′1(x) f(x)

∣∣∣∣ ,

lze neznámé funkce A′(x), B′(x) obdržet jako podı́ly

A′(x) =
W1

W
, B′(x) =

W2

W
. (D.2)

Hledané funkce A(x), B(x) poté obdržı́me integracı́ a pomocı́ nich a pomocı́ fundamentálnı́ho
systému řešenı́ sestavı́me partikulárnı́ řešenı́ rovnice metodou popsanou již dřı́ve.
Využitı́ Cramerových vzorců je velice efektivnı́ v přı́padě rovnic typu

y′′ + y = f(x),

kdy fundamentálnı́ systém řešenı́ je tvořen goniometrickými funkcemi y1 = cos(x) a y2 = sin(x).
Řešenı́ soustavy (D.1) sčı́tacı́ nebo dosazovacı́ metodou je v tomto přı́padě poměrně zdlouhavé a
málo přehledné. Použı́váme-li Cramerovo pravidlo, je wronskián roven 1 (přı́padně −1, volı́me-li
fundamentálnı́ systém naopak, tj. y1 = sin(x), y2 = cos(x)) a výpočet je poměrně snadný (viz
řešený přı́klad v textu, str. 59).

10Obecnějšı́ formulaci Cramerova pravidla lze nalézt např. v [1, 11]
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křivka
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