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Predmluva

Skriptum je ureno pro posluchate Mendel ovy zemédé ské alesnické univerzity v Brné. Obsahuje
zakladni partie z teorie diferencialnich rovnic s hlavnim diirazem na postupy a metody slouZici
k jejich feSeni. Vzhledem k tomu, Ze ndplin i rozsah vyuky matematiky se najednotlivych oborech
naMZLU li8l, je skriptum koncipovano tak, aby se sestéval o z relativné samostatnych €asti, z nichz
nékteré je mozno bez naruseni kontinuity vynechat i zkréatit.

Diferencialni rovnice jsou podstatnou soucasti teoretického zakladu kazdého inzenyrského studia,
protoze prave uziti diferencidlnich rovnic je nejprirozengsi a nejsnazsi cestou, jak matematicky
popisovat prirodni, technické, ekonomické a €asto i spoletenské jevy, zakony a zakonitosti.

Skriptum je rozdéeno do tfi kapitol. Prvni dvé kapitoly vznikly doplnénim aprepracovanim skript
[6]. Treti kapitola je nova

V prvni kapitole je obsazena z&kladni problematika tykajici se diferenciélnich rovnic prvniho
fadu. V (vodu kapitoly jsou prezentovany zékladni z mnohaaplikaci téchto diferencidnich rovnic.
Otazky existence a jednoznatnosti FeSeni a grafického a numerického feSeni jsou v textu pouze
informativné nastinény a hlavni diiraz je kladen na jednotlivée typy diferencialnich rovnic, které
je mozno FeSit analytickou cestou — rovnice se separovanymi proménnymi, homogenni rovnice,
linearni a exaktni rovnice. Druha kapitola je vénovana predevsim linearnim diferencialnim rov-
nicim druhého Fadu, které najdou uplatnéni zefména v klasické mechanice. Podedni kapitola je
vénovana autonomnim systémiim a je zaméfena predevdim na vysetfeni chovani systémti v okoli
stacionarnich bodU. V této kapitole jsou téz uvedeny zakladni aplikace — model konkurence dvou
druhli amode! spolecenstvi dravce akoristi.

Skriptum predpoklada znal ost diferencialniho aintegralniho poctu funkci jedné proménné av nék-
terych partiich i znalost diferencidniho poctu funkci dvou proménnych. Pfi samostatném FeSeni
GUloh je nezbytna dostatetna zruénost nejen pri vypottu integralli a derivaci, alei pri Upravach vy-
razti obsahujicich zakladni elementarni funkce. Ulohy niZ& obtiznosti jsou oznateny hvézdickou,
priklady ponékud vysSi obtiznosti jsou oznaceny kfizkem.

Jednatlivé kapitoly jsou chapany jako samostatné celky a ¢islovani tedy plati vzdy pouze uvnitf
teto kapitoly. Napriklad (4.2) zna€i rovnici, ktera je v aktualni kapitole, v podkapitole ¢islo 4 a
jedna se o druhou €islovanou rovnici v této podkapitole.

Pro snazsi orientaci Ctendfe je text dlisledné clenén na definice, poznamky, matematické véty,
algoritmy FeSeni jednotlivych rovnic, ilustrativni feSené priklady a Ulohy k samostatnému pro-
cvidovani. Predevdim poznamky jsou &asto relativné samostatné a ucelené. Ctenar tak snadno
pozna, kde konci jedna mySenka a za€ina jina. Motivatni a feSené priklady, zadani Gloh a texty
algoritmil jsou pro prehlednost po okrajich textu oznateny ikonkami , 7 a2,
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4 PREDMLUVA

Skriptum je provazano se systémem Mathematical Assistant on Web, ktery automatizuje proces
feSeni diferencianich rovnic anékterych dalSich typickych matematickych Gloh. Toto provazani je
realizovano nawebové strance ht t p: / / wood. nendel u. cz/ mat h/ r ovni ce. Tato stranka
obsahuje odkazy na nefeSené priklady ze skript. Kazda rovnice je doplnéna odkazem, ktery tuto
rovnici odeSle pfimo do apliakce Mathematical Assistant on Web a student obdrzi vice ¢ méné
podrobné krokovany postup feSeni Ulohy. Dale jsou natéto strance odkazy nanékteré online sluzby
pro feSeni diferencianich rovnic akresleni smérovych poli afazovych portrétl.

Dékuji Mgr. Simoné Fisnarové, Ph.D., za velmi peclivé procteni celého rukopisu a opravu Fady
nedostatk.

Autor
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Kapitola

Diferencialni rovnice prvniho fadu

M ativace —zakladni Glohaintegralniho poctu. Jiz pfi formulovani hlavnich my3enek infinitezi-
malniho poctu se objevila potfeba fesit nasledujici Glohu (tzv. zakladni Gloha integralniho poctu):
Naintervalu I je danaspojitafunkce f(x). Naleznéte funkci y = y(z), kteranaintervalu I splfiuje
vztah

y'(z) = f(2). (0.1)
Jako prostfedek k FeSeni tohoto problému byl vytvofen pojem integrél. Z predchozich partii
matematiky jiz vime, Ze vechny funkce splfiujici rovnici (0.1) jsou tvaru

y(x) = F(x) + C, (0.2
kde F'(x) je libovolna primitivni funkce k funkci f(z) naintervalu I aC' jeintegratni konstanta,
kteramiize nabyvat libovolné redlné hodnoty. Vzorec (0.2) tedy predstavuje celou mnoZzinu funkci

(tzv. obecné feSeni). Nasledujici priklad ukazuje jednu z praktickych aplikaci, ve které se rovnice
(0.1) objevuje.

Priklad 0.1 (model zavéseného mostu). Uvazujme lano, které nese hmotnost rovnomeérné roz- -

loZenou ve vodorovném sméru. Pomoci fyzikalnich Gvah o rovnovaze sil |ze ukazat, Zzelano zaujme
tvar kfivky spliujici diferenciani rovnici
y = ax, (0.3
kde a je konstanta charakterizujici hmotnost, kterou lano nese, a silu, ktera lano napina. Jedna se
tedy o rovnici typu (0.1). Z (0.2) plyne, Ze viechny funkce, které splhuji rovnici (0.3) jsou tvaru
2
y= a% + C, kde C je konstanta. Odsud vyplyvéa, Ze lano zaujme parabolicky tvar. Tento model

odpovida napiklad lanu, na kterém je zavé&sena mostni konstrukce! — prava polovina takového

mostu je schematicky znazornéna na obrazku. Abychom dosahli rovnomérného zatizeni mostni

konstrukce, nosnych asvislych lan, nakterych jemost fyzicky zavésen, je negjvyhodngsi navrhnout
2

konstrukci tak, aby nosna lana zaujala parabolicky tvar dany kfivkou y = o + C.ProrliznaC
se v tomto pripadé jedna o systém parabol, které jsou vzajemné posunuty ve vertikalnim sméru.
M otivace — pocatetni podminka. V prededlych odstavcich jsme viddi, Zze zakladni Gloha inte-
graniho poCtu ma nekonetné mnoho fedeni, které zavisi na jedné redné konstanté. V praxi je
zpravidla nutno z této mnoziny vybrat néaké konkrétni (tzv. partikularni) feSeni, které splhuje
jistou dodatecnou podminku — tzv. pocatetni podminku. V pfedchozim prikladé se zavéSenym
1Poznamenej me jesté, ze pfedpoklad rovnomérného rozlozeni zatéze ve vodorovném sméru je podstatny. Pokud je

z&té7 rozlozena rovnomeérné podél délky lana (napf. provazovy most nebo lano provéSené vlastni vahou), neni rovnici
(0.3) mozné pouzit. Model takového problému uvadime na strané 44.
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6 DIFERENCIALNiI ROVNICE PRVNIHO RADU

OBRAZEK 1. Most zavéSeny nalané

mostem je nutné konce nosného lana ukotvit nékde na pevniné. Logicky nastedy z mnoziny vsech
parabol bude zajimat jen jedna—ta, ktera prochazi bodem upevnéni. Takova Gloha, ktera se sklada
z diferencialni rovnice a pocatecni podminky, se nazyva pocatecni tloha.
Priklad 0.2 (pocatecni Gloha). Hledejme FeSeni pocatetni Ulohy

Y =2z, y(l)=2

ReSeni. Integraci rovnice ziskavame y(xz) = [ 2zdx = 2® + C. Z podminky y(1) = 2 plyne, Ze

je-li z = 1, musi byt y = 2. Dosadime tyto hodnoty do posledniho vztahu, &imz obdrZzime
2=12+C

aodsud C' = 1. ReZenim potatetni Glohy je tedy funkce y(z) = 2% + 1.

V dalSich ¢astech této kapitoly vySe uvedené my3Senky zprfesnime. Navic budeme predpokladat,

Ze prava strana rovnice (0.1) obsahuje i proménnou y. Tento predpoklad je dlleZity vzhledem

k v&tSimu mnozstvi aplikaci takového obecngjSiho problému (nékteré z aplikaci uvadime nize).
V jeho diisledku se ovdem ze zakladni Glohy integralniho pottu (0.1), kterou jsme Fesili pouhou
pripadech. Tyto pripady se budou liSit v tom, jak pfesné prava strana rovnice zavisi ha proménné
y ametody FeSeni se budou v jednotlivych pfipadech liit.
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1. Definice a zakladni vlastnosti

Definice (obyCegna diferencialni rovnice). Obyceinou diferencialni rovnici prvniho fadu
rozieSenou vzhledem k derivaci (strucné - diferencialni rovnici, DR) s neznamou y rozumime
rovnici tvaru

yl = (,0(1’, y)? (R)
kde ¢ je funkce dvou proménnych.
ReZenim (téZ integralem) rovnice na intervalu I rozumime kazdou funkci iy = y(x), ktera je
diferencovatelna na I a splhuje zde identicky rovnici (R).
Necht g, yo jsou reana &isla. Uloha najit Fegeni rovnice (R), které spliiuje zadanou potatetni
podminku

y(xo) = yo (PP)
se nazyva pocatetni (t&z Cauchyova) Uloha. Jejim FeSenim rozumime funkci, ktera spliuje
podminku (PP) aje na ngakém intervalu obsahujicim bod z feSenim rovnice (R).
ReZeni Cauchyovy Glohy nazyvame téz partikularnim FeSenim rovnice (R). Graf libovolného
partikularniho feSeni se nazyva integralni kfivka.

Umluva. Pod pojmem interval v celém textu rozumime otevieny interval, tj. néktery z intervaldl
typu (—o0, 00), (—o0,b), (a,b), (a,0), kde a, b jsou reélna Cida

Poznamka 1.1. Slovné lze definici DR vyjadrit tak, Zze obyCejna diferencialni rovnice je vztah
(platny v ur€itém oboru) mezi neznamou funkci a jejimi derivacemi. Termin ,,obycejna rovnice"
znaci, ze hledana funkce je funkci jedné proménng, tj. derivace v rovnici znaci obycejnou derivaci
(ne parciani, viz téz strana 46).

Poznamka1.2. Funkce y(z) je podle uvedené definice FeSenim rovnice (R) naintervalu 7, jestlize

e existuje derivace ¢/ () pro véechnax € I,
e vyraz o(z,y(x)) je definovan pro vsechna z € I,
e rovnice (R) plati pro vsechnaz € I.

Poznamka 1.3 (symbolika pro zapisderivaci). Je-li funkceg : R — Rvetvaruy = g(x) (j. x je
nezavisa proménna ay je zavisa proménnd), piseme misto obvyklého ¢’ () pro oznateni derivace
funkce g(z) také v/ (), nebo struéngji y'. V prirodnich atechnickych védach se Casto setkavame
. . . o . . . e d e g
jesté s ekvivalentnim znatenim derivace jako podilu diferencialli; ¢/ = YV Gtateli je za
symbolem ,,d“ uvedena zavisla proménna ave jmenovateli nezavida. Je-li nezgvislou proménnou
Cas, oznatujeme jg zpravidla ¢ namisto x aderivaci v tomto pfipadé znaCime tetkou takto: 1.
Poznamka 1.4. Rovnici (R) nékdy uvadime v ekvivalentnim tvaru

dy = ¢(z,y) dz,
ktery Ziskame nahrazenim derivace 3’ podilem diferencidlll dy/dx a formanim vynasobenim
rovnice diferencidem dz.
Poznamka 1.5 (obecng i tvar diferencialni rovnice). V nékterych aplikacich je nutno pracovat
sobecng8imi diferencidlnimi rovnicemi tvaru

®(z,y,y') = 0,
kde @ je funkce tfi proménnych takova, Ze z rovnice neni mozné explicitné vypocitat derivaci

y'. Takove rovnice nazyvame neroz‘eSené vzhledem k derivaci a v tomto textu se jimi zabyvat
nebudeme.

Priklad 1.1 (rst populace). Necht veli¢ina y udava velikost ngjaké populace v okamziku = od '
pocatku méFeni Casu. Populaci zde rozumimeyv &rsim slovasmyslu libovolny soubor objektl, které
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vykazuji uritou vlastnost. Velikost popul ace mé&imeve vhodnych jednotkach (milionjedincl, tuny
biomasy a podobné — nékolik prikladl uvedeme nize). Také Gasovou jednotku volime vhodné pro
dany problém (vtefing, den, stoleti). Jestlize se velikost populace méni s Casem, tj. je-li y = y(z),
udava derivace funkce y v bodé x rychlost, sjakou se veliinay méni v ¢ase z, tj. zménu velikosti
populace v Case x, vztazenou na jednotku méfeni casu.
e Jeliy’ > 0, velikost populace roste (jedné-li se o Zivé organismy, Fikame Ze se popul ace
rozmnozuje).
e Jeliy/ < 0, velikost populace klesa (populace vymird).
e Jeli ' = 0, velikost populace v daném okamziku stagnuje, populace je stabilni a j€i
velikost se neméni.
V mnoha pfipadech rychlost rlistu popul ace souvisi svelikosti této popul ace (napf. spoctem jedincl
v reprodukénim véku) predem znamym zplisobem — existuje tedy vztah mezi funkci y(x) a jeii
derivaci ' (z). Tento vztah mlizeme s vyhodou zapsat pomoci vhodné diferenciani rovnice, jejimz
feSenim bude funkce y (nékolik prikladl uvadime nize). Tedy vyvoj populace v daném okamziku
je popsan diferenciani rovnici (lokalni charakteristika). ReSenim obdrZime funkci, ktera pfimo
udava velikost populace v uréitém &ase (globalni charakteristika). Reeni prislusné DR |ze potom
chapat jako hledani globalni informace z pocatecnich podminek a ze znalosti vyvoje popul ace.

Poznamka 1.6 (specifickamirartstu, invazni parametr). Relativni zménapopulace zajednotku
Casu se nazyva specificka mira rlistu populace a oznatuje symbolem 1. Obecné se miize jednat
o veliginu, ktera zavisi jak navelikosti populace, tak na éase. Casto studujeme napriklad populace
ZivoGichli ur€itého druhu, které Ziji v prostiedi s neménnymi podminkami. V téchto pripadech
zavidost na ase neuvazujeme. Specifickamirartistu . (y) potom udava zménu velikosti populace
o velikosti i za Casovou jednotku, vztaZzenou na jednotkové mnozstvi populace. Vyvoj takové
populace v Case je poté urten diferenciéni rovnici

y' = yu(y). (L1
Specifikace funkce 1.(y) se provédi v zavidosti na uvazovanych pomérech panujicich v populaci
av prostredi, ve kterém populace Zije a rozmnozuje se. Specificka rychlost riistu (0) odpovida
stavu, kdy do neosidlené lokality pronikne nékolik malo jedincli ati se zde zatnou rozmnozovat
pravé rychlosti blizkou hodnoté 1.(0). Z tohoto diivodu se 1(0) nazyva invazni parametr (tento
pojem nabyva na diileZitosti pri studiu lokalit osidlenych vicedruhovym spoletenstvem, viz strana
80). Aby se populace zaCala rozmnozovat, je nutno, aby platilo 1(0) > 0.

Priklad 1.2 (model samocCisténi jezer). Necht veli€ina y[kg] udava hmotnost populace castic,
které zneti®uji vodu v jezefe o objemu V[m?]. Predpokladejme, Ze do jezera pitéka Cista voda
a stgjnou rychlosti odtéka voda s neCistotami (hladina se neméni, je v ustdleném stavu). Necht
veliGinar[m? /den] udava, jaky objem vody sev jezefe takto vymeni zajeden den. Predpokladejme
dale (ponékud nerealisticky), ze rozdéleni zneCistujicich Castic v jezefe je rovnomeérné. Ubytek
hmotnosti neCistot za den x je dan derivaci ¢/ (). Tento Ubytek hmotnosti je mozno vyjadrit téz
ve tvaru %y, kde % je pro dané jezero kladna konstanta. Tato konstanta udava, jak velka cast
z celkového mnozstvi vody se v jezefe vymeéni za jeden den. Proces Ubytku neCistot je popsan
diferenciéni rovnici
’ T
= —=—1. 1.2
Y VY 1.2)
Znaménko minusvyjadfuje, Zeintenzita zneCisténi v jezefe klesa. Je-li znamaintenzita pocatetniho
zneCisténi (napf. je-li znamo, Ze v den = = 0 obsahovalo jezero yy kg necistot), vyjadiime tuto
informaci poCatecni podminkou

y(0) = yo.

Priklad 1.3 (radioaktivni rozpad prvk({). Necht veli¢ina y[gram] udava hmotnost populace
atom{ nestabilniho izotopu radioaktivniho prvku v dané latce v Case . Z jaderné fyziky je znamo,
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Ze pravdépodobnost rozpadu atomu za jednotku €asu je pro vsechny atomy daného izotopu stejna
anezavida na Case. Proto je hmotnost atomll, které za jednotku ¢asu podiehnou radioaktivnimu
rozpadu (vyjadrena derivaci 3'), imérna hmotnosti dosud nerozpadnutych atomtl, tj.

/—_

Yy ==y,

kde A > 0 je rozpadova konstanta daného prvku. Znaménko minus opét vyjadrfuje skutecnost, ze
hmotnost atomt nestabilniho izotopu se sniZuje.

Priklad 1.4 (M althusliv model, model skonstantni specifickou mirou ristu). Uvazujme popu-
laci ZivoCichl, jejiz velikost se méni vlivem narozeni a imrti jedincll. Velikost populace budeme
mé¥it v milionech jedincll. Predpokladejme, Ze porodnost p vyjadrfuje pocet nové narozenych za
rok vztazeny na milion jedincti a Umrtnost « pocet zemrelych jedincll za totéz obdobi vztazeny
opét na milion jedincll. Potom derivace 3/ vyjadiuje zménu velikosti této populace za rok. Podle
vySe uvedeného plati

Y =py—uy=p-uy. (1.3)
Jedn&li se o lidskou populaci, predpokladame zpravidla, Ze porodnost a Umrtnost jsou konstantni

auvedeny model se nazyva Malthusiiv model populace. Je-li p > u, jey’ > 0 avelikost populace
roste, v opatném pripadé popul ace vymira

Poznamka 1.7. Vimnémesi, Ze doposud jsme vSechny vySe uvedené jevy popsali pouze jedinou
diferencidni rovnici

y' = ay, (1.4)
kde o € R je vhodna konstanta. Jak ukézeme na stranach 11 a 19, FeSenim této rovnice je expo-
nencialni funkce. Proto se rovnice (1.4) nazyva rovnici exponencialniho riistu (i kdyz v nékterych
pripadech namisto riistu popisuje Gbytek).

Priklad 1.5 (model smigraci). Predpokladejme navic, Ze poCet jedincli v populaci z Prikladu 1.4
se mlize ménit i vlivem migrace. Oznalime-li poCet emigrantll za rok jako e a poCet imigrant
zarok jako i (zpravidla tyto veliciny pokladame za konstantni), je vyvoj takové populace popsan
diferenciéni rovnici

/

y=p-uy+i—e.

Priklad 1.6 (logisticka rovnice, linearné klesajici specificka mirarstu). Je-li velikost rozvije- .

jici se populace velmi velké, model z Prikladu 1.4 ukazuje, Ze populace roste velmi rychle. Tento
stav v&ak neni prilis redlny u populace, ktera ma pouze omezeny pocet Zivin, zdrojli a Zivotniho
prostoru (souvisi napfiklad s vyZivovacimi kapacitami planety v pfipadé lidské populace nebo
s mnozstvim kysliku ve vodg, v pripadé vodnich organismil). V takovych pripadech dochézi ke
vzajemné konkurenci mezi jednotlivci téhoz druhu a dynamika riistu se zastavuje?. Ukazuje se,
ze model z Prikladu 1.4 je v takovychto pFipadech vhodny jenom pro relativné kratka ¢asova ob-
dobi arelativné malé stavy populace, kdy k problémiim s konkurenci uvnité populace nedochéazi.
V ostatnich pripadech je tfeba zohlednit i maximalni velikost stabilni populace M. Predpokléa
dame v tomto pripadg, Ze rychlost riistu je tmérna velikosti populace y a volné kapacité popul ace
(M — y). Populaci potom popisujeme modelem

y' =ay(M —y), (15)
kde o > 0 je kladna redlna konstanta. Odsud vidime, Ze pro y € (0, M) velikost populace roste
(v > 0), proy = M stagnuje (v = 0) apro y > M populace vymira (y' < 0). Tato rovnice se
nazyva logisticka rovnice, nebo téz Verhulst—Pearlliv model populace a konstanta M se nazyva
nosna kapacita prostiedi. Obecné feSeni této rovnice uvadime na strané 19.

2Pﬁpad konkurence dvou druhll soupeficich o tutéz potravu vyZaduje pouZit soustavu diferencialnich rovnic.
Matematicky model takového soupefeni uvadime na strané 80.
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Priklad 1.7 (populace pod predatnim tlakem). Predpokladejme Ze rlist populace, vyvijgici se
podle predchoziho modelu, je zpomalovan dal&imi vlivy. Potom je rlist popul ace popsan rovnici

y' = ay(M —y) - p(y),
kde p(y) je Elen charakterizujici uvazované zpomaleni rlistu. Tento model je vhodny napriklad pri
studiu populace prirodnich obnovitelnych zdrojt, které jsou tézeny &lovékem. V tomto pripadé je
zpravidla Clen p(y) povazovan za konstantni (té€zba je nezavisla na velikosti populace) arovnice
slouzi k vytvoreni ekologicky akceptovatelneho modelu tézby. Jinym prikladem zpomaleni vyvoje
populace mlize byt plsobeni predatorli, ktefi se populaci zivi. V tomto pripadé funkce p(y)

charakterizuje vliv predatorti na populaci. Napriklad pfi sledovani populace obalete smrkového
2

(jeho larvy jsou jednou ze slozek ptati potravy) je realisticke pouZit funkci® p(y) = 72/2&1 ml kde
a, b jsou vhodné parametry.

Priklad 1.8 (Sifeni informace v populaci, socialni difize). V populaci o velikosti M uvazujme
populaci osob ¥, kterym je znama urcita informace a ktefi tuto informaci dale roz&¥uji. Zpravidla
predpokladame, Ze rychlost Sifeni informace je Umérna poctu osob y, kterym je informace znama,
a poctu osob (M — y), kterym informace znama dosud neni. Proces je tedy opét popsan rovnici
(1.5). Poznamengime jesté, ze pokud velikost populace mé&fime v nasobcich maximalniho pottu
populace, klademe M = 1. V tomto modelu navic nema vyznam predpoklad y > M.

Diferencialni rovnici je mozno pouzit také k vyjadfeni nékterych rovinnych kfivek, jak bylo
uvedeno na prikladé zavéSeného mostu na strané 5.

Na néasledujicim prikladé s ukazeme, Ze pocatetni Uloha miize mit vice nez jedno FeSeni.
Priklad 1.9 (ngjednoznatnost feSeni). Uvazujme pocatetni Glohu
v =3y, y) =0

Funkce y; = (z — 1) je definovana naR a spliuje relace

vi=3z-12=3" a y)=010-1>=0.
Funkce y; je proto feSenim dané pocatetni Ulohy. Totéz plati vSak i pro konstantni funkci y, = 0
(ovéfte sami). Vidime odsud, Ze zadana pocatecni Uloha ma alespon dvé riizna feseni, obé jsou
definovana naR.

Poznamka 1.8 (formulace hlavnich problémd). V souvidosti s diferencialnimi rovnicemi nas
zajimaji predevSim nasledujici otazky
Ma dana pocatecni Uloha Feseni?
Je toto feSeni urceno jednoznatné?
Najakém intervalu je toto feSeni definovano?
Je mozné toto feSeni nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?
Poznamenejme jenom (spise neformang, bez velkych narokl na presnost, podrobngsi informace
|ze nalézt napr. v [11, kap. 17.2]), Ze vétSinainzenyrskych aplikaci vyzaduje, aby odpovéd naprvni
dveé otazky byla kladna. Toto je mozné zarucit tehdy, neni-li chovani funkce ¢(z,y) vzhledem
k proménné y ,, prilis divok&*. Pfesngji, plati nasledujici.

e Je-li funkce p(z, y) spojita, je pocéatetni UlohateSitelna (Peanova véta)

e M&li funkce p(z,y) ohraniCenou parcialni derivaci podle y, je feSeni v ngakém okoli

pocatetni podminky urceno jednoznacné. (Picardova véta)

Sviz Ludwig D., Jones D.D., Holling C. S., Qualitative analysis of insect outbreak systems: the spruce budworm

and forest, J. Anim. Ecol., Vol. 47 (1978), 315-332.
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Pritom jednoznatnou feSitelnosti rozumime stav, kdy libovolna dvé feSeni splfujici tutéz pocatetni
podminku v bodé z( jsou totozna v ngakém okoli bodu z.

V tomto textu se budeme zabyvat pouze rovnicemi, u nichz |ze feSeni nalézt analytickou cestou.
Kromé toho jsou feSeni fady dalSich Casto uzivanych diferencialnich rovnic tabelovana (viz napr.
[11, kap. 17.21]). V literatufe je mozno téZ nalézt fadu vysedki z tzv. kvalitativni teorie diferen-
cidnich rovnic. Takové vysedky udavaji urcitou informaci o feSenich rovnice, kterou neumime
nebo ji nelze analytickou cestou explicitné vyresit.

Poznamka 1.9 (zavidost FeSeni na pocatecnich podminkach a parametrech). Ve vétsSing apli-
kaci je prirozené pozadovat, aby malézmeény v pocatecnim stavu systému (tj. malé& zmény pocatec-
nich podminek) amalé zmeény v parametrech systému (tj. malé zmény diferencialni rovnice) mély
za nasledek pouze malé zmeény ve vysedném FeSeni. Tuto vlastnost nazyvame spojita zavid ost
feSeni na pocatetnich podminkach a parametrech, podrobnégji viz [2, kap. 6].

Poznamka 1.10 (obecné FeSeni). Zpravidla Ize v&echna — nebo alespoi témér vSechna — FeSeni
y(z) vyjadfit pomoci jediného univerzalniho vzorce, ktery obsahuje ngakou konstantu C, tj.

y=y(z,C),
pfipadné v implicitnim tvaru
U(y,z,C) =0.

Toto FeSeni nazyvame obecné feSeni diferencialni rovnice. Kazdée — nebo alespon skoro kazde —
partikularni feSeni rovnice obdrZime z obecného feSeni vhodnou volbou konstanty C'. Napriklad
vSechna FeSeni rovnice (1.4) jsou tvaru

y = Ce*, C eR,

coz jeobecnéfeseni této rovnice (ové&te dosazenim). Partikul &rni feSeni rovni ce, splfiujici pocatetni
podminku y(0) = yo, obdrZzime volbou C' = y,. Podrobn§ji viz Priklad 2.7.

V dalSim textu se budeme zabyvat rovnicemi, u nichz budeme schopni urcit obecné feSeni. Bude-
li zadana pocatetni podminka, uréime prislusné partikularni ¥eSeni vhodnou volbou konstanty
v feSeni obecném.

Poznamka 1.11 (partikularni re%eni). Uvedme, Ze pojem partikularniho feSeni se v literature
pouziva zpravidla ve dvou ponékud odlisnych vyznamech. Je-li zadana diferencialni rovnice a
pocatetni podminka, rozumime partikularnim feSenim ¥eSeni dané pocatecni Ulohy, v souladu
s Definici 1.1 na strané 7. Neni-li pocatecni podminka zadana a hovorime o partikularnim feSeni
dané rovnice, mame namysli jedno libovolné feSeni této rovnice.

Nadedujici priklad ukazuje jak je mozno vhodnou volbou konstanty v obecném FeSeni obdrZet
feSeni partikularni. Ukazuje vsak také pripad partikularniho feSeni, které nelze zadnym postupem
obdrZet z feSeni obecného.

Priklad 1.10 (vztah obecného a partikulérniho feseni). Uvazujme rovnici

y = 3y*?
asvazek funkci
y=(z+c? (16)

definovanych naR, kde ¢ € R je parametr. Pro libovolné ¢ € R splfivje funkce y relace

ajetedy FeSenim dané rovnice. Praotoze (1.6) popisuje celou mnozinu funkci, zavislych najednom
parametru, jedna se 0 obecné feSeni. Vidime, Ze partikularni ¥eseni y; z Prikladu 1.9 Ize ze vzorce
(1.6) obdrzet volbou ¢ = —1, zatimco partikularni feSeni y- pro zadnou volbu konstanty ve vzorci
(1.6) obsazeno neni — jedna se o singularni feSeni ve smyslu Poznamky 2.2 na strané 14.



12 DIFERENCIALNiI ROVNICE PRVNIHO RADU

Poznamka 1.12 (geometricky vyznam diferencialni rovnice). Zajimgme se o to, jak budou
vypadat integrani kfivky rovnice (R). Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke
grafu funkce v tomto bodg, I1zerovnici (R) chapat jako predpis, ktery kazdemu bodu v roviné prifadi
smérnici tecny k integralni kfivce, kteratimto bodem prochazi. Sestrojime-li v dostatetném poctu
(napriklad i nahodné zvolenych) bodl [, y] v roving kraticke Usetky o smérnici (z, ), obdrzime
smérové pole diferencialni rovnice — systém linearnich elementd, které jsou teéné k integralnim
kfivkam. Casto |ze ze smérového pole odhadnout tvar integralnich kFivek. Protoze se véak jedna
pouze o odhad tvaru integrélnich Car, pouZivame tuto metodu jen v pripadé, kdy nam staCi pouze
hruba informace o jednatlivych FeSenich, nebo v pfipadech kdy selhavaji ostatni dostupné metody.
Pocatecni podminka (PP) geometricky vyjadfuje skutecnost, Ze graf pFislusného feSeni prochéazi
Vv roviné bodem [z, yo]. M&li tato poCatetni Uloha jediné feSeni, neprochézi bodem [z, yo| Z&dna
dals kfivka. M&li kazda pocatetni Uloha jediné feSeni (coz bude pro nés velice Casty pripad),
znamenato, zeintegrani kfivky se nikde neprotinaji. Smérova pole nékterych rovnic acasti jejich
integralnich kfivek jsou uvedeny na obrazcich.*

<
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staCi pouzit vyhledavaC aklicovaslovajakoonl i ne sl ope field cal cul ator neboonline direction
field cal cul ator.
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Poznamka 1.13 (fyzikani vyznam smérového pole). Uvazujme rovinu, v jgimz kazdem bodé
plsobi na dané téleso sila F (x,y). Tuto silu zpravidla znazoriujeme vektorem, jehoz orientace
udava smér a délka udava velikost plisobici sily. Déky s nyni nebudeme vSimat a bude nas
zajimat jenom smér plisobici sily. Smérnici primky, ktera udava smér sily plisobici v bodé [z, y]
oznatme k(z,y) (jedna se o velicinu, ktera se obecné milize ménit s ménicimi se soufadnicemi x
ay). Rozlozme silu plisobici v bodé (z, 3y) do dvou slozek ve sméru soufadnych os, tj. F‘(:c, y) =

- F, .
= (Fy(z,y), Fy(z,y)). Tento vektor leZi v pfimce o smérnici k(z,y) = % Potom teCny
z\T, Y

vedené k integralnim k¥ivkam rovnice
udavaji sméry sil plisobicich v bodech dotyku téchto teten s kfivkami — ve fyzice se takovéto
kfivky nazyvaji siloCary silového pole. Rovnici (1.7) jetedy mozno chépat jako diferenciélni rovnici
téchto silocar. U nékterych silovych poli Ize silocary snadno a efektné vizualizovat — napfiklad
siloGary magnetického pole miizeme zviditelnit pomoci zeleznych pilin, silocary elektrického pole
Ize zviditelnit pomaci krupice aricinového olgje.

2. Diferencialni rovnice se separovanymi promennymi
V tomto odstavci si uvedeme postup feSeni jedné z negjjednodusSich diferencialnich rovnic. Je to

rovnice, kde pravou stranu (R) Ize rozepsat na soucin dvou ¢asti, z nichz kazda obsahuje pravé
jednu z proménnych.

Definice (DR se separovanymi proménnymi). Diferencialni rovnice tvaru
y' = f(2)g(y), ©)

kde f a g jsou funkce spojité na (ngakych) otevienych intervalech, se nazyva obycejna diferen-
cialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Priklad 2.1. Rovnice =
Yy —z—y=0

neni rovnice se separovanymi proménnymi, protoze po prepsani rovnice dotvaru iy’ = = +y nelze
pravou stranu rozlozit na soucin dvou funkci, z nichz jedna zavisi pouze na proménné = a druha
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pouze na promeénneé y, jak je pozadovano v (S). Rovnice
ey + ety =0
je rovnice se separovanymi proménnymi, protoze po explicitnim vyjadieni derivace 1/

/ _eeryy
-—=
je mozno tuto rovnici prepsat pomoci algebraickych Uprav natvar
y' = —ye¥ - ¥,

coz je tvar odpovidajici (S).

Poznamka 2.1. Ve vétsiné pripadil dokazeme identifikovat diferenciani rovnice se separovanymi
proménnymi tak, ze z rovnice vyjadfime derivaci a pravou stranu rovnice se snazime rozlozit na
soucin dvou funkci jedné proménné podle vzoru (S). Nasledujici véta udava jednoduse pouzitelné
kritérium, které umozni poznat, zda viibec |ze tento rozklad na soucin provéest.

Véta2.1 (kritérium naovéreni separability). Necht funkce dvou proménnych ¢ (z, v) je nenulova

na konvexni oblasti G a méa zde spojité vsechny parcialni derivace do Fadu dva, vetné. Rovnice
y' = o(z,y)

jerovnice se separovanymi promeénnymi alzeji upravit natvar (S) prave tehdy, kdyz je na mnozné

G nulovy determinant

A NACH) ' '

ey(z,y)  iy(@,y)

Pfiklad 2.2. Rovnicey’ = sin(z) + sin(y) neni rovnice se separovanymi proménnymi, protoze

nasledujici determinant neni naR? nulova funkce.

sin(z) + sin(y) cos(z)

cos(y) 0o |=~ cos(x) cos(y) # 0

Priklad 2.3. Ackoliv to neni na prvni pohled patrng, rovnice y' = sin(z + y) + sin(z — y) je
rovnice se separovanymi proménnymi. Vskutku, plati

sin(z +y) +sin(z —y)  cos(z + y) + cos(z — y)
cos(z +y) — cos(z —y) —sin(x + y) + sin(z — y)

= —sin?(z + ) +sin®(z — y) — (COSQ(JU +y) — cos®(x — y))
= —sin?(z +y) — cos®(z + y) + sin’(z — y) + cos*(z —y) = =1+ 1 = 0.

Vime tedy, Ze rovnici je mozno prepsat do tvaru (S), otazkou viak zlistava, jak toto provéest
prakticky. V tomto pfipadé je situace nastésti jednoducha. Pouzitim souctového vzorce sin o +

+sin 8 = 2sin @ ; b cos & ; b mUiZzeme rovnici prepsat do tvaru

y' = 2sin(x) cos(y).

Poznamka 2.2 (singularni feSeni). Pocatetni Uloha pro rovnici se separovanymi proménnymi
nemusi mit vzdy jediné feSeni. Toto jsme vidéli v Prikladé 1.9, str. 10. Existuji dokonce feSeni,
které maji poruSenu jednoznatnost v kazdem bodeé svého definicniho oboru. Tato feSeni se nazyvaji
singularni®. Napriklad ¥eSeni v, = 0 z Prikladu 1.9 je singularni a jedna se o jediné singularni
feSeni této rovnice.

5Poznamenej me, Ze v zakladnich kurzech matematické analyzy neni terminologie tykajici se singularniho feSeni

zcela jednoznatna. Tato nejednoznatnost souvisi predevsim s tim, ze se tyto kursy (jako i tento text) prilis nezabyvaji
otazkou jednoznacnosti feSeni.
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Postup feSeni jednotlivych typli rovnic budeme shrnovat do formy algoritmi. Pfitom u viech
algoritm@ budeme predpokladat, Ze pred zapotetim vypottu je DR zapsana presné ve tvaru, ktery
je uvadén v definici daného typu rovnice (toto miize v nékterych pripadech byt podstatné(!),
v ostatnich pripadech nam to alespon signalizuje, ze se skutetné jedna o ravnice prislusného typu
ajsme opravnéni pouzit pridusny algoritmus).

ALGORITMUS 1 (feSeni DR se separovanymi proménnymi).
(i) Méali agebraickarovnice® g(y) = 0 ¥eSeni ky, ks, ..., kn, jSOu konstantni funkce y =
=ki,y=ks, ...,y =k, FeSenimi rovnice. Pouze tato FeSeni mohou’ byt singularnimi.
V dalSich krocich nalezneme ostatni (nekonstantni) FeSeni.
(ii) Dae pracujme pouze na intervalech, kde g(y) # 0. Formané nahradime derivaci ¢’

podilem diferencialil dy
dz
d
d—gyc = f(z)g(y). (2.3)

(i) Sderivaci dy pracujeme jako s obvyklym podilem dvou vyrazll. Nasobenim ad&enim
X
prevedeme rovnici (2.1) natvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze jednu proménnou

YW de
o) = /@ (2.2)
(iv) Ziskanou rovnost (2.2) integrujeme
YW _ [ i) de
[ 5= @ @3

(Vlevo je integrdl v proménné y a vpravo integral v proménné x.) Pfitom na jednu
Ze stran rovnice pridame integracni konstantu. Tim obdrzime rovnici, ktera implicitné
zadavéa obecné feSeni rovnice. Je-li G(y) néktera z primitivnich funkci k funkci 1/¢(y)
a F'(x) néktera z primitivnich funkci k funkci f(x), je obecné feSeni dano rovnici

G(y) = F(x) + C, C eR.

(v) Pokud je zadana pocatetni podminka, je mozné ji na tomto misté dosadit do obecného

YeSeni auréit hodnotu konstanty C'. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného Fedeni®
a obdrzime feSeni partikularni. Tento krok je jisté mozné provést i zcela nakonec, po
obdrZeni obecného feSeni v explicitnim tvaru.

(vi) Pokud je to mozné, prevedeme feSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru
(»vyj&diime* odsud y).

(vii) Pokud je mozné nékteré z konstantnich FeSeni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve
vzorci pro obecné feSeni, zahrneme toto konstantni FeSeni do obecného.

Poznamka 2.3 (FeSitelnost ajednoznatnost). Je-li g(yo) # 0, jefeSeni pocatecni Glohy (S), (PP),
které obdrzime pomoci pfedchoziho postupu, definované a jednoznatné urcené v ngakém okoli
bodu x.

Priklad 2.4. Hledgime feSeni pocatetni Ulohy
P —1+ yy'(x2 -1)=0, y(0)=2.

6Algebrai ckou rovnici zde ai vSude v dalSim textu rozumime libovolnou rovnici, jgjiz neznama nabyva realnych
hodnot afeSenim je tedy €islo nebo nékolik Cisel (nikoliv funkce). Tento pojem se ponékud odliSuje od jiného vyznamu
slova algebraicka rovnice, kdy se algebraickou rovnici rozumi rovnice, ktera obsahuje na jedné strané polynom stupné
n anaprave strané nulu.

Tavak nemusi!

8PFedpoklé\dé\me, Ze pocatetni podmince nevyhovuji konstantni FeSeni ziskana v prvnim kroku algoritmu. Jinak je
problém trivialni.



16 DIFERENCIALNiI ROVNICE PRVNIHO RADU

Reseni. Rovnici prepideme do tvaru

y' =1 =yy'(1-2?),
/ -1 1
oy 1—a2?
Jedna se o diferencidni rovnici se separovanymi proménnymi, ktera ma smys pro = # +1
ay # 0. Splnéni téchto nerovnosti je zajisténo (alespon lokalng) pocatetni podminkou, nebot
s proménnou x pracujeme v okoli bodu 0 a s proménnou y v okoli bodu 2. Nahradime derivaci 7/
podilem diferencial il a odseparujeme proménné. Pritom ,, nemusime byt opatrni“ pfi déleni rovnice
vyrazem (y* — 1), protoze nenulovost tohoto vyrazu zaji&uje pocatetni podminka.

dy_gPo1 1

= odseparujeme
dw y 1—a22 Separy
Y 1 . . ,
71 dy = .2 dx, pripiSeme integray
ydy dz y N
- = / .2 vypocteme integraly.
Integral vlevo ma v Citateli nasobek derivace jmenovatele, integra vpravo vypocteme pomaoci
vzorce/éd ! In Ate +C
A2Z — 2 247 |A—z

1

1 1
—Inly*—1/==In e
2 2

+c ceR.
1—=x

V zhledem k potategni podmince se budeme zabyvat pripadem, kdy y>—1 > 0 (protoze 22 —1 > 0)

21 . 1+0 oy .
apodobné 7 e > 0 (protoze -0 > 0). MiUZeme tedy vynechat absolutni hodnoty.
— T

—ln(y2—1):§ln1_ c,
1+

1n(y2_1): 1—1E+2’
x

+1Ine*,  doucimelogaritmy

1
In(y> —1) =1In 1+

1
In(y? —1) = ln<1 +x626).

— T
Protoze funkce In(-) je prosta, miizeme rovnici , odlogaritmovat*
1 o . .
yP—1= T R e, pfejmenujeme konstantu
— X
1
Yy =1+C5 TT o= eRt
Tento vztah udava obecné feSeni rovnice v implicitnim tvaru. Dosadime pocatetni podminku
1+0
- 1-0

afesenim této (jednoduché) rovnice urcime C' = 3. Tuto hodnotu pouZzijeme v obecném Tfeseni.
ReSenim pocatetni Glohy je funkce danaimplicitné rovnici
I+z 4+2z

2
:1 3 .
y + 1—z 1—=x
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Protoze vzhledem k pocatecni podmince je mozno predpokladat vy > 0, ziskame po odmocnéni
hledané partikularni feSeni v explicitnim tvaru

4+ 2x
y:\ll .
—x

Toto feSeni je definované a jediné na intervalu (—1,1) (pro x = —1 vychazi y(—1) = 1, coz
zplisobi problémy s jednoznatnosti, nebot y = 1 je FeSeni, které prochazi tymz bodem [—1, 1]).

Priklad 2.5. Hledgjme vSechna feSeni rovnice
, 20 4+ 1
Yy =5 —
2y - 1)

apoté hledejme partikularni feSeni y,, spliujici podminku y(2) = 0.
ReSeni. Po vynésobeni rovnice vyrazem 2(y — 1) da Ziskavame

2y —2)dy = (2 + 1) dz.
Integraci odsud obdrZime

v —2=2>+2+C, CEeR,
coz je obecné feSeni rovnice zapsané v implicitnim tvaru. Pokusme se prevést toto fedeni do
explicitniho tvaru. Vyraz nalevé strané prevedeme na Ctverec, tj.

(y—1)2-1=2>4+2+C
aodsud po odmocnéni a osamostatnéni y

y=1+vVa2+2+K.
Pfitom Cislo 1 jsme pred vypoCtem odmocniny prevedli na pravou stranu a zahrnuli do konstanty
C, &mz vznikla nova konstanta K = C + 1. Regenimi jsou funkce y; = 1 + Va2 + 2 + K a
yo =1— Va2 +x+ K, pro K € R. Partikularni feSeni uréime dosazenim pocatecni podminky.
Dosadime-li do 3, obdrZime rovnici

(2.4

0=1+V4+2+K,
ktera nemateSeni v R. Dosazenim do y» obdrZzime
0=1-V4+2+4+ K

aodsud K = —5. Partikularnim FeSenim pocatetni Ulohy je funkcey, = 1 — v/ 22 + = — 5.

Poznamka 2.4 (internetové sluzby vhodné pro feSeni diferencialnich rovnic). Zadame-li text
y' =(2x+1)/ (2*(y- 1)) (rovnice z pfedesého prikladu) do vyhledavate Wolfram Alpha (na
adrese ht t p: // www. wol f r amal pha. con) obdrZime vystup s obecnym feSenim jako na
Obréazku 8. Pongkud podrobng§i klasifikaci typu diferenciani rovnice® a feSeni i s postupem
obdrzime, pokud zadame tentyZ fetézec do systemu Mathematical Assistant on Web na ad-
rese htt p://user. nendel u. cz/ mari k/ maw/ i ndex. php?f or m=ode, viz Obrézek 9.
V&mnéte s, Zze ani jeden automaticky feSic neni tak Uspésny jako clovek. Wolfram Alpha se
ani nesnazi hledat konstantni feSeni diferenciani rovnice se separovanymi proménnymi, je prilis
nedbaly pri explicitnim vyjadfovani funkce y(x) (jedna varianta obecného feSeni zcela vypadla)
a neni schopen provést trik se ducovanim a prejmenovavanim konstant. MAW se pro zménu
o explicitni vyjadfeni funkce radgi ani nesnaZi.

SWolfram Alpha rozliduje linearni a nelinearni rovnice, MAW rozliSuje u nelinearnich i separovang, exaktni,
homogenni a nékteré daldi typy.
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& WolframAlphaze,.

[ y=@x+1y@ey-1) 8|
Input
- 2x+1
Y=
20y -1

ODE classification
First—order nonlinear ordinary differential equation

Differential equation solutions:

Y =1-42¢ +x2+x+1

OBRAZEK 8. ReZeni diferencialni rovnice (2.4) vyhledavatem Wolfram Alpha.

Obycejné diferencidlni rovnice
http://user.mendelu.cz/marik/maw
32z +1)
y—1
Reseni: > — 2y =2* + 2+ C
Separace proménnych
Nekonstantni reseni:

@i (1)

K3 y—1
(2y —2) dy = 2z + 1) dz

/2y72dy:/2z+1dx

y272y:1‘2+1'+0

Zadani: y =

Konstantni reseni: Nenalezeno.

OBRAZEK 9. ReSeni diferenciani rovnice (2.4) systtmem MAW.

-1 Priklad 2.6. Hledejme feSeni rovnice
3ay’y = (y3 — 1)(w3 —1).
Reeni. Jedna se 0 rovnici se separovanymi proménnymi
y3 -1 ‘ =1
32 x
kteramasmys proz # 0 ay # 0. Proy = 1 je prava stranarovna nule. Konstantni funkce y = 1
je proto FeSenim této rovnice. Pro y # 1 |ze odseparovat proménné

y' =

3y? 3-1
3y dy = x dz
y> —1 x
apo integraci dostavame
3
In|y® — 1| :?—ln\xl—kc, ceR.

Tato rovnice udava obecné feSeni diferencidni rovnice. Pokusime se tvar tohoto feSeni ponékud
upravit. Obé strany rovnice prevedeme do logaritmického tvaru

In|y® —1| = ln<e$3/3 = ec)

]
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a odlogaritmujeme
ly? — 1] = v’ /3 1 e‘.
|z
Vynechanim absolutnich hodnot se mohou leva a prava strana lisit znaménkem. Toto znaménko
pfipojime k faktoru e©

1
P —1= (£e) e /3
x

apo zavedeni nové konstanty C' = +e“ € R \ {0} apreznaCeni dostavame

C 3/3

yi—1= ;em (2.5)

Volbou C' = 0 je v tomto vzorci obsazena konstantni funkce y = 1, 0 niz jsme se iz na zaCatku
presvedCili, Ze je také feSenim. Lze tedy pfipustit C' € R libovolné. Funkce (2.5) je tedy obecnym
feSenim rovnice pro libovolné C' € R.

Priklad 2.7 (rovnice exponencialniho rdstu). Hledejme feSeni potatetni Glohy B

y' =ay, y(0)=uyo
sneznamou y a konstantnim parametrem o € R \ {0}.
Regeni. Konstantni funkce y = 0 je feSenim rovnice, spliijicim potatetni podminku y(0) = 0.
Predpokladejme dale, Ze y # 0. Nahradime v/ podilem diferencialll

d .
<Y _ ay, odseparujeme
dz
dy . . ,
— = aduz, pripiseme integray
Y
1 o . ,
/ —dy = / adz, vypocteme integraly
Y
Inly|=azx+¢, ceR, vyjadfime |y|
[yl = et
ly| = e*".e, odstranime absolutni hodnotu
y = (£e)e*”, pfeimenujeme konstantu
y = Ce™,

kdeC' = +e° jekonstanta, kterajertiznaod nuly (exponenciani funkce nenabyvanulové hodnoty).
Zvolime-li v&ak C' = 0, obdrZime konstantni funkci y = 0, 0 niz jsme jiZ na zaCatku Zzjitili, Ze je
také feSenim. Proto C' mUze byt libovolna realna konstanta. Obecné feSeni ma potom tvar

y = Ce*, C eR.
Po dosazeni potatetni podminky = = 0 ay = 1, do obecného FeSeni ziskavame yo = Ce® = C a
feSenim pocatecni Glohy jetedy iy = ype™”.

Poznamka 2.5. Vztah In |y| = ax + ¢ z pfedeSlého prikladu je linearni vzhledem k z. Mame-li

empiricky nalezeny soubor bodl [z, ], |ze pomoci tohoto vztahu stanovit koeficienty o ac v tomto

vztahu pomoci metody nejmengich tvercli (viz napr. [11, kap. 35)).

Priklad 2.8 (rovnice logistického ristu). Hledejme fedeni logisticke rovnice z Prikladu 1.6 B
Yy =ay(M —-y), acR, MeR"

proy € (0, M).
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Redeni. Separaci proménnych a integraci pomoci parcianich zlomké (viz Dodatek C.4 str. 97)
obdrZime

d .
d—y =ay(M —y), odseparujeme
x
dy - oy
Wi ] = aduz, rozlozime naparcialni zlomky
y p—
1 /1 1 oy . ,
Vi (— + i > dy = adz, pripiSeme integraly
Y -y
1 1 1 o . ,
R + 7 dy = [ adx, vypocteme integraly
Yy -y
1 . .
i <lny —In(M —y)) =ax+¢, c€eR, sloucime logaritmy
In My = M(azx + ¢), odlogaritmujeme
)
Y 6]\/1(a1+c)
M —y ’
My = ¢MeeMaz prejmenujeme konstantu
)
My = Moz, vyjadfime y
)
y = Mcel\/fcw: _ yceMam’
y(l + Celwax) _ Mce]\/fal‘7
MCeMox
_ +
y_1+Cer1ax’ CeR ’

kde C' = M€ jekladna konstanta. V&mnéme si, ze vzhledem k tomu, Ze jsme méli zadan interval,
ve kterém uvazujeme hodnoty y, nemuseli jsme zvI&st uvazovat konstantni feSeni y = 0 ay =
= M aneméi jsme ani problémy s absolutni hodnotou uvnitf logaritmu po integraci, protoze na
uvazovaném intervalu plati |y| =y a|M —y| = M —y.

Poznamka 2.6. Obecnéfedeni predchozi rovnice se nazyva logisticka kiivka, jeii pribéh je uveden
na obrazku se smérovym polem této rovnice na strané 12. Vztah In = M(ax + c) je

linearizaci této kfivky adovoluje prolozit logistickou kfivku souborem ern;; ricky ziskanych bodd
pomoci metody nejmengich tvercll, je-li znama hodnota konstanty M.

) Uloha 2.1. Redte nasledujici diferenciani rovnice. Je-li zadana pocateéni podminka, naleznéte
nejprve vsechna feSeni apoté i partikularni feSeni v, vyhovujici této pocatetni podmince.

Tz —1)y’ —e"y =0, y(0) =1 8y =a” + 2y’

2%yt +1=y 9.9 +e*(y +y) =0

3201 +e)yy' = €” 10. ¢/ = 2:6:; 12/
4’f:cz+1+y/cosy:0 11. ! _Ly’:()’ y(1) =2
5%y cos® x = (1 4 cos? ZU)\/W iz—:-ll ! _y;'
6:vV1—12+yV1—22=0 = x y2—1:0

2 (.2 —
7 oyr?y =1+ 22, y> 0 By —14yy(z*=1)=0
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14. 2y — :c?’y’ =0 25.1 — y2 - 2£nyl —0
15,y = —= 26. (¢2 +1)(y* 1) + zyy =0
Yy
/_
16.y' +ay =y, y(1) =1 2. xy' = Ay +/y)
2 2
17.¢79(1+y) =1 28.1+y =y (1+27)
/_
18.ylny—|—xy/:0 29. y.— By+1)tgz
sinz ~ ,cosy
19.2yy +14+ 42 =0 30. o ysiny_o
20. y’tgﬂc _y2 =1- 2y 31. y,sin:ﬂSiDy = COS X CcOs ¥/, y(%) =0
21 (y? +,xy2)y’ ta? 22y =0 2.y — 2 /jInz, yle) = 1
vy T
22 + =0 3.y =y* +y*2?, y(0) =1
\/1+y2 \/1_|_x2 yy/y Yy y()
23.2% =1—y 34T1n§ =z

24. (1 — )y + oy =2, v € (—1,1)

Poznamka 2.7 (vyuziti urcitého integralu namisto neurcitého). Partikularni feSeni pocatecni
tlohy (S)«PP) I1ze misto (2.3) psat té€z pfimo ve tvaru urcitého integralu

/y y% -/ £t dt. (26

(Zde je vhodné prejmenovat proménnou, pres kterou integrujeme, aby nedochazelo ke koalizi ve
stejném oznateni s horni mezi.) Vyhoda tohoto zapisu miize byt v tom, Ze hodnotu urcitého
integrdlu Ize vypocCitat pouzitim pfislusnych pribliznych numerickych metod i v pfipadé, kdy
nejsme schopni nalézt primitivni funkci k funkci f. Podobna moznost, vyuzit urcitého integralu
namisto neurcitého, existujei u dalSich rovnic, kterymi se budeme zabyvat. V textu jiz vsak natoto
upozoriiovat nebudeme a Gtendr, zajimajici se o tuto problematiku, miize podrobngsi informace
nalézt v odborné literature.

Poznamka 2.8 (autonomni rovnice). V mnoha biologickych i technickych aplikacich se setk&
vame se specidlnim pfipadem rovnice se separovanymi proménnymi, ve které na pravé strané
nefigur uje nezavisla proménna, tj. s rovnici typu'®

y' = 9g(y). (2.7)
Tyto rovnice senazyvaji autonomni diferencialni rovnice. Vechny dfive uvedené piklady srlistem
populace byly tohoto typu. ZFejmeé se jedna o rovnici se separovanymi proménnymi, staci totiz
v (S) poloZit f(x) = 1. Pro rovnici (2.7) tedy plati viechno co bylo dfive vysloveno pro rovnici
(S). Rovnice (2.7) mavsak navic pomérné asto jednu diileZitou vlastnost: v mnoha pfipadech |ze
ukéazat (podrobnégji viz [9, kap 1.3]), Ze ohranicena feSeni se pro x — oo apro x — —oo Vv limité
bliZi k nékterému z konstantnich FeSeni. Dal8l podstatnou viastnosti téchto rovnice je skutetnost,
Zeje-li funkce y(x) FeSenim této rovnice, plati totéz i pro funkci y(x + ¢). Je-li proménnou z Cas,
Znamenato, ze nezaleZi na pocatku méreni casu.

V praxi se nékdy vzhledem k uvedenym skuteCnostem u autonomnich diferencidnich rovnic
zajimame jen o vy3Se uvedena konstantni FeSeni, protoze dalSi feSeni k témto konstantnim FeSenim
konverguji. Tuto konvergenci je mozno vidét na obrazcich na strané 12. Na Obr. 2 konverguji
feSeni pro x — —oo ke konstantnimu feSeni y = 0. Na Obr. 3 totéz, avsak pro x — oc. NaObr. 4
pro x — —oo konverguji nekonstantni feSeni k feSeni y = 0 apro x — oo k FeSeni y = M.

10Srovnej srovnici (0.1), kde naopak na pravé strané nefiguruje zavisla proménna.
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Poznamengjme jesté, Ze vsechna konstantni feSeni vypocteme pomérné snadno jiz v prvnim kroku
agoritmu ze strany 15.

b

Priklad 2.9. Hledgime vSechna konstantni feSeni rovnice

3y—1

y 41

Jinanez konstantni feSeni poCitat nebudeme.

ReZeni. Konstantni funkce ma nulovou derivaci. Mé&li tato funkce byt feSenim zadané rovnice,
musi platit

Y =y—1-

3y—1
y 1
Jedna se algebraickou rovnici tj. neznama y je redlné &slo, nikoliv funkce. ReSenim této rovnice
postupné ziskavame
Y-y -2
y*+1
0=y’ —y*—2y,
0=y(y* —y—2),
0=y(y—2)(y +1).
Posledni rovnice matfi kofeny y; = 0, y2 = 2 ays = —1. Jedinymi konstantnimi feSenimi jsou
tedy funkcey =0,y =2ay = —1.

O=y—-1

0

)

3. Homogenni diferencialni rovnice

Definice (homogenni DR). Necht f je spojita funkce. Diferenciélni rovnice

y = f(%) (H)

X
se nazyva homogenni diferencialni rovnice.

Homogenni diferencialni rovnici |ze substituci nezavisle proménné y prevést narovnici se separo-

vanymi proménnymi. Vskutku, zavedeme-li novou funkci u vztahem u(z) = M Ziskame pro
X

funkci y ajeji derivaci 3 vztahy

y(z) =u(@)z,  ¢(z) ="' (2)z +u(z). 31
Po dosazeni do (H) dostavame (pro strucnost jiz vynechame argumenty u neznamé funkce u ajgji
derivace v)

e+ u= f(u), (3.2
coz je ekvivaentni rovnici

u = <f(u) —u)l

X
Ziskana rovnice je rovnice se separovanymi proménnymi. Tuto rovnici vyfeSime vzhledem k ne-
znameé funkci «. Plvodni funkci y obdrZime ze substituéniho vztahu y(z) = u(x)z.

&> ALGORITMUS 2 (Feseni homogenni DR).
(i) Substituci (3.1) prevedeme rovnici do tvaru (3.2).
(ii) VyfeSime rovnici (3.2) (jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi) vzhledem
k neznamé w.
(iii) Substituci (3.1) pouZzijeme pro nalezeni feSeni y plvodni rovnice.
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(iv) Pripadny prevod do explicitniho tvaru a nalezeni partikularniho feseni je stejny jako
v pripadé DR se separovanymi proménnymi.

Poznamka 3.1 (polynomy dvou proménnych). Polynomem dvou proménnych rozumime funkci
dvou proménnych tvaru

pla,y) =Y aga'y,
kde a;; jsou redlnacida, 4, j jsou prirozena Cislanebo nuly a soucet obsahuje pouze konecny pocet
stitancll. Jednotlivé Eleny v souttu nazyvame €leny polynomu p(z,y), stupném CElene a;jz'y’
rozumime €islo (i + j). Supném polynomu rozumime nejvysSi ¢islo ze stuphti vech ¢lentl.
Napriklad funkce

p(z,y) = =32t + 23y — 20y + 4y + 3
je polynomem stupné 4, prvni dva €leny jsou stupné 4, tfeti clen (tj. —2zy) je stupné 2, Ctvrty clen
(tj. 4y) je stupné 1 aposledni Clen (tj. 3) je stupné 0.
Polynom, jehoz v&echny Cleny jsou stejného stupné, se nazyva homogenni. VySe uvazovany
polynom p(x, y) tedy neni homogenni. Naopak polynom

q(z,y) = 2° + 2°y* — 2zy*

je homogenni polynom stupné 5, protoZe se sklada ze t¥i ¢lenll a stupen kazdého z téchto Clenll je
D.

V praxi Casto pracujeme s diferencialnimi rovnicemi, ve kterych vystupuji polynomy dvou pro-
meénnych. V takovém pripadé 1ze velice snadno rozpoznat, jedna-li se 0 homogenni diferenciani
rovnici, ¢i nikoliv. Plati totiz nasledujici: Jsou-li funkce p(x,y) a ¢(z,y) homogenni polynomy
proménnych x ay ajsou-li tyto polynomy stejného stupné, je diferenciélni rovnice

p(z,y) +y'q(z,y) =0
homogenni alzeji prepsat dotvaru (H). V opatném pripadé (tj. pokud al espon jeden z polynomii p, ¢
neni homogenni, nebo jsou-li oba polynomy homogenni, alejiného stupné) se nejedna o homogenni
rovnici.
Priklad 3.1. Rovnice

Y'(22% +y?) = 20y
je homogenni, protoZe polynomy (22 + 3?) a (2zy) jsou oba homogenni polynomy druhého
stupné. Rovnice masmydl, jestlize derivace i/ v rovnici skutetné figuruje, tj. jestlize 222 + 3 #
#£ 0. Ngjprve explicitné vyjadiime derivaci o/

/ 2xy

Y =22

e B} . 1 S
arozsirenim zlomku na pravé strané vyrazem — rovnici prevedeme do tvaru (H)
X

y' = L
— 5.
2+ (%)
Substituce y = ux, 3y = v’z + u prevede tuto rovnici narovnici
war+u= 2u
24 u?

apo vypottu derivace v’ Ziskavame
, 1 u3

= ira
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Tato rovnice makonstantni ¥eSeni v = 0. Jedno z feSeni zadanérovnice tedy jey = ux = O0x = 0.
Nyni hledegjme obecné FeSeni a predpokladeime jiz dale, Ze plati u # 0. Po nahrazeni derivace u/

podilem diferenciall d—u apo separaci proménnych obdrZzime rovnici
X
u? +2
-
apo integraci (vyraz nalevé strang integrujeme po rozdéleni na soucet dvou zlomkul) ziskavame

1
du = —dx
x

1
— —Inful =In[z|+¢c, ceR.
u

Nyni zbyva navrat k ptivodni zavisle proménné, tj. y. Po dosazeni v = Yy a Upravé dostavame
X
1
2
(2)
2

w—2—1n|y|+ln|x|:ln|x|—|—c
Y

—ln‘g‘:ln|x|—|—c
x

2
T
Infy =2 — ¢

.2

_ 3 —c
lyl = e

[N

x

y=Cev,

kde C' = +e™“ je nova nenulova konstanta. Volba C' = 0 vede na znamé feSeni y = 0 a vSechna
2

x

feSeni jsou tvaru y = Cev?, C € R.
Priklad 3.2. Hledgme feSeni naintervalu (0, oo) feSeni rovnice

2y —y =22 +y2.
Redeni. Rovnici |ze prepsat do tvaru

2
y =L 1+ (y) :
x X

Po zavedeni substituce y = ux, y' = v’z + u se rovnice transformuje na rovnici (rozepidte s
podrobné sami)

vr =1+ u2

Po separaci proménnych

du _E
Vitw2 @

apo vypottu integralli ziskavame
In (u—|— 1+u2) =lnz+c¢ ceR.

Odstrangni logaritmil a zavedeni nové nenulové konstanty C' = ¢ € R™ vede k FeSeni

u+vV1+u2=Cr.

Po zpétné substituci © = Y a po vynasobeni faktorem x obdrZime obecné feseni
x

y+ Va2 +y2=Cx? CeRT.
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Uloha 3.1. Redte nasledujici homogenni diferencialni rovnice. Naleznéte viechna fedeni a je- £
li zadana pocatecni podminka, naleznéte poté i partikularni feSeni rovnice, které spliuje tuto
pocatetni podminku.

* Y Y 24 gy + a2
Ty == +tg > Yy Ty -
Y w+ 8 8.y = o ;o y(l)y=-1
2%y =y® 4+ zy 9.4 = i
x
322y’ =3y +ax, y(1)=0 10. 4/ x—yy
Ly =
4.:Uy'—y:yln% gig
11. 4 =
5.2y +ylnx=ylny Y 302—92
Vi Y y /_x +y
6.y =ex + = 12. ¢ =
1 T Ty
7.y = y+g
coss T

4. Linearni diferencialni rovnice

V tomto odstavci se budeme zabyvat pfipadem rovnice, ve které je funkce ¢(x,y) vzhledem
k proménné y linearni. Pfesngji, budeme se zabyvat rovnici z nasledujici definice.

Definice (linearni DR). Necht funkce a, b jsou spojité naintervalu I. Rovnice
y' +a(z)y = b(x) (L)

se nazyva obyCejna linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (zkracené piseme LDR). Je-li
navic b(x) = 0 nal, nazyva se rovnice (L) homogenni, v opatném pripadé nehomogenni.

Definice (asociovana homogenni rovnice). Bud dana rovnice (L). Homogenni rovnice, ktera
vznikne z rovnice (L) nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

y' +a(x)y=0 (LH)
se nazyva homogenni rovnice asociovana k nehomogenni rovnici (L).

Poznamka 4.1. Pojem linearita rovnice vyzaduje linearitu funkce ¢(z,y) pouze v zavislé pro-
ménné y. Vzhledem k nezavislé proménné = miize byt rovnice libovolné , Skareda“ (pozadujeme
pouze spojitost koeficientll a, b). Pojem ,homogenni“ zde vyjadfuje skutetnost, Ze prava strana
rovnice je nulova. Tento pojem seliSi od pojmu ,,homogenni rovnice* ve smyslu rovnice (H), kde
homogenita znatila skutetnost, Ze pravou stranu rovnice |ze prepsat do tvaru v’ = f(y/z). Jedna
se zde o stejné pojmenovani dvou odlisnych véci atyto dva vyznamy pojmu homogenni je nutno
rozlisovat.

Priklad 4.1. Rovnice =
y —2yIn(z) = % a y=y+z
jsou linearni diferencialni rovnice. Obé tyto rovnice jsou nehomogenni (pfipominame, ze homo-
genitu uvazujeme ve smyslu ,,homogenni linearni diferencialni rovnice*, nikoliv homogenni ve
smyslu, v jakém byl tento pojem pouzivan v predchozi podkapitole). Rovnice
y — = 22 2
nejsou linearni rovnice. U prvni rovnice linearitu , kazi* len y2, u druhé rovnice soutin /.

a y ==



©
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Uloha 4.1. Nékteré rovnice z Uloh 2.1 a 3.1 jsou linearni. Zjistéte, které to jsou, prepidte tyto
rovnice do tvaru (L) arozhodnéte, zda jsou homogenni nebo nehomogenni.

Poznamka 4.2 (fesitelnost a jednoznacnost). Jsou-li funkce a, b spojité naintervalu I, xg € I
ayo € R libovolng, méa kazda pocatecni Uloha (L)—PP) pravé jedno feSeni definované na celem
intervalu I.

Poznamka 4.3 (trivialni FeSeni). Homogenni linearni diferencialni rovnice mavzdy (bez ohledu
na konkrétni tvar funkce a(x)) konstantni feSeni y = 0, jak |ze ovéfit pfimym dosazenim. Toto
feSeni se nazyva trivialni FeSeni av praktickych Glohach zpravidla nemiva zadny vyznam.
Duisledkem toho, Zelinearni DR zavisi naneznaméy velice specialnim zplisobem, je fakt, Ze struk-
turamnoziny vSech feSeni rovnice je do jisté miry pfedem dana. Proto, nez pfistoupime k metodé
feSeni tohoto typu diferencialni rovnice, uvedme si nékolik poucek, které umozni pochopeni této
struktury. Tyto znalosti pozdgi s vyhodou vyuzijeme pfi hledani feSeni.

Poznamka4.4 (oper atorovasymbolika). Definujmenamnozinévsechfunkci diferencovatelnych
naintervalu I operétor L vztahem

Lly)(z) = y'(z) + a(z)y(z)
prokazdéx € I.Jednasetedy opredpis, ktery kazdé diferencovatelné funkci prifazuje levou stranu
rovnice (L). Potom jemozno diferenciéni rovnici (L) ak ni asociovanou homogenni rovnici zapsat
ve velmi krétkém tvaru

Llyl=bz) a Ly]=0.

Poznamka 4.5 (linearita operatoru L). Operéator L splfje pro viechna realna €ida Cq, Cs a
vSechny diferencovatelné funkce y; (), y2(x) vztah

L[C1y1 + C2ya] = C1 L[y1]| + CaL[ya).
Vskutku, rozepsanim operatoru podle definice, uzitim vzorce pro derivaci souctu a konstantniho
nasobku, vytknutim a opétovnym uzitim definice operatoru L dostavame postupné
/
L[Ciyr + Copa](@) = (Can(@) + Capa(@) )+ ala) (Cuy (2) + Caa(a))
= C1yy(z) + Cay(x) + a(x)Cryi () + a(x)Cayz(z)

= C1(yi(@) + a(@)yr (2)) + s (vh(x) + al@)ya (@)
= C1L[y1](z) + C2Llyo) ().
Tato vlastnost je v nadledujicim lematu vyjadiena v terminech , FeSeni linearni diferenciani rov-
nice".
Lemma 4.1 (princip superpozice). Je-li funkce y; (z) feSenim rovnice
Y +a(x)y = fi(z)
afunkce y,(x) FeSenim rovnice
y' +a(z)y = fo(z),
jefunkce y(z) = Cryi(x) + Coyz(x) pro libovolné Cy, Cs € R FeSenim rovnice
Y + a(z)y = Crfi(x) + Cafo(z). (4.1)
Vskutku, pfimym rozepsanim zjistime, Ze jestlize plati L{y;| = f1 a L[y2] = f2, pak funkce y(z)
spliuje
Lly] = L[Cyy1 + Coy2] = C1L[y1] + CoLy2] = C1f1 + Cafo
afunkce y je tedy feSenim rovnice (4.1).
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Priklad 4.2 (princip superpozice). e Funkcey; = z jefeSenimrovnicey’ —y =1 — 2. -
Funkce yo = 2 je YeSenim rovnice y' — y = 2z — . Potom soutet y = y1 + by =
= 2 + 522 je feSenim rovnice

Y —y=(1—2)+502z —2%) =1+ 92 — 52°.

e Funkcey; = x jefeSenim rovnice ' — y = 1 — z. Funkce i, = ¢” je feSenim rovnice
y' —y = 0. Potom soutet y = y; + 5y2 = = + 5e” je FeSenim rovnice
y—y=01-2)+5-(0)=1-—u. (4.2
Zde dokonce vidime, Ze namisto ¢isla5 mlize figurovat jakakoliv jinakonstanta, protoze
je stejné nasobena nulou. Proto je feSenim rovnice (4.2) cela mnozina funkci tvaru y =

= a2 + Ce”, kde C € R jelibovolné realné €idlo. V nasledujicim textu si ukazeme, ze
takto je dokonce mozno zkonstruovat obecné feSeni rovnice (4.2).

Poznamka 4.6 (dlisledek principu superpozice, souvislost Feseni homogenni a nehomogeni
LDR). Specidni pfipady principu superpozice jsou

e Je-li funkce yo () FeSeni homogenni linearni diferenciélni rovnice, je kazdy jeji nasobek

rovnéz feSenim této rovnice. Vskutku, je-li L{yo] = 0, pak L[C - yo] = C - Lyo] =
= (C' -0 = 0 pro libovolné redné ¢islo C.

e Pokud navic funkce yo(z) z pfedchoziho bodu nemé nulovy bod na intervalu I, potom

kazda pocatetni Uloha pro homogenni diferenciélni rovnici méa feSeni ve tvaru C'yo(z)

a funkce y(x) = Cyo(z) je tedy obecnym FeSenim. Vskutku, pro libovolnou pocatecni

s

yo(a)’

e Je-li funkce y,(z) FeSeni nehomogenni lineérni diferencialni rovnice, a funkce yo(x)
feSenim asociované homogenni diferencialni rovnice, je funkce y(z) = y,(x) + yo(x)
feSenim téze nehomogenni rovnice. Vskutku, je-li L{yo] = 0 a L]y, = b(z), pak
Llyp + yo] = L[yp] + Llyo] = b(z) + 0 = b(x).

o Jsou-li funkce y,1 () a ypa(x) dvé FeSeni téze nehomogenni linearni diferencialni rov-
nice, jefunkcey(x) = yp1(x)—yp2(x) FeSenimasociovanéhomogenni rovnice. V skutku,
Je';)l(l’)[ypl] = b(.%') aL[yPQ] = b(x), pak L[ypl - pr] = L[ypl] - L[pr] = b(.’L’) -
—b(x) =0.

vvvvvv

podminku y(«) = 3 sta€i polozit C' =

Véta 4.1 (obecné Fedeni nehomogenni LDR).  Uvazujme linearni diferencialni rovnici (L) a
asociovanou homogenni rovnici (LH).
e Je-li y,(x) libovolné partikularni feSeni nehomogenni LDR a yo(z, C') obecné FeSeni
asociované homogenni LDR, je funkce
y(z,C) = yp(x) + yo(z,C) 4.3

obecnym FeSenim nehomogenni LDR.
e Je-li y,(x) libovolné partikularni feSeni nehomogenni LDR a y,,0(z) nenulové partiku-
larni FeSeni asociované homogenni LDR, je funkce

y(z,C) = yp(x) + Cypo(x) (4.9
obecnym FeSenim nehomogenni LDR.
Slovné:

Soucet jednoho feSeni zadané nehomogenni a obecného FeSeni asociované
homogenni linearni rovnice je obecnym feSenim dané nehomogenni rovnice.

V &echna feSeni homogenni linearni rovnice jsou nasobky jednoho nenulového
FeSeni této rovnice.
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Linearita operatoru tedy znatné zjednoduSuje situaci — sta€i totiz nalézt obecné feSeni rovnice
homogenni a pouze jedno feSeni rovnice nehomogenni. Soucet téchto feSeni je potom obecnym
feSenim nehomogenni rovnice. Dokonce vime, Ze obecné feSeni homogenni rovnice je nasobkem
libovolného nenulového Feseni této rovnice. Obé tato dil¢i FeSeni jsme schopni nalézt metodami,
uvedenymi v nasledujicich odstavcich.

4.1. Homogenni LDR

Podle definice je homogenni LDR tvaru
Y +a(x)y = 0. (LH)

Regeni homogenni L DR separaci proménnych. Rovnice (LH) je rovnice se separovanymi pro-
meénnymi. Vskutku, z (LH) obdrZzime

dy _

d.I - _a’(x)y
aproy # 0 plati
dy _ —a(z) dx,

ln|y|:—/a(x)dx+c, ceR.
Odsud (podobné jako na strané 19)

y=Ce Jowdr ¢ R\ {0},

kde C' je nenulova konstanta. Protoze volbou C' = 0 dostavame triviani feseni y = 0, povolime
C € R libovolné. Obecné FeSeni rovnice (LH) jetvaru

y(z,C) = CeJal®)de, C €R, (4.5)

akazde partikularni feSeni rovnice (LH) obdrZime vhodnou volbou konstanty C'. OznaCime-li
libovolné netrividni partikularni feSeni, je mozno obecné feSeni rovnice (LH) psat ve tvaru

y(x,C) = Cypo(z), C eR. (4.6)
Reseni homogenni LDR ,, selskou Gvahou“ . Slovng Ize problém fedeni linearni homogenni rov-
nice y’ = —a(z)y formulovat nasledovné: naleznéte funkci 5 takovou, Ze jeji derivace je rovna

funkci samotné, vynasobené navic faktorem (—a(x)). Uvédomime-li si, Ze exponencadlni funkce
je rovna svoji derivaci, mlizeme feSeni problému hledat ve tvaru exponenciani funkce, kde se
po derivaci faktor (—a(x)) objevi jako derivace vnitfni slozky. V exponentu tedy musi figurovat
vyraz, jehoz derivace je (—a(z)). Redenim homogenni rovnice je tedy funkce y = ¢ J (@) dz
a (jak plyne z linearity) i jgi libovolny nasobek. Vidime, Zze dostavame opét (4.5). Homogenni
rovnici |ze tedy se znalosti obecné teorie vyresit prekvapivé snadno.

4.2. Metoda variace konstanty

Poznamka 4.7. Nez zatneme hledat feSeni nehmogenni rovnice, prozkoumejme, jak se linearni
operator L chova vzhledem k soucinu funkci. Postupnym rozepsanim definice operétoru, derivaci
soucinu, ¢astetnym vytknutim aopétovnym pouzitim definice operétoru L dostavamepro libovolné
dveé diferencovatelné funkce u, v

Liu-v)(a) = (u(@)o(@)) + ale)u(z)v(a)
=/ (z)v(z) + u(z)v'(z) + a(z)u(z)v(z)
= v(x) <u'(w) + a(x)u(x)) + u(z)v' ()
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= v(z)L{ul(z) + u(z)V'(z).
Tento vypocCet ukazuje, Zze pokud plati Lju] = 0, tj. pokud je funkce u FeSenim asociované
homogenni diferenciéni rovnice, je mozno FeSeni nehomogenni rovnice L[y] = b(x) hledat ve
tvaru sou€inu y(z) = u(z)v(x), kde funkce v(x) splfiuje vztah
b(z) = L[u-v)(z) = v(z)L[u](z) + u(@)v'(z) = 0+ u(@)V'(z) = u(z)v'(z),

tj.v'(z) = b(x) / u(z). Odsudviak funkci v miizemenalézt jiZ pouhouintegraci asoucin u(z)v(z)
poté bude fe3enim nehomogenni rovnice. Abychom tyto Gvahy vice ozfgimili, zapamatujeme s
hlavni my3lenku — budeme hledat FeSeni nehomogenni rovnice ve tvaru soucinu ngaké funkce a
FeSeni asociované homogenni rovnice —aprojdeme si vechny Gvahy v nasledujicim odstavci jesté
jednou v ,,bézném"“ neoperdtorovém oznaceni.

Poznamka 4.8 (metoda variace konstanty). Partikularni feSeni v, nehomogenni LDR hledame
ve tvaru

p(z) = K(2)ypo(), (4.7)
kde y,0(x) je n&aké pevné netriviani feSeni asociované homogenni LDR a K (x) zatim neznama
spojité diferencovatelna funkce. Jedna se vlastné o postup, pfi kterém konstantu C' ve vzorci (4.6)
nahradime funkci K (z) — proto se tato metoda nazyva metoda variace konstanty. Vypoctem
derivace y/,, obdrzime

yp(x) = K'(2)ypo(z) + K (2)yp0(x).
Dosazenim do (L) dostavame

K'(2)yp0(x) + K (2)yp0(x) + a(2) K (2)ypo(z) = b(x)
aodsud
K'(z)ypo(z) + K (2) [yp0(2) + a(@)ypo(x)] = b(z).
Protoze y,,0(x) je feSenim homogenni LDR, je vyraz v hranatych zavorkéch roven nule a plati

K'(z)ypo(x) = b(). (4.8)
Odsud jiz snadno vyjadiime derivaci neznamé funkce K'(z) a integrovanim nalezneme funkci
K (z). Dosazenim do (4.7) nalezneme partikul &rni feSeni nehomogenni LDR az Véty 4.1 obdrZime
obecné feSeni nehomogenni LDR. Zapotteme-li navic do funkce K (x) i integratni konstantu C,
obdrzime ze vzorce (4.7) nikoliv pouze partikularni, ale jiz pfimo obecné feSeni nehomogenni
LDR.

V praxi je vyhodné zapamatovat si tento postup a pokazdé jg aplikovat na pfisluSnou rovnici.
V&mnéme si, Ze po dosazeni (4.7) do (L) se Cleny obsahujici funkci K (x) vyruSi arovnice bude
obsahovat funkci K () pouze prostfednictvim derivacetéto funkce K'(x), jak plyne z (4.8). Pokud
se toto nestane, je ve vypoctu obsazena chyba.

Jinou moznosti jak ngjit feeni LDR prvniho fadu je pfimé dosazeni koeficientll rovnice do nasle-
dujiciho vzorce.

Véta 4.2 (vzorec pro obecné FeSeni nehomogenni LDR). Obecné feSeni rovnice (L) je

b Ja(z)dz 4 C
y(z,C) = e~ Jal@)dz [/ b(x)efa(m) dz dx—i—C} _ f (5'3)€efa($) - T+ . CeR
(4.9

PFitom kazdy neurCity integral vyjadrfuje jednu libovolnou z primitivnich funkci (integracni kon-
stanty jiz neuvazujeme).
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Shriime s metody FeSeni linearni diferencialni rovnice do tvaru algoritm.

2 ALGORITMUS 3 (1. algoritmus FeSeni nehomogenni L DR prvniho fadu).
(i) Naezneme asociovanou homogenni LDR, tj. nahradime pravou stranu rovnice (L) nu-
lovou funkci.
(if) Tuto homogenni rovnici feSime pomoci vzorce (4.5) (pfipadné separaci proménnych).
Vysledkem je obecné feSeni homogenni rovnice.
(iii) Partikularni feSeni plivodni rovnice hledame ve tvaru (4.7). Vypocteme derivaci tohoto
FeSeni a dosadime do zadané nehomogenni rovnice.
(iv) Algebraickymi Upravami vypotteme derivaci K'(z) hledané neznamé funkce K ().
(v) Integraci funkce K’ (x) nadleznemehledany koeficient K (z). Integraéni konstantu volime
libovolné (nejCastgi nulovou).
(vi) Nalezenou funkci K (x) dosadime do (4.7) aobdrzime partikularni feSeni nehomogenni
LDR.
(vii) Obecné feSeni nehomogenni LDR ziskame ze vzorce (4.3) jako soutet obecného feseni
homogenni rovnice a partikularniho feSeni rovnice nehomogenni.
(viii) Je-li zadana pocatetni podminka, dosadime tuto podminku do obecného feSeni, ziskanou
rovnici vyfeSime vzhledem ke konstanté C' a tuto hodnotu konstanty pouZzijeme zpét
v obecnéem feSeni.

2 ALGORITMUS4 (2. algoritmus f'egeni nehomogenni L DR prvniho fadu).
(i) Postupujeme podle vzorce (4.9). Identifikujeme nejprve funkce a(z) ab(x).
(ii) Vypocteme integral / a(x)dz.
(iii) Upravime vyraz e/ *(@)dz,
(iv) Vypotteme integral / b(z)el @) 4w gy
(v) Sestavime obecné feSeni nehomogenni LDR ze vzorce (4.9).
(vi) Je-li zadanapocatetni podminka, dosadime tuto podminku do obecného FeSeni, ziskanou
rovnici vyfeSime vzhledem ke konstanté C' a tuto hodnotu konstanty pouzijeme zpét
v obecném FeSeni.
Kdekoliv se tomto agoritmu vyskytuje neurCity integrél, volime v tomto integrdlu integracni
konstantu libovoln&, nejCastgi rovnu nule.
Oba predchozi agoritmy jsou ekvivalentni — oba vedou k vypottu dvou integral @i, tyto integraly
jsou pro obé metody stejné. Pokud tyto integraly umime vypocitat, je vysledkem algoritmu feSeni
linearni diferenciani rovnice prvniho fadu. Toto feSeni vzdy obdrZzime v explicitnim tvaru.
Poznamka 4.9 (integratni faktor LDR prvniho Fadu). Existuje jesté jedna efektni metoda
hledani obecného feSeni diferencialni rovnice: Vyraz el alw)dz gp nazyva integracni faktor LDR a
pomaci tohoto vyrazu lze rovnici rychle vyfesit. Rovnici (L) vynasobime integratnim faktorem
y/efa(ar) dx + a(x)efa(ar) dxy _ b(w)efa(x) dz
avimnemesi, ze nalevé strané stoji rozepsana derivace souinu. Rovnici proto [ze upravit natvar

!/
<yefa(:v) dm) _ b(x)efa(m) dz
Integraci rovnice odstranime derivaci nalevé strané a obdrzime
yefa(x)dm _ /b(x)efa(m)d:v dz + C,

kde kazdy z integral&i oznatuje libovolnou z primitivnich funkci aC' jeintegraéni konstanta. Nyni
staci osamostatnit nalevé strangé hledanou funkci y, ¢imz obdrzime pravé vzorec (4.9).
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Priklad 4.3 (variace konstanty). Hledejme FeSeni rovnice ‘
y =1+ 3ytgx. (4.10)

Regeni. Prepizeme-li rovnici do tvaru
y —3ytgx =1, (4.11)

vidime ihned, Ze se jedna o nehomogenni linearni diferenciéni rovnici prvniho fadu. Nejprve
nalezneme feSeni asociované homogenni rovnice

Yy —3ytgx = 0. (4.12)
Po separaci proménnych obdrZime pro y # 0 rovnici

d
il =3tgxdr
Y

aodsud po integraci
Inly| =—-3In|cosz|+¢, ceR.

Odstranime logaritmy a absolutni hodnoty a pfejmenujeme integratni konstantu postupem, ktery
jsme pouzivai jiz u diferenci@nich rovnic se separovanymi proménnymi

Inly| = 1n(ec|cos:r3|73),
lyl = €[ cos 2|7,
y=Ccos >z,

kde C = +e¢ # 0 je nova nenulova konstanta. Protoze vak volbou C' = 0 obdrZime konstantni
funkci y = 0, kterajetakéteSenim (4.12), pfipustime C' € R libovolné. Homogenni rovnice (4.12)
ma tedy obecné feseni

y=Ccos 3z, CeR.

Nyni staCi nalézt libovolné partikularni feSeni nehomogenni rovnice (4.11). Toto FeSeni budeme
hledat ve tvaru

y=K(x) cos > x, (4.13)

kde K (x) jefunkce, jiZ musimeur€it. M&i y byt feSenim nehomogenni rovnice, musi po dosazeni
zay zadanarovnice prejit v identitu. Vypotteme tedy nejprve derivaci 1/

Y = K'(z)cos 3z 4 K(x)3cos asinz
adosadime tuto derivaci ¢ afunkci y do (4.11)

K'(z)cos 3z 4 K(z)3cos tzsinz — 3K (z)cos Sztgr = 1.
Vidime, Ze druhy atfeti ¢len na levé strané rovnice se v souladu s naSim oCekavanim odettou a
dostavame

K'(z)cos 3z = 1.

Odsud
KI(CE) = cos®x
apo integraci
03
K(w) = /COSBxdx - /(1 — sin? x) cos x dz = sinz — 5112 :c’

pficemz integral jsme vypocetli substituéni metodou pri substituci sin z = ¢ aintegratni konstantu
volime nulovou. Dosazenim do (4.13) obdrZime partikul arni ¥eSeni rovnice (4.10)

sin x sin®

cos3x  3cosdx
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Settenim tohoto partikularniho feSeni a obecného FeSeni homogenni rovnice (4.12) obdrzime
vysledné obecné feSeni rovnice (4.10) ve tvaru

in in3
y(z) = csos?’xm B BScosfx * cog’ x’ CeRr.
- Priklad 4.4 (variace konstanty). Hledgjme feSeni pocatecni Ulohy

y =xz(1-2y), y(0)=3. (4.14)
Regeni. Rovnici prepiseme do tvaru

y + 2y = x, (4.15)
odkud vidime, Ze se skutetné jedna o lineérni diferenci@ni rovnici. Homogenni rovnice matvar

Yy +2ry =0

VAR

a obecné feseni y = Ce, C' € R. Partikulami Fegeni rovnice (4.15) hledame ve tvaru y =
= K(z)e *". Derivace této funkcejey’ = K'(z)e " + K (x)(—2z)e~*". Po dosazeni do (4.15)
obdrZzime

K’(:r:)e_”C2 + K(ac)(—Qac)e_I2 + 2$K($)6_$2 =z
apo vypottu K'(z)

K'(z) = ze®’ .
Substituéni metodou pfi substituci 2> = ¢ nalezneme

1

K(z) = Eex2

apartikularni feSeni matvar
1

y = K(:r:)e_”C2 =3
Okamfzité vidime, Ze toto partikularni ¥eSeni zadanou pocatetni podminku nesplinuje. Nalezneme
tedy nejprve obecné feSeni rovnice (4.14)

1
y:§+06712, CGR,
dosadime pocatetni podminku

1
3=-+0¢
p T

vypocteme C' = g atuto hodnotu dosadime do obecného feSeni. Obdrzime takto funkci

1 5 o
y(x)_§+§6 ’

ktera je feSenim pocatecni tlohy (4.14).

" Uloha 4.2. Rovnice z predchoziho prikladu je navic i rovnice se separovanymi proménnymi.
Vyfeste ji i pomoci separace proménnych.

- Priklad 4.5 (variace konstanty). Hledgjme feSeni rovnice
vy +y=zln(x+1). (4.16)
Redeni. Jedna se o linearni diferencialni rovnici

1
y + Ey =In(x + 1), 4.17)
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kde a(z) = = ab(z) = In(z + 1). ReSeni této rovnice bude definovano na kazdem podintervalu
x

intervalu (—1, c0), ktery neobsahuje bod 0. ReZeni homogenni rovnice

;1
y+-y=0
x
ma podle (4.5) tvar
Y= Ceffa(m)d:v _ Cefln\:c\ _ Q _ 5
EI

kde K = +C € R jenovakonstanta, kteranam umozni ,, odstranit* absolutni hodnotu. Partikularni
N . . , 1 .
FeSeni nehomogenni rovnice (4.17) hledame ve tvaru y = K (z)—. Podle (4.8) plati

x

K'(@)Y = In(z + 1)
X
aodsud
K'(z) = zIn(z + 1).

Integraci per-partés vypocteme
2 2

T T z 1
K(w)— 71H($+1)—z+§—§1n($+1)+0
adosazenim do (4.7) obdrZime obecné FeSeni rovnice (4.16) ve tvaru
1
= K(z)=
y=K(z)-

r 1 1 C
T 1)+ = R.
ty e+, Cc

(Protoze jsmeintegratni konstantu C' zapoCetli do funkce K (), obdrZzime ze vzorce (4.7) ne pouze
partikuléarni, ale jiZ obecné FeSeni rovnice.)

= gln(x—i— 1)

Priklad 4.6 (dosazeni do vzorce). Hledgjme FeSeni pocatetni Ulohy B

oy fay+y—2>=0, y(l)=-1. (4.18)
Regeni. Prepigeme-li rovnici do tvaru

r+1
y' + y =z,
. . o 1
vidime, Ze se jedna o lineérni diferenciéni rovnici, pficemz a(x) = Tt ab(x) = z. Budeme
X

postupovat podle vzorce (4.9). Plati

1
/a,(gc)duvz/ﬂc+ dez =z +In |z,
x

pricemz vzhledem k pocatetni podmince Ize pfedpokladat, Ze pracujeme na intervalu (0, 00) a
absolutni hodnotu Ize vynechat. Potom
ef a(z)dz _ ex—l—lna: _

xelnm _ 1’6$,

/b(:ﬂ)ef a(@)dz _ /$2€$ dz = e®(2? — 2z + 2),

kde druhy integral jsme vypocetli dvojnasobnou integraci per-partés av kazdém integralu volime
nulovou integracni konstantu. Podle (4.9) je obecnym feSenim rovnice funkce
e?(2?2 —2x+2)+C 2 C

Y= p =r—2+ -4+ —.
ze T

e




©
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Po dosazeni pocatecni podminky y(1) = —1 obdrzime pro konstantu C' rovnici
—1=1-24+2+ 9
e
Regeni této rovnice je C' = —2¢ afeSenim pocateéni Glohy (4.18) je tedy funkce

x xet T X

Uloha 4.3. Re¥te nasleduijici diferencialni rovnice. UrEete obecné feseni aje-li zadana potatetni
podminka, urCete i prislusné partikularni feseni.

L(z+1)y —2y=(z+1)* 8.xy +y=22 yl)=-2
2.(20+ 1)y +y=v2r+1+3 9.ay +2=e "
3.9y cosx+ysinz =1 10. 9/ cosx — ysinz = sin 2x
2
4.9y +ycosx = 2sinz cos x 1.y —y= 1tz e
x

5.9y cosz :2(y —|—12 cosz)sinz 12,y —ytgr =sinz, y(0)=0

T — .
6. y/:1+ Y 134/ T _arcsinz

r Ve VT e

7.9 +y==z y0)=3

" Uloha4.4. Plati-li v rovnici (L) rovnost a(xz) = b(z), jednase o rovnici se separovanymi promeén-
nymi. Vskutku, uvazujte linearni diferenciéni rovnici

y' +a(z)y = a(z)
a odseparujte v této rovnici proménné x ay.

5. Exaktni diferencialni rovnice

Exaktni diferencialni rovnice jsou rovnice, které do jisté miry souvisgji s diferencidlnim poctem
funkci dvou proménnych. Pfipomehme si proto nejprve nékteré zakladni pojmy z teorie téchto
funkci.

Poznamka 5.1 (symbolicky zapis parcialnich derivaci). V diferencialnim poctu funkci vice
promeénnych je z&kladnim pojmem pojem parcialni derivace —viz [7]. Je-li funkce F'(x, y) funkci
dvou proménnych, oznatujeme parciani derivaci podle  symbolem M Podobné ozna-
X
Cujeme i parcialni derivaci podle proménné y. V pfipadech, kdy nebude dochazet k ngjasnostem,
OF

mlizeme argument ,, (z, y)“ vynechavat a psat pouze o A
€z Y

Definice (totalni diferencial, kmenovéa funkce). Necht F(z,y) je funkce dvou proménnych,

ktera ma spojité parciani derivace. Vyraz

OF (z,y) OF (z,y)
o dx + oy

se nazyva totalni diferencial funkce F'(x,y). Funkce F'(x,y) se nazyva kmenova funkce tohoto
diferencidu.

dF'(z,y) = dy (5.2
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Definice (exaktni DR). Necht P(z,y) a Q(x,y) jsou funkce dvou proménnych, které maji
Spojité parciani derivace. Rekneme, Ze diferenciani rovnice

Pz, y) + Qa,y)y =0
je exaktni, jestlize vyraz

P(z,y)dz + Q(z,y) dy (M
je totalnim diferencidlem ngaké funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.2 (ekvivalentni tvar exaktni DR). Exaktni diferencidni rovnici Cast§i uvadime
v ekvivalentnim tvaru pomaci toténiho diferencidlu kmenové funkce

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (B)
Tento tvar ziskame nahrazenim derivace 3’ podilem diferencidti dy/ dz aformanim vynasobenim
rovnice diferencidlem dz. O funkci Q predpokladame, ze nemanulovy bod v oblasti naseho zgmu
(tj. napr. v okoli potatetni podminky). Potom ma pocatecni Uloha pro rovnici (E) jediné feSeni
y = y(z)™
Poznamkab.3. Rovnice (E) jetedy exaktni prave tehdy, kdyz existuje funkce F'(z, y) proménnych
x ay sVvlastnostmi
OF(z,y)

) ey & ZED - Qe 52)

Véta 5.1 (feSeni exaktni DR). Necht' F'(x,y) je kmenova funkce totélniho diferencialu (T).
Rovnice (E) mé obecné FeSeni implicitné uréené rovnici
F(z,y) =C, C eR. (5.3

Poznamka 5.4 (metodickd). Z pfedesiého vidime, Ze chceme-li identifikovat a feSit exaktni
diferenciéni rovnice, musime
e poznat, kdy je vyraz typu (T) totadnim diferencidlem n&jaké funkce,
e UMEt nalézt z vyjadieni totalniho diferencialu kmenovou funkci.
Nadedujici véta udava efektivni kriterium, pomoci kterého |ze zjistit, zda rovnice je nebo neni
exaktni, tj. zda (T) je €i neni totalnim diferencidlem néjaké kmenové funkce.
Véta 5.2 (charakterizace totalniho diferencialu). Necht' funkce P(z,y) a Q(x,y) maji spojité
parcialni derivace na oteviené souvisé mnoziné M C R2. §raz (T) je na mnoZzné M totalnim
diferencialem ngakeé funkce prave tehdy, kdyz na M plati
P
OP(z,y) _ 9Q(x,y) (5.4)
o oz
Podminka spojitosti parcialnich derivaci byvav aplikacich temér bez vyhrady splnéna, staci tedy
vypoCtem ov&it (nebo vyvrétit) vztah (5.4).

5.1. Metoda nalezeni kmenové funkce

Predpokladejme, Ze jsme pomoci Véty 5.2 ov&ili, ze vyraz (T) je totAnim diferencidlem. Je-
li funkce F'(x,y) kmenovou funkci tohoto diferencidlu, musi platit vztahy (5.2). Integrujeme-li
prvni z téchto vztahtl podle proménné z, obdrZime

Fla,y) = / P(z,y)dz + C(y), (55)

pokud tato podminka neni spinéna, ale funkce P nema nulovy bod, |ze Glohu prevrétit a hledat « jako funkci y,
.z = z(y).
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kde pri integrovani podle x povazujeme y za konstantu (podobné jako pfi vypoctu parciani
derivace) aC(y) jeintegratni konstanta. Tato konstanta nezavisi naz, obecné se vdak miize jednat
o veli¢inu, ktera zavisi na y. Obdrzenou rovnost zderivujeme podle y

OF (z,y) 2/ '

kde C’(y) je obycejna derivace funkce jedné proménné. Vzhledem k (5.2) je leva strana rovna
Q(z,y). Dosadime tedy nalevou stranu Q(z, y) azjednoduSime vyraz na pravé strané. Obdrzime
rovnici pro C’(y), kterou vyfeSime a integraci nalezneme hledanou funkci C(y). (Pfi Upravach
nutné pro C'(y) vychazi rovnice, ktera neobsahuje proménnou . Pokud tomu tak neni, dopustili
jsme se pri pocitani chyby, nebo vyraz (T) neni totélnim diferencidlem.) Ziskanou funkci C(y)
dosadime do (5.5) a mame nalezenu kmenovou funkci F(x, ).

Poznamka 5.5 (alternativni postup). Tento postup je mozno i modifikovat tak, Ze nejprve inte-
grujeme druhou rovnost v (5.2) podle y (integratni konstanta bude obecné funkci proménné ),
obdrzeny vyraz parcialné zderivujeme podie z, dosadime P(z,y), uréime C’(z) aodsud C(z).
Pritom integraly, které poCitame pri tomto druhém postupu nemusi byt totozné s integraly, které
je tfeba pocitat prvnim postupem. Oba postupy nemusi byt stejné obtizné. Proto je nutno mit na
paméti obé moznosti av konkrétnim pfipadé volit jednodussi variantu.

2 ALGORITMUSS5 (FeSeni exaktni diferencialni rovnice).

(i) DR prepisemedotvaru (E) apomoci Véty 5.2 ovéfime, ze sejednao exaktni diferenciani
rovnici.
(ii) Nalezneme kmenovou funkci totalniho diferencidlu postupem popsanym vyse.
(iii) Je-li F(x,y) nalezena kmenova funkce, je obecné feSeni implicitné urceno vzorcem
(5.3).
(iv) Je-li mozné prevést feSeni do explicitniho tvaru (vyjadFit i jako funkci proménné x nebo
x jako funkci proménné y), provedeme to.
(v) Je-li zadana pocatetni podminka, dosadime tuto podminku do obecného feSeni, ziskanou
rovnici vyfeSime vzhledem ke konstanté C' a tuto konstantu pouzijeme zpét v obecném
FeSeni.

Priklad 5.1. Hledgime vSechnafeSeni diferencidni rovnice
2xy + 423y + (22 + 2ty = 0.
Redeni. Ovéfme, e se jedna o exaktni DR. Prepieme rovnici do tvaru

(2zy + 423y) dx + (2% 4+ 2*) dy = 0. (5.6)
Oznatme P(x,y) = 2zy + 423y aQ(z,y) = 2% + 2. Plati
OP(x,y) =2z +42° a 9Q(z,y) = 2z + 4a3.
oy oz

Podle Véty 5.2 se skutetné jedna o exaktni diferencialni rovnici. Kmenova funkce F'(z,y) musi

splhovat %—F = (@, |ze tedy psat
Y

F(z,y) = /Q(w,y) dy = /(w2 +at)dy = 2’y + 2’y + C(a),
kde C'(z) je integratni konstanta, ktera nezavisi na y, miize viak zaviset na x. Abychom znali

kmenovou funkci celou, zbyva urcit funkci C(z). Dale kmenova funkce musi splfiovat z—F = P.
X
Dosadime-li do této podminky, obdrzime

2xy + 43y + C'(x) = 2xy + 423y
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aodsud okamzité dostavame C’(x) = 0 apo integraci C(z) = K, kde K je libovolna integrani
konstanta. Volme K = 0, tj. C'(z) = 0. ReSenim rovnice (5.6) je funkce zadana implicitné rovnici
F(z,y) =2*y+a2ly=C, CeR.
Odsud je okamzité mozné prevést obecné feSeni do explicitniho tvaru, €imz dostavame
C

-~ CeR
x2 4+ 2t

Y
Uloha 5.1. Rovnice z predchoziho prikladu je linearni homogenni a ma proto separovatelné
proménné. Pokuste se rovnici vyfesit separaci proménnych a oba postupy a vysledky porovnejte
(vysledky musi byt samoziejmé totozné).

Poznamka 5.6 (integracni faktor). Vydéime-li rovnici (5.6) faktorem z, obdrZime rovnici
(2y + 42%y)dz + (z + 23)dy = 0, (5.7)

ktera je s plivodni rovnici ekvivalentni, tj. ma stejnou mnozinu feSeni, avsak neni jiz exaktni, jak
se Gtenal mlize snadno presvédGit vypoctem prisludnych parcialnich derivaci! Na tomto prikladé
vidime, Ze vlastnost rovnice byt nebo nebyt exaktni je velice citliva a tuto vlastnost 1ze porusit
pouhym vynasobenim rovnice ngakym vyrazem.

Toto se dafici i naopak: nékdy je mozné rovnici, kterd neni exaktni, upravit na rovnici, ktera
exaktni je, vynasobenim vhodnym vyrazem m(x,y) (ktery obsahuje = a y a je tedy obecné
funkci dvou proménnych). Tento vyraz potom nazyvame integracni faktor rovnice. Napfiklad
integratnim faktorem rovnice (5.7) je vyraz m(z,y) = x, protoze po vynasobeni rovnice (5.7)
timto vyrazem obdrzime rovnici (5.6), kteraje exaktni. Problematika nalezeni integratniho faktoru
jev obecném pripadé priblizné stejné slozity problém, jako problematika nal ezeni obecného FeSeni
rovnice. V jednoduchych prikladech (napfiklad pokud jeintegratnim faktorem funkce pouze jedné
promeénné) Ize vaak integratni faktor pomérné snadno nalézt a prevést rovnici, ktera exaktni neni,
na rovnici, ktera exaktni je. BliZ& poueni o této problematice miize &tendf nalézt v odborné
literatufe, napf. [11, kap. 17.4].

Priklad 5.2. Hledejme feSeni rovnice

1 Y x
=L Vet (5 - ) dy =0,
<m x2+y2) v 2y )Y

Y

. 1
ReSeni. Oznatme P =—-——-————a = ——— —y.Plati
(@,y) =~ — — vy Qlz,y) = — Y
or 22 +y? — 2y° 8@_:{32—{—y2—2x2
oy~ @y T e (@)
L o . 0 o, . . -
Po malé Upravé zjistime, ze r i 8—Q a jedna se skutecné o exaktni rovnici. Budeme hledat
Yy X

, . . OF .
kmenovou funkci F'(x,y). ProtoZe plati P = o |ze psét
1 Y x
F(z,y) = /P(x,y) de = /(E - m) dz = In|z| — arctg " + C(y).

. . oF ., . L

Protoze dale plati ) = o dostavame po dosazeni a derivovani
Y

X X

7 5 T Cl(y)'

1
L
x2 4 92 1+ 5y
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Algebraickymi (pravami odsud vypotteme C’(y) = —y apo integraci C(y) = / C'(y)dy =

2 2
= —%. Kmenovou funkci jefunkce F'(z,y) = In |z| — % —arctg L aobecnym feSenim rovnice
Y

je funkce zadana implicitné rovnici
2
In|z| — % —aulrctgg =(C,kdeC e R.
Yy

2 Uloha5.2. Uvazujme rovnici

1 Y x 1
—— ) de+ (g — =) dy =0,
<m x2+y2) v 21y oy
() Ukazte, Ze se jedna o exaktni diferencialni rovnici a naleznéte postupem analogickym
postupu v minulém prikladé obecné feSeni ve tvaru

In |z| — In|y| — arctg - C,kdeC € R. (5.8
Yy

(i) Kroméz # 0 ay # 0 predpokladeite navic 2 + y? — 2y # 0 a ukazte, Ze zadanou
rovnici |ze pomoci algebraickych Uprav prepsat do tvaru
ydx —xdy =0,
COZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Naleznéte obecné FeSeni této rovnice ve
tvaru
y=Kuz, K € R\ {0}. (5.9

(iii) Svyjimkou pfipadu z2 +y% —zy = 0 jsourovnice, kteréjstefesili v predchozich bodech
ekvivalentni amaji proto stejné mnoziny feSeni. Porovnegjte tato feSeni arozmyslete s,
jak by bylo mozné z fe3eni (5.8) obdrzet (5.9).

" Uloha 5.3. Nasledujici diferencialni rovnice jsou exaktni. Naleznéte jejich obecna Fegent.

1. 2zydz + (2 4+ 1)dy =0 7.siny + [(z + 1) cosy — ysinyly =0
2. (32%y> + 7)dz + 223y dy = 0 8. (22 — z9?) dz + (24 — 2%y)dy = 0
x y

4. 2z cos® y dx — (2 sin2y —siny)dy =0 10 x dxz( Y +1) dy
2 2 / ' y2 x2_y2
52—y + (5—2zy)y =0
6.z +Iny+ (E—i—siny)y':O
Y

12. (14222 +y?)de+ (Va2 +y?2 —1)ydy =0

13. (@ + 290@/3) dx + < Iz + x2y2) dy =20

3 ylny
7 Uloha5.4.
(i) Prepiste DR se separovanymi promennymi ' = f(x)g(y) do tvaru
1
r)dr — ——=dy=0
/(@) g

aovéte, Ze tato rovnice je exaktni.
1

(i) Ukazte, Ze je-li F(z) = /f(x) dr aGy) = /g(y) dy, je funkce F(z) — G(y)
kmenovou funkci totalniho diferencialu vystupujiciho v rovnici.
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(ili) Naleznéte obecnéteseni této rovnice aporovnejte tento postup salgoritmem nastrané 15.

6. Numerické metody

Na geometrickém vyznamu diferencialnich rovnic uvedeném na strané 12 jsou zalozeny zakladni
numerické metody pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu. Tyto metody spocivaji v tom, ze
hledanou integralni kfivku kreslime po malych linearnich &astech pomoci smérového pole. Regent
tedy aproximujeme po Castech linearni funkci.

Uvazujme pocatecni Ulohu pro obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu

y' =e(x,y),  ylxo) = vo. (6.1)

Pro jednoduchost budeme uvazovat aproximaci takovou lomenou Carou, pro kterou je vodorovna

vzdalenost mezi sousednimi vrcholy konstantni. Je-li tedy vodorovnavzda enost mezi jednatlivymi

uzly (krok) rovna h, jsou zZlomy postupné v bodech zy = z¢+ h, 9 = xg+2h, 3 = xg+3h, .. ..

Obecny bod, ktery je od potatetniho bodu vzdaen i krokli ma z-ovou soufadnici z; = x¢ + ih.

Oznatme odpovidajici y-ovou souradnici jako y;. Ze soufadnic i-tého bodu vypotteme souradnice

dal&iho bodu pomoci vztahti

Tit1 = +h

Yit1 = Yi + kih,

kde k; js smérnice lomené Cary naintervalu (x;, x;11). Mame-li pevné zvolen krok, je optimalni

volba smérnice k; Ustfednim problémem, ktery rozhoduje o pfesnosti aproximace. My3enek, jak
tuto smérnici volit, je nékolik.

Eulerova metoda: Tato metodaje nejjednodussi aproximaci, kteravychézi z predpokladu,

Ze sméroveé pole se béhem jednoho kroku pFilis nemeéni. Smérnici proto volime stejnou,

jako je smérnice elementu smérového pole v daném vychozim bodég, . kZ(E) = (2, Y;).

Geometricky to znamena, Ze v bodé daném pocatetni podminkou se vydame smérem

danym smérovym elementem v tomto bodé aujdeme vzdalenost, kteranaose z odpovida

kroku délky h (viz Obrazek 11). V dalSim bodé se opét vydame smérem odpovidajicimu

smérovému elementu v tomto bodé. Je zZigimg, ze presnost zavisi natom, jak je diouhy

krok této metody. Pro srovnani je na Obrazku 12 zakresleno presné feSeni (plnou Garou)

(6.2)

I

\

— - — — — — — — — — — —
~ T T T - - - -
Ve e .
At proximace
V Y . S spresne reseni
/ / 24 —_——
/ / S S —_——
/ / //://///f//_,_\f\\\\\
/ / //f/////f//.__\f\\\\\
/ / //f/////f//,__\f\\\\\
/ . //f/////f///f\f\\\\\
/ / = <
Zo T T2 T3

OBRAZEK 10. Aproximace partikularniho feSeni diferencialni rovnice po ¢astech
lomenou Carou (metoda Runge-K utta)
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aaproximace Eulerovou metodou pro dva riizné kroky (¢erchovanou a dvojteckovanou
Cerchovanou Carou).

metoda Runge-K utta druhého radu: Jedna se o metodu, ktera se narozdil od Eulerovy
metody snaZi zohlednit i pripadné zmény smérového pole v pribéhu jednoho kroku.
Pii této metodg uréujeme smérnice jednotlivych linearnich Easti ze vztahu kR —

h h , . o . . .
= (xi + =,y + SR Geometricky s muizeme situaci predstavit tak, Ze nejprve

2 to2
my3enkove vyjdeme z bodu daného pocatetni podminkou stejnym smérem jaky udava
Eulerova metoda, ale ujdeme jenom polovinu kroku. V tom misté potom zjistime smér
smérového pole a tento smér pouZijeme k tomu, abychom z vychoziho bodu udélali
jeden krok.

metoda Runge-K utta Ctvrtého radu: Tato metoda zpfesiuje predesly postup. Volime
®Rea) _ Lo® o RO L @ (8) (@) _ Lh R
k; _E(ki + 2k, + 2k + k), kde k; —go<mz+§,yl+ki 5) a
kZ(ﬁ ) = o(x; + hyy; + kga)h). Geometricky to znamena, ze
o my3enkoveé provedeme plilkrok smérem ktery udava Eulerova metoda av bodé do
kterého dosp&jeme zjistime smér £RX) smérového pole,
e smér kX pouzijeme k provedeni daldiho mydeného plilkroku z bodu daného
potatetni podminkou a zjistime smér £(®) v bodé do kterého dospgjeme,
e smér k(%) pouzijemek provedeni posl edniho my& eného celého kroku z bodu daného
potatetni podminkou a zjistime smér k%) v bodé do kterého dospéjeme,

L U R R NN
VOV N N NN
VN N N N
Vo0 N NN

VNN
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@
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- = \
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OBRAZEK 11. Jeden krok délky 0.2 pro kazdou z numerickych metod, pocatetni
podminka y(0.2) = 1.4
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e vypottemearitmeticky primér vech &tyF smért, pfitemz druhy atfeti zapoCitavame
dvojnasobnou vahou. Obdrzeny smér £R¥4 nyni pouzijeme pro kone&né provedeni
celého kroku.

Poznamka 6.1 (srovnani jednotlivych numerickych metod). Na Obrazku 12 vidime pfesné
feSeni diferencié@ni rovnice a aproximaci pouzitim jednotlivych numerickych metod. VSechny
metody maji stejny’? krok. Pouze Eulerova metoda je zde uvedena i s poloviénim krokem. Zde
napriklad vidime, Ze v naSem pripadé zameérné velkého kroku Eulerova metoda zcela selhava, pri
polovicnim kroku je vak jiz aproximace mnohem lepsi. Toto je prirozeny a charakteristicky jev:
pri kratSim kroku aproximaéni metody dosahuji presnéjsich vysedkll. Bohuzel mensi krok s sebou
nese potfebu provadét vice vypottll. Téchto vice vypoltl prinasi i vétsi riziko, Ze ve vypottu dojde
k akumulaci zaokrouhlovacich chyb a aproximace opét bude nepresna. Proto je mozné algoritmy
dale vylep3ovat, napriklad je mozno vypocitavat dalsi bod lomené ¢ary ne z jednoho predchoziho
bodu, ale z vice predchazejicich bodl. Dae je mozno automaticky ménit délku kroku, aby krok
nebyl ani zbytetné maly, ale ani nebezpetné velky. Tato problematika je zpravidla podrobné
rozpracovana v literatufe vénované numerickym metodam.

Uloha 6.1. Napidte pomoci pseudokodu algoritmus Runge—K utta druh&ho a &tvrtého Fadu pro )

numerické feSeni potatetni Glohy v/ = z + y + 2 + 32, y(0) = 1 naintervalu (0, 10) s krokem
0,1.
Navod: Pseudokod je neformani zapis algoritmu, ktery dodrZuje konvence programovych jazyk,
ale mlize obsahovat prvky prirozeného jazyka. Napriklad zapis Eulerovy metody by mohl byt
nasledujici:
x:=0; vy:=1; krok:=0.1; # pocat ecni podni nky a nastaveni
rovni ce(x,y):=x+y+x"2+y~2; # rovnice
cykl us dokud nebude x>10

k: =rovni ce(x,y); # smer pro Eul erovu net odu
X: =xX+kr ok; # posun o” krok doprava
y: =y+kr ok*K; # zmena funkcni hodnoty

#

vytiskni x,vy; vypsani bodu na obrazovku

konec cyklu

12; didaktickych divodt zamerme velmi velky

- ... Euer
N B
b F e see T T T T T o Euler — polovigni krok
e S S i e e T T T T T T ‘\\~§\\
g ~- RK4

; /: e o :: presné feseni
/ T T T T T T T TR
/ DR RK
/ /S s
/ ///////,._\\\\\\
/ / ///////,,_\\\\\\
/ -' ////////7\\\\\\

/ A e <

Zo z1 Z2 z3

OBRAZEK 12. Srovnani jednotlivych numerickych metod
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7 Uloha 6.2. Redte stejnou potatetni Ulohu jako Uloze 6.1 ve vasem oblibeném tabulkovem proce-
soru.

Poznamka 6.2. Numerické metody feSeni DR nékdy skryvaji nemala Uskali a pro Gspésnou
aplikaci téchto metod je Casto nezbytna dobra znalost obecné teorie. Napriklad u integralnich
kfivek na Obrazku 6 nastrané 13 si vSimnéme, ze naurCitém intervalu temér splyvaji, ale pro vétsi
x sevyraznéodlisuji. To znamena, zei velicemal anepresnost, kterébychom sedopustili pfi kresleni
smérového pole a pri odhadu integralnich kfivek, se na del&im intervalu miize zmnohonasobit a
nas odhad by nemusel odpovidat realité.

7. Slovni Glohy

Nasledujici podkapitola obsahuje slovni Glohy, které Ize FeSit pomoci aparatu diferenciénich
rovnic. Ngjprve s uvedme jednu feSenou Ulohu, ktera je jistym rozSifenim modelu samoci&téni
jezer ze strany 8.

- Priklad 7.1 (soustava dvou jezer). V Pfikladu 1.2 na strané 8 jsme uvazovali kontaminované
jezero, které se Cisti v diisledku pritékani Cisté vody aodtékani vody kontaminované. Ukazali jsme,
Ze mnozstvi neCistot v jezefe zavisi na Case a tato zavidost je popsana rovnici (1.2). Protoze se
jedna o rovnici exponencianiho rlistu (viz Poznamka 1.7), bude mnozstvi neistot v jezefe klesat
exponencialné s Casem. Stejné bude proto klesat i mira kontaminace odtékajici vody.
Predpokladegime nyni, Ze fyzikani jednotky jsou pro jednoduchost zvoleny tak, ze hmotnost
negistot vyplavovanych z jezerav ase t je danafunkci e —*. Toho je mozné dosahnout nasledujicim
zplisobem: Jednotku méfeni Gasu volimetak, aby zajeden ¢asovy Usek kleslo mnozstvi kontaminaci
v jezefe av odtékgjici vodé e-krat a hmotnost zneCi&tyjicich ¢astic mé&fime v nasobcich celkové
hmotnosti castic, které odtékaly z jezera na pocatku zne€isténi za Casovou jednotku bezprostfedné
po prvotnim zneci &téni.

Predpokladejme déle, Ze tato voda odtéka do jiného jezera, které bylo plivodné Cisté a nyni je
postupné kontaminovano. Lze otekavat, Ze mira zneCisténi tohoto druhého jezera poroste z nuly
k jisté maximalni hodnoté apotébude opét klesat vlivem samodisténi avlivem toho, ze kontaminace
pritékajici vody postupné klesa k nule.
Pokusme se sestavit matematicky model této situace. Oznatme y(t) hmotnost zneCidtujicich castic,
které jsou pFitomny v druhém jezefe v Case t. Dale oznatme r priitok vody za Casovou jednotku a
V' objem jezera. Opét pfijméme predpoklad rovnomeérného rozdéleni kontaminace v celém objemu
jezera. Zména hmotnosti znetidtujicich Eastic je zplsobena jednak pritokem et Eastic z prvniho
jezera a jednak Ubytkem vlivem samoci&téni. Tento Ubytek je stejné jako v zakladnim modelu
samoci&teéni jezer (1.2) na strané 8 dan vyrazem %y Diferenciani rovnice pro vyvoj znetisténi
matedy tvar

y=e'—Ty y0)=0, (7.0
kde pocatecni podminka vyjadfuje skutetnost, ze na pocatku nebylo druhé jezero nijak znecisténo
ay’ znafi derivaci funkce y podle proménné ¢. Jedna se o linearni diferenciani rovnici prvniho
fadu. Asociovana homogenni rovnice

’ T
Yy = —VZ/

.

je rovnici exponencianiho rlistu (viz str. 9) a jeji obecné feSeni je y = Ce™ V' (viz sr. 19).
T

Partikul arni YeSeni rovnice budeme hledat vetvaru y = K (t)e” V. Dosazenim do (7.1) dostavame

K'(e V- K(t)%e_%t et %K(t)e_%t
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apo Gpravé aexplicitnim vyjadreni K’ obdrzime
/ r=V
K'(t)y=eV "
Integraci tohoto vztahu ziskame
r=V V r=V

K(t) = V_ 55 eV

r—V V—r ’
pfiCemz integratni konstantu volime rovnu nule. Partikularni feSeni ma potom tvar
V r=V t Lt V
= — e 1% € Vi i=— e_t
Yp V—r V—r
a obecnym FeSenim je funkce

v
et

_r,
—-T

Z pocétetni podminky y(0) = 0 obdrZime rovnici
V
V—r

0=C—
S Vi e ,
steSenim C' = Vo ReSenim pocatecni Ulohy (7.1) je tedy funkce
-
14 —Tt —t
= V —
L 7 (e ¢ > ’

Smeérové pole této rovnice a integrani kfivka odpovidajici tomuto feSeni jsou na Obrazku 7 na
strané 13.

Rete nasledujici slovni Glohy. Vystupuje-li v Gloze rovnice exponencianiho riistu nebo logisticka
rovnice, vyuzijte vysledkdl Prikladl 2.7 a 2.8.

Uloha7.1. Populacebakterii rostetak, zerychlost rlistuje imérnavelikosti popul ace, tj. rostepodle
rovnice exponencialniho rlistu. Mezi 12:00 a 14:00 se velikost populace ztrojnasobila. Zjistéte,
v kolik hodin se velikost populace zvySi na 100-nasobek velikosti, jaka bylave 12:00.

Uloha 7.2. Populace bakterii roste podie logisticke rovnice (viz str. 9 a 19). Pogateéni populace je &
1 000 jedincli amaximalni stabilni populace je 10 000 jedincll. SEitani velikosti populace nakonci
prvni hodiny ukazalo velikost populace 2 000 jedincli. Urcete velikost populace jako funkci ¢asu
t.

Uloha 7.3 (samoti&éni jezera s nepretrzitym znetidtovanim). Jezero uvedené v modelu sa- &
moCisténi jezer (viz Priklad 1.2, str. 8) je nepretrzité zneCistovano konstantni rychlosti ¢ [kg/den].
(i) Napiste diferenciani rovnici, ktera popisuje mnozstvi necistot v jezefe v zavidosti na
Caset.
(ii) Rovnici vyfeste a zjistéte, na jaké hodnoté se mnozstvi necistot ustali.

vvvvv

1.2 na strané 8, avsak predpokladejme, Ze v ném na pocatku nejsou pritomny Zadné zne€istujici
Castice. V Caset = 0 bylo jezero kontaminovano davkou i kg necistot.
(i) Naleznéte mnozstvi netistot v jezefe po uplynuti 7" dni.
(if) Po uplynuti 7" dni bylo jezero opét kontaminovano davkou yo kg neCistot. Naleznéte
mnoZzstvi neCistot v jezefe po uplynuti 27" dni.
(iii) Opakovanég, vzdy po uplynuti T" dni, bylado jezera vypusténa dalSi davkayg kg neCistot.
Naeznéte mnozstvi neCistot v jezefe po uplynuti n7° dni a limitni hodnotu tohoto
MNOZstvi pro n — oo.
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Uloha 7.5. Nabidka potravy pro ur&itou populaci podiéha sezonnim zménam, které ovliviuji riist

této populace. Jako jednoduchy model pro takovou populaci miize slouZit rovnice
d

TZZ = ky cost,

kde & je kladna konstanta. Je znama pocatecni velikost y, populace v Case t = 0. Vyfeste tuto

rovnici analeznéte maximalni aminimalni hodnotu, mezi kterymi budevelikost popul ace oscilovat.

Nasledujici Uloha sice vede na rovnici druhého Fadu (obsahuje druhou derivaci hledané funkce),
prevedeme ji v3ak nafeSeni dvou diferencialnich rovnic fadu prvniho.

Uloha 7.6. Uvazujme ohebné lano natazené mezi body A, B, které je provéeno vlastni vahou.
Fyzikani rozbor situace ukazuje, Ze lano zaujme tvar kiivky y = y(x) popsané diferenciélni

rovnici
y' =av1+ ()2 (7.2
kde a je konstanta charakterizujici silu, kteralano napinaahmotnost lana (pfedpokladame, Ze lano
ma hmotnost rovnomeérné rozlozenu podél svoji délky).
(i) Substituci z(z) = 3/ (x) prevedte rovnici (7.2) nadiferenciani rovnici prvniho fadu

2 =av1+ 22, (7.3)

(ii) Separaci proménnych vyfeste rovnici (7.3) a ukazte, ze funkce

Injz+vV1+22=ax+C, C)eR, (7.4)

je obecnym feSenim této rovnice.
(iii) Prevedte funkci (7.4) do explicitniho tvaru a ukazte tak, Ze obecnym FeSenim rovnice
(7.3) jefunkce

ear+C1 _ o—(az+Ch)

z(z) = 5 , CieR (7.5)

(iv) Zesubstituce y/(x) = z(z) vypoltéte integraci funkci y a ukazte tak, e funkce

eaz+C1 4 ef(a:erCl)

y(x) = % + CQ, Cl, Cy € R, (76)

jefeSenim rovnice (7.2).

, 1 _ y S _ .
Poznamka 7.1. Funkcey = 5(em + e~ ") se nazyva hyperbolicky kosinus, oznatujeme ji cosh x.

Graf funkce (7.6) muizeme obdrZet z grafu funkce y = cosh x posunutim azvétsenim, jak si Gtenaf
miize samostatné rozmyslet. Funkce cosh = tedy udava tvar kfivky3, kterou zaujmou volné visici
ohebna lana, draty nebo Fetizky, napf. draty elektrického vedeni.

Uloha 7.7. Body O = [0,0] a P = [1,0] jsou spojeny neprotazitelnou strunou délky I = 1. Bod
O se zatne pohybovat v kladnem sméru osy y atahne bod P za sebou. Naleznéte diferenciani
rovnici kfivky#, po niz se bude bod P pohybovat atuto rovnici vyfeste.

Navod: Situace je znazornéna na Obrazku 13. Smér struny je vzdy tetny ke kFivce, po niz se bod
P pohybuje. Dostane-li sebod O do bodu C, pfemisti se bod P do bodu B. Vyjdéte z pravolhlého
trojuhelnika ABC'. Derivace funkce 3/’ je rovnatg ¢, kde ¢ je orientovany (hel, ktery svira struna
s kladnou ¢asti osy x (vysvétlete proc!). Vypoctete pomoci Pythagorovy véty délku strany AC,

odsud vyjadrete tg ¢ a dosadte v/ = tg . Pozor: plati ¢ € (—%,0), tj. tg ¢ < 0. Pfi vypoCtu

integralu uZijte substituci 1 — z? = ¢2, z dz = —t dt.

B3Tato kiivka se nazyva fetézovka, anglicky catenary z lat. , catenaris' =fetizek.

14Anglicky nazev této Kiivky je tractrix, z latinského , tractum® =tahnout. Tuto kfivku vykresli za jistych okolosti
napriklad zadni pneumatika jizdniho kola pfi zatafeni (ostré zatoteni o devadeséat stupili — ve VEtSich rychlostech
radgji nezkousgjte).
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OBRAZEK 13. Kf¥ivkatahnuti

8. Zavéretné poznamky

Poznamka 8.1 (derivace jako podil diferencialll). Ze zakladnich kurzli matematické analyzy
vime, Ze vyraz % ktery ma forméné tvar podilu, je jenom jiny zépis derivace funkce y(x)
X

v bodé = a nejedna se tedy o podil vyrazll v ,,bé&zném* smyslu toho slova. Napriklad dzm =

= —e~ " (derivace funkce e~ *). Pfesto je mnohdy povoleno a dokonce vyhodné s timto vyrazem
jako s podilem pracovat.
Pomoci diferencialli |ze velice snadno zapsat fetézové pravidlo pro derivaci slozené funkce:

dz dy dz

dy dz  dz
(coz zapsano v obvyklé symbolice neni nic jiného, nez vzorec 2/ (y(x))y'(z) = [2(y(x))]') a
pravidlo pro derivaci inverzni funkce

1 dx
dy .,
A

1 . . . .
(coz znati vzorec o 7'(y), kde x = z(y) je funkce inverzni k funkci y = y(x) az’'(y) je

derivace této inverzni funkce podle proménné ).

Je evidentni, Ze tyto dva vztahy, a€ se vlastné jedna o vzorce z diferencidniho pottu, velice pfipo-
mingji jednoduché vzorce pro algebraickou Upravu zlomkd: nasobeni a kraceni zlomk{l a Upravu
slozeného zlomku. Zapamatujeme si proto, Ze tyto Upravy |ze provadét i s podilem diferencialll a
nékteré vypocty se takto vyrazné formalné zjednodusi a zprehledni.

Priklad 8.1 (zaména zavisé a nezavidé proménné). Diferencidni rovnice

y'(ey—E>:1
Y

je pomérné dozita a nespada do zadné z kategorii rovnic, kterym se vénujeme v téchto skriptech.
Zapiseme-li derivaci pomoci diferencialli

dy [, =
— —— =1
dz (e y)

aprevedeme-li rovnici pomoci algebraickych Gprav do tvaru

x dx
eV T

y  dy
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vidime, ze se jedna o linearni diferencialni rovnici, pokud neznamou je x a hledame x jako funkci
proménné y. ReSenim této rovnice je funkce

Tato rovnost urcujefeSeni zadanérovniceimplicitng, explicitnénajit funkci y jako funkci proménné
x nedok&zeme.

8.1. Néktera zobecnéni diferencialnich rovnic

Diferenciélni rovnici jemozno, jak bylo v textu uvedeno napfikladech, chépat jakojistou souvislost
mezi stavem studovaného systému, ktery je vyjadren hodnotou funkce y, s jeho vyvojem, tj. se
zménou jeho stavu, ktera je vyjadiena derivaci 3. Diferencidlni rovnice

y'(z) = p(z,y(2)),
a vsechny jgi speciani pripady studované v prvni kapitole predpoklada, ze odezva systému na
zZménu je okamzita, funkce y i v maji stejny argument . V praxi ma nékdy smysl uvazovat
i pfipady, kdy systém reaguje na zmény s jistym zpozdénim, coz vede k diferencialni rovnici se
Znozdénim 7

y'(z) = p(z,y(z — 7).
Toto zpozdéni pritom miize nebo nemusi byt konstantni. Rovnice se zpozdénim jsou speciadlnim
pripadem tzv. funkcionalnich diferenci&lnich rovnic.

V Uloze 7.4 na strané 43 jsme vlastné hledali feSeni rovnice, které neni spojitou funkci, ae vy-
kazuje v urCitych Casovych intervalech predepsané skoky (impulsy), realizované opakovanymi
kontaminacemi jezera. Takovéto rovnice se nazyvaji impulsivni diferencialni rovnice. Od obycej-
nych diferencidnich rovnic seliSi pfedevdim tim, Ze feSeni nehledame v mnoziné spojitych funkci,
ale v mnoziné funkci, které vykazuji pfedem zadané skoky.

V nékterych pfipadech jefunkce popisyjici stav systému funkci nikoliv jedné, ale vice proménnych.
Napriklad pfi studiu kmitti membrany nas zajima vychylka u jednotlivych bodd membrany oproti
jgjiich rovnovazné poloze. Tato vychylka je jednak funkci ¢asu ¢ a jednak funkci polohy, kterou
u membrany popisujeme dvojici soufadnic x, y. Funkce u je tedy funkci tfi proménnych v =
= u(z,y,t) afyzikdni rozbor problemu ukazuje, Ze v splfivje diferenciéni rovnici druhého fadu
1 0%  0%*u  d%u
k otz 02 - oy?’
kde k je konstanta zavisla na typu membrany a druhé derivace vystupujici v rovnici jsou parciani
derivace. Proto se tyto rovnice nazyvaji parcialni diferencialni rovnice.

Uloha nalézt feseni potatetni Glohy
y' = e(r,y), yl@o) =1yo
jetémér ekvivalentni s Glohou nalézt spojitou funkei y(x) spliujici integralni rovnici

xT

y(z) = yo +/ o(t,y(t)) dt.

zo
Ve skutetnosti je tato integralni rovnice ponékud obecnéjsi, protoze jejim FfeSenim miize byt
i funkce, ktera nema derivaci, coz u diferencialni rovnice ve smyslu uvedenéem v téchto skriptech
postrada smysdl.
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Predevsim diky aplikacim v ekonomii se ukazalo, ze je mozné (a icelné) studovat i diferenciani
rovnice, které obsahuji ngjenom veliciny s presné zadanymi hodnotami, ale i nahodné veliciny.
Tim vznikla tfida stochastickych diferencialnich rovnic, které se uplathuji napf. pfi ocenovani
nékterych financnich produktd.

Lano provésené viastni vahou zaujme tvar hyperbolického
kosinu — kivky popsané diferenci&lni rovnici

y" = \/1+ (y')2 (viz PFiklad 7.6)






Kapitola

Diferenciani rovnice vySSich radu

1. Linearni diferencialni rovnice druhého radu

Definice (linearni diferencialni rovnice druhého radu). Budte p, ¢ a f funkce definované a
spojité naintervalu 1. Diferencialni rovnice

y" + @)y +q(z)y = f() (L1
se nazyva linearni diferencialni rovnice druhého Fadu (zkraceng LDR druhého Fadu). Resenim
rovnice (nebo téz integralem rovnice) naintervalu I rozumime funkci, ktera ma spojité derivace
do fadu 2 naintervalu I a po dosazeni identicky splfiuje rovnost (1.1) na I. Uloha nalézt feSeni
rovnice, které spliuje v bodé xy € I potatecni podminky

y(z0) = vo,

(1.2
{y’(xo) = Y0

kde yo a1y}, jsou redlna Eisla, se nazyva pocatetni tloha (Cauchyova Uloha). ReZeni pocatetni

Ulohy se nazyva partikularni feSeni rovnice (1.1).

Definice (obecné reseni). VSechna fedeni LDR druhého fadu (1.1) Ize vyjadrit ve tvaru obsa
hujicim dvé nezavisé konstanty C1, Cy € R. Tento predpis se nazyva obecné FeSeni rovnice
1.2).

Definice (specialni typy LDR druhého Fadu). Plati-li v rovnici (1.1) f(x) = 0 pro vdechna
x € I, nazyva serovnice (1.1) homogenni, v opatném pripadé nehomogenni. Jsou-li koeficienty
p(x) aq(x) naintervalu I konstantni funkce, nazyva se (1.1) rovnice s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 1.1. Pojem partikularniho feSeni budeme pouZivat v souladu s Poznamkou 1.11 v pre-
dedlé kapitole na strané 11.

Poznamka 1.2 (existence ajednoznacnost). Kazda Cauchyova pocatetni tloha pro rovnici (1.1)
ma feSeni, které je urceno jednoznatné a toto FeSeni je definované na celém intervalu 1. Lze jg
obdrzet z obecného FeSeni vhodnou volbou konstant.

Poznamka 1.3 (operatorova symbolika). Podobné jako u linearni diferencialni rovnice prvniho
Fadu, i zde Casto pravou stranu rovnice zkracujeme do tvaru L[y|(z). Definujeme-li tedy

Llyl(z) = y"(z) + p(2)y'(z) + q(z)y(), (1.3)
jetimto predpisem definovan operéator, ktery kazdé dvakrat diferencovatelné funkci prifazujelevou
stranu rovnice (1.1). Rovnici (1.1) je potom mozno zapsat ve tvaru L[y| = f(z).

49
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-1 Priklad 1.1 (kmity pruZziny). Uvazujme téleso o hmotnosti m|kg|, pohybujici se na pruziné
s jednim stupném volnosti, tj. v pfimce. Velicina y(x) necht udava polohu télesa v ¢ase x. Potom
veli¢ina i (x) udava rychlost a velitina y”(x) udava zrychleni télesa v Case . Volme potatek

OBRAZEK 1. Téleso napruzingé

soustavy soufadnic tak, aby v rovnovazné poloze platilo y = 0. Je-li téleso v misté o soufadnici
y, plisobi nang sila FF = —ky, kde veli¢ina k se nazyva tuhost pruziny (pro danou pruzinu je
konstantni) a znaménko minus vyjadfuje skuteCnost, Ze sila vraci téleso do rovnovazné polohy.
Neplisobi-li natéleso zadna dal$i sila, plati podlie Newtonova pohybového zakona

my” +ky =0,
coz jediferenciéni rovnice pohybu télesa. Je-li v Case x = 0 zndmapocatetni polohay, apocatetni
rychlost v, doplnime tuto rovnici pocateCnimi podminkami

y(0) =yo, ¥'(0) = vo.
Pohybuje-li setéleso v prostfedi, které klade odpor proti pohybu a predpokladame-li, Zze odporova
silaje tmérnarychlosti 1/, je diferencialni rovnice pohybu

my” + by +ky=0,
kde b je konstanta charakterizujici odpor prostredi. Pfedpokladame-li navic, Ze na téleso plisobi
dalsi sila f(x) (napriklad konstantni gravitatni sila, nebo Casové proménna vngsi sila), nezavisla
na poloze nebo narychlosti, je diferenciani rovnice pohybu

my" + by + ky = f(x).
Jak vidime, ve v&ech uvedenych pripadech je pohyb télesa urten linearni diferencialni rovnici
druhého fadu s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 1.4 (samoadjungovany tvar LDR druhého radu). Homogenni LDR druhého fadu
setéz Casto uvadi ve tvaru

(r@)') + clw)y = g(a), (14

kde ¢, g jsou spojité funkce a r je kladna spojité diferencovatelna funkce. Derivovanim soucinu
ry’ anasdednym vydéenim rovnice faktorem  Ize tuto rovnici prepsat do tvaru (1.1). Naopak,
rovnici (1.1) 1ze vynasobenim faktorem e/ 7(*) 4% g yzitim stejného obratu s derivaci soudinu, ktery
jsme pouzili v Poznamce 4.9 na strané 30, psat v samoadjungovaném tvaru (1.4) pfi oznaCeni

r(x) = el PO o(2) = r(2)g(x) ag(a) = f(2)r(x).

Poznamka 1.5 (trivialni reSeni). Funkce y(z) = 0 jefeSenim homogenni LDR 2. fadu vzdy, bez
ohledu na tvar koeficientll p, ¢q. (Ovéfte sami dosazenim.) Toto FeSeni nazyvame trivialni Feseni
rovnice (1.1).
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Definice (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDR (1.1) pravou
stranu (tj. funkci f) nulovou funkci, obdrzime rovnici

y" +p(@)y +q(x)y = 0. (1.5)
Tato rovnice se nazyva homogenni rovnice asociovana k rovnici (1.1).

Mezi feSenimi nehomogenni a asociované homogenni rovnice existuje (podobné jako u diferen-
cidnich rovnic prvniho fadu) jista souvidost, kterou s vyhodou pouzijeme pri hledani obecného
Fedeni. Tato souvidost je diisledkem nasledujiciho principu superpozice.
Lemma 1.1 (linearita a princip superpozice). Operator (1.3) zachovava linearni kombinaci
funkdi, tj. pro libovolné dvé funkce 1, ays alibovolné redlné konstanty C; a Cs plati

L[Ciy1 + Caoya] = C1L[y1]| + CaL[ya). (1.6)
(Dlkaz je stejny jako dilkaz odpovidajiciho tvrzeni v kapitole vénované linearni diferenciani
rovnici prvniho fadu v Poznamce 4.5 na strané 26.)
Jako speciani pripad vztahu (1.6) dostavame implikace

Lol =0aLlp]=f(z) =  Lipn+yl=0+f(z)=f(z),

Llyi] = Llyo] = f() = Ly — ] = f(z) - f(z) =0,

Lly] = Ly2] = 0 = L[Ciy1 + Coyo] = C1- 0+ C2- 0 =0,

které 1ze dovné zformulovat nasledovné:
e Soucet feSeni zadané nehomogenni a asociované homogenni LDR je
feSenim dané nehomogenni rovnice.
e Rozdil dvou feSeni nehomogenni L DR je feSenim asociované homogenni
rovnice.
e Kazdalinearni kombinace dvou feSeni homogenni LDR je opét feSenim
této rovnice.
Vidime, Ze relace (1.6) (a potom i véechny jgji dlisledky) jsou stejné jako u LDR prvniho fadu.
| zde tedy budeme studovat nejprve homogenni rovnici.

2. Homogenni rovnice druhého radu

V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého Fadu, tj. rovnici (1.5)

y" +p()y +q(z)y =0,
kterou mlizeme zkracené zapsat jako L[y| = 0, kde operator L je linearni diferenciani operator
druhého fadu definovany vztahem (1.3).
M otivace. Negjprves vSmnéme, Zei kdyzjefunkcey; (x) FeSenim této rovnice, neni funkce y(z) =
= Cyi(x) jesté obecnym FeSenim, jak tomu bylo u rovnice prvniho Fadu. Vskutku, uvazujeme-li
potatetni podminkuy (o) = 3,3 (a) = ~, podosazeni ziskavame dvérovnice pro jednu neznamou
C

B = Cyl(“)?

v = Cyi(a),
ktera nemusi mit vzdy FeSeni. ProtoZe dosazenim pocatecnich podminek ziskame dvé rovnice, zda
se byti rozumné hledat FeSeni ve tvaru, ktery obsahuje dvé konstanty*. ProtoZe z linearity operatoru

lSrovnej te s definici obecného FeSeni na strané 49.
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L vime, zelinearni kombinace dvou feSeni homogenni LDR je opét feSenim, budeme predpokladat

Zefunkce y; (z) ays(x) jsou obé FeSenimi a budeme hledat podminky, za kterych je funkce

y(z) = Cry1(z) + Caya(x)
obecnym feSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavame
y'(z) = Cryy(z) + Cayh()
a dosazeni pocatetnich podminek y(a) = 3, ¥'(a) = ~ vede k nasedujici soustavé linearnich
rovnic s neznamymi C1, Co
B = Ciyi(@) + Caya(a),
v = Cryi (@) + Cayy(a).
Jak je znamo z linearni algebry, tato soustava ma pravé jedno FeSeni pro libovolnou volbu Cisel

3, v praveé tehdy, kdyz matice soustavy, tj. matice (Z}EZ; g?gg%
1 2
je regularni prave tehdy, kdyz jeji determinant je nenulovy ato nastane prave tehdy, kdyz jeden

sloupec neni nésobkem druhého. Timto motivujeme nasledujici definice.

2.1)

, je regularni. Tato matice

Definice (linearni (ne-)zavisost funkci). Budte y; a y» funkce definované na intervalu 1.
Rekneme, Ze funkce y; a yo jsou na intervalu I linearné zavidé, jestlize jedna z nich je na
intervalu I nasobkem druhg, tj. jestlize existuje redlné €ido k € R svlastnosti

y1(z) = kya(x) provsechnaz € I,
nebo
ya2(x) = kyi(x) provsechnaz € I.
V opatném pripadé fikame, Ze funkce y1, y- jsou naintervalu I linearné nezavislé.

Poznamka?2.1 (k predchozi definici). Dvéfunkcejsou (podleuvedené definice) linearnénezavisié
v pfipadg, Ze ani jedna neni nasobkem druhé funkce. Zejména tedy ani jedna neni identicky
na intervalu I rovna nulové funkci. (Nulova funkce je nula-nasobkem c¢ehokoliv.) V pripadé
podobné jako je tomu u algebraickych vektorll. Vzhledem k tomu, Ze v textu nebudeme uvazovat
linearni zavidost vice nez dvou funkci, neni nutné tuto sloZitési definici uvadét.

Definice (wronskian). Budte y;(x) a ya2(x) dvé libovolna feSeni homogenni rovnice (1.5).
Wronskianem funkci (), y2(x) rozumime determinant

Al (x) Y2 (55) / /
Wly1, T) = =y (x x) —y;(x x). 2.2
[y1, y2](x) vi(z) vz y1(2)ys(x) — y1(2)ya () (2.2)
Wronskian slouZi jako efektivni nastroj k posouzeni linearni zavidosti ¢i nezavisosti dvou Feseni
téze linearni homogenni rovnice. Plati totiz nasledujici véta.

N PR

Véta 2.1 (lineérni (ne)zavidost). Budte y;(x) a yo(z) dvé feSeni rovnice (1.5) na intervalu 1.
Tato FeSeni jsou linearné nezavisla prave tehdy kdyz je jejich wronskian riizny od nuly na intervalu
1.

Poznamka 2.2. Lze dokéazat, ze je-li wronskian dvou feSeni y; (z) ayz(z) roven nule v jednom
bodéintervalu I, jeidenticky roven nulovée funkci nacelém intervalu I. Nenulovost wronskianu pri
ov&ovani linearni nezavidosti dvou FeSeni tedy stati posoudit v libovolném bodé intervalu I, coz
presné odpovida pozadavku na jednoznatnou FeSitelnost soustavy (2.1) pro libovolné konstanty (3
a~y. Jako dal§i kriterium pro ové&fovani linearni nezavisosti funkci miize slouzit poznatek, Ze dvé
lineérné nezavisla FeSeni nemohou mit spolecné kofeny.
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Shrneme-li (za pouZiti nové zavedenych pojmtl) nade dosavadni Gvahy, dostavame nasledujici
(dbleZitou) vétu.

Véta 2.2 (obecné feSeni homogenni LDR). Jsou-li y; a yo dvé netrivialni linearné nezavida
feSeni rovnice (1.5) naintervalu I, je funkce y definovana vztahem

y(z, C1,C2) = Cryr(w) + Coya(w), Cr eR, (3 €R, (23
obecnym FeSenim rovnice (1.5) na intervalu 1.

Definice (fundamentéalni systém FeSeni). Dvqjici funkci y; a i, z pfedchozi véty nazyvame
fundamentalni systém feSeni rovnice (1.5).

Poznamka 2.3 (metodicka). K nalezeni obecného feSeni (atedy vSech feSeni) homogenni LDR
2. fadu nam podle pfedchozi véty staci nalézt dvé linearné nezavisla partikularni feSeni. Poté jsme
schopni sestavit obecné feSeni alibovolné dalsi partikularni feSeni.
Priklad 2.1. Rovnice

v ' +y=0 (2.9
ma feSeni y; = sinz ay, = cosz (ov&ite dosazenim). Tyto funkce jsou linearné nezavisé€? a
obecné feSeni je tedy podle Véty 2.2 dano vztahem

y(x) = Cysinz + Cy cos z.
Pokusme se urdit partikularni YeSeni vyhovujici pocatetnim podminkam y(0) = 1 ay’(0) = —1.
Vypoctem derivace dostavame

y'(x) = Cycosx — Cysinz
apo dosazeni potatetnich podminek do vyjadieni funkci y ay’ obdrZzime soustavu rovnic

1=0-C1 4+ (o,

-1 = C1+0- Oy,

z niz okamzité plyne Cy, = 1 aC; = —1. Partikularnim feSenim je tedy

y(z) = —sinx + cos x.

Je nutno podotknout, Ze nalézt linearné nezavis areSeni homogenni L DR dokazeme pouzev jistych
— vyhradime samostatnou nasledujici podkapitolu.

Dal&imu ze specianich pfipadll — pokud zname alespoii jedno z feSeni rovnice (1.5) — se budeme
vénovat v nasledujicich odstavcich.

Nejprve upozornime na fakt, ze wronskian dvou feSeni téZze LDR druhého fadu je (az na mul-
tiplikativni konstantu) jednoznatné urCen jiz samotnou rovnici a do jisté miry tedy nezévisi na
konkrétni volbé y; (z) aya(x).

Véta 2.3 (souvidost wronskianu s koeficienty rovnice). Necht' y (z), y2(z) jsou dvé libovolna
(zAvida ¢i nezividd) FeSeni rovnice (1.4) a Wy, yo] () jejich wronskian. Potom existuje redlna
konstanta 1V, takova, ze
Wo
w = —.
[ylayQ]('r) 7"(1')

Uvazujeme-li namisto (1.4) rovnici vetvaru (1.5), je nutno ve vzorci (2.5) polozt
r(x) = el p(@)dz,

(2.5)

2Protoze nemaji spoletné kofeny. Podporte toto tvrzeni i vypoCtem wronskianu.
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Nasledujici véta je zalozena na identité

<y2(w)>' Wiy, wl(@)
yi(x) (yl(x))Q

ktera plati pro libovolna dvé fedeni téze L DR akterou s miizete sami ové&it derivovanim a uzitim
definice wronskianu. Dosazenim za wronskian (napf. z predchozi véty, kde W, bude libovolné
nenulové Cislo), integraci a osamostatnénim funkce y, () |ze takto nalézt funkci, kteraje feSenim

rovnice (1.4), které je linearné nezévisé na y; (x). Toto tvrzeni je obsazeno v nasledujici véte.

)

Véta 2.4. Bud y; (z) libovolné FeSeni rovnice (1.4) na intervalu 1. Potom funkce
1
ya(z) = y1(x) - / ————dx (2.6)
r(@)yi (@)

jefeSenimtézerovnicea W [yy, yo] () # 0 nal. ReSeni y; (z) ays(z) jsou tedy linearné nezavisa
a obecnym FeSenim rovnice (1.4) je funkce

y(@) = Criy(z) + Caya(w),
kde C; a Cs jsou libovolné realné konstanty.
Uvazujeme-li namisto (1.4) rovnici ve tvaru (1.5), je nutno ve vzorci (2.6) polozt

r(z) = el P@)dz,

Priklad 2.2 (Eulerova rovnice). Resme naintervalu (0, o) Eulerovu rovnici
1
"+-—y=0. 2.7
Ut (2.7)

Protoze zatim nemame €eho se chytit, budeme hledat feSeni stfelbou naslepo. Zcelajisté rovnice
nema kromeé nulové funkce zadné konstantni feSeni. VyzkouSime tedy, zda rovnice nema (alespon
jedno) feSeni ve tvaru mocninné funkce y = «”. Derivaci dostavame

y'= (@)= (") =y~ D
adosazenim do (2.7) obdrzime vztah

_ 1
vy —1)z772 + @:ﬂ =0.

Upravou ziskame

1

. o, . - . . 1 : . S
coz je kvadraticka rovnice s dvojnasobnym kofenem v o = 5 Rovnice (2.7) ma tedy feSeni
y1(z) = /x. ProtoZe rovnice je v samoadjungovaném tvaru (1.4), vidime ze r(x) = 1 adruhé
feSeni budeme hledat podle vzorce (2.6):

ZJQ(OU)ZZA(&C)/@dm:\/}/édx:ﬂlnm.

Obecnym feSenim rovnice (2.7) je tedy funkce

y(z) = C1vw 4+ Cov/zInz,
kde C; a Cs jsou libovolné redné konstanty.
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2.1. Homogenni LDR skonstantnimi koeficienty

Homogenni linearni diferenci@lni rovnice druhého Fadu s konstantnimi koeficienty jerovnicetvaru
y" +py +qy =0, (LH2)
kde p,q € R. V tomto pripadé |ze velice snadno nalézt fundamentani systém FeSeni rovnice.
V&mnéme s ngjprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnice y = ¢*“, kde z je
redlné €islo, po vypottu derivaci a po vytknuti faktoru e** ziskavame
Y +py +aqy = (2 +pz+q).
Protoze exponencialni faktor na pravé strané je vzdy nenulovy, bude vyraz na pravé strané roven
nule pokud bude splnéna podminka

24 pz+q=0. (2.8)

Pouze v tomto pripadé bude uvazovana funkce feSenim rovnice (LH2). Vidime tedy, ze rovnice
(2.8) muize hrat dilezitou roli pri hledani feSeni rovnice (LH2). V nasledujicich odstavcich s tuto
souvislost zpresnime. Zatneme nasledujici definici.

Definice (charakteristicka rovnice). Kvadraticka rovnice (2.8) se nazyva charakteristicka
rovnice pro rovnici (LH2).

Navod jak ngjit fundamentalni systém feSeni rovnice (LH2) udava nasedujici véta. Diky ni se hle-
dani obecného FeSeni této rovnice stavaryze algebraickou operaci (neni nutné pouzit integrovani).

Véta 2.5 (fundamentalni systém rFeSeni L DR skonstantnimi koeficienty). Uvazujme diferenci-
alni rovnici (LH2) ajgi charakteristickou rovnici (2.8).
e Jsou-li 21, 29 € R dva rlizné realné koreny charakteristicke rovnice (2.8), definujme
Yy =e” a oy =e?".
e Jeli z; € R dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice (2.8), definujme
YL = 62196 a Yo = xezlx'
e Jsou-li 210 = a £ if ¢ R dva komplexné sdruzené kofeny charakteristické rovnice
(2.8), definujme
y1(x) = e** cos(fx) a  ya(zr) = e*sin(fx).
Potom funkce y; a y» tvori fundamentalni systém FeSeni rovnice (LH2) na mnoziné R. Obecné
feSeni rovnice (LH2) je tedy

y(z,C1, Ca) = Cryr(x) + Coya(z), Ci eR, Oy eR.

PFiklad 2.3. Hledejme FeSeni rovnice 4y + 4y’ +y = 0. B
ReSeni. Jedna se 0 homogenni LDR druhého fadu. Charakteristicka rovnice je

422 442 +1 =0,

NI

kteramadvojnasobny kofen z; o = —%. Dvélinearnénezavislaresenijsouy, = e 2 ayy = ze 2.
Obecné feseni je tedy

y:Clefg —|—C2$67% 267%(01%—0230), Cq,Cy € R.
PFiklad 2.4. Hledejme FeSeni potatetni Ulohy y” + 4y’ + 29y = 0, y(0) = 0, y/'(0) = 10. B
ReSeni. Jedna se 0 homogenni LDR druhého fadu. Charakteristicka rovnice je

22442429 =0,
ajeji koreny jsou z; o = —2 =+ 5i. Obecné feSeni je tedy

y = Cre™ " cos(5x) + Coe 2 sin(5x).
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Jeho derivaci dostavame
Y = C1(—2e72% cos(5z) — 5e 2T sin(5x)) 4+ Co(—2¢~ 2% sin(5z) + 5e ™2 cos(5x)).
Dosazenim pocatecnich podminek obdrZzime soustavu linearnich rovnic
0= Ci1+0-Cy
10=-2-C1+5-Cy,
odkud C; = 0, Cy = 2 afeSenim pocatetni Ulohy je funkce
y = 2e 2% sin(5z).

3. Nehomogenni rovnice druhého radu

Jak jsme prededlali na strané 51, z linearity rovnice plyne nasledujici vztah mezi feSenimi homo-
genni anehomogenni LDR druhého Fadu.

Véta 3.1 (obecné redeni nehomogenni LDR). Necht'y; a y2 jsou dvé linearné nezavisla feseni
homogenni LDR (1.5) naiintervalu I a necht’y,, jelibovolné partikularni feSeni nehomogenni LDR
(2.1) na I. Potom funkce

y(z,C1,Ca) = Ciyr(x) + Coya(z) + yp(z), C1 eR, Cy €R, (3.1)
je obecnym FeSenim nehomogenni LDR (1.1) na intervalu 1.
. Priklad 3.1. Neni tézké ovéit, Ze funkce y(z) = 2 jeFeSenim rovnice
' +y=2. (3.2)

Fundamentalni systém FeSeni asociované homogenni rovnice (2.4) je tvoren funkcemi sin x acos
(viz Priklad 2.1). Obecné feSeni rovnice (3.2) je funkce

y(x) = Cisinz + Cycosw + 2.

Poznamka 3.1 (technicka). Véta 3.1 udava prfimo navod, jak nalézt obecné feSeni nehomogenni
linearni diferenciéni rovnice. Problém se (podobné jako v pfipadé LDR prvniho fadu) podstatné
redukuje. Nyni nam staCi nalézt dveé netrividni linearné nezéavisla feseni homogenni rovnice a
libovolné partikularni feSeni nehomogenni rovnice. PouZitim vzorce (3.1) poté obdrZime obecné
feSeni nehomogenni LDR a vhodnou volbou konstant i libovolné partikuléarni feSeni této rovnice.
V dal8Sim se zamé&fime pouze narovnici s konstantnimi koeficienty, protozZe predstavuje jedinou
rovnici, u které je mozno v obecném pfipadé ngjit fundamentani systém feSeni.

3.1. Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Nehomogenni linearni diferenciéalni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty je rovnice
tvaru

v +py' +aqy = f(2), (L2)
kde p,q € R. Jgi obecné feZeni je urCeno Vétou 3.1 na kazdém intervalu, kde je funkce f
Spojita, pokud zname alespon jedno partikularni feSeni této rovnice afundamentalni systém feseni
asociované homogenni rovnice. Protoze pozadovany fundamentalni systém umime nalézt pomoci
Véty 2.5, vidime, ze sta€i nalézt partikularni feSeni rovnice (L 2). Metoda, ktera nam toto umoznuje,
je metoda variace konstant, uvedena v nasledujicim odstavci.
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3.2. Metoda variace konstant

Podobné jako v prFipadé LDR prvniho fadu, budeme hledat partikularni feSeni ve tvaru, kdy
konstanty v obecném feSeni asociované homogenni LDR nahradime vhodnymi funkcemi. Nyni
tedy hledame partikularni feSeni ve tvaru

yp(z) = A(x)y1(z) + B(z)ya2(2), (33
kde A, B jsou spojité diferencovatelné funkce a y1, y» jsou lineérné nezévid a feSeni asociované
homogenni rovnice. Postup je technicky ponékud narotnéjsi nez v pripadé LDR prvniho Fadu
(i kdyZ hlavni my3enka zlistava stejnd), proto s metodu uvedeme bez odvozeni formou nasl edujici
véty®.

Véta 3.2 (metoda variace konstant). Necht' ¢, a y» jsou funkce tvofici fundamentalni systém
feSeni homogenni rovnice (LH2) a v}, v jsou jejich derivace. Necht' funkce A(z) a B(z) jsou
funkce majici derivace A'(z) a B'(x), které spliiuji soustavu rovnic

{A’(w)yl (z) + B'(2)y2(z) =0, (34)

A'(@)yr(z) + B'(2)ys(x) = f(2).
Potom funkce y,, definovana vzorcem (3.3) je partikularnim feSenim nehomogenni rovnice (L2).
Obecné feSeni rovnice (L2) je tedy tvaru

y(z) = Cry1(x) + Caya(x) + yp(z).

Poznamka 3.2 (k feSeni soustavy (3.4)). Soustava (3.4) je vzdy jednoznatné feSitelna. Toto
plyne z faktu, Ze funkce y; a y, jsou linearné nezavisé a jejich wronskian (coz neni nic jiného
nez determinant matice soustavy (3.4)) je nenulovy. Pfi jegjim feSeni |ze tedy kromé ,, obvyklych
metod” (dosazovaci, stitaci) pouZit i Cramerovo pravidlo - viz str. 99, vzorce (D.2).

ALGORITMUS6 (feSeni nehomogenni L DR druhého radu skonstantnimi koeficienty).

(i) Nalezneme asociovanou homogenni LDR, tj. nahradime pravou stranu rovnice (L2)
nulovou funkci.

(ii) Sestavime charakteristickou rovnici a vyfeSime ji. Pomoci Véty 2.5 nalezneme funda-
mentalni systém feSeni homogenni LDR a sestrojime obecné feSeni této rovnice.

(iii) Partikularni YeSeni plivodni rovnice hledame ve tvaru (3.3). I dentifikujeme pravou stanu
rovnice f(x) asestavime soustavu rovnic (3.4).

(iv) Algebraickymi Gpravami vypocteme funkce A’'(z), B’ (). Integraci funkci A’ (z), B'(z)
nalezneme hledané koeficienty A(x), B(x). Integratni konstantu volime libovolné
(nejCastgji 0).

(v) Naezenéfunkce A(x), B(x) dosadime do (3.3) aobdrzime partikularni feSeni nehomo-
genni LDR. Obecné feSeni nehomogenni LDR Ziskame ze vzorce ve Véte 3.2.

(vi) Jsou-li zadany pocatetni podminky, vypoCteme derivaci obecného feSeni ado obecného
FeSeni i do jeho derivace dosadime tyto podminky. ObdrZime soustavu dvou lineéarnich
rovnic o neznamych C1, C5, ktera majediné feSeni. Toto feSeni nalezneme a vypoltené
hodnoty konstant C, Cs pouZijeme v obecném FeSeni.

Poznamka 3.3 (alter nativni postup). Zahrneme-li dvéintegracni konstanty C aCs jiz do funkci
A(z) a B(x), Ziskavame z (3.3) nikoliv pouze partikularni, ae jiz pfimo obecné feSeni rovnice
(L2).

Sveta plati ve skute€nosti i pro rovnici s nekonstantnimi koeficienty. V pfipadé téchto rovnic viak obecné nemame
(s vyjimkou vzorce (2.6)) metodu, ktera by nam umoznila nalézt fundamentalni systém feSeni asociované homogenni
LDR.
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Priklad 3.2. Hledejme feSeni rovnice y” — 4y’ + 4y = ¢ *.
ReSeni. Jedna se 0 nehomogenni L DR druhého fadu. Asociovana homogenni LDR je tvaru
Y — 4y +4y = 0.
Charakteristicka rovnice této homogenni LDR je kvadraticka rovnice
22— 4z 4 4= 0,

ktera ma dvojnasobny kofen z; o = 2. Fundamentalni systém feSeni volme podle Vety 2.5 na
dedovng y;(z) = €%, ys(z) = ze**. Partikularni FeSeni zadané rovnice hledgme ve tvaru
y = A(z)y1(z) + B(x)y2(x). VyuZijeme pritom Véty 3.2. Derivace funkci, tvoricich fundamen-
talni systém Feleni, jsou y) = 2¢* ayh = €**(1 4 2zx). Soustava pro neurdité koeficienty A’, B’
(argument z jiZ pro strucnost vypisovat nebudeme) maproto tvar

A'e* 4+ Blze* =0,
2A'e*® + B'(1 4 2x)e* = e %,
Obg rovnice vyddime faktorem ¢* a dostavame
A +Bz=0,
2A" + B'(1+ 2x) = e 32,

Po vynasobeni prvni rovnice Gislem —2 a pricteni k rovnici druhé obdrZzime B’ = ¢ 3% a po

dosazeni do prvni rovnice a vypottu ziskavame A’ = —xze 3%, Integraci obdrZime koeficienty A
aB
! —3x 1 —3z 1 —3z
Alz)= | Alde = | —xze " dx = qre g fe dz =
1 1
_ gxef?;:v + 5673:6,

1
B(z) = /B/dx = /e?’x dz = _56731
apartikularni feSeni matvar
1 1 1 1
yp(z) = A(x)y1(x) + B(x)y2(z) = (gxe_M + —e_gx) e — ge_?“we% = 56_9”.
Obecné feSeni zadané rovnice je tedy
1
y(z) = C1e% + Coxe® + 56_”5, C,Cy € R.
PFiklad 3.3. Hledejme feSeni rovnice y” — 5y’ + 6y = ze”.
ReSeni. Jedna se opét o nehomogenni LDR druhého Fadu. Asociovana homogenni LDR je tvaru
y" — 5y + 6y = 0.
Charakteristicka rovnice této homogenni LDR je
22 —52+6=0,
kteramarealné kofeny z; = 2, zo = 3. Fundamentalni systém feSeni volme y () = €%, yo () =
3 a partikulani Fegeni hledgjme ve tvaru (3.3). Derivace funkci y; ays jsou i) = 2¢** a
yh = 3¢3%. Soustava pro neurcité koeficienty A’, B’ matvar
Ale* + B'e’ =0
2A4'e*" 4+ 3B’ = xe”.
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Obé rovnice vyddime faktorem ¢?* a dostavame

A+ B'e® =0,
2A" + 3B'e® = xe”.
Z prvni rovnice dostavame A" = — B’e” apo dosazeni do rovnice druhé obdrzime B'e” = ze™®
atedy B’ = ze 2*. Pomoci B’ jiz snadno vypotteme, e A’ = —B'e® = —ze™*. Integrac

nalezneme hledané koeficienty A a B. Oba integraly poCitame metodou per-partés a po integraci
obdrZzime

o=, - (lee B

apartikularni feSeni matvar
1 1

yp(x) = A(z)y1(2)+B(z)ya(x) = (2+1)e e* — <§x+z)e_2xe3gﬁ = %ex(2x+3).

Obecné feSeni zadané rovnice je tedy

1
y(x) = Cre* + Cpe™ + 2e"(20 +3), Cr.C2€R.

Priklad 3.4. Hledgjme feSeni rovnicey” + y = ﬂ naintervalu, kde plati sin(z) > 0.
Reseni. Asociovana homogenni diferencialni rovr?ilcrzlexma tvar

y' +y=0.
Charakteristicka rovnice je rovnice

2 4+1=0.

Kofeny této rovnice jsou komplexné sdruzena €ida z; = ¢ a zo = —i. Fundamentalni systém
FeSeni |ze podle Véty 2.5 volit ve tvaru y; () = cosx ays(z) = sinz. Hledame-li partikularni
feSeni rovnice vetvaru y, = Ay, + By, hledame funkce A, B, jejichz derivace splhuji soustavu
rovnic

/ ! _:
A'cosx + B sinx = 0,
cos T

—A'sinz + B’ cosx = —=.
ST
Soustavu vyfeSime Cramerovym pravidlem (viz str. 99). Determinant matice soustavy (wronskian)
jeroven

cosxr sinx

. 20082x+sin2x:1.
—sinx cosx

W =

Pomocné determinanty jsou

cos 0 cos? x
cosx | —

sinx

0 sinx

ST cosx
sSinx

Wy =

= —cosz a Wy =

—sinx sinz

. . L o W W 2
Derivace hledanych neurgitych koeficienttl jsoutedy A’ = — = —cosz aB’' = — = C(?S °
w w sin

Odsud okamzité dostavame A(z) = / — cos x dz = — sin 2 apo kratkém vypoctu

2 2
B(QU):/CO6 xdx:/ﬂsinxdx

sin x 1 —cos?zx
12 1 1. |1+t
:/—dt:/l——dt:t——ln i+t
2 -1 1—1¢2 2 1—t¢
1 1+cosx
=cosz ——Iln——

2 " 1—cosz
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P¥i vypoctu funkce B(x) jsme vyuZili substituci cos = = ¢, déeni polynomil se zbytkem avzorec?

. ; 1 , L
pro integrél / T2 dt. Hledané partikularni fe3eni je potom tvaru

— 2
1 1 3
yp(x) = A(x)cosx + B(x)sinz = —sinz cosx — §sinxlnﬂ + sinx cos
—cosw
1 . 1+ cosx
= ——sinzln ———.
1—cosx

Obecnym feSenim rovnice je funkce
sinz, 14 cosx

= (' cos Cysinz — .
y(z) 1cosz + Cysinz P

I Priklad 3.5. Hledejme FeSeni rovnice y” + 4y = 2sin’ 2z.
ReSeni. Charakteristicka rovnice 22 + 4 = 0 makoreny 21,2 = £2¢ afundamentalni systém feSeni
jetedy yi(z) = cos(2x) ays(x) = sin(2z). Partikularni feSeni budeme hledat ve tvaru (3.3).
Aby tato funkce byla feSenim zadané rovnice, stati, aby derivace funkci A’(x) a B'(x) splhovaly
soustavu rovnic (3.4). Tato soustava mav nasem pfipadé tvar

A’ cos(2) + B'sin(2x) = 0,
—2Asin(2z) 4 2B’ cos(2z) = 2sin?(2z).
ReZenim této soustavy jsou funkce
A'(z) = —sin®(22), B'(x) = cos(2x) sin?(2z).
Integraci pfi substituci cos(2x) = t dostavame

apfi substituci sin(2z) =t
t sin®(2x)

B(x) = /005(230) sin?(2z) dz = %/t2 dt = 5= 5

Dosadime-li funkce A(z), B(z) do (3.3), obdrzZime po nékolika Upravach partikularni feSeni ve
tvaru

cos?(2z sin®(2z
yp(x) = % <Cos(2x) - #) cos(2z) + sin”(2z) sin(2z)
1 1 1 .
=3 cos?(2x) — 8 cos? (2z) + 8 sin?(2z)
= %cos2(2x) — % (cos?(2z) — sin®(2z)) (cos®(2z) + sin?(2x))

= %COSQ(QI') — % (0082(236) — sin2(2m))

1 1
=3 cos®(2z) + 6 sin?(2z)

1 1
=5 cos?(2z) + T
Obecnym feSenim je tedy funkce

y(x) = C} cos(2x) + Cysin(2x) + éCOS2(2£U) + é

4alternativnim postupem miize byt namisto pouiti vzorce i rozklad na parciani zlomky
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3.3. Metoda neurCitych koeficient(l

M etoda variace konstant je pouze jednou z metod na nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni
z tohoto prikladu pro takove , hadani“ existuje metoda neurcitych koeficientll, ktera spocivav tom,
Ze je-li prava strana rovnice v jistém specidnim tvaru, miizeme , kvalifikované odhadnout* tvar
partikularniho feSeni, ktery jiz pouze ,doladime” tak, aby se jednalo skutetné o feSeni rovnice.
NejCastgji pfitom pouZivame nasledujici vétu.
Véta 3.3 (odhad partikularniho rFeSeni). Necht' prava strana rovnice (L2) ma tvar f(x) =
= e (Pn(m) cos(Bx) + Qm(x) sin(ﬁx)) , kde P, () je polynom stupné n a @, (z) je polynom
stupné m.
e Oznatme k = max{n, m} Vétsi ze stupill obou polynomi. Pokud néktery z polynomi
na praveé strané nefiguruje, dosazujeme za jeho stupen nulu.
e Uvazujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogenni rovnici, tj. rovnici
(2.8). Pokud (obecné komplexni) ¢islo .+ i3 neni kofenem této rovnice, polozmer = 0.
Pokud je ¢ido « + i3 jednoduchym kofenem této rovnice, polozme » = 1 a pokud
dvojnasobnym®, polozme r = 2.
Partikularni Fe3eni je mozno nalézt ve tvaru

ypl) = e*a" (P() cos() + Qu(x) sin(Ba) ), (35)

kde ﬁk(m) a @k(x) jsou polynomy stupné nejwse k. Tyto polynomy je mozno najit metodou
neurcitych koeficientll bez pouZti integrovani.

Poznamka 3.4. Nevyhodou metody neurcitych koeficientll je skutetnost, Ze neni aplikovatelna na

libovolnou rovnici, ae pouze na rovnice se specidni nehomogenitou f(z). ProtoZe je pfedchozi
véta formulovana pomérné obecné, rozeberme si nékteré jeji specialni pripady.

e Pokud se exponencidlni ¢ast na pravé strané nevyskytuje, klademe o = 0. P¥i této volbé

jee™® =1 aexponencidni ¢len sev soucinu neuplatni. Napfiklad u diferenciani rovnice

v’ 4+ 2y + 3y = (2% 4+ 4) cos(z) + (x — 2) sin(x)

hledame partikularni feSeni vetvaru vy, = (ax?4bx +c) cos(z) + (tz? +-ux +v) sin(z).
V tomto pripadé plati » = 0, protozZe Cislo « + i3 = i neni kofenem charakteristické
rovnice. VSmnéme s, Ze v partikularnim feSeni u funkce sin(z) figuruje kvadraticky
polynom, i kdyz na pravé strané rovnice je pouze polynom linearni. To proto, Zze oba
polynomy v obecném tvaru partikularniho feSeni maji stejny stupen, ktery je roven
VEtSimu ze stupill polynomu na pravé strané rovnice.

e Pokud se goniometricka Cast naprave strané nevyskytuje, je 5 = 0. Odsud potom plyne,
7e cos(Bx) = 1, sin(Bz) = 0 aani goniometricka &ast, ani polynomy Q(z) a Q(z) se
neuplatni. Napriklad u diferencialni rovnice
y'—y=(z+1)e"
hledame partikularni feSeni ve tvaru y = z(ax + b)e®. V tomto pfipadé plati » = 1,
protoze o + i3 = 1 je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice.

e Pokud je polynom Q(x) roven nule, vyskytuje se na pravé strané jenom funkce kosinus.
Podobné plati pro polynom P(x) asinus. | v téchto pfipadech se v&ak v partikularnim
FeSeni mohou vyskytnout obé funkce cos(fx) i sin(Sz). Napfiklad partikularni feSeni
rovnice
y" —y = xsin(x)

SToto miize nastat pouze je-li 8 = 0.
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hledame ve tvaru y,, = (az + b) cos(z) + (cx + d) sin(z) (uvazujeme i Cast s funkci
kosinus i presto, Zze se funkce kosinus na pravé strané rovnice vilbec nevyskytuje).
Z tvrzeni véty totiZ nijak nevyplwa, zeje-li Q(z) = 0, plati totéZ i pro @(m). | v tomto
pripadé plati » = 0, protoze €idlo a + i3 = i neni kofenem charakteristické rovnice.

Poznamka 3.5. Vétu 3.3 o odhadu partikularniho feSeni je mozno pouZzit napfiklad pro rovnice

y"+y = sin(z), Y3y ry= Slerl(x) ;
y' +3y = —4, y' + 2y +y = (2* + 3)cos()
(v druhé rovnici je a = —1), de neni mozno ji pouZit napriklad na nasledujici rovnice
Y + 4y + 3y = sin(x) + 2% cos(2z), (3.6)

y'+y —3y=Inx
(u prvni rovnice ,,vadi“ odlisny argument u obou goniometrickych funkci, u druhé rovnice , vadi“
funkce In(x)). Rovnici (3.6) viak presto miizeme metodou neurcitych koeficientl vytesit. Z prin-
Cipu superpozice snadno vidime, Ze soucet partikularnich feSeni rovnic

y" + 4y + 3y = sin(x) (3.7

Y + 4y + 3y = x? cos(2x) (3.8)
je partikularnim FeSenim rovnice (3.6). Partikulérni feSeni rovnice (3.7) ngjdeme podle Véty 3.3
ve tvaru y = asinx + beosz a partikulami YeSeni rovnice (3.8) ve tvaru y = (az® + bz +
+ ¢)sin(2z) + (s2? + tz + u) cos(2x). Metodu neur&itych koeficientdl |ze pouZit dokonce i pro
rovnici z Pfikladu 3.5, pokud pravou stranu zapideme ve tvaru 2 sin?(2x) = 1 — cos(4x) ahledame

samostatné feSeni rovnice

y' +dy =1
vetvaru y = a arovnice

y" + 4y = — cos(4x)

. . 1
vetvaru y = bcos(4x) + csin(4x). Souctem vyslednych feSeni bude (ovéfte s sami) y = ) +

4 . . . .
cos(dz) x). Po nékolika snadnych Upravach vidime, Ze tento vysledek je ekvivalentni vysledku

Ziskanemu variaci konstant, protoze
1 cos(dz) 1  cos®(2z) sin?(22)

y:

4 12 4 12 12

1 1  cos?(2z) sin?(2z) 1  cos?(2z) 1 9
- — —_— _— = — —_— —_— 1 _— 1 2

6 12T T 12 12 s T 1 Tl (22)
1 cos?(2z)  cos?(2z) 1 cos? (2)
6 12 12 6 6

~L Priklad 3.6. Hledejme feSeni rovnice
y// - 42// + 4y = e %
z Prikladu 3.2 pomoci metody neurcitych koefici entdl.
ReSeni. Z postupu na strané 58 vidime, ze charakteristicka rovnice asociované homogenni rovnice
madvojnasobny kofen z; » = 2 aasociovanahomogenni rovnicemaobecnéfeseni y(z) = Cpe**+
+ Chze?®. Budeme nyni hledat partikularni ¥eSeni. Pravou stranu rovnice miizeme zapsat ve tvaru
e ® = e *(1cos(0z) + 0sin(0z)) ave Vété 3.3 stati polozit « = —1, 8 = 0, k = 0 (konstantni
polynom P(z) = 1 mastupen nula) ar = 0 (¢islo « + i3 = —1 neni kofenem charakteristické
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rovnice). Partikularni feSeni tedy hledamevetvaru y,(z) = e “(A cos(0x)+ B sin(0z)) = Ae™ .
Vypoctem derivaci obdrzime y,(z) = —Ae™ ay, (x) = Ae™*. Dosazenim do rovnice

y// _ 4y/ tdy=e "

obdrZime
Ae " — 4(—Aefx) +4Ae7F ="
9Ae " ="
9A =1
1
A=—
9
L, 1 P
Partikularni FeSeni matedy tvar y,(z) = §e‘$ aobecné fegeni jetedy y(z) = C1e** + Coze®® +
1
+ 5671.

Priklad 3.7. Hledgime fe3eni rovnice

y" — 5y + 6y = xe”
z Prikladu 3.3 pomoci metody neurcitych koeficientd.
ReSeni. Z postupu na strané 58 vidime, Ze charakteristicka rovnice asociované homogenni rovnice
makofeny z; = 2 az, = 3 aasociovana homogenni rovnice ma obecné FeSeni y(z) = C1e** +
+ Che3*. Budeme nyni hledat partikularni FeSeni. Pravou stranu rovnice miizeme zapsat ve tvaru
ze® = ” (x cos(0x) 4 0sin(0z)) ave Vété 3.3 jetedy nutno poloZit o = 1, 3 = 0, k = 1 (linearni
polynom P(z) = = mastupen jedna) ar = 0 (Cislo « + ¢ = 1 neni kofenem charakteristické
rovnice).
Partikularni feSeni tedy hledame (rozmyslete si podrobné sami) ve tvaru y,(z) = e”(Ax + B).
Derivaci® ziskame po Gpravé yp(x) = (Az+ A+ B)e® ay, (z) = (Az+2A+ B)e” apo dosazeni
do rovnice obdrZime

(Az +2A + B)e” — 5((Az + A+ B)e®) + 6(e”(Az + B)) = ze®.
Po vyd&eni rovnice spoleénym souinitelem e” apo secteni vyraztl naleve strané obdrZime rovnici

2Ax 4+ 2B — 3A =z,
kteramaplatit pro viechnareélna z. Toje mozno splnit jen tehdy, pokud koeficienty u jednotlivych
mocnin nalevé a pravé strané budou stejné. Musi tedy platit

24 =1
2B — 34 =0,

protoze koeficient u linearniho Elene na pravée strané je 1 a absolutni ¢len je 0. ReSenim této

o . . 1 3 3~ . .
soustavy linearnich rovnic vidime, ze A = 3 aB = §A =T ReSenim rovnice je tedy funkce

2 4

Priklad 3.8. Hledejme feSeni rovnice
2x

1 3
y(z) = C1e* + Cae® + <—x + —) e’.

y" — 5y + 6y = xe

Jedna se tedy o mirnou modifikaci pfedchoziho prikladu, kdy jsme zménili exponent na pravé
strané.

Redeni. Podobné jako v predchozim prikladé vidime, Ze charakteristicka rovnice asociované ho-
mogenni rovnice makoreny z; = 2 a zy = 3 aasociovana homogenni rovnice ma obecné feSeni

Spouzivame vzorec pro derivaci soucinu dvou funkci.
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y(x) = C1e*® 4 C1e3®. Narozdil od predchoziho prikladujenyni o = 2ar = 1 (Eidoa+if = 2
je jednoduchym korenem charakteristické rovnice.
Partikularni feSeni tedy hledame (rozmyslete si podrobné sami) ve tvaru

yp(2) = e**(Ax + B)z = **(Ax? + Bx).
Derivaci a Upravou ziskame

yy(x) = (2Ax? + 2Bz 4 2Ax + B)e*™®

Yy, (x) = (4Ax* + 4Bz + 8Ax + 4B + 2A)e*
apo dosazeni do rovnice obdrzime

(4Az* + ABx 4 8Ax + 4B + 2A)e* — 5(2Ax% + 2Bz + 2Ax + B)e* +

+ 6e**(Ax? 4+ Br) = ze*.

Po vyd&eni rovnice spoletnym soucinitelem e?* a po setteni vyrazil na levée strané (vémnéte s,
e Eleny s 22 se odettou) obdrzime rovnici

—2Axr — B+ 2A =z,

kteramaplatit pro viechnarealna z. Toje mozno splnit jen tehdy, pokud koeficienty ujednotlivych
mocnin nalevé a pravé strané budou stejné. Musi tedy platit

—2A =1,
—B+2A=0.
L, S, L . 1 v, .
ReSenim této soustavy linearnich rovnic vidime, ze A = —3 aB =2A = —1. ReSenim rovnice

jetedy funkce y(z) = C1e** + Coe®® + <—%x — 1) ze®®.

- Priklad 3.9. Hledejme FeSeni rovnice

y" + 2y + 2y = 2cos z.
Redeni. Asociovana homogenni rovnice
Yy +2y +2y=0
ma charakteristickou rovnici
2 42:42=0

. —24+22-4.2 —24++/—4 . p . . ,
skoreny z; 9 = 5 = 5 = —1 = 4. Asociovana homogenni rovnice ma
proto obecné feSeni y(xz) = Cre * cos x + Coe™ * sin x. Zbyvangjit partikularni FeSeni.

Partikularni feSeni budeme hledat ve tvaru

yp(x) = Acosz + Bsinz,
kde A a B jsou reélna Cisla. Derivovanim obdrzime y,(z) = —Asinz + Bcosz ay,(z) =
= —Acosz — B sinx. Dosazenim do rovnice a Upravou obdrzime

(=Acosx — Bsinz) + 2(—Asinz + Bceosz) + 2(Acosx + Bsinx) = 2cosx

(A+2B)cosz + (B —2A)sinz = 2cos .

Aby tato rovnice platila pro viechnarealna z, je nutné a staci, aby koeficienty u goniometrickych
funkci nalevo i napravo byly stejné. Musi tedy platit

A+2B =2,

B—-2A=0.



3. NEHOMOGENNI ROVNICE DRUHEHO RADU 65

- L . o 2 4 Ly . .
ReSenim této soustavy rovnic obdrzime A = R aB = 5 Nyni jiz dosazenim sestavime snadno

IV e, . 2 4 .
partikuléarni feSeni aobecnéfeseni matvar y(z) = Cre” “ cos x+Cae” “sinx + R cos T+ - Sin..

Uloha 3.1. Naleznéte obecné feseni nasl edujicich diferencianich rovnic druhého fadu. Kdeto je
MOZné, pouzijte obé metody pro nalezeni partikularniho feseni.

1
1Ly +y —2y=e€" 1y +y=—5
SN~ T
! /
2y +2y =¢* 12. ¢ +y =sinz
3.y + 5y + 6y = ze > 13.y" +y = (%08236
4y" —dy =1+ 2 S
YT 14. 9" +y =3
"o _
Sy —y=e+l 15.¢" +4y ==

6.y +2) +y=e"lnx 16.2y" + 4 —y = 2¢"

" ’ e’
1.y 2y +y—x§ l7.y”—3y'+2y=€$
8y — o) + _ 2 " / —x
Y yry=- 18. y" — 3y + 2y = 10e

xT
9.y — 2 +y= ——e 19.y" — 3y + 2y =sinz
V1—22

" 200y + 3y + 2y =

10.y" +y = — et +1
sin x

Uloha 3.2. Naleznéte obecné feseni nasledujicich diferencianich rovnic druhého Fadu. Pro nale- 7/
zeni partikularniho feSeni pouzijte metodu neurcitych koeficientd.

Ly +2 +y=a?4+2—2 5.y" — 2y =a?

2.y +2y=2>—1 6.y +2y +y=cosx—2sinz
3.y +2y — 3y =sinx 79" =3y +y=(z—2)
4.y" + 2y — 3y = 3¢ 8.y +y +y=2"-1

Poznamka 3.6 (numerické reSeni). Diferenciani rovnici (1.1) s pocatetnimi podminkami (1.2)
je mozno substituci yi(z) = y(z) aya(x) = 3 (z) zapsat jako potateni Glohu pro soustavu
diferenci@nich rovnic prvniho fadu

/
Y1 =92 ST . . Jy1(xo0) = vo,
s pocateCnimi podminkami
{ Yo = f(z) — p(x)y2 — a(x)y y2(0) = Y-

Modifikaci Eulerovy metody vyloZené v kapitole o diferencianich rovnicich prvniho fadu miizeme
numericky aproximovat feSeni pomoci schematu

Tiy1 =x; + h,
Yli+1 = Y1 + kih,
Y2,i+1 = Y2,i + lih,

kdek; = yo;al; = f(x;) —p(xi)y2: — q(xi)y1,i- RUznavylepSeni amodifikace tohoto z&kladniho
postupu jsou detailné prostudovany a popsany V literatufe vénované numerickym metodam.
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4. Diferencialni rovnice n-tého radu

Definice (DR n-tého fadu). Necht f je funkce spojita na intervalu I. Diferencialni rovnici
n-tého fadu, rozfeSenou vzhledem k ngjvySSi derivaci a neobsahujici fazové proménné (zkracené
diferencialni rovnici n-tého Fadu) s neznamou y rozumime rovnici

y" = f(a), (4.)

kde ™) znai n-tou derivaci funkce y(x) podie proménné z.
ReSenim rovnice (4.1) (t&Z integr&lem rovnice (4.1)) rozumime kazdou funkci f, ktera je n-krét

diferencovatelna naintervalu I a splhuje zde rovnost (4.1).
(n—1)

Necht yo, yb, vhs - - -, vy jsou rellnagisla. Ulohanalézt FeSeni rovnice (4.1), splAvjici v bodé
xg € I pocatetni podminky
y(z0) = vo,

y'(w0) = v 42)

YD (zg) =y

Se nazyva pocatecni (t&z Cauchyova) Gloha pro rovnici (4.1).

Poznamka 4.1 (existence a jednoznacnost feseni). Libovolna Cauchyova tloha (4.1)—(4.2) ma
vzdy jediné feSeni atoto feSeni je definovano nacelém intervalu 1.

Poznamka 4.2 (obecngsi tvar DR n-tého fadu). Obecngi diferencidni rovnici n-tého fadu
rozumime rovnici tvaru

y(n) = f(x7 y? y,7 A 7y(n_1))7
kde f jefunkce (n + 1) proménnych, nebo tvaru

0 = f(w7 y7 y/7 AR 7y(n_1)7y(n))7
kde f jefunkce (n+2) proménnych. Tyto rovnice jsou nepomérné komplikovanéj&i av tomto textu
se jimi zabyvat nebudeme. Proto budeme pod pojmem diferenciani rovnice n-tého Fadu rozumét
vyhradné rovnici tvaru (4.1). V praktickych aplikacich se setkavame predevSim s linearnimi
diferencianimi rovnicemi druhého fadu — tyto rovnice se hojnéobjevuji v klasické nerel ativisticke
mechaniceavénovali jsmesejimv predchozich Eastech této kapitoly. Z rovnic vyssich fadli zminme
zejména rovnice Ctvrtého fadu, které maji uplatnéni ve statice, jak ukazuje nasledujici priklad.

OBRAZEK 2. Nosnik.

- Priklad 4.1 (defor macenosnik(). Uvazujmevodorovny nosnik, ktery je upevnén nadvou koncich

(zabudovany do stény nebo podlozeny), pfipadné zabudovany do stény najednom konci avolny na
druhém konci. Predpokladejme, Ze v misté ve vzdalenosti = od levého konce je nosnik vertikalné
namahan silou f(z) (sila se mlize ménit podé nosniku). Oznaéme y(x) odchylku nosniku od
nezatizené polohy v misté ve vzdalenosti « od levého konce. Funkce y spliuje diferencialni
rovnici Ctvrtého fadu
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y" = kf(x),

kde k je konstanta souvisgjici s materidlem a s tvarem nosniku.
Rovnici (4.1) feSime postupnou integraci. Kazdym integrovanim rovnice (4.1) obdrzime rovnici
fadu o jedni€ku nizsiho aintegratni konstantu. n-nasobnym opakovanim tohoto postupu obdrzime
funkci y acelkem n integracnich konstant, které obecné navzajem nijak nesouvisi. Takto ziskavame
obecné FeSeni rovnice (4.1) v explicitnim tvaru. VEmnéme i, ze (stgjné jako u ostatnich rovnic)
obecné feSeni obsahuje tolik konstant, jaky je Fad diferenciani rovnice.
ALGORITMUS7 (Feseni DR n-tého fadu).

() Vyjdeme z rovnice (4.1) aintegrujeme ji. ObdrZzime rovnici

YD () = / f(z)dz + Oy,

kde C1 je integratni konstanta a / f(x)dz znati libovolnou z primitivnich funkci

k funkci f naintervalu 1.
(if) Rovnost Ziskanou v predchozim kroku opét integrujeme, obdrzime tedy

42 () = / ( / (@) dm) dz + Cyz + Co,

kde C; jeintegracni konstanta, ktera obecné nijak nesouvisi sCy a / ( / fx) dx) dx

znati libovolnou z primitivnich funkci k funkci [ f(z)dx.

(iii) Postup z predchozich krokli opakujeme. Po vypoctu n-tého integralu na levé strang
obdrzime hledanou funkci y a na pravé strané funkci, ktera vznikla n-nasobnym inte-
grovanim funkce f(z) avyraz sestavajici se z celkem n obecné nesouvisgjicich konstant
C1, Co, ..., C,. Ziskai jsme tedy obecné FeSeni rovnice (4.1) atoto FeSeni jiZz je v ex-
plicitnim tvaru. Je-li cilem algoritmu nalezeni obecného fe3eni, jsme hotovi.

(iv) Jsou-li zadany pocatecni podminky, dosadime tyto do jednotlivych derivaci funkce .
Soustavu rovnic, kterou obdrzime, vyfeSime vzhledem k neznamym Cq, Cs, ..., C,
postupnym dosazovanim. Hodnoty, které vypotteme, pouZzijeme v obecném FeSeni, ¢imz
obdrZime feSeni partikuléarni.

Priklad 4.2. Hledgime feSeni pocatetni Ulohy

Y™ = e, y(0) =y'(0) = 1, y"(0) = y"(0) = 0.
ReSeni. Zadanou rovnici budeme postupng integrovat (per—partés)

y" = /:r:em dz = (x — 1)e” + ¢y,

y' = /((ac —1)e” +c1)de = (z — 2)e” + 1z + ¢,

2
y = /((m —2)e" +cix 4+ co)dr = (v — 3)e" + 01% + cox + c3,
" x3 22
y=(z—4)e +C1F+627 + 3z + ¢4,
€¢imz jsme v poslednim kroku obdrzeli obecné feSeni rovnice. Do jednotlivych rovnic dosadime
pocatetni podminky

0:—1—|-Cl,
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0:—2—|-CQ,
1:—3+63,
1:—4—|—C4.

Tuto soustavu vyfeSime aziskané konstanty dosadime do obecného feSeni. Hledanym partikularnim
. 1
feSenim jetedy funkce y, = (x — 4)e” + 6303 + 22 + 4z + 5.
-1 Priklad 4.3. Hledejme obecné feSeni rovnice
y" = sin x cos .
Redeni. Rovnici nejprve upravime do tvaru vhodng&ho pro integrovani

1

y" = = sin(27),
2

a postupné integrujeme

1
y' = 1 cos(2x) + ¢,

/

1
y = ~3 sin(2x) + c1x + ¢,

1 1,
y = — cos(2x) + 5017 + 6T +c3.

16
Obecné feSeni jesté upravime
1 1
Y= 1—6(0052 z —sin? z) + 561302 + cox + cs,

1 1

= 1—6(0052 z— (1 —cos’x))+ 561302 + cox + cs,
1 5 n | n n ( 1 >

=—cos“x+ -1z +cor + (3 — — ).
8 2 ? ° 16

Po preznateni konstant dostavame obecné feSeni
1
y= 3 cos® z + Ci2? 4+ Cox + C3,  C1,Co,C5 € R.
) Uloha 4.1. Naleznéte obecna feseni nasledujicich diferencianich rovnic.

xT

1y =0 5.y" =

=
25y =122 6ly" = L
1 x
/, .
3. /—;,x>0 7Hy™) = zsina
4.y" = 4(1 — 2)?
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Analogoveé poCitace umoziuji derivovat a integrovat
fyzikalni veliCiny vhodnym sestavenim el ektrickych
obvodU a mechanickych nebo vodnich konstrukci.

PocitaC na obrazku je sestaven ze stavebnice Meccano —
obdoby u nas znamého Merkuru. Sestavil jg tym studentd
zMarshall University (USA), vedeny prof. Bonita
Lawrence. V konfiguraci na snimku pocitac resi

. L . 1
diferencialni rovnici 3y’ + ~y' +y = 0.
Foto: J. Francl, konference Equadiff 12
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Kapitola

Autonomni systemy v rovine

1. Uvod do teorie

V Poznamce 2.8 na strané 21 jsme se seznamili s autonomni diferenciani rovnici. V této kapitole
se budeme vénovat podobné problematice, ale zam&fime svoji pozornost na soustavy dvou rovnic
o0 dvou neznamych, kde figuruji hledané funkce ajgjich derivace, ale jiz zde nefiguruje nezavida
proménna. V tomto pripadé tradiné nezavislou proménnou neoznatujeme x jako doposud, alet a
nazyvame ji Cas. Neznamé funkce budou z(t) ay(t).

Definice (autonomni systém v roving). Necht f a g jsou spojité funkce dvou proménnych.
Soustava dvou diferencidnich rovnic

a = f(l’, y),

AS
y/:g(xvy)v ( )

d o, Lo L o . . o
kde’ = —, se nazyva dvourozmérny autonomni systém. Jeho FeSenim rozumime kazdou dvojici

funkci z(t), y(t), které maji derivace na uvazovaném intervalu a po jejich dosazeni do (AS)
prejdou obé rovnice v identity. Proménna ¢ se nazyva cas.

Definice (pocatetni tloha). Necht ¢, zo ayo jsou libovolna readlna Cisla. Pocatetni Uloha pro
soustavu (AS) je Uloha ngjit FeSeni soustavy (AS), které v bodé ¢, spliuje pocatecni podminky

z(to) = o, 11
{y(to) = Yo —

Poznamka 1.1 (posun v Case). Je-li dvojice funkci x(t), y(t) Fe“gen’lm soustavy (AS) ajeli ¢
libovolné realné Cido, jefeSenim i dvojice funkci z(t + ¢), y(t + ¢). Casty, ve kterém formulujeme
pocatetni podminky, Ize tedy valit libovolné. Zpravidla klademe bez (jmy na obecnosti ¢y = 0.

Definice (stacionarni FeSeni). Necht »* ay™ jsou redlnacisla, ktera spliuji

f(:C*, y*) =0,

g(@",y") = 0.
Pak dvojice konstantnich funkci z(t) = =™, y(t) = y* je feSenim systému (AS). Toto FeSeni
nazyvame stacionarni feseni.

71
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. Priklad 1.1. Neni tézké ovéit, Ze feSenim autonomniho systému

/
r =-Y,

S =z (1.2
je dvajice funkci
x(t) = Acos(t + c), (13)
y(t) = Asin(t + ¢), '

kde A ac jsou libovolna redlna cisla. Vskutku:
2’ = (Acos(t+ c))/ = A(=sin(t +¢)) -1 = —Asin(t + ¢) = —y,
y' = (Asin(t + c))l =Acos(t+c¢)-1=u.
L ze dokonce ukazat, ze v tomto zapise jsou pro vhodnou volbu konstant obsazena vsechna feSeni.

2. Trajektorie

Nalézt obecné feSeni autonomniho systému je pomérné nesnadna zalezitost. V. mnoha pripadech
se v&ak feSeni chovaji po uplynuti dostatetné dlouhého Casu relativné jednoduSe: konverguiji
k nékterému z tzv. stacionarnich bodl nebo k nékterému ze specianich feSeni. Pro prozkoumani
takového chovani neni nutno znat analytické feSeni. Nasledujici pojem je nadmiru uzitecny pro
vySetfovani kvalitativnich vlastnosti autonomnich systému: definuje pojem trajektorie, ktery je
mozno chapat jako priimét prostorového tfidimenzionaniho grafu feSeni do roviny.

Definice (trajektorie autonomniho systému). Necht dvojice funkci z(t), y(¢) je feSenim sys-
tému (AS). Mnozina T bodl v roviné (z,y) definovana relaci

T ={(z,9): =(t) =z ay(t) =y prongakéet € R}
senazyvatrajektorie systému (AS). Rovinu, do které zakres ujeme tragjektorie, nazyvame fazovou
rovinou.
Trajektorie stacionarniho FeSeni je tvofena jedinym bodem [z*, y*| a nazyvéa se stacionarni bod
(téZ singulérni bod).

L Priklad 2.1. Uvazujme systém (1.2) ajeho feSeni (1.3). Nalezneme nékolik partikularnich feSeni
ajim odpovidgjici trajektorie.
e Zadame-li pocatetni podminku z(0) = 0 ay(0) = 0, je FeSenim dvojice konstantnich

funkci
z(t) =0,
{y(t) o, (2.2

Jedna se o konstantni FeSeni a odpovidgjici trgjektorie je tvofena pouze bodem [0, 0].
Tento bod je jedinym stacionarnim bodem tohoto systému (1.2).
e Zadame-li pocatetni podminku z(0) = 1 ay(0) = 0, je FeSenim dvojice funkci

x(t) = cost,
{y(t) = sint. 22

V roviné xy sejedna o parametrické rovnice jednotkové kruznice.
e Zadame-li pocatetni podminku z(0) = 0 ay(0) = 1, je feSenim dvojice funkci

x(t) = cos (t + E>7
{y(t) = sin (t + gQ) @3)
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V roviné xy se jedna (opét!) o parametrické rovnice jednotkové kruznice. A€ jsme
obdrzeli jiné FeSeni pocatecni Glohy, trgjektorie tohoto feSeni je stejna. To je proto, ze
body [1,0] i [0,1] uvazované v minulych pocatecnich podminkach leZi oba na téze
trajektorii.
o Zadame-li potatetni podminku z(0) = 2 ay(0) = 0, je feSenim dvojice funkci z(t) =
= 2cost,y(t) = 2sint.V rovinézy sejednao parametrickérovnicekruznicesestfedem
v pocatku a polomérem 2. Dostavame jinou trajektorii nez v pfededlych pripadech,
protoze bod [2, 0] jiZ najednotkové kruznici nelezi.
V &echny ostatni traj ektorie kromé stacionarniho bodu jsou kruzni ce se sttedem v pocétku. VSmnéte
si, Ze trajektorie odpovidajici feSeni (2.2) a(2.3) jsou totozng, i kdyz se jedna o riizné funkce!

Poznamka 2.1 (geometrické vlastnosti trajektorii, fazovy portrét). Zakredime-li trajektorii
n& akého FeSeni autonomniho systému, ztracime informaci o Case. Mame pouze informace, kterych
hodnot (x, y) feSeni nabyvaji v tomtéz okamZiku. Nemame vSak informaci o tom, zajak diouho
feSeni do tohoto stavu dospgje. Abychom méli zachycenu alespon informaci o tom, ktery stav
predchéazi a ktery nasleduje, zpravidla trajektorie orientujeme podle sméru toku €asu.

Prochazi-li trgjektorie bodem (z*, y*), jedna se o trajektorii odpovidajici FeSeni pocatecni Ulohy

z(0) = a*,

y(0) =y~
Tato trgjektorie ma v bodé (z*, y*) tetnu danou smérovym vektorem (f(z*,y*), g(z*,y")). Po-
dobné jako u smérového pole diferenciani rovnice, zakresleni smérovych vektorll tetnych k tra-
jektoriim |ze uskutetnit jen ze znalosti funkci f ag aodsud je zpravidla mozné s udéat zakladni
predstavu o tvaru trajektorii. Systém téchto vektorll spolu se zakreslenymi vybranymi trajektori-
emi se nazyva fazovy portrét autonomniho systému. Jedna se a jakousi obdobu smérového pole
diferencidni rovnice.

Vzhledem k jednoznatné fesitelnosti se dveé riizné trajektorie nikde neprotingji. Magji-li proto dvé
trajektorie spolecny alespon jeden bod, jsou zcela totozné!

Poznamka 2.2 (nulkliny). KFivka slozena z bodli (z, ) v roving, které spliuji f(z,y) = 0 se
nazyva z-nulklina. V bodech této nulkliny plati 2’ = 0 aveli¢ina = setedy v okoli této nulkliny
nemeéni (resp. méni velice pomalu). Z geometrického hlediska matato kfivka vlastnost, Ze kazda
trajektorie ji protina ve svisém sméru (zdola nahoru nebo shora dol ).

Podobng, kfivka slozena z bodl (z,y) v roving, které spliiuji g(z,y) = 0 se nazyva y-nulklina.
Tato kfivkamatu vlastnost, ze kazda trgjektorie ji protina ve vodorovném sméru, protoze v bodech
y-nulkliny plati y' = 0.

Priklad 2.2. Systém (1.2) ma jednu z-nulklinu (pfimku y = 0, tj. osu ) a jednu y-nulklinu
(pFimku = = 0, tj. osu y).

Poznamka 2.3 (pozitivné a negativné invariantni oblasti). e Ve fazové roviné mohou
existovat oblasti, které maji tu vlastnost, Zze kazda trgjektorie ktera vstoupi do této
invariantni oblasti.

e Naopak, oblasti, které maji tu vlastnost, Ze pokud sev nich trajektorie vyskytuje v jistém
Case, vyskytuje sev nich i ve vech dFivéSich Casech, se nazyvaji negativné invariantni.

Poznamka 2.4 (trajektorie jako integralni kfivky). Na cast trgjektorie T, kde kazdemu =z
odpovidajediné y, |ze pohliZet jako nagraf funkce y = y(x). Vzhledem k tomu, Ze podle pravidla
pro derivaci dlozené ainverzni funkce plati v diferencialni symbolice

dy dy dt dy 1

- - "dz T dz
dx dt dx dtT"g Tf

jat
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vyhovuje uvazovana ¢ast trajektorie diferencialni rovnici

dy _ glz,y)

dr  f(z,y)
Tato rovnice definuje jednoznatné trajektorie (az na smér toku Casu) podobné jako system (AS).
Poznamengjme, Zzev bodech z-nulklin (viz dal€) je prava stranarovnice nespojitaave stacionarnich
bodech miize byt porusena jednoznatnost FeSeni.

Priklad 2.3. Trajektorie systému (1.2) jsou popsany diferencialni rovnici

dy ¢ ©
de 2o/ —y vy
Tuto rovnici miizeme Fesit separaci proménnych nasledovngé:
dy =
de o’
—ydy = xdz,
2 2
v
5 +c= R
—y>+C =2%  kdeC = 2cjenovakonstanta
2? +y? = C.

Odsud vidime, Ze se jedna o rovnice soustfednych kruznic. To jsme ostatné vidéi jiz z obecného
feSeni (1.3), které bylo parametrickym vyjadfenim rovnice kruznice o poloméru A.

Véta 2.1 (klasifikacetrajektorii). PFedpokladejme, Ze kazda trajektorie systému (AS) je prodiou-
Zena maximalné obéma sméry. Rozeznavame pouze tfi nasledujici typy trajektorii:
(i) Stacionarni body. Tyto body odpovidaji stacionarnim FeSenim.
(ii) Uzaviené trajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym FeSenim. Uvnitf
kazdého cyklu |eZi alespon jeden stacionarni bod.
(iii) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotinaji aprot — +oo tyto trajektorie maji jednu
znadedujicich viastnosti.
(a) Trajektorie maji alespon jednu sloZku neohranicenou.
(b) Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich bodd.
(c) Trajektorie konverguji k nékterému z cyki{.
(d) Trajektorie konverguji k mnoZziné tvorené konetnym pottem stacionarnich bodd a
jingymi trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu do druhého.

Poznamka 2.5. V praxi se s trajektoriemi, které konverguji ke ozit&jSi mnoziné nez ke staci-
onarnimu bodu nebo cyklu vétsinou nesetkavame. Kazda trgjektorie, ktera je ohrani¢ena a neni
stacionarnim bodem ani cyklem tedy zaCina a konci bud ve stacionarnim bodé nebo se odmotava
z ngjakého cyklu (resp. namotava nangaky cyklus).

Priklad 2.4. Systém (1.2) mapouze dvadruhy trgjektorii: stacionarni bod v poCéatku acykly, které
jsou tvoreny soustfednymi Kruznicemi.

Poznamka 2.6 (spojita zavidost na pocatecnich podminkéach). Maa zména pocatecnich pod-
minek vyvolavarelativné malou zménu vysledného feSeni autonomniho systému. Z tohoto diivodu
dvé trgjektorie, které prochazeji dvéma dostatecné blizkymi body, maji v okoli tohoto bodu pfi-
blizné stejny smér, s vyjimkou okoli stacionarnich bodlu.



3. STACIONARNi BODY 75

3. Stacionarni body

Ohranicené tragjektorie zpravidla konverguji k nékterému ze stacionarnich bodt nebo cyklll. Proto
s v nasledujicich odstavcich veimneme bliZze stacionarnich bodll. Nejprve vSechny stacionarni
body rozdé&ime do nékolika skupin, podle chovani trajektorii v jgjich okali.

Poznamka 3.1 (klasifikace stacionarnich bodd). Podle chovani trajektorii v okoli stacionarnich
bodl rozdé& ujeme stacionarni body do nékolika navzajem disjunktnich skupin (viz Tabulka 1 na
strané 77). Necht [z*, y*] je stacionarnim bodem systému (AS).

Uzel: Stacionarni bod [z, y*| se nazyva uzel, jestlize viechny trajektorie z ngjakého okoli
tohoto bodu konverguji pro ¢t — oo nebo ¢t — —oo k bodu [z*, y*| tak, Ze nedochézi
k oscilacim kolem limitni hodnoty.

Ohnisko: Stacionarni bod [z*, y*| se nazyva ohnisko, jestlize vSechny trajektorie z n§a
kého okoli tohoto stacionarni bodu do tohoto bodu konverguji bud pro ¢ — oo nebo pro
t — —oo ato tak, Zze kolem tohoto bodu osciluji se zmen3ujici se amplitudou.

Sedlo: Stacionarni bod [z*, y*]| senazyvasedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze
konetny poCet trajektorii, které pro ¢ — +oo konverguji k tomuto bodu.

Bod rotace: Stacionarni bod [z*, y*] se nazyvéa bod rotace, jestlize kazdé jeho okoli ob-
sahuje nekonetné mnoho trgjektorii, které jsou cykly. Pokud v ngakém okoli existuji
pouze cykly, nazyva se tento bod navic stfed.

e Uzel nebo ohnisko nazyvame stabilni, jestlize vsechny tragjektorie do ng konverguji pro
t — oo, tj. vSechny trajektorie z ngjakého okoli sméfuji do tohoto bodu. V opatném
pripadé tento bod nazyvame nestabilni.

e Pro stabilni uzel a ohnisko existuji oblasti ve fazové roving, které maji tu vlastnost, ze
vSechny trgjektorie prochézejici nékterou z téchto oblasti konverguji pro ¢ — oo do
tohoto stacionarniho bodu. Takové oblasti se nazyvaji oblasti atraktivity stacionarniho
bodu.

Priklad 3.1. Stacionarni bod [0, 0] systému (1.2) je stfed (viz Pfiklad 2.4).

Definice (Jacobiho matice). Matice

of of
—(.1'7y) _(.%',y)
J(x,y) = gfg g

dg
5 DY) 3y (2, y)
se nazyva Jacobiho matice soustavy (AS).

Definice (char akteristicka rovnice, vlastni ¢isla). Charakteristickou rovnici matice A rozu-
mime kvadratickou rovnici det(A — AI) = 0 sneznamou \. Kofeny této rovnice (redlné nebo
komplexni) nazyvame viastni ¢isla matice A (t&Z charakteristicka ¢isla matice A).

Poznamka 3.2 (char akteristicka rovnice 2 x 2 matice). Charakteristickou rovnici matice A =

= (CCL Z) je podle definice (rozepiste si podrobné sami) rovnice

M — (a+d)X\ + ad — be = 0.

Poznamka 3.3 (char akteristicka rovnice pomoci stopy adeter minantu). Oznacime-li Tr(A) =

= a + d stopu! matice A = (CCL Z

charakteristickou rovnici matice psét ve tvaru A2 — Tr(A)\ + det(A) = 0.

) adet(A) = ad — be determinant matice A, je mozno

lStopa Ctvercove matice je Cislo udavajici soutet prvkl v hlavni diagonale.
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Priklad 3.2. Jacobiho matice systému (1.2) v bodé [0, 0] je matice (0 -1

T > . Charakteristicka

rovnice této matice matvar

M4+1=0
avlastni Cidatéto matice jsou A\; = i, Ao = —i, kde ¢ je imaginéarni jednotka (vlastni ¢isla nejsou
realng).
Uloha 3.1. UkaZte, Ze pokud v matici 2 x 2 je nékteré &islo ve vedigf& diagonae nulové, jsou
Cidav hlavni diagonale vlastnimi ¢isly této matice.

Navod: UkaZte, Ze pokud plati b = 0 nebo ¢ = 0, macharakteristicka rovnice matice A = (Z Z)
tvar (a — \)(d — \) = 0.

Véta 3.1 (klasifikace stacionarnich bodl pomoci vliastnich ¢isel Jacobiho matice). Uvazujme
vlastni ¢isla Jacobiho matice vypottené ve stacionarnim bode.

Jsou-li obé viastni €isla redlna kladna, je stacionarni bod nestabilni uzel.

Jsou-li obé viastni €isla redlna zaporna, je stacionarni bod stabilni uzel.

Jsou-li viastni €isla redlna a maji-li opatna znaménka, je stacionarni bod sedlo.

Jsou-li viastni Cisla komplexné sdruzena s kladnou realnou casti, je stacionarni bod
nestabilni ohnisko.

Jsou-li viastni Cisla komplexné sdruzena se zapornou realnou ¢asti, je stacionarni bod
stabilni ohnisko.

Jsou-li viastni ¢isla komplexné sdruzena s nulovou realnou casti, je stacionarni bod
ohnisko nebo bod rotace.

V nésledujici vété D znati determinant Jacobiho matice v bodé (z*, y*) a A stopu Jacobiho matice
v tomto bodé, tj.

A=TrJ(x"y ):8—;;(36 Y )+a—Z($ Y

Véta 3.2 (klasifikace stacionarnich bodl pomoci determinantu a stopy Jacobiho matice).
Necht' (z*,y*) je stacionérni bod soustavy (AS) a J(z*,y*) hodnota Jacobiho matice v tomto
bodé. Pomoci Cisel D a A Ize rozhodnout o kvalité stacionérniho bodu (z*, y*) podie nasledujici
tabulky.

D <0 sedlo
D>0|A>0|A%>4D nestabilni uzel
A? < 4D nestabilni ohnisko
A<0|A?>4D stabilni uzel
A? < 4D stabilni ohnisko
A=0 bod rotace nebo ohnisko

Priklad 3.3. Ngjdéte stacionarni body autonomniho systému
¥ =x(x-3y+1),
y' = 2% — Jy—1
aurcete jgich typ. Nakreslete nulkliny atrajektorie autonomniho systému.



3. STACIONARNi BODY

7

Vliv vlastnich hodnot natyp stacionarniho bodu

ZjednoduSené feteno, kdykoliv se mezi vlastnimi hodnotami Jacobiho matice v bodé S objevi
vlastni hodnota se zapornou redlnou Casti, existuje trajektorie konvergujici do bodu S. Pokud
ma néktera vlastni hodnota kladnou redlnou Cast, existuje trajektorie vychazejici z bodu S.
Pokud maji vlastni hodnoty nenulovou imaginarni ¢ast, dochézi v okoli bodu S k oscilacim.
Jednotlivé moznosti jsou shrnuty v nasledujici tabulce. (Jt(\) zna€i reélnou Cast Cida \.)

Realné vlastni
hodnoty, A\; 2 € R

typ stacionarniho bodu

typicky pribéh trajektorii

AL > A >0 nestabilni uzel /\> <\/
AL > 0> A sedlo < \/>
0>XA > Ay stabilni uzel /\> <\/

K omplexni vlastni
hodnoty, A\; 2 ¢ R

typ stacionarniho bodu

typicky pribéh trajektorii

R(A12) >0 nestabilni ohnisko @
R(A2) <0 stabilni ohnisko @
R(A12) =0 ohnisko nebo bod rotace -

nebo kterékoliv
z predchozich dvou moznosti

TABULKA 1. Klasifikace stacionarnich bodi podle vlastnich hodnot
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Reseni. Stacionarni body nalezneme feZenim soustavy rovnic

0=z(x—3y+1),
0=a?—3y—1.

Z prvni rovnice plyne, Ze plati bud = = 0 nebo (x — 3y + 1) = 0. Rozdélime tedy postup na dva

pripady.
0]

(i)

Dosazenim z = 0 do druhé rovnice ziskavame
0=0-—3y—1
1

y:—g

abod 57 = [0, —%] je prvnim stacionarnim bodem.

Uvazujme druhou moznost, (x — 3y + 1) = 0. Aby byly splnény obé rovnice, je nutno
FesSit soustavu

O=x—3y+1,

0=a?—3y—1.

Odettenim prvni rovnice od druhé ziskame kvadratickou rovnici 0 = z? — z — 2, ktera

makoreny r = —1 ax = 2. Postupnym dosazenim téchto hodnot do jedné z rovnic a
vypoCtem y dostavame dal§i dva stacionarni body S = [—1,0] a S5 = [2,1].

Autonomni systém matedy tfi stacionarni body. Jacobiho matice v obecném bodé [z, y] ma tvar

J(.%',y) -

(i)

(i)

(iii)

(256 Tyt > . Vyatfime nyni jednotlivé stacionarmi body.

Stacionarni bod S| = [0,—%]. V tomto bodé ma Jacobiho matice tvar J(S;) =

= ((2) _03> . Charakteristicky polynom matvar

2— )\ 0

0 —-3-A
Diky tomu, Zze matice je diagonéni, jsme polynom obdrzeli jiz pfimo rozlozeny na
kofenové Cinitele. Proto vidime pfimo vlastni €isla A1 = 2 a A\, = —3. ProtoZe jsou obé
vlastni ¢idlaredlna amaji opatna znaménka, je stacionarni bod S; typu sedlo.
Stacionarni bod Sy = [-1,0]. V tomto bodé ma Jacobiho matice tvar J(S2) =

= <_1 3 ).Charakteristicky polynom matvar

det(J(Sy) — AI) =

‘ = (2= M) (=3-\).

-2 -3

-1-A 3 B
—2 3=\

Kofeny charakteristickénho polynomu jsou (pomoci vzorce pro kofeny kvadratické rov-

-4+ +/-20

nice) Ao = = —2+ /5. Protoze jsou kofeny komplexné sdruzena &isla
se zapornou realnou ¢asti, jedna se o stabilni ohnisko.

Stacionarni bod S5 = [2, 1]. V tomto bodé& mé& Jacobiho matice tvar J(S3) = (i :g) .

det(J(Sy) — M) = (=1 =XN)(=3—=X)—3(=2) = A2+ 4\ +9.

Charakteristicky polynom matvar

det(J(S3) — AI) = ‘2 A6

4 _3_)\‘:(2_)‘)(_3_)\)—(—6)42)\2+)\+18.
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OBRAZEK 1. Nulkliny atrajektorie autonomniho systému z Prikladu 3.3.

Kofeny charakteristickénho polynomu jsou (pomoci vzorce pro koreny kvadratické rov-

—1+v-71 1 V71

nice) ;2 = 5 =—3 +1 . Kofeny jsou opé&t komplexné sdruzena cisla
se zapornou reanou ¢asti, jedna se tedy o stabilni ohnisko.
Pokusime se zakredlit smérové pole a odhadnout tvar traj ektorii.

. i . " ” 1
y-nulklina ma rovnici 0 = 2% — 3y — 1. Odsud osamostatnénim y obdrzime y = —(2*> — 1) a
vidime, Ze sejedna o parabolu posunutou smérem dol {1, kteraprotinaosu z v bodech 1 a—1. Vrchol

. 1 . . .
paraboly je v bodé [0, _§] . Tuto parabolu protingji v&echny trajektorie ve vodorovném smeéru.

Nad touto parabolou plati ¢/ < 0 avdechny trajektorie mifi smérem doldl, pod touto parabolou
naopak plati 4’ > 0 avdechny trajektorie mifi nahoru.

x-nulkliny maji rovnici 0 = z(x — 3y + 1) ajedna se tedy o osu y (pfimka =z = 0) a pfimku
y = 1(9c + 1). Obé primky miizeme vyznatit do obrazku a vyznatit na né Sipky charakterizujici
smér sméravého pole: Sipky budou svislé (jedna se o z-nulklinu) ajak jiz bylo feceno, budou mifit
nahoru v bodech pod parabolou y = %(mQ — 1) adolli v ostatnich bodech.

Zbyva rozhodnout o tom, jak bude vypadat smérové pole na y-nulklinach. Vyraz z(z — 3y + 1)
jekladny, tj. = > 0, pokud soutasné plati bud obé nebo Zadna z nerovnosti = > 0 ay < %(x +
+ 1). Sméroveé pole tedy mifi doprava v bodech, které jsou bud napravo od osy y a pod pfimkou
y = l(gc + 1) nebo v bodech, které leZi nad touto pfimkou a souCasné nalevo osy y. V ostatnich

bodech smérové pole mifi doleva.

Na Obréazku 1 vlevo jsou nulkliny, stacionéarni body a smérové pole natéchto nulklinach. Vpravo
jsou nulkliny a poCitatem vygenerované trajektorie. VSimnéte si, Zze u ohniska s vétsi absolutni
hodnotou realné &asti konverguiji trajektorie ke stacionarnimu bodu mnohem rychleji2. Podrobngj&i
rozbor tohoto fenoménu je mozno ngjit v odborné literatufe, napriklad [4].

Uloha 3.2. U nasledujicich autonomnich systémil uréete véechny stacionarni body a pomoci <
vlastnich ¢isel Jacobiho matice urete typ kazdého stacionarniho bodu.

1 x':x?’y—y 5 ¥ =r+u+1
y/:x_y y/:x+y3_1

2Tato konvergence je dokonce tak rychla, ze bez podrobngSiho rozboru by mohlo dojit k zaméné ohniska za uzel.
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4. Model konkurence dvou druht

Predpokladgjme, ze v jisté izolované oblasti jsou pfitomny dva zivocisné druhy, které si vzgemné
konkuruji. Predpokladejme dale, Ze konkurence ovlivni rychlost riistu daného druhu tak, Ze zpo-
maleni rychlosti riistu je pfimo Umérné Getnosti, s niz se jedinci jednoho druhu setkavaji s jedinci
druhého druhu. Nepredpokladame pritom nic bliZzSiho o typu této konkurence, tj. zda jedinci jed-
noho druhu fyzicky brani jedincim druhého druhu v pFistupu k potravé, & zda je konkurence
zaloZena jenom na tom, ze , ujidaji ze spoletného krajice’. Nas model bude zahrnovat oba typy
konkurence, zména se projevi pouze ve velikosti konstanty Umérnosti, ktera vyjadrfuje zpomaleni
vyvoje populaci vlivem konkurence.

Je-li velikost prvni populace vyjadfena velicinou x avelikost druhé populace veli¢inou v, je mozno
systém popsat soustavou diferencialnich rovnic

7' =(a — bx)x — cxy,

y' =(a - By)y — vy,

kde v&echno kromeé z, y jsou kladné realné parametry.
Prozkoumejme strukturu tohoto systému. Prvni €leny napravych stranach soustavy (4.1) odpovidaji
logistickému rlistu populace®, pokud se tato populace nachéazi v prostfedi osamocena. Druhé &leny
obsahuji velikosti obou populaci a odpovidaji zpomaleni rlistu vlivem mezidruhové konkurence.
Frekvence setkavani jedincli populace = s jedinci populace y je Umérna soucinu velikosti téchto
populaci xy a zpomaleni rlistu populace z vlivem téchto setkani je Umérné tomuto soucinu.
K onstanta Umérnosti ¢ reprezentuje silu konkurence, tj. jaky vliv mavzaemna konkurence narlist
populace z. Vliv populace = narlist populace y je dan podobné parametrem ~, ktery obecné miize
byt rlizny od c.

(4.1)

3viz strana 9
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Prozkoumejme jeSté moznajednodruhova podspoleCenstva. Pro y = 0 je pfitomna pouze popul ace
x. Prvni rovnice v (4.1) pak predstavuje logistickou rovnici pro vyvoj populace z. Nosna kapacita

. .. a
prostiedi je —.
Podobng, je-li x = 0, predstavuje druha rovnice v (4.1) logistickou rovnici pro rlist populace y
s nosnou kapacitou prostredi g
Pro nalezeni nulklin pfepiSeme soustavu (4.1) do tvaru
2 =(a — bx — cy)z,
= v) 42)
y =(a— By —z)y
aoznatime specifické miry rlistu populaci m(z,y) = a — bz — cy pro populaci z au(x,y) = a —
— By — ~vx pro y. Jacobiho matice systému (4.2) je

Ha = ("TH ). )
Z (4.2) plyne, zZe system madveé z-nulkliny

Niyg: x=0, (4.9

Nog : a—bxr—cy=0, (4.5)
adve y-nulkliny

nyy:  y=0, (4.6)

Noy: o — Py —yr=0. 4.7

V priseticich z-nulklin s y-nulklinami nalezneme stacionarni body systému.
Nulklina s, je primka prochazejici body [o, %} a [% o} . Nulklina n, je pfimka prochézeiici

body 9,0 a |0, 1. Podie vzaiemné polohy téchto bodli na osach z a y jsou mozné Gtyfi

kvalitativné odliSné pripady znazornéné na obrézcich 2 az 5.

Priisecikem nulklin ny, any, je stacionani bod S; = [0,0]. Tento bod odpovida stavu, kdy
v prostfedi neni pritomna Zadna z populaci x, y. Pronikne-li do takového prostfedi malé mnozstvi
jedincli populace z, zatnou se mnoZit rychlosti m(0,0) = a. Invazni parametr* je tedy kladny a
populace se uchyti. Podobné invazni parametr populace y je 1(0,0) = « > 0 ai populace y se
v prostfedi uchyti a zatne mnoZit. Jacobiho matice v bodeé S; je

J(0,0) = (g g)

ajgi vlastni Cidajsou a a«a. ProtoZe jsou obé viastni Cida kladng, jedna se o nestabilni uzel.
Prise¢ikem nulklin ny, a no, je stacionarni bod S, = 0,% . Tento stav odpovida tomu, ze

populace = se v prostfedi nevyskytuje a velikost populace y je ustdlena na hodnoté nosné ka
pacity prostredi. Jakakoliv nahodna zména populace y vede k tomu, Ze se systém vrati opét do
tohoto stacionarniho bodu, jak vime ze studia logistické rovnice. Prozkoumegime, jak se systém
chova pfi malych ndhodnych zménach populace . Invazni parametr této populace do stavu Ss je
(6% (0% a [0 , . ,
m (O, —> =a—c—==c¢ (— — —) . Tento vyraz je kladny, pokud
B B c p

a o

-2 4.8

-3 (48)
tj. pokud parametr ¢, charakterizujici silu mezidruhové konkurence, je dostatecné maly. V tomto
pfipadé se populace = uchyti a zatne mnozit. Plati-li v (4.8) opatna nerovnost, bude invazni

4iz strana 8
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parametr popul ace x zaporny, populace bude vymirat a systém bude dospivat zpét do stacionarniho
stavu Ss. Jacobiho matice v bodé S je

a— cg 0
05)-(%7 ")
_75 —a
aprotoze vlastni hodnoty jsou —« aa — cg, jev bodé S, sedlo, jestlize plati (4.8) a stabilni uzel
jinak. ’
Priseikem nulklin ny, any, je stacionarni bod S = [ﬁ’ 0} . Situace je analogicka jako u stacio-
narniho bodu S5, pouze jsou vymeénény role populaci = ay. Systém tedy v nepfitomnosti populace
y dospéje do stavu, kdy populace = se ustéli nahodnoté nosné kapacity prostfedi, invazni parametr

populace y do tohoto stavu jeu(%, 0) =~ (% — %) ajekladny pokud
aja (4.9)
)

azaporny jinak. Bod Ss je sedlo, pokud plati (4.9) astabilni uzel jinak.
Prisetik nulklin ny, ans, ziskame feSenim soustavy rovnic
a—bx —cy=0,
a— Py —~yx=0.
Toto Ize provést numericky, pfimym FeSenim, nebo graficky. Zajimame se pfitom pouze o FeSenti,
které se nachazi v prvnim kvadrantu, tj. jehoz obé dozky jsou nezdporné. Z nacrtll je patrné, ze
primky odpovidgjici témto nulklinam se protnou v prvnim kvadrantu pravé tehdy, kdyZz bud plati
obé z nerovnosti (4.8), (4.9), nebo ani jedna. Oznaéme prisecik nulklin Sy = (2*,y*). | kdyz
hodnoty z*, 4™ je mozno explicitné vypocitat, uvidime, Ze jegich znalost nebude pro vySetfovani
typu stacionarnino bodu diilezita. Jacobiho matice v bodé S, je
% a — 2bx* — cy* —cz*
J ) = * * * | -
(9") ( —YY a—%y—vw>
Vzhledem k tomu, Ze (™, y*) jsou FeSenim (4.10), plati

(4.10)

a—bx* —cy" =0,

a— Py —yz" =0
aproto

. x —bx* —cx*

Stopa Jacobiho matice je vzdy zaporna. Determinant Jacobiho matice je

det J(z*,y*) = bBx"y" — cya™y" = 2"y" (b3 — cv).
Pokud plati (4.8) a(4.9), pak

b > T = e,

o a

determinant Jacobiho maticejekladny abod S, je ohnisko nebo uzel. V zhledem k tvaru smérového
pole se nemliZze jednat o ohnisko a bod je tedy stabilni uzel. Pokud neplati ani jedna z nerovnosti
(4.8), (4.9), je determinant Jacobiho matice naopak zaporny av bodé S, je sedlo.
Situace v jednotlivych pfipadech je znazornéna na obrazcich. Jsou mozné Ctyfti pripady.
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APA\X X X" X" % x =

T
(6%
v
OBRAZEK 2. Slaba konkurence.
Yy )
v oy
a j @ v
c | C ¥ ¥
« 1\\ « ¥
EAD g -
) Y
V¥
N ¥
AN
Y Y
“

@ @
0% b

| e

ole

OBRAZEK 4. Dominance druhu .

o Plati-li ob&z nerovnosti (4.8), (4.9), IeZi uvnitf prvniho kvadrantu stacionarni bod, ktery
je stabilnim uzlem. VSechny trgjektorie lezici v prvnim kvadrantu konverguji do tohoto
bodu pro ¢ — oo. Systém tedy vzdy dospge do stavu, kdy preZivaji obé populace.
Podminky (4.8) a (4.9) jsou spinény, pokud jsou parametry c, -y, které charakterizuji
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OBRAZEK 5. Silna konkurence.

mezidruhovou konkurenci, dostatecné malé. Proto tento stav budeme nazyvat slabou
konkurenci.

e Plati-li (4.8) aneplati-li (4.9), nema systém uvnitf prvniho kvadrantu stacionarni bod a
vSechny trajektorie leZici uvnitf tohoto kvadrantu konverguji pro ¢ — oo do stacionar-
niho bodu [37 0]. V systému tedy dojde vlivem mezidruhové konkurence k vylouceni

druhu y a populace druhu = se ustali na hodnoté odpovidgjici jeho nosné kapacité
prostfedi. Tento stav budeme nazyvat dominanci druhu z.

o Plati-li (4.9) aneplati-li (4.8), je situace podobnajako v pfedchozim bodg, pouze dochazi
ke konkurencnimu vylou€eni druhu x ajedna se tedy o dominanci druhu y.

e Neplati-li ani jedna z nerovnosti (4.8), (4.9), ma systém uvnitf prvniho kvadrantu staci-
onarni bod, ktery je sedlem atedy pouze konetny poCet trgjektorii konverguje k tomuto
bodu. Tento bod v&ak nebude odpovidat redlnemu stavu, ve kterém se miize populace
trvale nachazet, protoze neni odolny vi&i nahodnym perturbacim. Trajektorie, konvergu-
jici do tohoto sedlového bodu, rozd&i prvni kvadrant nadvé mnoziny, které tvori oblasti
atraktivity jednotlivych stabilnich stacionarnich bodti. VSechny tragjektorie tedy sméfuji
pro t — oo bud do stacionarniho bodu [%, 0} , hebo [0, %} .V systému tedy vzdy dojde
ke konkurenénimu vylouceni jednoho z druhtl. Ktery z druhti bude vylouten, zaleZi na
pocatetnich podminkach. Pokud jsou pocatetni podminky nastaveny tak, ze trajektorie
zaina v oblasti atraktivity stacionarmiho bodu [9, o] , dojde k eliminaci druhu y, pokud

je tomu naopak, dojde k eliminaci druhu z. Nesplnéni nerovnosti (4.8), (4.9) odpovida
tomu, Ze parametry mezidruhové konkurence jsou dostatecné velké, proto tento stav
budeme nazyvat silnou konkurenci.

V&echny typy konkurence (dominance jednoho druhu, slaba konkurence, silna konkurence) jsou
v prirodé pozorovany. V ekologii zpravidla nejvétsi pozornost upoutava slaba konkurence, kdy
dochazi ke stabilni koexistenci. Tento jev nastava, pokud, feCeno v biologickych terminech, jedinec
daného druhu svou existenci konkuruje jedinctim svého druhu vice, nez jedincim druhu jiného.
V praxi to znamena, Ze druhy musi mit pongkud odligné ekologické naroky®. Napriklad spoletné
hnizdici druhy ptakd si konkuruji v boji o hnizdigé. Tyto druhy mohou koexistovat, pokud maji
napriklad rozdilné slozeni potravy. V tomto prfipadé jedinec konkuruje svému druhu i v boji
o prostor k hnizdéni i v boji o potravu, jedinclim druhého druhu vak konkuruje méné—pouze v boji
0 hnizdi&té. VSmnéme s jesté, Ze pokud vedle sebe koexistuji dvé populace, soucet velikosti je

SGauseho princip
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VEtSi nez velikost rovnovaznych stavil kterékoliv osamocené popul ace. Dvékonkurujici si populace
tedy vyuzivaji zdroje efektivngji nez populace jedina.

L ze ukazat, ze ke konkurencnimu vylouceni slabsiho druhu nemusi dojit, pokud druhy Ziji v kom-
plikovangSich podminkach, nez jaké jsme dosud uvazovali: napriklad v pfitomnosti tfetiho kon-
kurenta, v pfitomnosti predatora, v periodicky se ménicim Zivotnim prostfedi, ¢i pokud na sebe
druhy reaguji se zpozdénim, ve fragmentovaném prostfedi, kdy silngsi druh neobsadi vsechny
fragmenty a zlistane tak volny prostor pro slabdi druh. Zavislost principu konkurenéniho vylougeni
na veékove strukture populaci je dosud predmétem vyzkumu.

5. Modely dravec —korist

Predpokladejme, Ze v urcité ohranicené lokalité jsou pfitomny dva ZivoCisné druhy, z nichz jeden
(kofist) douZi jako potrava druhého druhu (dravce). Predpoklademe, Ze spoleCenstvo dravce nema
kromé kofisti zadné dal$i zdroje potravy a bez kofisti tedy nemlze v dané lokaité dlouhodobé
existovat. Nebudeme pro jednoduchost uvazovat prostorové rozlozZeni kofisti ani dravce v dané
lokalité a budeme predpokladat, Ze jednotlivi dravci lovi kofist samostatné (ani si nekonkuruji, ani
nespolupracuji napf. ve smeckéach) a ze jedinci kofisti unikgji dravci také samostatné (nejedna se
napriklad o skupinovou obranu stada). Tyto modely jsou v €inské literatufe vzhledem k predpo-
klad@im vystizné nazyvany panda — bambus. Budeme dale predpokladat, Ze Zivotni cykly dravce
akoristi jsou srovnatelné dlouhé a Ze tedy populace dravce reaguje na velikost populace kofisti a
naopak. Presngji: pri dostatku potravy se dravec miize rozmnozit, tim vSak zatne vice hubit kofist
a zplsobi, Ze mnozstvi jeho potravy se bude snizovat. To zplisobi, Ze populace dravce bude trpét
hlady azatne vymirat. SniZeni populace dravce umozni opétovny nartist velikosti popul ace kofisti.
Po narlistu populace kofisti je umoznén dal§i vzrist populace dravce.
Zakladnim modelem uvazovaného spoleCenstvi bude soustava diferencialnich rovnic
' = p(a)z — V()y,
y' =m(z)y,
kde x je velikost populace kofisti, y je velikost populace dravce a funkce 1, V, m jsou spojité
diferencovatelné funkce. Vyznam jednotlivych funkci rozebereme v nasledujicich odstavcich.
V nepritomnosti dravce, tj. pro y = 0, plati V' (z)y = 0 a populace kofisti se tedy vyviji podle
rovnice

(5.1)

a' = p(x)z,

coz je klasicka rovnice pro vyvoj jednodruhové populace se specifickou mirou rlstu (). Bu-
deme predpokladat, ze populace koristi miize kolonizovat prostiedi, Ze u korfisti se projevuje
vnitrodruhova konkurence, a ze prostfedi ma omezenou nosnou kapacitu. Matematicky formu-
lovano, o funkci p(x) budeme predpokladat, ze 1(0) = 0 aZe u(x) je klesgjici a zaporna pro
dostatecné velka x.

Clen V (z)y charakterizuje vliv dravce narychlost rlistu populace koristi. Funkce V() se nazyva
troficka funkce dravce a charakterizuje, o kolik zpomali rlist populace kofisti pritomnost jednoho
dravce (pfipadné jednotkového mnozstvi dravce). Soucin V (x)y charakterizuje, jak je zpomalen
rlist dravce pfi nezavislé pritomnosti 1 dravcll. Prirozené predpoklady nafunkci V' jsou takové, ze
neni-li pfitomna kofist, dravec nic neulovi, méli dravec vice kofisti, neulovi ji méné a ze jeden
dravec nemiiZze zkonzumovat neomezené mnozstvi potravy, ae lovi a konzumuje kofist pouze do
urCite miry, kteraodpovidéa hladinéjeho nasyceni. Matematicky formulovano, musi platit V(0) = 0
afunkce V' je neklesgjici a shora ohranicena

Funkce m(x) udava specifickou miru rlistu populace dravce. Tato veli€ina nezavisi nay, protoze
podle predpokladll dravci lovi nezavise na sobé. PYirozené predpoklady navyvoj populace dravce
jsou, ze bez pritomnosti kofisti populace dravce vyhyne a €im vice maji dravci potravy, tim [&pe
jejich populace preziva Matematické pozadavky na funkci m jsou tedy m(0) < 0, m(x) je
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neklesgjici a kladna pro dostatetné velka x. Zpravidla klademe m(z) = kV(z) — o, kde « je
Umrtnost dravce a Clen £V (x) vyjadiuje, Ze profit populace dravce je pfimo Umérny ulovenému
mnozstvi kofisti.

Podle predpokladll na funkci p(x) existuje z* s vlastnosti p(z*) = 0. Tento bod odpovida
stacionarnimu stavu kofisti v prostfedi bez pfitomnosti popul ace dravce —nosné kapacité prostiedi.
Vzhledem k tomu, Ze populace kofisti nemiize trvale prevy3ovat nosnou kapacitu prostredi, pro
vzajemné prezivani obou populaci ze zda byt rozumny predpoklad, Ze tento stav populace kofisti
je schopen zgjistit preziti populace dravcee, tj. ze m(z*) > 0.

Nejbézng8im konkrétnim tvarem funkce p(z) je klesgjici pfimka

X
= 1 — —> s
wx) =a (
€0z znameng, Ze bez pFitomnosti popul ace dravce se popul ace kofisti vyviji podlelogistické rovnice

sinvaznim parametrem a a nosnou kapacitou prostredi K.
NejCastéjsi uvazovane typy trofickych funkci jsou nasledujici.
(i) Troficka funkce Lotkova—Volterrova typu predpoklada, ze mnozstvi ulovené a zkonzu-
mované kofisti je pfimo imérné mnozstvi této kofisti, tj.
Vi(z) = az, a€RT.

Tato troficka funkce sice nesplihuje podminku ohranienosti pro velka x, nicméné uvéa
dimeji zde pro jgi jednoduchost a historické postaveni (viz str. 87).

(if) DalSim typem trofické funkce je funkce, ktera pro mala z je totozna s funkci Lotkova—
Volterrova typu a konstantni pro velka z, tj.

:)
ar x€|0,—],
Va(z) = “

S SUZ—a
a

kde S, a jsou redlné konstanty. Konstanta .S odpovida hladiné nasyceni dravce, jeden
dravec nezkonzumuije vice nez S koristi. Tento typ trofické funkce je typicky napfiklad
pro organismy, které lovi kofist filtrovanim vody (néktefi mekkysi) a pro bylozravce.
V populagni ekologii se tento typ funkce nazyva Holling-I.

(iii) Hladkou aproximaci trofické funkce predchoziho typu jsou napfiklad funkce

x —axr
V?’(x):Sx—i—p’ Vga(x):S(l—e )

Cislop > 0 jetzv. Michaelisova—Menterové konstanta asouvisi srychlosti riistu trofické

funkce. Presngji: Je-li vét3i p, jerlist trofické funkce pomalgj3i, nebot V4 (0) = E). Tento
typ trofické funkce se nazyva Holling-11. Podobny priibéh mai funkce

Vap(z) = S <1 — efaxyl_b) .

U této funkce je navic parametr b, ktery charakterizuje vztahy mezi dravci. Pripad
b € (0,1) modeluje situaci, kdy si dravci pomahaji v niceni kofisti, pfipad b > 1 situaci,
kdy s dravci konkuruiji.

(iv) M&li kofist moznost Ukrytu pfed dravcem, nebo pokud dravci ignoruji malé mnozstvi
koristi (to je mozné pouze v pripadé, Ze maji jesté dalSi aternativni zdroje potravy, coz
jsme zatim neuvazovali), |ze trofickou funkci uvazovat po Castech linearni, kdy jefunkce
negjprve nulova, poté linearni rostouci a po dosazeni hladiny nasyceni dravcll linearni
konstantni. Tato funkce je zachycena na obrazku jako funkce V(z).

(v) Hladkou aproximaci pfedchoziho typu funkce jsou napriklad esovité funkce

.%'2

%(z) = Sm, VE)G,('I) =5 (1 — e—a$2)
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OBRAZEK 6. Trofickée funkce.
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OBRAZEK 7. Lotklv—Voterliv model dravec-kofist

Tento typ trofické funkce se nazyva Holling-111. Exponenciélni funkci Vs, (z) je mozno
opét modifikovat parametrem b, vyjadrfujicim kooperaci nebo konkurenci dravcil, po-
dobné jako jsme to viddli u funkce Vz, ().

5.1. Lotkav—Volterriv model dravec—korist

Jednoduchy model predace jako vzajemného plisobeni dvou Zivogisnych druhll sestavil italsky
matematik V. Volterra v roce 1926 pfi snaze vysvétlit kolisani populaci ryb v Jaderském mofi.
Podobny systém diferencialnich rovnic studoval jiz dfive matematik A. Lotka, proto je tento
model nazyvan Lotkovym—Volterrovym modelem. OznaCime-li x velikost populace kofisti a y
velikost populace dravce, model interakce podle Volterry méatvar

¥ =ar — cxy,

5.2

y' = —ay + vy, 52)

kdea, a, ¢, v jsou kladné redlné parametry. V tomto modelu je tedy obsazen predpoklad konstantni
specifické miry riistu populace kofisti® a linearni trofické funkce.

x-nulklinami jsou pfimky =z = 0 ay = 2, y-nulklinami jsou pfimky y = 0 ax = ® Stacionarnimi
¢ v

body systému jsou S; = [0,0] aSy = 2’ 21 Bod S1 jesedlo, jak plyne z tvaru smérového pole.
v oc

Bod S5 je bod rotace, |ze dokonce ukazat, Ze se jedna o stfed, protoze kazda trgjektorie systému
v prvnim kvadrantu je uzaviena. Kazdatrajektorie je cyklem, ktery se ve fazove roviné oté&i proti
sméru hodinovych rucicek. Maximu kofisti tedy vzdy naseduje maximum dravce, které zredukuje
mnozstvi kofisti k minimalni hodnoté. Diky tomuto minimalnimu mnoZzstvi kofisti populace dravce
vymira, coz umozni populaci kofisti jeji opétovné rozmnozeni, které uzavie cely cyklus.

6Pfedpokl adame tedy ponékud nerealisticky exponencialni rlist popul ace kofisti v prostfedi bez predatord.
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OBRAZEK 8. Modifikovany Lotktv—Voterliv mode! dravec-korist

Velikou nevyhodou tohoto modelu je fakt, ze jakékoliv ndhodné zmény v systému pfesunou vyvoj
populace na jinou trajektorii, pficemz tato zmeéna je trvala. Nahodné fluktuace tedy v prostredi
nezaniknou, ale zlistanou zachovany. Diky tomu je model ponékud nerealisticky. Presto se viak
pomoci tohoto modelu podafilo vysvétlit mnoho jevil, které byly skute¢né pozorovany v prirodé.
Znamé jsou napriklad dlouhodobé a podrobné zéznamy Spolecnosti Hudsonova zalivu, tykajici se
pravidelného kolisani mnozstvi vykoupenych kozesin zajicli arysti v letech 1845-1935.

5.2. Modifikovany L otklv—Volterr v model

Kromé pravidelnych cyklll ve velikosti populace dravce a kofisti byly pozorovany i spoleten-
stva, ktera naopak vykazuji stabilni stavy populaci — napfiklad populace bylozZravych veverek
v Arktidé. Lze ukazat, ze modifikace klasického L otkova—\Volterrova modelu spoCivajici v tom, ze
korist budeme modelovat logistickou rovnici s nosnou kapacitou prostredi, odstranuje nestabilitu
a nezachovava nahodné perturbace. Uvazujme model
"= (a—bx)r —cx

x, (@~ b) . (5.3)

Yy = —oy +yry,
kde v&echny parametry jsou kladna realna cisa.
V nepfitomnosti dravce (tj. pokud je y = 0) se populace kofisti vyviji podle logistické rovnice a
jgji velikost nemtlize trvale presahnout nosnou kapacitu prostiedi K = %. Predpokladejme, Ze tato

velikost populace miize zgjitit preZiti populace dravcee, tj. 7% —a>0.

V prisecikunulklina—bz—cy = 0 ayx—a = 0 jestacionarni bod, ktery jebud stabilnim ohniskem
nebo stabilnim uzlem (zkuste dokéazat sami). Trajektorie se opét otali proti smyslu hodinovych
rucicek, tj. opét maximu kofisti nasleduje maximum dravce, minimum kofisti @ minimum dravce,
coz je zcela pfirozeny vysedek.

5.3. Model dravec—korist Gauseho typu

V Lotkové-Volterrové modelu jsou dravci velmi hladovi a zefména velmi zravi — troficka funkce
neni ohrani¢ena. Pokusme se prozkoumat podrobngi model dravec—korist s ponékud realistictéjsi
trofickou funkci. Pouzijeme trofickou funkci Holling-11 a predpoklad logistického riistu populace
kofisti. Pfesngi, uvazujme soustavu diferencidnich rovnic

x’:a(l—ﬁ)x— ¢ Ty,
K p+x
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OBRAZEK 9. Gauseho model dravec-korist

"= —a —i—Lx,
Y Y p—l—xy

kde x jevelikost populace kofFisti, i velikost populace dravce, a, K, ¢, p, 7y, a jsou kladné konstanty.
x-nulklinami jsou pfimka a parabola

N : =0,

ngy : a(l—i)— Y =0,

K p+ax
y-nulklinami jsou pfimky
ny : y =0,
Y
n : =
2 p+x

V prisetiku nulklin ny, any, je stacionarni bod S; = [0,0]. V tomto stavu ma populace kofisti
kladny a populace dravce zaporny invazni parametr.

V prise¢iku nulklin ny, any, je stacionarni bod S, = [K,0]. V tomto stavu je tedy populace
koristi ve stabilnim stavu odpovidgjicim hodnoté nosné kapacity prostfedi. V dalSim budeme
predpokladat, Ze tato velikost populace kofisti uzivi populaci dravce, tj. budeme predpokladat, ze
populace dravce mav tomto stavu kladny invazni parametr. Matematicky vyjadreno, plati

vK
p+ K
Prlisecik nulklin ny, ansy oznaéme [z*, y*]. Jedna se o body, |eZici v priseciku paraboly

-2 (1 5)

> Q.

asvigé primky
ap
Y-
Nulkliny 71, ans, jsou svislé pfimky, které se neprotnou.
Jakobiho matice systému je matice

ve=alp+a), . x=

J(z,y) =
ax x cxy cy cx
~Zra(1- )+ - -
K ’YK (p+z)?2 p+z p+f}9/6x
- Ty + —a+
(p+x)? Yooy P+
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X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X x X X x

X )N w X )N w

X N % X N %

X X % / X ) =

/7'%\1‘\\§~<~ // ,)-/7'%\"\’\§~<~

\~>~—>—>—>—>7f\\<~~<?r // —>—>—>%\*\<~~<?T
K —p K

OBRAZEK 10. Limitni cyklus v Gauseho modelu (vlevo trajektorie, ktera se na
cyklus namotava z vngsku a vpravo z vnitrku)

Protoze matice

J(0,0) = (g _0a>

a
cK
_ p+ K
J(K,0) = . . K
—
p+ K
maji obé zgporny determinant, je v bodech S1, S, sedlo. V bodé S5 plati
ax* cx*y* cx*
co— | K (ta)? pta
(p+a*)?
aprotoze
. e pyEty”
det J(z*,y*) = ——= > 0,
@97 (p+a*)3
neni v bodé S5 sedlo. Protoze plati iy " :a<1— %),jestopaJakobiho matice v bodeé S3
P X
a  a(l-%)
T * ) _ N\ K
v J(@y") =z < T v )
ax’™
- = @ (_ * K_ *
Ko@)+ (K =)
ax*
=——  (K—p—2z*
K(p+w*)( p-2z")
K—p —p

abod S; je tedy stabilni, pokud z* > (viz Obrazek 9) a nestabilni, pokud z* < K
(viz Obrézek 10). Pokud je tento bod nestabilni, znamena to, Ze v systému neni zadny stabilni
stacionarni bod. Protoze vsak z tvaru smérového pole plyne, Ze vsechny trajektorie jsou ohraniceng,
musi v systému existovat alespon jeden cyklus, ke kterému vSechny trajektorie konverguji. Lze
dale ukazat, ze takovy cyklus jejediny.

Systém se tedy bude nachazet ve stavu, kdy jsou velikosti obou populaci bud konstantni, nebo se
periodicky opakuji, pficemz obatyto stavy jsou stabilni viici nahodnym fluktuacim.




Dodatky

A. Vysledky Gloh
Vysdledky Gloh ke K apitole 1

, 1
Uloha2.1.1) 3?(2ze *—2C) = 1,C € R;y = 0; Yp = ———=. 2) Y +2y+In(y—1)% =
2ze % 41 .
2
:—E%—C,CGR;yEl. 3)y  =In(l+e*)+C,C eR. 4)siny:—<%+x> +C,
C eR. Harcsiny =tgx+x+C,C € R,y =+1. 6)arcsinz + arcsiny = C, C € R.

3
Ny=ylz—~+CeceR 8)y:tg<x—+0>,CeR- Yy=— CcR 10)y=
T 3 14e*
2

1
= Cz%x,C € R. 1)y =C(z+1)+1,C € R\{0};y, = 5:{34—% 12) 22(y? —1) = Ce ™,

1
C eR\ {0} 13)y2:1+Ci—J_rl,CeR. 14)y—Ce  CeR. 15) 2ye — 2¢¥ —

= 4+C,C€eR. 16)y:Cex—%ceR;yp:ef—ﬂCQ/?—l/?. 17) y = —In(1 — Ce®),
CeR. 18)y=e"" CeR. 19 z*1+1*)=C,CeR. 2001 = (1—y)(C+In|sinz|),
CeRy=1 2) > +2y+Ilnly—12=2>-22+In(z+1)>+C,C e R,y = 1.
2)V1+224+/1+y2=C,CeR. B)y=1-Ce/* CeR. 24)y=1-Cv1- 2?2
CeR. 25 Cax(l—y?)=1,CeRy==+l. 26)2212—1)=Ce ™, CeR;y=+l.

1
27)y = (C2x*—1)%,C e R*;y =0. 28)arctga = arctgy+C,C € R. 29)y = g(cosci;x —
2

— 1), C eR. 30)siny =Ccosz, C € R. 31) cosy = _L, C € R; y, = arccos \/_ .

sinz 3 2sinx
= _————_ . 34) Navod: prepiste ngjprve rovnici do tvaru ¢/ = ye®, feSenimjey = Ce®’,

3+ a3 —3

C e R\ {0}.

Uloha 3.1. V nasledujicich vzorcich plati C' € R, neni-li vyslovné uvedeno jinak. 1) sin% =Cur.
X

2y = CInjz[+C”

5) Navod: upravte rovnici natvar iy’ = %ln % y =2z’ )y =—zIn(C—In|z|). 7)y=

= zarcsin(n|z| + C). 8) e¥/* =C(z+y),C e R\ {0};y = —z.y, = —z. 9 ye v =C,

y=0. 3)(y+x)? =C2% (y+a)* =2 {.y, = 232 —g. Ay = xeC”.

91
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1
C e R\{0},y =0. 10) y* + 22y — 2°> = C. 11) arctg(y/z) = §ln(az2 +y?) + C.
12) y* = 22 In2? + Ca.
2

Uloha 4.3. V nasledujicich vzorcich plati C € R. 1) y = (% +x+ C) (x4+ 12 2y =

1 .
:\/TT(C%-QH-?)M). yy=Ccosz+sinz. 4)y=2(—1+sinz)+ Ce "%,
1 /sin2
5)y:_<51n SU—COS$—|- ) 6)y:x2+cx26%. 7)y::n—1+Ce*ff, p:x—1+
2\ cosx ) Ccos:r: ) . X 1
17 Yy =+ =y Yy=55(C-e) 10 y=——(C-
+ de ) Y L. , 3 37 ) Y 52 e ) v —
cos 2z T cos T C cos T 1
- 1Dy =50+ = 41 12y =— Ly = — '
2 ) ]7 Jy=e"(C+ 5 +Infal). 12)y 5 T oo U I v
13) y = ————[C + arcsin® z].
SV )

. 1
Uloha 4.4. -1 dy = —a(z) dz

Uloha5.3. V nasledujicich vzorcich plati C € R. 1) y = %
X

3
+a22+y=C. 4 ax?cos’y—cosy = C. 5)%—xy2+5y:C. 6)%—{—xlny—cosy:C.

)2y +7r=C. 3+

7) zsiny +ycosy = C. 8) at —z22y> +y* =C. 9+ zaurctgg = C nebo ekvivalentné
T

1
arctgf—:v:C. 1022 —y2—y=C. 1) ay—/1+y2=C. 12)30—1—5(302—{—@/2)%—
Yy
2 2,3

—%:C.Bmmm@w+%%:a

Uloha6.1. Metody seli& jenom zplisobem uréeni smérnice pro dal&i krok. Sta&i proto v algoritmu
odpovidajicim zplisobem nahradit fadek

k: =rovni ce(x,y); # sner Eul erovy netody
V pripadé metody Runge K utta druhého fadu tento fadek nahradime napriklad radky

KE: =rovni ce(x,y); # snmer Eul erovy netody
k: =rovni ce(x+krok/ 2, y+tkE*krok/ 2); # smer netody RK

av pripadé metody Runge K utta ¢tvrtého radu fadky

KE: =rovni ce(x,y); # sner Eul erovy netody

KR: =r ovni ce( x+krok/ 2, y+kE*krok/ 2); # snmer netody RK

ka: =rovni ce( x+krok/ 2, y+kR*krok/ 2); # ponocny sner al pha
kb: =rovni ce( x+kr ok, y+ka*krok); # ponocny sner beta

k: =( KE+2* kR+2* ka+kb) / 6; # sner netody RK4

Uloha 7.1. Cas ¢ zatneme mé&it od 12:00 hodin. Protoze se rlist bakterii Fidi podle zadan
diferenciani rovnici y' = ky, plati y = yoe**, kde yq je velikost populace v Ease ¢ = 0, tj. ve
12:00. Podle zadani plati 3yq = yoe?*. Odsud je mozno urtit k& = In /3. Zajima nas &as ¢, pro
ktery bude platit 100y = yoe“n‘/g. Odsud ¢ ~ 8.3836 ~ 8 hod 23 min. Velikost populace bude
100-nasobna ve 20:23 hodin.
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) ) o (Ce10000-at
Uloha 7.2. Néavod: plati (viz str. 19) y(¢) = 10000 - 15 Colo0nar”

y(0) = 1000 ur€ime hodnotu konstanty C' a poté z podminky y(1) = 2000 urcime hodnotu
bt

ook (7] e w2
konstanty «. Vysledek: y(t) = 10000 oo kdeb = In 1

Z pocatetni podminky

. . d . . . . -
Uloha7.3. Derivace —y, ktera vyjadiuje zménu mnozstvi neCistot v jezefe zajeden den, se sklada

za dvou Casti. Jednak je tato zmeéna zplisobena prirlistkem ¢ kg vlivem dodavaného zneGisténi a
jednak Ubytkem vzniklym odtokem z jezera. Tento Ubytek je, stejné jako v Prikladu 1.2 na strané

8, roven %y kde r, V jsou pro dané jezero konstanty. Zavedeme-li pro zjednoduSeni novou

konstantu k& = % je zména mnozstvi neCistot v jezefe popsana rovnici
dy
= ek
dt c y?
kde ¢ a k jsou konstanty. Jedna se o linearni rovnici, jgiz feSeni je y(t) = % + Ce™* kde C
je integratni konstanta, ktera souvisi s pocatecni podminkou. Rovnovaznou hodnotu, na které se
. SR . o . d
hladina zneGisténi ustali, nalezneme bud jako limitu thm y(t), nebo z podminky ﬁ = 0.V aobou
—00
pripadech vychézi y(co) = €. v&mnéme S, Ze tato rovnovazna poloha nezavisi na pocatecni
podmince, ale pouze na parametrech charakterizujicich jezero arychlost zneCiStovani.
Uloha 7.4. Podle modelu v Prikladu 1.2 se zména mnozstvi nedistot v jezefe v kazdem okamziku
Fidi rovnici
dy _
dt
kde k = % je pro dané jezero konstanta. ReSenim této rovnice, které spliuje potateéni podminku

—ky>

y(0) = yo, je funkce y = yoe . Po Case T je tedy v jezefe yoe *T kg negistot. Po uplynuti
gasu T se vzdy mnozstvi necistot v jezefe snizi e*7-krat. Bezprostfedné po vypudténi druhé davky
ZneCisténi obsahuje jezero
(yoe ™" + o) kg
necistot a po uplynuti doby 27 (tj. po uplynuti doby 7" od druhé kontaminace) obsahuje jezero
(yoe ¥ +yo)e " kg, neboli  yoe T + yoe M kg
necistot. Po uplynuti nT" hodin bude jezero obsahovat

voe T 4 4 yoe 2T 4+ yoe T kg
neCistot. Jedna se o geometrickou fadu, pro n — oo je souCet této geometrické fady roven
—kT
yolef”. K této hodnoté se bude mnozstvi netistot bliZit vzdy v okamziku tésné pred novou
— €

kontaminaci, tj. v okamziku, kdy je jezero ngjCistgsi.
Uloha 7.5. y(t) = Y0e" ™ ymin = yoe F, ymax = yoer.

Uloha 7.7. Diferencialni rovnice kfivky je

y = Yi=o
—
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Integraci obdrzime

1—|—\/1—£C2 \/1—302
-1 +—1 —/1— 22 +ln +C.
— V1 =22

Z pocatecni podminky y(1) = 0 pIyneC = 0.

Vysledky Gloh ke Kapitole 2
Uloha 3.1. V nasledujicich vzorcich plati C1,Cy € R. 1) y = C1e” + Coe™2* — %e*l‘. 2y =

1 1 1 2
= 01—1—02672"”%—361. 3y = (5552 —:U—i—l) e 4 Cre 4 Che . by = —Z—ge +

1 1 1
+ C1e% + Che ™. B)y = Che® 4+ Coe™™ + 5:{36”5 — Zex —1=ce® +coe "+ 53:69” — 1.
x? 322 1
6) y = <C’1 + Cox + ?lnx — T)e_x. Ny = <C’1 + Chx + 2—>€$. 8) y = <C'1 +
T

—i—ng—x—i—xln]x\)em. 9)y:(01+ng+xarcsinx+\/1—x2>em. 10) y = Cysinx +

cos? x 1

+Cocosx—xcosx+sinzinsineg. 11)y = Cicosxz+ Cosinx + 12)y =

. ) sinx  2sinz’
= Cysinx + Cycosx — Jucosz+ §smx. 13)y = Cysinz + Cycosz — (cosz) In | sin x| —
—cosz —xsinz. 14)y = Cicosz + Cysinx + 3. 15) y = C cos(2z) + Casin(2z) + ix
16) y = C1e™/? + Cae™™ + €*. Navod: nejprve prepidte rovnici do tvaru y” + %y' - %y = e”.
17) y = C1e** + Che® — (x+1)e*. 18)y = C1e” + COhe®® + ge*:”. 19) y = C1e® + Chre®® +

1 3
+ 10 sinx + T 20)y = Cre ™ 4 Coe ™ + (7 + e %) In(e” +1).

Uloha 3.2. V nasledujicich vzorcich plati C1,Cy € R. 1) y = Cre ® + Chze ® + z? — 3z +

1 3 1
+2. 2y = Cicos <\/§x) 4+ Cysin <\/§x> + 51'3 — 51‘ — 3 3y = Cre® + Che 3% —
1 1 3 1 3
~3 sinx — 10 cosz. Ay=Cre” + Coe 3% + Zem' 5y = Cle*\/im _{_02@\/593 —_ 53;3 _ 55,3

1
6)y = Cie ¥ + Coxe™ " + 3 sinx +cosz. T)y=(3—x)e"+ C’le(?’J”/g)”C/2 + 026(3_‘/5)9”/2.
8) y=x>—2z—1+Cre*/?cos (?m) + Coe*/?sin (?m) .

Uloha 4.1. V nasledujicich vzorcich mohou vsechny konstanty nabyvat libovolnych realnych
hodnot. 1) y = Chz% + Cox® + Csz + Cy. 2)y = 11'4 +Ci12? +Cox+C5. y=zxlnz —

2
1
—z+cix+ceo = xnax+Crax+Co. 4)y——1—5(1 ac) +C122+Cox+C3. By=—e T+
9 22 3 5 7’ 22 9
+ Cix® + Cox + Cs. 6)y:71nx—1x —i—017—|—02x—|—03:71nx—|—01:6 + Cox + (.

Ny = zsinz + 4cosz + C12° + Cox® + Csx + O,
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Vysdedky Gloh ke K apitole 3

Uloha 3.2. 1) stab. ohnisko v bod& [0, 0], sedlo v bod& [1,1].  2) nestab. uzel v bodg [0, 1], nestab.
uzel v bodé [2, —1], sedlo v bodg [1,0].  3) nestab. ohnisko v bodg [—1, —1], sedlo v bodg [\/5 o} ,

sedlo v bodé [—\/5, O} , stab. uzel v bodé [2,2].  4) nestab. ohnisko v bodé [1, 1] nelze rozhodnout

(Jacobiho matice ma nulovy determinant) v bodé [0,0]. 5) sedlo v bodé [1, 1], stab. uzel v bodé
[—4,—4]. 6) nestab. ohnisko v bodé [5, 1], sedlo v bodé [—3, —3]. 7) nestab. uzel v bodé [0, 0],

stab. uzel v bodé [2, 1], sedlo v bodé [0, 2], sedlo v bodé [g, 0] . 8) nestab. uzel v bodg [0, 0], stab.
uzel v bodé [1, 2], sedlo v bodé [0, g] , sedlo v bodé [2,0]. 9) stab. ohnisko v bodé [—3, —3],

nestab. ohnisko v bodé [1, 1], sedlo v bodé |0, g . 10) nestab. ohnisko v bodé [—1, —2], sedlo

v bodg [o, —\/5], sedlo v bodé [\/5 o], stab. ohnisko v bodg [1,2]. 11) nelze rozhodnout

(Jacobiho matice méa nulovy determinant) v bodé [0, 0], stab. uzel v bodé [2,4]. 12) stab. uzel
v bodé [—2, —1], sedlov bod& (2, 1].  13) ohnisko nebo bod rotace v bodé [0, 0], sedlo v bodé [2, 1].

14) stab. ohnisko v bodé [—1, 0], sedlo v bodé [0, —%] , stab. ohnisko v bodé [2,1].  15) nestab.

uzel v bodé [1,2]. 16) nestab. uzel v bodé [1, 1], sedlo v bodé [2,0]. 17) sedlo v bodé [1, 1],
nestab. ohnisko v bodé [1, —1]. 18) stab. uzel v bodé [1, 1], sedlo v bodé [—1,1]. 19) nestab.

uzel v bodé [0, 0], stab. uzel v bodé [0, 2], stab. uzel v bodé [1, 0], sedlo v bodé [g, é] .

B. ReZeni diferencialnich rovnic na pogitagi

V soucasnosti existuje mnoho matematickych programti umoziujicich Fesit diferencialni rovnice
symbolicky (hledani obecného FeSeni, pfitemz v rovnici se mohou vyskytovat i parametry aobecné
konstanty) i numericky (hledani aproximace feSeni, pficemz v rovnici musi mit vSechny konstanty
prifazenu konkrétni hodnotu a musi byt zadana poCatetni nebo okrajova podminka).

NejCastgji jsou pouzivany takzvané systémy poCitacové algebry, anglicky Computer Algebra Sys-
jak TeSit bézné diferencialni rovnice, tak pocitat urcité i neurcité integraly. Napriklad v systému
Maxima se vypodet integrlu [ =3 sin(z) dz redukuje na pouZiti prikazu

i ntegrate(x”3*sin(x),X);
analezeni obecného FeSeni rovnice i’ = sin(z)y? na pouZiti prikazu

ode2(' diff(y,x)=sin(x)*y 2, y, X);
K omercni programy (M aple, M athematica) jsou zpravidlavykonng & nez programy volnésifitelng,
rozdil vykonu se v&ak projevi az pfi feSeni Gloh, které mnohonasobné prevysuji naroky kladené
je spoustét pres webove rozhrani bez nutnosti instalace na lokalni po€itac. Do této kategorie
patfi programy SAGE (htt p:// sagemat h. or g/, online notebook na htt p: / / sagenb.
or g/ , zakladni ¢eska dokumentace naht t p: / / www. mat h. nuni . cz/ ™ pl ch/ di pl onky/
Sage. pdf )aMaxima(ht t p: / / maxi ma. sour cef or ge. net / ,online notebook naht t p:
/| www. my-t ool . com mat henat i cs/ maxi maphp/ , zakladni slovenska dokumentace na
htt p:// peopl e. t uke. sk/j an. busa/ kega/ maxi ma. ht m ).
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Dale je mozno k feSeni diferencidlnich rovnic vyuzit webové sluzby Wolfram Alpha (ht t p:
/ I wol f r amal pha. com zprostfedkovava nékteré vybrané vypocty programu Mathematica) a
MAW (ht t p: // www. mendel u. cz/ user/ mari k/ maw, ¥esi diferencidlni rovnicei s postu-
pem, ktery by pouzil pfi feSeni student, u L DR druhého fadu umoziuje volbu metody mezi variaci
konstant a metodou neurcitych koeficienttl) — viz Poznamka 2.4 na strané 17.

C. Metody vypoctu nejcastgSich integralll

Mnoho integralll je mozno ,, vypocitat* pomoci systémil poCitatové algebry (viz predchozi odsta-
vec). Daejemozno vyuzit vyhledavat Wolfram Alpha(ht t p: / / www. wol f r amal pha. con).
Do tohoto vyhledavaCe staCi zapsat klicové slovo i nt egr al nésledované funkci a stisknout tla-
Citko Odedat. Objevi se primitivni funkce a po kliknuti na odkaz ,, Show steps* se objevi i vhodna
metoda vypoctu tohoto integralu. Dalsi podobna sluzba je pfitomna na webu Mathematical As-
sistant on Web naadrese ht t p: / / user . nendel u. cz/ mari k/ maw/ i ndex. php?f or m=
i ntegral . Vzdy je viak vhodngd nevéit slepé potitatlim a jejich agoritmiim,” ae umét
vypocitat integral vlastnimi silami.

1. Specialni typ slozené funkce

/f(aa:—i—b)dx: EF(aﬂz—i—b), (C1

kde a, b jsou libovolnareélna cisa, a # 0 a F(-) znati libovolnou z primitivnich funkci k funkci

fE).

2. Specialni typ zlomku

@) 4
[ 5 ar = mis) ©2)

3. Parcialni ziomky

1
/x_adx:1n|x—a| (C3
1 1 1-n
@—ap dx = 1_n(x—a) , pron>1 (C4
1 1 x
1 1 xr+m
— —dx = - t C.6
/(x+m)2+a2 TTAN T (€6

Nasledujici parcialni zlomky rozepisujeme jako linearni kombinaci integralli predchozich typl.
Je-li ve jmenovateli kvadraticky vyraz, ktery neobsahuje linearni €len, postupujeme nasledovné:

Az + B A 2 |
/Ld :/ T LB dz, C.7)

. 4
2 4 a? 2 224 a? 22+ a?

7Algoritmy mohou skutecné selhat. Nékdy dojde k tomu, ze pouZity program neni schopen integrd vypocitat.
Mnohem komplikovangj§i situace vSak nastava, pokud program vraci bez jakéhokoliv varovani nespravny vysledek.
Opét je vhodné poznamenat, Ze takova situace zpravidla nastava (pokud vilbec) az pri feSeni problémd, které znatné
presahuji narotnost tohoto textu. Presto vaak jenutno umét véechny vystupy matematickych programii kriticky zhodnotit
aneni mozno presunout vechnu praci pri feSeni matematickych Gloh na bedra potitatovych programt.
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pritom prvni z téchto zlomkd je zlomek typu (C.2) a druhy je typu (C.5). Je-li ve jmenovateli
kvadraticky troj€len nemajici redlné koreny, postupujeme podle nasledujiciho schematu:

Ax + B 204+ M 1
———dx = d (O3]
/562—|—M:U+N . /aac2—|—M:U—i—N+ﬁx2+Mx+N * (C8)

kde prvni zlomek je opét typu (C.2) adruhy doplnénim na tverec® prevedeme natyp (C.6). Cisla
« a3 jsou vhodna redlna Cisda (urCena jednoznatné), ktera jsme v konkrétnim pripadé schopni
nal ézt.

4. Racionalni funkce.

Racionalni funkci rozumime funkci, ktera je podilem dvou polynomt®. Pfi integraci téchto funkci
nastava praveé jeden z nasledujicich pripadi:

() Je-li stupen polynomu v Citateli menSi nez stupen polynomu ve jmenovatdi, jedna se
bud pfimo o néktery z parcialnich zlomk, nebo |ze funkci rozloZit na soucet parcianich
zlomkd, které integrujeme samostatné podle predchoziho bodu.

(i) Je-li stupen polynomu v Citateli stejny nebo vySSi nez stupen polynomu ve jmenova
teli, vyd&ime Gitatel jmenovatelem pomoci algoritmu pro déleni polynomii se zbytkem.
Timto Glohu prfevedeme na vypocet integralu z polynomu a z racionani funkce pred-
choziho typu — bude se jednat o parcialni zlomek nebo o funkci, kterou |ze na soucet
parcidnich zlomki rozlozit.

(i) Je-li vejmenovateli pouze vyraz 2*, k € N, sta&i vyddlit samostatné kazdy &len Eitatele
timto jmenovatelem ajednotlivé vyrazy v takto ziskaném souctu integrovat kazdy zvlast.

5. Integraly prevoditelné substituci naintegral z racionalni funkce.

Necht R(x) je raciondni funkce, resp. necht R(x,y) je raciondni funkce dvou proménnych.
Nasledujici integraly 1ze pomoci substituce prevést naintegral z racionani lomené funkce a fesit
pomoci prisudného z predchozich bodl.

(i) /R(cos(x)) sin(z) do | — substituce cos(z) = ¢, sin(z) dz = — dt.

(i) /R(sin(x)) cos(z) da |— substituce sin(z) = ¢, cos(x) dx = dt.

(iii) /R(x,\/ax—i—b)dm — substituce t = Vaz + b, tj. ax + b = t?, adx = 2t dt.

(iv) /R(ac, Vaz + b) dz | — substituce t = Vax + b, tj. ax 4+ b = t*, adx = kt" 1 dt.

(V) /R(e:v) dz |— substituce e” = t,tj. x = In(t), do = %dt

6. Integraly resitelné metodou per—partés.
Necht P, (x) je polynom stupné n. Nasledujici integraly feSime metodou per partés.

8Doplnénim kvadratického virazu 22+ Mz + N nadtverec rozumime prevedeni tohoto vjrazu dotvaru (x+a)*+
—+ b, kde a ab jsou vhodna realna tisla.

9ro jednoduchost budeme predpokladat, Zze polynom ve jmenovateli nema nasobné komplexni koreny.
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(i) Integray /Pn(x) sin(azx + b) dz |, /Pn(x) cos(ax + b) dz|, /Pn(w)eaerb da

pocitame metodou per—partés tak, Ze polynom P, (z) derivujeme afunkci, ktera stimto
polynomem stoji v soucinu, integrujeme. Timto postupem prevedeme integra bud na
integral z funkce sinus, kosinus nebo exponencialni funkce (v pfipadé, Ze polynom
P, (z) jelineérni), nebo naintegrd, ktery obsahuje polynom stupné o jednicku mensiho.
V druhém z téchto pripadl integraci per partés opakuj eme (je potieba celkem n-nasobné
opakovani tohato postupu).

(i) Integraly / P, (x)In(x)dz|, / P, (x) arctg(z) dz | integrujeme metodou per-partés

tak, Ze polynom P, (z) integrujeme a funkci, ktera s timto polynomem stoji v soucinu,
derivujeme. Timto integral prejde v integrél z racionalni funkce (ve jmenovateli bude
bud 2, nebo (x2 + 1) — poté provedeme d& eni polynomi se zbytkem aintegrujeme zvl &

Ziskany polynom a parciani zlomek). Podobné feSime integral / P, (z)In(z)dx |

V tomto pripadé opét musime postup opakovat, ato celkem m-krat.

7. Integral resitelny Ostrogradského metodou

Integral dz |, kde P, () je polynom stupné n, feSime Ostrogradského metodou

/\/ax2+bx+c

neurcitych koeficienttl — primitivni funkci hledéme ve tvaru

Qn—1( \/amQ—i—bm—i—c—i-k:/
\/axQ—i—bx—i—c

kde Q,,—1(x) jevhodny polynom stupné (n — 1) ak je vhodné redlné €islo. K oeficienty polynomu
(Q acido k jsou urceny jednoznatné a jsme schopni je vypocitat. Timto problém zjednoduSime,
protoze integral, ktery zlistava, je bud pfimo vzorec (je-li a = +£1 ab = 0) nebo integrujeme
doplnénim vyrazu pod odmocninou na ctverec, uzitim pravidla (C.1) a pfislusného vzorce.

2
. b -
Integra typu / vV ax? + bx + cdx | |ze upravit na tvar / i torte dx a poCitat podle
Vazx? + bz +c

predchoziho. Integral / P(x) arcsin(x) dz |, kde P(x) je polynom, poCitame metodou per—partés

tak, ze derivujeme funkci arcsin x a integrujeme polynom P(x), ¢imz tento integrél prechazi na
integral, ktery dale poCitame Ostrogradského metodoul.

8. Integraly kvazipolynomd

Integraly typu / P(x)e™ sin(bzx) dx |, / P(x)e™ cos(bx) dx |. Pledpokladeime, Ze i exponen-

ciani i goniometricka funkce se v integralu skutecné vyskytuji, tj. Zea = 0 ab # 0 (jinak sejedna
ointegra, ktery |ze vypocitat podie bodu 6.). Tyto integraly 1ze vypocitat metodou per—partés. Pro-
toze pouziti té&to metody je v tomto pripadé pomérné komplikovang, asto pouzivame pro nalezeni
neur&itého integralu metodu neurditych koeficientll — hledame feSeni ve tvaru

p(x)e® sin(bx) + q(x)e™ cos(bz),

kde p(z) ag(x) jsou polynomy stejného stupné, jako polynom P(z). Tyto polynomy jsou urCené
jednoznatné ajsme schopni je nalézt porovnanim koeficientt u jednotlivych mocnin proménné .
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D. Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo jejednim z prostiedk, ktery v nékterych pfipadech umoZziuje velice efektivné
nal &zt feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci determinanttl. Uvedme Cramerovo pravidlo pouze
pro soustavy dvou nezavislych linearnich rovnic o dvou neznamych?®.
Véta D.1 (Cramerovo pravidlo). Uvazujme soustavu lineérnich rovnic
ar +by =c
Ax+ By=C

s koeficienty a, b, A, B, spravymi stranami ¢, C' a s neznamymi z, y. Je-li determinant D matice
soustavy nenulovy, tj. je-li

a b
D=1y B/ 7"
ma soustava prave jedno FeSeni. Oznacime-li
c b a c
Di=\c gl @ 2=, o)
- o . D D
|ze neznamé z a y najit jako podily x = 31 ay= 32

Pri feSeni nehomogenni LDR druhého fadu metodou variace konstant je jednim z kol nalézt
feSeni soustavy rovnic

{A’(w)yl () + B'(z)ya(a) = 0
A'(2)yh () + B'(x)yh(z) = f(z),

kde y1 (x) aya(x) jsou znamé funkce tvorici fundamentalni systém Fedeni rovnice a A’ (z), B'(x)
jsou neznamé funkce. Determinant matice soustavy (wronskian — viz definice na strané 52) je

nenulovy, tj.
Wipnaele) = %0 B0 — i @ph(a) ~ s (@ha(o) 2 0.

Je tedy mozné pro feSeni soustavy (D.1) pouZit Cramerovo pravidlo a vypotteme-li pomocné
determinanty

(D.1)

W, = ' 0 ya(x) yi(z) 0

f(@) ys() n(z) f(z)
|ze neznamé funkce A’(x), B'(x) obdrzet jako podily
441 Wy
W Cw
Hledané funkce A(z), B(x) poté obdrZzime integraci a pomoci nich a pomoci fundamentélniho
systému feSeni sestavime partikularni feSeni rovnice metodou popsanou jiz dfive.
Vyuziti Cramerovych vzorcll je velice efektivni v pripadé rovnic typu

y' +y=f(2),
kdy fundamentalni systém feSeni je tvofen goniometrickymi funkcemi y; = cos(z) ays = sin(x).
Reeni soustavy (D.1) stitaci nebo dosazovaci metodou je v tomto pripadé pomérné zdlouhave a
maél o prehledné. Pouzivame-li Cramerovo pravidlo, je wronskian roven 1 (pfipadné —1, volime-li
fundamentalni systém naopak, tj. y1 = sin(x), y2 = cos(z)) a vypotet je pomerné snadny (viz
feSeny priklad v textu, str. 59).

Wy =

)

Al(z) = B'(z) (D.2)

lOObecnéjéi formulaci Cramerova pravidla lze nalézt napt. v [1, 11]






algoritmus

— teSeni diferencialni rovnice
— — exaktni, 36

— — homogenni, 22

— — linearni 1. fadu, 30

— — linearni 2. fadu s konstantnimi koeficienty, 57

— — se separovanymi proménnymi, 15
autonomni systém, 71

bod rotace, 75

charakteristicka ¢isla, 75
Cramerovo pravidlo, 57, 59, 99
cyklus, 74

determinant matice, 52, 75, 99
diferencial, 7

— totalni, 34, 35

diferencialni rovnice, 7

— autonomni, 21, 71

— exaktni, 35

— homogenni, 22

— linearni, 25

— — homogenni, 28, 29

— linearni 2. fadu, 49

— — fundamentalni systém feSeni, 53, 55
— — homogenni, 51

— — obecné feSeni, 53, 56

— — v samoadjungovaném tvaru, 50

— nerozreSena vzhledem k derivaci, 7

— Se separovanymi proménnymi, 13, 34, 38

fazovarovina, 72
fazovy portrét, 73

integratni faktor

— exaktni diferencialni rovnice, 37

— linearni diferencialni rovnice 1. fadu, 30
integra

— diferenciani rovnice, 7

— diferenciani rovnice 2. fadu, 49

invazni parametr, 8, 81, 86, 89

Jacobiho matice, 75

kmenova funkce, 34, 35
krok, 39

kFivka

— integrélni, 7, 12

Rejstiik
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— logisticka, 20

linearni zavid ost
— funkci, 52

Mathematical Assistant on Web, viz MAW

MAW, 17, 18, 96
metoda
— Eulerova, 39

— nalezeni kmenoveé funkce, 35

— Runge-K utta

— — druhého fadu, 40

— — Gtvrtého fadu, 40

— variace konstant, 28, 57
model

— deformace nosnikl, 66
— kmitli na pruzing, 50
— konkurence, 80

— populace

— — Malthusiy, 9, 19

— — pod predatnim tlakem, 10

— — smigraci, 9

— — Verhulst—Pearl v, 9
— predace, 85

— — Gauseho typu, 88

— — Lotklv—\Volterrlv, 87
— provéSeného lana, 44

— radioaktivniho rozpadu, 8
— samocisténi jezer, 8

— — snepretrzitym znecistovanim, 43
— — speriodickym zne€istovanim, 43

— silového pole, 13
— soustavy jezer, 42
— zavé&Seného mostu, 5

nosna kapacita prostredi, 9
nulkling, 73

oblast

— negativné invariantni, 73
— pozitivné invariantni, 73
ohnisko, 75

podminka

— pocatetni, 7, 12, 49, 66
princip superpozice, 26, 51
proménna

— nezavida, 7

—zavida, 7
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rovnice

— algebraicka, 15

— charakteristicka, 55

— — matice, 75

— diferenciani, viz diferencialni rovnice
— exponenciélniho rdisty, 9, 43

— logisticka, 9, 19, 43

sedlo, 75

singuléarni bod, viz stacionarni bod
smérové pole, 12

stacionarni bod, 72, 77
stopamatice, 75

stfed, 75

trajektorie, 72, 74
troficka funkce, 85

uzel, 75
vistni ¢ida, 75

Wolfram Alpha, 17, 18, 96
wronskian, 52, 53, 57

FeSeni

— diferenciani rovnice, 7

— — linearni 1. fadu, 29

— — obecng, 11, 15, 27

— — partikularni, 7, 11, 15, 27
— —singularni, 14, 15

— — triviani, 26

— diferencialni rovnice 2. fadu
— — obecng, 49

— — partikularni, 49

— — triviani, 50

Uloha
— Cauchyova, viz Uloha, pocatetni
— pocatetni, 7, 49, 66, 71
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