PISEMNA CAST ZKOUSKY z MATEMATIKY, 5.1.2024, (90 minut)

e Zadani je na dvou stranach.

e Do vzorcil staci dosadit, integraly a derivace vypocitat. Nemusite dopocitavat numericky.

1. [12 bodii (34+3+3+3)]  Derivace.

(a) Vypoctéte derivaci funkci
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kde a > 0 je parametr.

(b) Napiste definici derivace funkce jedné proménné
(pomoci limity). Vysvétlete, jakou bude mit tato
derivace jednotku. Vysvétleni napiste obecné a poté
na konkrétnim prikladé derivace priméru kmene
(v centimetrech) podle ¢asu (v letech).

(c) Napiste vzorec pro linedrni aproximaci funkce

y = f(x)

v okoli bodu zg. Mize se stat, ze se tato aproxi-
mace redukuje na pfimou Gmérnost? Pokud ano,
napiste, pro jaké funkce toto nastane. Pokuste se
napsat co nejobecnéjsi pozadavky na funkci f.

(d) Derivace souvisi s monotonii funkce (ristem a kle-
sanim). Jak? Zformulujte pfislusna tvrzeni.

2. [4 body (4)] Diferenciélni rovnice
Vysvétlete, jak je mozné najit stacionarni feseni (staci-
onarni body) diferencidlni rovnice
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Vysvétlete déle, jak pomoci funkce f(z) rozhodneme,
zda je stacionarni bod stabilni ¢i nestabilni.

3. [8 bodd (34+2+3)] Linedrni algebra.

(a) Napiste matici rotace o thel  proti sméru hodino-
vych rucicek a napiSte matici k ni inverzni.

(b) Vyuzijte vysledku predchoziho pfikladu k nalezeni

obrazu vektoru
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pfi otoceni o (hel @ proti sméru hodinovych rucicek.

(c) Najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory matice
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Integral.

4. [9 bodii (3+ 3+ 3)]

(a) Integral typicky pouzivame pro hleddni zmény ve-
liciny ze zadané rychlosti. Ze stfedni a zakladni
Skoly a z bézného Zzivota ale vime, ze staci rychlost
vynasobit s Casem a dostavame zménu. Napriklad
rychlost rlstu cen v korundch za rok vyndsobime
poctem let a budeme mit celkové zdrazeni za dany
pocet let. Vysvétlete tento rozpor. Pro¢ mame am-
bice pocitat zménu pomoci integralu, kdyz se nabizi
mnohem jednodussi postup pomoci nasobeni?
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kde a > 0 je readlny parametr.

(b) Vypoctéte integral

(c) Napiste definici integralni stfedni hodnoty funkce

y = f()

na intervalu [a, b]. Specifikujte dale, jak se obecny
vzorec zjednodusi pfi urovani stfedni hodnoty li-
nearni funkce a jakou ma stfedni hodnota funkce f
jednotku.



5. [12 bodd (4 +4 +4)]  Diferencidlni rovnice

(a) Nejéastéjs$im modelem pro rist zivoc¢isnych a rost-
linnych populaci v ekologii je logisticka rovnice. Na-

piSte tuto rovnici a pro vSechny konstanty vystu- 6. [5 bodii (5)]  Difuzni rovnice
pujici v rovnici napiste, v jakych je vyjadfujeme
jednotkach. (Pro konkrétnost predpokladejme, ze Model studovany v literatufe ma tvar
sledujeme pocet jedinci daného druhu jako funkci
asu v letech.) 0=D @ +D @
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(b) Rychlost poklesu teploty horkého télesa v chladné
mistnosti je Gmérna teplotnimu rozdilu tohoto Je toto mozné povazovat za specidlni tvar difuzni
télesa a okoli. Napiste diferencidlni rovnici pro tep- rovnice?
lotu sledovaného télesa jako funkci ¢asu a pro kaz- Pokud ano, napiste, pro jaky pripad je tento mo-
dou konstantu v této rovnici napiste, v jakych jed- del zapsan (staciondrni/nestaciondrni déj, homo-
notkach tuto konstantu vyjadfujeme. (Pro konkrét- genni/nehomogenni materil, linedrni/nelinedrni ma-
nost predpokladejme, Ze sledujeme teplotu ve stup- teridlové vlastnosti, pfitomnost/nepfitomnost zdroju,
nich Celsia jako funkci &asu v minutich.) izotropni/anizotropni material).
Pokud ne, odpovéd zdivodnéte (napfiklad napiste, co
(c) Tloustka ledu na mofi v konstantnich podminkach v rovnici pfebyvd nebo naopak chybi) a napiste co
roste rychlosti neprimo imérnou této tloustce. Na- nejobecnéjéi tvar difuzni rovnice.

piste diferencialni rovnici modelujici tento rist. Na-
piste ddle, zda podle této rovnice roste tlusty led
rychleji nez tenky. (Odpovéd zdiivodnéte. Zdivod-
néni musi vychdzet ze slovniho zadani nebo z rov-
nice. Ne ze zkuSenosti s redlnym p¥ipadem.)

e PoZadavek: pisemka alespoi 13 bodu z 50 moznych a soucet boda z pisemky s bonusovymi body alespon 25.



