PISEMNA CAST ZKOUSKY Z MATEMATIKY, 3.1.2024, (90 minut)
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1. [12 bodii (3 + 3 + 3 + 3)]

()

e Zadani je na dvou stranach.

Derivace.

Napiste definici derivace funkce jedné proménné
(pomoci limity) a vysvétlete rozdil ve fyzikalni
interpretaci derivace jako celku a ve fyzikalni in-
terpretaci zlomku, ktery je v definici derivace za
limitou.

Vypoctéte derivaci funkci

- ¢ a =
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kde a,b > 0 jsou parametry.

Jednim ze symboli pro ekologickou katastrofu
velkych rozmérl je vysychdani Aralského jezera.
Dobre meéritelnou veli¢inou je rychlost Gstupu

trem je plocha jezera.

Uvazujme vysychajici jezero kruhového tvaru
o poloméru 200 kilometr(i. Polomér klesa rych-
losti 2 kilometry za rok. Zapiste tento pokles
pomoci derivaci a urcete, jak rychle klesd roz-
loha vodni hladiny. Zdivodnéte znaménko a jed-
notku derivace rozlohy jezera podle ¢asu. Pred-
pokladejte, Ze jezero ma stale kruhovity tvar.
(Tento predpoklad nebyl napriklad pro Aralské
jezero splnén. Jezero se béhem vysychani roz-
délilo na dvé samostatna jezera.)

Napiste vzorec pro centrélni diferenci a néjakou
typickou situaci, kdy centralni diferenci pouzi-
vame.

e Do vzorci stadi dosadit (integraly a derivace vypoditat), nemusite dopoditavat numericky na kalkulaéce.

2. [8 bodii (2 + 3+ 3)]

(a)
(b)

Integral.

1
Vypoctéte integral / 2 + 1 dx.
0

Veligina 7(t) = 10 — e~* udéva rychlost s ja-
kou roste teplota sledovaného objektu béhem
pokusu. Vypoctéte, o kolik se objekt zahreje
b&hem prvnich dvou hodin. Cas t sledujeme
v hodinach od pocdtku pokusu a rychlost je ve
stupnich Celsia za minutu.

Struc¢né napiste, co rozumime lichobé&znikovym
pravidlem pro integral a kdy se toto pravidlo
pouZziva.

3. [8 bodi (3 + 3 + 2)]

(a)

Linedrni algebra.

Napiste, jak vypadd matice popisujici rotaci
v dvourozmérném prostoru. Napiste, jak vypada
matice inverzni a jak je mozno tyto matice vyu-
Zit k transformaci tenzor( do jiné soustavy sou-
fadnic.

Vypoctéte soucin Awu pro nasledujici matici a
vektor a rozhodnéte, zda vektor je vlastnim vek-
torem matice ¢i nikoli.

(Y -0

Napiste priklad matice, kterd nema zadny
vlastni vektor a priklad matice, pro kterou je
kazdy vektor vlastnim vektorem. Pokud néktery
z priklad(i neni mozné sestrojit, vysvétlete proc.



4. [8 bodii (4+ 1+ 3)]

(a)

Diferencialni rovnice

Dilezity enzym se soucasné jednim procesem
syntetizuje a jinym procesem rozklada. Rych-
lost syntézy je konstantni. Rychlost rozkladu je
primo mérna mnozstvi enzymu. Napiste mate-
maticky model pro tento proces.

Definujte pojmy pfimd Gmérnost a neprima
umérnost.

Prirodni vybér zpravidla da prednost syntéze ne-
konstantni rychlosti. To proto, ze pokud enzym
chybi nebo je ho malo, je nutné jej rychle syn-
tetizovat.

Modifikujte predchozi model tak, aby se rych-
lost syntézy ridila mnozstvim enzymu. Potrebu-
jeme zajistit, aby pri malych koncentracich en-
zymu probihala syntéza rychle. Vyberte, jestli
je vhodnéjsi nahradit konstantni produkci pro-
dukci pfimo nebo nepfimo Umérnou mnozstvi
enzymu. Volbu struéné vysvétlete a napiste vy-
slednou diferencialni rovnici.

5. [8 bodti (3+ 3+ 2)]

(a)

()

Gradient (napriklad teploty) najdeme na Wiki-
pedii Casto vyjadreny nepresné pomoci podilu.
Po probrani derivaci vime, Ze presnéjsi je pou-
Ziti derivace. Je néjaka situace, kdy oba pfristupy
jsou rovnocenné? Existuje néjaka funkce f(z),
kde déleni proménnou x dava stejny vysledek
jako derivovani? (Ndvod: Zamyslete se nad fyzi-
kalnim vyznamem derivace a nad tim, za jakych
okolnosti k vypoctu potrebné veli¢iny nepotre-
bujeme derivaci, ale sta¢i ndm déleni.)

Konstitu¢ni zakony (napfiklad Fickdv) najdeme
na Wikipedii vyjadreny ve skaldrnim tvaru. Toto
je viak nékdy nepouzitelné. Kdy je nutné pouzit
k formulaci konstitucnich zakon(i matice a kdy
pouziti matic naopak neni nutné?

Napiste vzorec pro linedrni aproximaci funkce
a napiste, za jakych podminek se tento vzorec
redukuje na primou imérnost.

6. [6 bodti (4 + 2)]

()

(b)

Difuzni rovnice

Napiste difuzni rovnici v kartézskych souradni-
cich pro co nejjednodussi materialové vlastnosti
(homogenni a izotropni material s linedrni ma-
teridlovou charakteristikou). Uvazujte dvé di-
menze, pritomnost zdrojii a nestacionarni dé;.

Mohou kromé zdroji byt v difuzni rovnici i spo-
trebice? Pokud ano, vysvétlete, jak je do rovnice
muzeme zahrnout nebo kde v rovnici figuruji.
Pokud ne, vysvétlete, jak modelujeme procesy,
kde se transportovand veli¢ina spotrebovava.

o Pozadavek: pisemka alespoit 13 bodii z 50 moznych a soucet bodil z pisemky s bonusovymi body

alespon 25.



