PISEMNA CAST ZKOUSKY Z MATEMATIKY, 27.1.2023, (90 minut)

1 2 3 4 5 6

e Zadani je na dvou stranach.

e Do vzorcl staci dosadit, integraly a derivace vypocitat. Nemusite dopocitdvat numericky.

1. [12 bodti (34+3+3+3)] Derivace.

(a) Vypoctéte derivaci funkci

6 2x
y:m a Yy=x—ae,

kde a > 0 je parametr.

(b) Napiste definici derivace funkce jedné pro-
ménné (pomoci limity). Vysvétlete, jakou bude
mit tato derivace jednotku. Vysvétleni napiste
obecné poté na konkrétnim prikladé.

(c) Napiste vzorec pro linedrni aproximaci funkce

y = f(z)

v okoli bodu xy. Miize se stat, ze se tato apro-
ximace redukuje na pfimou Umérnost? Pokud
ano, napiste, pro jaké funkce toto nastane. Po-

kuste se napsat co nejobecnéjsi pozadavky na
funkci f.

(d) Derivaci je mozné pouzit k citlivostni analyze.
Predpokladejme, ze u funkce

y = f(x)

se hodnota veli¢iny x zméni z hodnoty z( o hod-
notu Azx. Jak je mozné pomoci derivace odhad-
nou zménu funkéni hodnoty funkce f7 A pro
jaké funkce je tento odhad s nulovou chybou?

2. [4 body (4)] Diferencidlni rovnice
Vysvétlete, jak je mozné najit stacionarni reseni
(stacionarni body) diferencidlni rovnice

dx

— = f(x).

= (@)

Vysvétlete dale, jak pomoci funkce f(z) rozhod-
neme, zda je stacionarni bod stabilni ¢i nestabilni.

3. [8 bodii (34+2+3)] Lineérni algebra.

(a) Napiste matici rotace o Ghel 6 proti sméru ho-
dinovych rucicek a napiste matici k ni inverzni.

(b) VyuZijte vysledku predchoziho pfikladu k nale-
zeni obrazu vektoru

()

pri otoCeni o thel 6 proti sméru hodinovych ru-
Cicek.

(c) Najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory ma-

tice
2 0
()

4. [9 bodii (3+3+3)] Integral.

(a) Vypoctéte integral

/62“ + az dzx,

kde a > 0 je redlny parametr.

(b) Napiste definici stfedni hodnoty funkce

y = f(z)

na intervalu [a,b]. Specifikujte dile, jak se
obecny vzorec redukuje pfi uréeni stfedni hod-
noty linedrni funkce.

(c) Napiste, jakou maji jednotku integral

/f(:c)da:

a stfedni hodnota funkce f(z) na intervalu
a, b].



5. [12 bodt (4+ 4+ 4)] Diferencidlni rovnice

(a) Nejcastéjs$im modelem pro rist Zivoclisnych a
rostlinnych populaci v ekologii je logistickd rov-
nice. Napiste tuto rovnici a vyjadrete ji slovné.
(Struéné, ale vystizné a aplné.)

(b) U spojité droceného G¢tu roste mnozstvi financi
rychlosti Gmérnou tomuto mnozstvi. Napiste
matematicky model pro rist rychlosti tmérnou
velikosti. Poté tento model modifikujte tak, ze
na Ucet ukladate pravidelnou konstantni tlozku,
tj. rychlost rlstu se zvysi o aditivni konstantu.

(c) Tloustka ledu na mofi v konstantnich pod-
minkach roste rychlosti nepfimo Gmérnou této
tloustce. Napiste diferencialni rovnici modelu-
jici tento rlst. Napiste déle, zda podle této rov-
nice roste tlusty led rychleji nez tenky. (Odpo-
véd zdivodnéte. Zdivodnéni musi vychazet ze
slovniho zadani nebo z rovnice. Nevzpominejte,
jak zamrza obecni rybnik.)

6. [5 bodt (5)]  Difuzni rovnice

Model studovany v literature ma tvar

0%u 0%u

O_Dé?:ﬁ +Day2.
Je toto mozné povaZovat za specidlni tvar difuzni
rovnice?
Pokud ano, napiste, pro jaky pripad je tento
model zapsan (staciondrni/nestacionarni déj, ho-
mogenni/nehomogenni materidl, linedrni/nelinearni
materialové vlastnosti, pfitomnost/nepfitomnost
zdroji, izotropni/anizotropni material).
Pokud ne, napiste co nejobecnéjsi tvar difuzni
rovnice.

o Pozadavek: pisemka alespoit 15 bodii z 50 moznych a souéet bodil z pisemky s bonusovymi body

alespon 25.
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