PISEMNA CAST ZKOUSKY Z MATEMATIKY, 3.1.2023, (90 minut)

e Zadani je na dvou stranach.

e Do vzorci stadi dosadit (integraly a derivace vypoditat), nemusite dopoditavat numericky na kalkulaéce.

1. [15 bodd (3+3+3+3+3)] Derivace.

(a) Napiste definici derivace a vysvétlete, jakou roli
v této definici hraje pojem limita. Pro¢ tam li-
mitu potfebujeme?

(b) Hmotnost m ryby v gramech je dana jeji délkou
[ v centimetrech vztahem

m = cl®,

kde c je parametr, konstanta zavisld na druhu
ryby. Vypoctéte derivaci hmotnosti podle délky.

(c) Urcete pro rybu z predchoziho textu, v jakych
jednotkach vychazi derivace hmotnosti podle
délky.

(d) Predpokladejte, Ze ryba z pfedchoziho textu ma
délku 70 centimetrii a roste v case rychlosti
dva centimetry za mésic. Urcete, jakou rychlosti
roste jeji hmotnost.

(e) Vypoltéte derivaci funkci

a azr
y:m a y:1—|—2€ ,

kde a > 0 je parametr.

(Nékteré odpovédi budou obsahovat parametry ¢
resp. a.)

2. 9 bodi (3+2+4+2+2)] Integral.

(a) Vypoctéte integral /e‘“"’ + 3z dx.

(b) Z otvoru navrtaného do javoru cukrového vy-
téka miza a vytéka stile pomaleji. Predpokla-
dejme, Ye vytékd rychlosti r(t) = e, kde t
je Cas v hodinach a rychlost je v dekagramech
za hodinu. Urcete (vCetné jednotky), kolik mizy
vytece za prvni Ctyfi hodiny po navrtdni stromu.

(c) V predchozim prikladé vypoctéte stfedni hod-
notu rychlosti vytékani za prvni Ctyfi hodiny

(d) V predchozim prikladé vypoctéte funkci, udava-
jici mnoZstvi vyte¢ené mizy jako funkce Casu.

3. [5 bodii (2+ 1+ 1+1)]
funkce

Linearni aproximace

(i) Napiste vzorec pro linearni aproximaci funkce
y = f(x) v okoli bodu .

(i) MuaZe se stat, ze linedrni aproximaci je vodo-
rovna primka, tj. Ze vysledna aproximace neza-
visi na 7

(iii) Muze se stat, ze linedrni aproximaci je pfima
amérnost, tj. funkce ve tvaru y = kx?
(iv) Muize se stat, ze linedrni aproximaci je kle-

sajici exponencialni funkce, tj. funkce tvaru
y=e "7

Odpovédi podporte konkrétnim prikladem nebo
odpovéd stru¢né zdivodnéte.



4. [7 bodii (3+4)] Diferencidlni rovnice

(a) Rychlost, s jakou hladovéjici Selma v zimé ztraci
hmotnost, je tmérnd odmocniné z hmotnosti.
Napiste matematicky model popisujici vyvoj
hmotnosti v Case.

(b) Rychlost, s jakou se méni hmotnost pasou-
ciho se bylozravce, je dana rlistem zpisobenym
konzumaci potravy a Gbytkem vlivem metabo-
lismu. Predpokladejme, Ze rychlost ristu hmot-
nosti vlivem konzumace je konstantni a rych-
lost ubytku hmotnosti vlivem metabolismu je
umérnd hmotnosti. Napiste matematicky mo-
del popisujici vyvoj hmotnosti v Case a najdéte
vSechny jeho staciondrni body. U téchto bodu
urlete stabilitu.

V obou pripadech jenom sestavte diferencialni
rovnici a ve druhém bodé splnte dalSi pozadované
tkoly. Rovnici resit nemusite.

5. [8 bodti (4 + 4)]

(i) (A)Napiste definici vlastniho &isla a vlastniho
sméru matice. Uvedte pfiklad matice, kde (B)
kazdy smér je vlastnim smérem a (C) priklad
matice, ktera nema Zadny vlastni smér.

Linedrni algebra.

(ii) Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

()

KaZdou ¢ast odpovédi (kromé definice) podporte
vypoctem nebo slovnim zdiivodnénim, podle toho,
co je kratsi a snazsi.

6. [6 bodii (34 3)] Difuzni rovnice

(a) Difuzni rovnice ve studii sledujici rozlozeni
zneciSténi ma tvar

Z tohoto tvaru urcete, jaké predpoklady jsou v
modelu obsazeny. Zamé¥te se na (A) stacionar-
nost, (B) existenci zdroji a na vlastnosti pro-
stredi jako je (C) linearita materidlovych vlast-
nosti, (D) homogenita, (E) izotropie.

(b) Tok tepla ve dvourozmérném materialu ve kte-
rém nejsou zdroje tepla je dan vektorem

-~ [(Tz+y
()

Vypoctéte divergenci tohoto toku a napiste, co
je mozné z této informace vycist o zméné tep-
loty v materialu.

Pokud jsou v textu tu¢né pismena pro jednotlivé ¢asti otdzky, vyznacte stejnymi pismeny odpovédi.

o Pozadavek: pisemka alespoit 15 bodii z 50 moznych a souéet bodil z pisemky s bonusovymi body

alespon 25.
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