PiSEMNA CAST ZKOUSKY Z MATEMATIKY, 20.12.2022, (90 minut)

Zadani je na dvou stranach. Pro tuéné vyznagené Easti otdzky oznadte stejnym zpisobem &asti Vasi odpovédi, aby
bylo jasné, ktera cast odpovédi se vztahuje ke které &asti otazky.

1. [15 bodii (3+3+3+3+3)] Derivace.

(i) Napiste (a) defini¢ni vzorec pro derivaci, (b) fyzikalni
vyznam derivace, (c) fyzikalni vyznam podilu z definice
derivace a (d) jednotku derivace.

(i) Vypoctéte derivaci funkci
y(z) = 3e***%,  y(x) =323 +ax

kde a > 0 je parametr.

(iii) Funkce T vyjadFuje teplotu v Brnénské prehradé jako
dT

funkci &asu. (a) Co vyjadfuje derivace ?? (b) Je

mozné vypotitat hodnotu derivace i v p¥ipadé, ¥e ne-

zname funkéni predpis, ale méme k dispozici hodnoty

pro jednotlivé tydny v roce? Jak? Pokud je vice moz-
nosti, napiste tu, kterd davé lepsi vysledek.

(iv) Rychlost riistu populace v prost¥edi s omezenou nosnou
kapacitou je tmérna velikosti populace a volnému mistu
v prostredi. Populace roste z po&ate&ni hodnoty rovné
poloviné nosné kapacity. Napiste matematicky model
pro takovy riist. Velikost populace oznaéte x, nosnou
kapacitu K, ostatni parametry (jsou-li potfeba) libo-
volné.

(v) Tuhost K nosniku obdélnikového priifezu je rovna
K = awh?,

kde a je konstanta, w je 3itka a h vy3ka priifezu. (a) Vy-

. PR = . .
poctéte derivaci a5 2 (b) napiste fyzikalni interpretaci
této derivace.

2. [10 bodi (4+4+2)]  Diferenciélni rovnice

V Sedesatych letech byly pfedstaveny dvé prillomové eko-
logické teorie: rovnovaha poétu druhii na ostrovech (Mc
Arthur a Wilson) a problematika metapopulaci (Levins). Na
zékladé nasledujiciho zadani sestavte diferencidlni rovnice
pro oba modely.

(i) Velicina = znaéi podil fragment Zivotniho prostedi,
které jsou osidleny metapopulaci. Rychlost zmény
tohoto podilu je déna rozdilem rychlosti osidlovani
novych fragmenti a rychlosti vymirani populace na jiz
osidlenych fragmentech.

e Rychlost, s jakou jsou osidlovény nové fragmenty,
je (mérnd soucasné procentu osidlenych a pro-
centu neosidlenych fragmenti.

e Rychlost, s jakou vymird populace na jiz osidle-
nych fragmentech, je tmérna procentu osidlenych
fragmentd.

(i) Velicina N znaé&i poéet druhii na ostrové a tato veli¢ina
se méni v case. Rychlost zmény poétu druhii na ostrové
je déna rozdilem rychlosti s jakou ostrov osidluji nové
druhy a rychlosti, s jakou na ostrové usazené druhy
vymiraji.

e Rychlost usazovani novych druhii je nepfimo
(mérnd poctu druhli na ostrové.

e Rychlost vymirdni druhl je pfimo Gmérnd poctu
druhi na ostrové.

(iii) Modifikujte pfedchozi model predpokladem, Ze rych-
lost usazovéni novych druhii na ostrové&, neni nepfimo
(mérna poctu druhil na ostrové, ale klesa linedrné
s jejich poltem.

3. [5 bodii (2+3)]  Linedrni algebra.

=1 #-(Y)

(i) Najdéte soutiny AB a BA.

(ii) Najdéte vlastni ¢&isla a jeden vlastni vektor matice AB.



4. [4 body (2+2)] Integral.

1
(i) Vypoctéte integral / az? dz, kde a je parametr.
0

(i) Rychlost s jakou se v priib&hu prvnich tfi hodin méni
teplota je 7(t) = 6 — t stupiiti Celsia za hodinu. (a)
O kolik se zméni teplota za tyto t¥i hodiny? (b) Jedna
se o nariist nebo pokles?

5. [7 bodti (4 +3)]  UvaZuje nasledujici difuzni rovnici
v kartézskych soufadnicich.
0%u 0%u

0=0’+Dza§+Dy8—y2 (1)

(i) Napiste, jaky proces miiZe rovnice modelovat. Jestli se
jednd o staciondrni & nestacionarni proces, jestli jsou
pritomny (@) zdroje stavové veli¢iny, jestli je pouZzito
zjednoduseni pro (b) izotropni (pro (c homogenni)
materidl, jestli jsou predpokladany (blinea’rnf mate-
ridlové vztahy. (Staéi napsat pismeno &asti otazky a
k tomu ano/ne.)

(ii) Difuzni rovnice je odvozena z rovnice kontinuity a pra-
cuje s pojmem divergence. (a) Napiste vzorec pro vy-
pocet divergence v kartézskych soufadnicich a (b) fy-
zikéIni vyznam divergence. (c) Vysvétlete pro¢ neni di-
vergence v rovnici (1), resp. ve kterych ¢lenech rovnice
(1) se divergence schovava a jak.

6. [9 bodi (3+3+3)] (Pri¥ez)

(i) Napiste (a) definici inverzni matice a (b) velmi stru¢né
jedno jeji vyuZiti.

(i) Napite, jakou metodu je mozno pouZit pro numerické
integrovani, tj. pro integrovani funkce u které nezname
funkéni predpis, ale hodnoty jsou dény tabulkou. Na-
pite (a) nizev metody, (b) obecny vzorec, (c) pouziti
vzorce pro vypocet integralu

I ' fa)do

pro funkci danou nésledujici tabulkou. (Stadi dosazeni
do vzorce. Numericky nedopoitavejte.)

[0 1 2 3 4. 8.6 7
f(z) |10 11 14 18 22 28 32 38

(iii) (a) Napiste vzorec pro linedrni aproximaci funkce y =
f(z) a poté (b) napiste specifikaci tohoto vzorce pro
funkci spliujici f(0) = 0 a pro aproximaci v okoli
po&atku. Napiste (c) kde se s uvedenou aproximaci
miZeme v praxi setkat. (Vybirejte priklad blizky stu-
dovanému oboru, napf. spojeny s chovanim nékterého
fyzikalniho pole v materidlu.)

e Pozadavek: pisemka alespoii 15 bodii z 50 moZnych a souéet bodii z pisemky s bonusovymi body alespoii 25.
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