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Pripomenuti derivaci

Derivace umoznuji studovat a popisovat zmény veli¢in, vyjadro-
vat kvantitativné jejich vzajemné souvislosti.

(Obycejna) derivace pre

S touto derivaci se pracuje u funkce jedné proménné f(t).
Napi. f(t) = kt?, kde k je parametr (redlné ¢islo).
Derivace je okamzita rychlost zmény veliciny f vzhledem
k t, tj. nartst veli¢iny f vyvolany jednotkovym néarustem
veliiny t. (Prakticky vSak veli¢inu ¢ zménime o malou
hodnotu a ndrtst prepocitdme na jednotkovou zménu.)
Jednotka derivace je stejnd, jako bychom veli¢iny f a ¢
delili.

V modelech a pii praktickém vyuziti pracujeme s definici
derivace jako s rychlosti zmény. Pfi vypoctu ale vyuzivame
dostupné vzorce pro vypocet derivace. Naptiklad pro funkci

d
z prvniho bodu plati d—{ = 2kt.

or of
o o’

S touto derivaci se pracuje u funkce vice proménnych, ty-
picky f(z,y,2,t). Napt. f(x,y, 2 t) = at?

Jednd se o obycejnou derivaci podle jedné proménné, pri-
¢emz ostatni proménné povazujeme za parametry. Tj. v pri-

of

padé funkce z minulého bodu je —— = 2xt, —— = t2,
ot ox

of _of _,

oy 0z

Pro jednotku a vypocet plati totéz co u obycejné derivace.
Pti aplikacich ¢asto pracujeme s gradientem, tj. s vektorem
sestavenym z parcialnich derivaci podle jednotlivych pro-
storovych proménnych. Pro funkci tif proménnych z, y a 2z
a pro potreby matematické formulace fyzikdlnich zakont

gradient uvazujeme jako sloupcovy vektor

Pro tsporu mista jej nékdy piSeme v transponovaném tvaru
vi— (O o ory"
S \oz’ oy’ 0z )

Gradient je vektor, ktery ma smér odpovidajici sméru nej-
rychlejsiho rastu skalarni veli¢iny a velikost odpovida zméné
veli¢iny na jednotku délky.

Transportni jevy

https://youtu.be/ULoUeHinchM

Pochopeni a modelovani transportnich déjua je dilezité pro
vétsinu technickych oborti. Podstata téchto déju je casto odlisna,
presto maji navenek podobné chovani a tim je umoznén jednotny
pristup pfi matematickém modelovani.

Priklady veli¢in podléhajicich transportnim déjum

povrchova voda
podzemni voda
teplo

voda ve dfeve

Obecné bilance veliciny, kterd mé zdroje a spotiebice a je
prenasena tokem vypada nasledovné.

Existuje veli¢ina, spojité rozlozend v prostoru, charakteri-
zujici stav systému. Tuto veli¢inu budeme nazyvat stavovou
velicinou a jeji hustotu oznacime wu.

Stavova veli¢ina se muze v prostoru premistovat tokem 7.
Stavova velicina muze vznikat a zanikat. Zdroje i spotrebice
budeme uvazovat spole¢né a jejich vydatnost rozlisime zna-
ménkem: spottebi¢e budou zdroje se zdpornou vydatnosti.
Celkovou vydatnost zdroji a spotiebi¢t v daném misté,
tj. mnozstvi veli¢iny vygenerované na jednotku objemu
(nebo plochy, nebo délky, podle poc¢tu dimenzi v tloze) za
jednotku casu, oznacime o.



Zakon zachovéani (se zohlednénim toku a zdroji) je vlastné
celkova bilance stavové veli¢iny. Prirozenym jazykem je mozno
tuto bilanci formulovat nasledovné.

Prirtstek mnozstvi veli¢iny je souctem prirastku ze
zdroju a prirustku zpasobeného tokem.

Toto je jednoduchy, ale pritom neuvéritelné silny néstroj, ktery
umozni popsat fadu zcela odlisnych déjua. Pro pouziti v mate-
matickém modelu ale musime jednotlivé pojmy kvantifikovat.
Mérit rychlost, s jakou se méni mnozstvi veli¢iny v daném
misté umime pomoci derivace podle casu. Mérit zmény v toku
prenésejicim sledovanou veli¢inu jsme se naudili jako jednu z apli-
kaci parcidlnich derivaci: jednéd se o zaporné vzatou derivaci
podle prostorové proménné vynasobenou fyzikalni materidlovou
konstantou. Jesté se musime naucit mérit intenzitu toku a jeji
zmény ve dvou nebo tfech dimenzich.

Tok a gradient v konstitutivnich zako-
nech

https://youtu.be/xUhAudBfGLo

Poznamka (konstitutivni zakony). V aplikacich ¢asto
formulujeme zdkony nebo vztahy mezi fyzikalnimi veli¢inami
specifickymi pro danou latku nebo material a udavaji odezvu
tohoto materidlu na externi stimul. Tyto zakony se nazyvaji
konstitutivni zdkony a formulujeme je pomoci gradientu a toku
vektorového pole. Viz téz Wikipedie.

Napiiklad vitr (tok molekul vzduchu) je vyvoldn nerovnomérnym
rozloZenim vzduchu (jeho hustoty a tim i tlaku) v prostoru a
sméruje z mist s vySsim tlakem do mist s tlakem nizsim. Vétsi
rozdil tlaki zpisobi “vétsi vitr” a tim vétsi tok vzduchu. Toto
plati i pro jiné proudéni, jak ukazeme dale.

Nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni charakterizuje gradient.
V ustaleném stavu je pro siroké rozmezi fyzikalnich problému za-
vislost intenzity toku na gradientu linedrni. A protoze nulovému
gradientu (nulovému stimulu) odpovidd nulovy tok (nulova
odezva), bude tato linedrni funkce pfimou imérnosti.

V dalsim shrneme dulezité praktické piiklady, kdy je tok imérny
gradientu. Konstanta imérnosti je obecné pouze konstantou

pro dany problém a dané hodnoty parametri. Mize se ménit
s velikost{ studovaného objektu (napfiklad obsah prufezu geo-
logické vrstvy, kterou proudi voda), s fyzikdlnimi vlastnostmi
proudici latky (napf. viskozita nebo hustota tekutiny, stlaci-
telnost vzduchu), s fyzikalnimi vlastnostmi prostiedi (napf.

velikost périt v pérovitém prostiedi nebo vlhkost dieva). Proto
je mozné tyto zakony najit v riznych tvarech, s riaznymi cleny a
pripadnymi pridavnymi konstantami, které napriklad odseparuji

vliv vlastnosti proudici latky a vliv vlastnosti prostiedi. Vzdy
zélezi na konkrétni situaci, zvyklostech v prislusném podoboru,
nebo na pristupu autora. Neni proto nasi ambici vést vyklad
dopodrobna, vsimejme si jenom zakladnich myslenek.

Vicerozmeérné konstitutivni zakony

Zakony uvedené nize byly ¢asto odvozeny v jednorozmérném
pripadé a letmo zminény v prednasce Derivace I1. V moderni
formulaci pouzivame obecny vektorovy zapis, ktery zohlednuje
i smér. Konstanta imeérnosti potom zprostiedkovava vztah
mezi dvéma vektory. Jedna se tedy z matematického pohledu
o matici, kterd umozni nejenom zménit délku vektoru a jeho
jednotku, ale i smér. Tato matice se navic pfi zméné baze
transformuje specialnim zptisobem, tak jako vektory. Takové
objekty nazyvame tenzory. Nize budeme pojmem tenzor
rozumét matici 3 x 3 nebo 2 x 2, podle kontextu. (Obecnéji je
mozno povazovat skalarni veli¢iny a vektory za tenzory nizsich
fadu, toto my vSak délat nebudeme.)

Vizualizace toku a vrstevnic pro anizotropni materidl, kdy tok
neni vzdy kolmy na smér maximéalniho spadu stavové velic¢iny.

Ficktv zdkon (difuze)

V roce 1855 némecky lékai A. Fick objevil, ze difuzni tok J
(mnozstvi latky které projde pii difuzi jednotkovou plochou
za jednotku casu) je umérny gradientu koncentrace ¢ této
latky. Matematicky vyjadieno pomoci moderni terminologie to
znamena, ze plati

J = —DVe.

Veli¢ina D se nazyva difuzni koeficient. Pokud ma J stejny smér
jako Ve, je D skalarni velicina. Pokud sméry nejsou stejné, je
D tenzor. Z fyzikalnich divodu je tenzor D symetricky.

Difuzi se naptiklad dfevo zbavuje vlhkosti pii vysouseni.

Darcyho zakon (proudéni podzemni vody)

V letech 1855 a 1856 francouzsky inzenyr H. Darcy pokusy

prokézal primou iméru mezi rozdilem tlaka na koncich trubice
naplnéné porézni zeminou (jednalo se vlastné o rozdil vysek pro
sikmou trubici) a rychlosti proudéni vody touto trubici. Tok
(mnozstvi vody, kterd protece jednotkovou plochou za jednotku
¢asu) je dédn vztahem

i: _KVpa

kde p je tlak a K je koeficient vodivosti (nékdy téz koeficient
filtrace), v obecném piipadé symetricky tenzor, v izotropnim
pripadé, kdy ¢ a Vp maji stejny smér, veli¢ina skaldrni.


https://en.wikipedia.org/wiki/Constitutive_equation
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlT89ugyAcvpv4DqSpEVvs1K2Xpexkeu5h2cV1hlmorCgN0E76TnuKvdhQu6zJOPwI34_vH4MdshHOZt1bNr-fWTc738txQ4ziHSyKJUq2qEhQut1GvmfkAcf5jC32iuw4bQ0sHL_fNPRCO-zU4sUSZYvlFbIYWhSnKHPvWjhOa_FD4nu6lp-wNo2Ak1WdPb0obei55RUFBDiT1Z0DwfrUHir6CKaAjTFBoMF0EgBBDO3gCLpzK6fCnLPTpf3-Aq4DH-g5DvQ0DEZW_o_wLA_uU5y_tuRdkF-vG4oL9GflextcydbIkyqPQhrI0NB9mBaB607ja12HNOSIww9qQgQYFwKvidA06oU2816iPNPKSFUyTsWud0NglBwuO5gOgTe9wF7zC8VpggDRR0cslespcRr9AMQpj4Y=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlT89ugyAcvpv4DqSpEVvs1K2Xpexkeu5h2cV1hlmorCgN0E76TnuKvdhQu6zJOPwI34_vH4MdshHOZt1bNr-fWTc738txQ4ziHSyKJUq2qEhQut1GvmfkAcf5jC32iuw4bQ0sHL_fNPRCO-zU4sUSZYvlFbIYWhSnKHPvWjhOa_FD4nu6lp-wNo2Ak1WdPb0obei55RUFBDiT1Z0DwfrUHir6CKaAjTFBoMF0EgBBDO3gCLpzK6fCnLPTpf3-Aq4DH-g5DvQ0DEZW_o_wLA_uU5y_tuRdkF-vG4oL9GflextcydbIkyqPQhrI0NB9mBaB607ja12HNOSIww9qQgQYFwKvidA06oU2816iPNPKSFUyTsWud0NglBwuO5gOgTe9wF7zC8VpggDRR0cslespcRr9AMQpj4Y=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Nékdy se tento zakon neformuluje pomoci gradientu tlaku, ale
pomoci gradientu jiné veli¢iny, kterou zavadime v hydrologii
pro nazorné studium efektti, souvisejicich s proudénim vody.
Nejcastéji se jednad o wvodni potencidl a hydraulickou vysku
¢i piezometrickou hladinu. Piezometricka hladina je veli¢ina
pouzivana k tomu, abychom do jednoho jednoduse modelovatel-
ného faktoru (mé rozmér stejny jako délka) zapodcitali vSechny
veli¢iny majici vliv na proudéni podzemni vody, od rozdilu
nadmotskych vysek, pres kapilarni a osmotické jevy az po vnéjsi
sily vyvolané tlakem geologickych vrstev a jiné. Jedné se vlastné
o celkovou energii vody s tim, ze nékteré ¢asti povazujeme za
zanedbatelné. Napriklad casto neuvazujeme kinetickou energii
nebo osmoézu a kapilarni jevy.

Fourierav zakon (vedeni tepla)

Fourieruv zakon se tyka vedeni tepla a vyjadruje, ze vektor
hustoty tepelného toku ¢ vyvolaného gradientem teploty VT je
dén vztahem

qd=—kVT.

Je-1i materidl anizotropni, coz je nejobecnéjsi ptipad, je velicina
k symetrickym tenzorem. Je-li material izotropni, je k skalarni
veli¢inou, pripadné skaldrni veli¢ina nasobend jednotkovou
matici, pokud potfebujeme zachovat jeji maticovy charakter.

Soretuv efekt (termodifuze)

Tok tepla je vyvolany nerovnomérnym rozlozenim teploty. Difuze
chemické latky je vyvolana nerovnomérnym rozlozenim koncent-
race této latky. Vétsinou je hybatelem procesu nerovnomérnost
v rozlozeni latky, ktera se timto procesem transportuje. Nemusi
to vSak byt vzdy. Prikladem je termodifuze, coz je pohyb prvki
vyvolany nerovnomérnym rozlozenim teploty. Naptiklad pri
diftzi vody ve drevé s nerovnomérnym rozloZzenim teploty je tok
dén vztahem
J=—-DVc— sDVT,

kde s je koeficient termodifuze.

Rozeznavame kladny a zaporny Soretuv efekt. Pri kladném
dochézi k transportu ve sméru klesajici teploty, pii zdporném
naopak ve sméru rostouci teploty. Te je v kontrastu s ostatnimi
konstitutivnimi zakony, kde tok proudi vzdy jenom do mist
s mensi hustotou stavové veliciny. Viz Wikipedia a heslo
Thermophoresis. Viz Wikipedia a heslo Thermophoresis.

Specialni pripady vztahu mezi gradien-
tem a tokem

Uvazujme vztah mezi gradientem a tokem ve tvaru

j=—-KVu,

kde K je symetricky tenzor. Gradient mé ve trojrozmérném
pripadé vyjadireni

T
vu = Qv v Ou
oxr’ Oy’ 0z
a ve 2D -
ou Ou
v = (G 5)

kde horni index T znaci transponovanou matici, tj. jedna se
o sloupcovy vektor.

Obecny pripad (anizotropni)

Velicina K je matice

kin k2 ki3
K = | ko koo ko
k31 kaz k33

jejiz komponenty spliuji k;; = kj;. Casto jsou vsechny veli¢iny
kladné a prvky v hlavni diagondle jsou dominantni.

Komponenty vektoru j = (Ju» Jys §=) T jsou

. ou ou ou
Jz = _klla - klzaiy - k’lSE,
. ou ou ou
Jy = —k21% - k2287y - k/’235,

ou ou ou
j, = —ks1— — kso— — k3g—,
Jz 315, 32 Dy 3375,
coz zjistime prostym maticovym nésobenim. Prostor pro dalsi
dpravu neni.

Ortotropni pripad, vhodné zvolené osy

V obecném piipadé je zpravidla mozné transformovat soustavu
soufadnic tak, aby tenzor K byl diagondlni. Pro praktické

vypocty se toto vsak casto nevyplati. Pokud vsak je studovany
problém ortotropni, mé charakteristické sméry (presnéji, ma
t¥i roviny symetrie materidlovych vlastnosti), je mozné zvolit
soutadnice v souladu s témito sméry a matice K je diagonalni.

kin O 0
K= 0 ke 0
0 0 ks

Komponenty vektoru 5 jsou

) ou
Jz = —k11377
ou
0
Jy 22 ay )
. ou
Jz = —ksg——.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody

S diagonalni matici se pracuje velmi dobre, protoze ma v hlavni
diagonale vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou fyzikalni charak-
teristikou tlohy. Napriklad nejvétsi vlastni ¢islo a odpovidajici
vlastni smér charakterizuji smér, ve kterém je odezva materialu
na vnéjsi podnét maximalni a vlastni ¢islo udava velikost této
reakce. Tyto fyzikalni charakteristiky nemohou byt zavislé na
volbé souradné soustavy, ve které tlohu popisujeme. Co se méni
s volbou souradné soustavy jsou pouze souradnice vlastniho

vektoru. Vlastni ¢isla jsou vsak skalarni a proto jsou invariantni
pfi otoceni soustavy souradnic. Pokud bychom neméli moznost
zvolit soustavu souradnic tak, aby matice byla diagonalni, mame
alespon jistotu, ze vlastni ¢isla zustanou stejné.

Ortotropni pripad ve 2D

Stejné jako ve 3D, pouze chybi tieti rovnice.

Izotropni pripad

Stejné jako ortotropni pripad, ale navic plati k11 = koo = k33 =
k. Potom j = —kVu, kde k je konstanta a vektory toku a
gradientu maji opacny smeér.

Divergence

https://youtu.be/wrYpaPerg3M

Budeme sledovat tok vektorového pole a bude nés zajimat,
o kolik se tok v daném misté méni.

¢ Pro jednoduchost rozdélime tok na tfi nezavislé ¢asti ve
sméru jednotlivych os a vztahneme vse k jednotkam casu a
prufezu, tj. budeme uvazovat hustotu toku néjaké fyzikalni
veli¢iny.

o Je-li tato hustota toku popsdna vektorovym polem ¢ =
(P,Q,R) v jednotkdch kilogram na metr Ctverecni za
sekundu, znamena to, ze kolmym prifezem jednotkového
obsahu projde za jednotku casu P kilogramt sledované
latky, jejiz tok popisujeme. Casto se pracuje i s objemovym
tokem, kdy mnozstvi nemérime v kilogramech ale v metrech
krychlovych a napiiklad pfi ustdleném proudéni v trubici
(hydrodynamika) je tok roven vektoru rychlosti a pii prou-
déni poréznim materidlem (proudéni podzemni vody) je
roven filtracni rychlosti.

e Derivace — udéava, o kolik studovany tok v daném misté

Ox

vzroste ve sméru osy = a tento narust je vztazeny na jed-
notku délky.
e Ve sméru osy y mame tok vyjadreny veli¢inou @ a proto

nas podobné zajima

dy
¢ Analogicky aa—lj .

¢ Celkova zména toku bude souc¢tem vsech t¥i prispévku. Po-
kud je kladnd, znamena to, Ze z daného mista vice veliCiny
vytéka, nez kolik tece dovnitt. Pokud je zaporna, je tomu
naopak. Jestli se v pripadé nerovnovahy v daném misté
mitize proudici velicina tvorit nebo spotfebovavat nebo aku-
mulovat nebo jestli v daném misté mize ubyvat z tohoto
rozboru nezjistime. Zalezi na charakteru proudici veli¢iny
a na okolnostech s timto proudénim spojenych. Tuto infor-
maci ndm pro dal${ popis musi dodat externi véda (obecnd
fyzika, fyzika materialu, fyzika zivotniho prostiedi, hydro-
logie, pedologie, ...).

e Pri preciznéjsi argumentaci dévajici do souvislosti parcialni
derivace jednotlivych komponent toku s tim, co se redlné
s vektorovym polem déje, je nutné si pomoci stejné jako
u derivaci, tj. uvazovat ne dané misto, ale jisty konecné velky
objem (viz obrézek), vztdhnout dané veli¢iny na jednotku
objemu a rozméry tohoto objemu limitné stdhnout k nule.
Toto vsak jiz presahuje ambice v nasem kurzu a jedna se
o formalismus, kterému se vyhneme primym predstavenim
hotového vysledku.

Vyse uvedenymi ivahami je motivovana nasledujici definice a
véta. (Definice je malicko nepfesnd, protoze neméme ndstroje
pro peclivéjsi formulaci.)

Definice (divergence). Divergence vektorového pole F v da-
ném bodé je previs toku vektorového pole z tohoto mista nad
tokem do tohoto mista. Tento tok se pocita pfes hranici infinite-
zimalné malého referenc¢niho télesa a je vztazeny na jednotku
objemu. Divergenci vektorového pole F oznacujeme V - F nebo
div F'.

Véta (vypocet divergence). Pro vektorovou funkci
F =(P,Q,R) = Pi+ Qj + Rk,

kde P, Q a R jsou funkce tri promenngch x, y a z vypocteme
divergenci vztahem

-~ . = 0P  0Q OR
V'F—leF—% 3—y+a

Pro vektorovou funkci dvou proménnich vypocteme divergenci
analogicky, pouze chybi treti clen.

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence). Vekto-
rové pole pouzivame k modelovani toku veli¢in, které nas zajimaji
(teplo v materidlu, tekutina nebo chemicka latka v materilu,
voda nebo plyn v pidé a podobné). Divergence vektorového
pole udava tok z jednotkového objemu latky v daném misté.
Udava, jestli se v daném misté a case tok nabyva na intenzité
(kladné divergence) nebo ustéva (zdpornd divergence). Tento
efekt muze byt zpusoben tim, zZe veli¢ina prendsena timto polem



se v daném misté bud kumuluje, nebo ubyva a také tim, ze dana
veli¢ina v bodé muze vznikat nebo zanikat.

Divergence je lokalni veli¢ina. Udava informaci o daném bodé.
Pro méfeni vsak je nutné mit konecny objem a pro stanoveni
toku konec¢né velkou hranici. Vzdjemny vztah mezi lokalni
veli¢inou a konecnym objemem je zalozeny na predpokladu, ze
podminky se neméni skokem a okoli kazdého bodu jsou neprilis
odlisné od podminek v okolnich bodech.

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence v méritel-
nych pojmech). ProtoZe tok pfes hranici umime méfit u téles,
predstavime si okolo bodu ktery nas zajimé, téleso. Napiiklad
kouli nebo krychli. Poté uréime tok pres hranici. Tok hranici
ven pocitame kladné a dovnitt zadporné. Celkovy tok hranici
urc¢ime jako soucet pres vSechny ¢asti hranice. Podil celkového
toku pres hranici télesa a objemu tohoto télesa je odhad pro
divergenci v daném bodé.

Presnou divergenci ziskdme postupem uvedenym v predchozi
pozndmece, pokud limitnim prechodem stahneme rozméry télesa
k nule.

Pokud se daném misté mnozstvi veli¢iny neméni s ¢asem, tj.
zadna veli¢ina se tam neakumuluje ani neubyva, mluvime o sta-
ciondrnim proudéni a staciondrnim poli. Situace se zjednodusi,
protoze potom divergence souvisi jenom s pritomnosti zdroju a
spotiebici.

Poznamka (praktickd interpretace divergence stacio-
narniho pole). Pokud pfi ustdleném proudéni je v nékterém
misté divergence kladnd, znamené to, ze v tomto misté musi
byt zdroj této veli¢iny. Pokud je zapornd, je v daném misté
spotTebi¢. Pro pohodli pfi popisu toku bereme spottebice jako
zaporné zdroje. Vektorové pole, jehoz divergence je rovna nule,
se nazyva nezridlové pole. To proto, ze pokud toto pole
popisuje ustaleny tok, tak se jedna o tok v prostfedi bez zdroju
a spotiebicu.

Ze stfedni skoly z fyziky umime modelovat vektorové pole
pomoci siloc¢ar. Silo¢ary neziidlového pole nikde nezacinaji
ani nekond¢i a jsou to uzavrené kiivky. Napiiklad staciondrni
magnetické pole je neziidlové. Absence zdroji magnetického
pole se projevuje tak, ze roziiznutim tyc¢ového magnetu vzniknou
dva mensi plnohodnotné magnety. Nevznikne samostatny jizni
pél a samostatny severni pél magnetu. To je rozdil oproti
poli elektrickému, kdy rozdélenim tyce s opac¢né nabitymi konci
vznikne jedna kladné nabitd a jedna zaporné nabité ty¢ polovi¢ni
délky.

Vypocet gradientu a divergence

https://youtu.be/UzT__PDj5ukY

Viz ptednaska.

Rovnice kontinuity

https://youtu.be/_iHeE-9DJrA

o Prirustek stavové veli¢iny za jednotku ¢asu v jednotkovém
objemu (nebo plose, nebo délce, podle dimenzionality tilohy)
je derivace hustoty u podle casu.

Prirastek = @
ot
o Piirtstek veli¢iny v jednotkovém objemu (nebo plose, nebo
délce) za jednotku ¢asu zpisobeny tokem 7'je zdporné vzatd
divergence vektorového pole 7. Tento prirustek je zpusobeny
snizenim toku, proto mé prediazeno zaporné znaménko.

Prirustek zpisobeny tokem = -V -7

Matematickou formulaci celkové bilance je rovnice kontinuity.

ou R

Poznamka (fyzikdlni interpretace ¢leni rovnice konti-
nuity).

~ Ju
e Clen — udava, jak rychle se roste hustota stavové veli¢iny

u v daném misté a case.

e Clen o udavé vydatnost zdroji stavové veliciny, pFi¢emz
spotfebice jsou uvazovany jako zdroje zaporné vydatnosti.
Tento clen tedy udava, kolik stavové veliciny v tomto misté
vznikéd v jednotkovém objemu za jednotku casu.

e Clen V- ; udévd v daném bodé zménu ve velikosti proudéni
prenésejicim stavovou velicinu. Presnéji, udava, o kolik vice
veli¢iny z daného mista vyteCe ve srovnani s mnozstvim
veli¢iny, které do tohoto mista vtece. Jinak feceno, udava,
o kolik zesili v daném misté tok 7. My potfebujeme mit za-
chyceno zeslabeni (mnozstvi které chybi v toku se “pouzije”
na akumulaci veli¢iny v daném misté) a proto uvazujeme
zaporné vzatou divergenci, tj. —V - ;

e Pokud zdroje stavové veli¢iny neexistuji, jedna se o bezzdro-
jovou rovnici a klademe o = 0.

e Pokud studujeme systém v ustaleném stavu, kdy se stavova

ot

V tomto pripadé mluvime o staciondrnim stavu a staci-
ondrni rovnici kontinuity. Staciondrni rovnice kontinuity
typicky popisuje systémy, které byly dostatecné dlouhou
dobu ve stabilnich podminkach a dosahly rovnovadzného
stavu.

e Vidéli jsme, ze za urcitych podminek mohou nékteré ¢leny
v rovnici kontinuty chybét. Naopak ¢len V-j charakterizujici

veli¢ina neméni v Case, je ¢len na levé strané nulovy.



zmény v toku je v rovnici kontinuity pritomen vzdy. Bez
néj by rovnice kontinuity ztratila smysl (resp. redukovala
by se na trividlni pripad, kdy veli¢ina v daném misté vznika
danou rychlosti a ziustava zde, tj. problém resitelny cisté
integrovanim).

V matematice ¢asto rovnici kontinuity uvazujeme ve vyse

uvedeném tvaru. Pti praktickém pouziti vétsinou preferujeme
nazornou interpretaci jednotlivych veli¢in a proto se v rovnici
mohou objevit dalsi konstanty imérnosti, které umozni sladit
jednotky a fyzikdlni interpretaci ¢lenti. Nékdy se naopak sna-
zime konstanty co nejvice redukovat metodami transformace
popsanymi v prednasce o diferencidlnich rovnicich. Proto volime
vhodné nasobky veli¢in vystupujicich v matematické formulaci
tak, aby se co nejvice konstant eliminovalo, pfipadné shluklo do
jediné veli¢iny. Zkusenosti ukazuji, ze je vhodné volit veli¢iny
bezrozmérné. Napriklad v publikaci P. Horacek, Fyzikalni a

mechanické vlastnosti dieva I je zavedena bezrozmeérna vlhkost,

bezrozmérny cas a bezrozmérna vzdalenost na strané 61 pro
rovnici popisujici difuzi a charakteristicka délka, Biotovo ¢islo
(bezrozmeérnd tepelna vodivost) a bezrozmérnd teplota, bez-
rozmeérny cas a bezrozmeérnd vzdéalenost pro rovnici popisujici
vedeni tepla na stranach 88 a 89.

V této rovnici neni zahrnut pripad, kdy se veli¢ina prenasi jesté
i proudénim hmotného prostiedi (konvekce).

Rovnice mélké vody

Rovnici kontinuity mizeme pouzit pro popis vody v koryté.
Uloha je jednodimenziondlni a tok @ je skalarni veli¢ina.
Divergence toku se diky jednodimenzionalnosti redukuje na

0
derivaci podle prostorové proménné —Q Zachovavajici se
x
veli¢inou je mnozstvi vody. Hustota zachovavajici se veli¢iny
je mmozstvi vody na metr délky toku, tj. pritocny prirez A
(obsah prifezu fi¢niho toku v daném misté). Zdroje zpravidla
neuvazujeme, tj. ¢ = 0. Rovnice kontinuity ma potom tvar

0A oQ

ot ox
a nazyva se Saint-Venantova rovnice nebo téz rovnice melké
vody. Tato rovnice se pouziva pri popisu proudéni v koryté nebo
pti modelovani vin tsunami.

V rovnici jsou dvé funkce, tok @ definujici pohyb stavové

veli¢iny a prufez A definujici mnozstvi stavové veli¢iny. Nékdy
je vhodnéjsi pracovat se stavovou veli¢inou h udavajici vysku
hladiny. Jak jsme zminili v ivodni prfednasce o derivacich, je

derivace @ rovna Sifce hladiny. Abychom mohli celou rovnici

prevést na tvar pracujici jenom se stavovou veli¢inou h, je nutné
udélat néjaké dodatecné predpoklady, jako napriklad pracovat
s konkrétnim tvarem koryta.

Proudéni tekutiny v mechanice konti-
nua

V mechanice kontinua podobné jako u vedeni tepla neuvazujeme
zdroje. Stavovou veli¢inou je hustota p, kterd popisuje mnozstvi
latky v daném misté. Tato latka je prenasena tokem, ktery

je roven soucinu rychlosti @ a hustoty p. Rovnice kontinuity

popisujici proudéni dané rychlosti ¥ mé poté tvar

kde p je hustota. Tato rovnice napsana pro vzduch je jednou
z rovnic pouzivanych pri modelovani vyvoje pocasi

Pro nestlacitelnou tekutinu je hustota konstantni, coz eliminuje
nestacionarni ¢len a redukuje rovnici na

V-4 =0.

Dusledkem této rovnosti je zvyseni rychlosti molekul pohybu-
jici se nestlacitelné tekutiny pfi proudéni mistem s mensim
prufezem.

Stredoskolsky makroskopicky tvar jednorozmérné rovnice konti-
nuity pro proudéni nestlacitelné tekutiny je

Su = konst.

Difuzni rovnice

https://youtu.be/MH8IzenZZCo

Difuzni rovnice je rovnice kontiuity s dosazenym konstitu¢nim
vztahem pro tok. Pouzijeme-li pro kvantifikaci souvislosti toku
a gradientu linedrni aproximaci, je mozné psat

7= —DVu,

kde D konstanta imeérnosti. Pokud tok 7 a gradient Vu lezi
v jedné primce, je D redlné cislo, jinak je D matice. Naptiklad
pri studiu pohybu vody ve dievé se voda fidi nejen smérem
maximalniho poklesu vlhkosti, ale staci se soucasné do podélného
sméru, ve kterém dievo vede vlhkost nejlépe. V takovém pripadé
je D matice. Spojenim rovnice kontinuity

ou
ot
a vztahu pro tok stavové veli¢iny dostavame rovnici

ou
5 == V- (~DVu).

Tuto rovici je mozno upravit na tvar

ou
5 =0+ V. (DVu),

=0-V-7J


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Weather_forecasts.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rovnice_kontinuity#Rovnice_kontinuity_ve_st%C5%99edo%C5%A1kolsk%C3%A9_fyzice

ktery se nazyva difuzni rovnice.

Poznamka (fyzikalni interpretace difuzni rovnice).

~ ou
. 1 —
Clen 5

u. Je stejny jako v rovnici kontinuity.

« Clen o udéava vydatnost zdroji stavové veli¢iny. Je stejny
jako v rovnici kontinuity.

e Clen Vu udévi nerovhomérnost v prostorovém rozlozeni
stavové veli¢iny. Pomoci difuzni matice D a konstitutivniho
zékona tuto nerovnomeérnost prepocitdme na tok, ktery se
snazi uvazovanou nerovnomeérnost vyrovnat. Tento tok je
reprezentovan vyrazem —DVu.

e Zaporné vzata divergence toku udavé, jak tok v daném
misté ztraci na intenzité. Vzhledem k zdpornému znaménku
v konstitutivnim zakoné mé zaporné vzata divergence tvar

udava, jak rychle se méni hustota stavové velic¢iny

V - (DVu).

Predstavuje prirtustek hustoty stavové veli¢iny v daném
misté za jednotku ¢asu, zpusobeny zesldbnutim toku.

¢ Rovnice jako celek vyjadruje, ze navyseni hustoty stavové
veli¢iny (tj. mnozstvi stavové veli¢iny v jednotkovém ob-
jemu) je souttem navySeni diky zdrojim a navySen{ diky
zeslabeni toku v daném misté.

Vedeni tepla

Dilezitym specialnim pripadem difuzni rovnice je rovnice vedeni
tepla. Stavovou veli¢inou, ktera se zachovava v tilohdch s vedenim
tepla, je vnitini energie ve formé tepla. Zpravidla nem& smysl
uvazovat ¢leny vyjadiujici zdroje, tj. ¢ = 0. Protoze teplo

neméiime piimo, je vhodnéjsi model formulovat pro teplotu
T. Jsou-li p a ¢ po fadé hustota a mérnd tepelnd kapacita

materidlu, ma ¢len vyjadiujici zménu hustoty energie v daném

misté tvar gca. Umérnost mezi gradientem teploty a tokem

tepla zprostredkovava Fouriertiv zdkon. Difuzni rovnice ma
v tomto pripadé tvar

or
ocg = V- (DVT)

Pozndmka (fyzikdlni interpretace rovnice vedeni
tepla).

T
e VeliCina B udévé rychlost rustu teploty télesa a koeficient

pc tuto hodnotu prepocitava na tidaj, jak rychle roste vnitini
energie télesa (kineticka energie molekul.)

e Vyraz DVT udéva (aZ na znaménko), jak se nerovnomeérnost
v rozlozeni teploty vyrovnava tokem tepla. PTfesnéji, tok
tepla je —DVT.

o Clen V-(DVT) udéva, kolik tepla z celkového toku v daném
misté zustava a podili se na zvySeni teploty. Vzhledem
k absenci zdroju je to také jediny mechanismus, jak v daném
misté mtize vnitini energie pribyvat ¢i ubyvat.

o Rovnice jako celek vyjadiuje to, ze pokud z daného mista
vice energie odtéka, nez kolik do mista proudi, dojde v tomto
misté k odpovidajicimu snizeni teploty. V tomto bodé je
totiz divegrence toku V- (—DVT) kladné a vyraz z rovnice
V - (DVT) je proto zaporny.

Tato rovnice je zobecnéni rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi,
kterou jsme odvodili primitivnimi prostfedky (jenom pomoci
parcidlnich derivaci, bez gradientu a divergence) ve tvaru

(v5)

Rovnice vedeni tepla se pouziva napriklad pri tepelné ochrané
budov, pri modelovani tepelnych ostrovi v krajiné, pri tepelné
modifikaci dreva, nebo pri studiu permafrostu.

or_ o
pcat T Oz

v uvodni prednésce.

V literatufe vénované problematice dieva se rovnice vedeni tepla
ve dfevé oznacCuje jako Druhy Fourieruv zdkon (P. Horacek,
Fyzikalni a mechanické vlastnosti dfeva I, str. 88).

V nékterych pripadech nemusi byt ¢len charakterizujici zdroje
nulovy. Teplo muize vznikat napriklad pfi tfeni nebo pii priuchodu
elektrického proudu transformaci z jiného druhu energie. Déle
teplo vznika napiiklad pii betonovani po pridani vody do
cementu, znamy je problém jak uchladit Hooverovu prehradu
pfi stavbé.

Voda v poréznim materialu

V poréznim materidlu voda prostupuje materidlem a zachovava
se jeji mnozstvi, coz bude stavova velicina. Hustotu tohoto
mnozstvi, tj. obsah vody v jednotce objemu, oznacime c a
pro tuto veli¢inu formulujeme matematicky model. Zdroje
neuvazujeme. Umérnost mezi gradientem koncentrace vody a
jejim tokem zprostredkovava Fickuv zdkon. Modelem je potom
difuzni rovnice bez zdroji.

oe =V . (DVc)

ot

Tato rovnice se pouziva naptiklad pri modelovani procesu susent
dreva v susarnach nebo pri modelovani dreva ve vlhkém prostreds.
Stejnéd rovnice napsand pro vzduch se pouziva k modelovani
proudéni v atmosféie pri predpoviddani pocast.

V literatufe vénované problematice dfeva se rovnice difuze
pouzita na modelovani vlhkosti ve dfevé oznacuje jako Druhy
Fickuv zdkon (A. PoZgaj a kol., Strukttra a vlastnosti dreva,


http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada

str. 202, P. Horacek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti dieva I,
str. 60).

V praxi je dfevo Casto s jistou presnosti homogenni, ale difuzni
koeficient dfeva zavisi na vlhkosti, tedy vztah mezi gradientem
vlhkosti a difuznim tokem neni linedrni. Presto i v tomto
pripadé pouzivame Fickuv zékon, ovSem slozky difuzniho
koeficientu nepovazujeme za konstanty, jsou zavislé na c a jejim
prostiednictvim i na .

Rovnice podzemni vody

Proudéni podzemni vody je vlastné tloha s fekou se zasypanym
korytem. Takova voda tece ve srovnani s povrchovou vodou velmi
pomalu, protoze prosakuje pudou. Prostor, kde se podzemni
voda nachdzi, se nazyva zvoden. Stejné jako feka v koryté
na povrchu, i voda v podzemni zvodni teCe v jistém smyslu
“z kopce”. V tomto priipadé vSsak kromé nadmorské vysky mize
hrat roli i rozdil tlakt nebo dalsi efekty. Vliv vSech téchto efektt
shrnujeme do jediného pojmu piezometrickd vyska. Smér “z
kopce” pro podzemni vodu je poté smér poklesu piezometrické
vysky. V daném misté se mize voda hromadit, to pozname
narustem hladiny spodni vody. Také muze z hlediska zvodné
¢ast vody zanikat, napiiklad pokud je zde ¢erpand studna nebo
prusak do jiné zvodné. Voda muze ve zvodni i vznikat, napriklad
zasakovacim vrtem nebo prisakem desfovych srazek. Pokud do
celkové bilance zapocteme rozdil mezi pritokem a odtokem a
vSechny zdroje a spotfebice, mnozstvi vody se zachovava.

Podzemni zvoden je typickym poréznim materidlem, presto

k modelovani vody v tomto prostiedi pristupujeme specialnim
zpisobem. Uloha se vétsinou uvazuje ve dvou dimenzich, pro-
toze horizontalni rozméry zvodné jsou mnohem vétsi nez jeji
hloubka. Zachovava se mnozstvi vody, ale stejné jako u vedeni
tepla je vyhodné formulovat model pro 1épe méritelnou veli¢inu,
piezometrickou vysku h. Prirustek mnozstvi podzemni vody za
casovou jednotku na jednotkové plose v daném misté zvodné ma

tvar Sg i kde Sg je specifickd zdsobnost. Umérnost mezi gra-

dientem piezometrické vysky a filtracnim tokem zprostiedkovava
Darcyho zdkon. Difuzni rovnice mé (s konstantou tmérnosti T,
transmisivitou) tvar

oh
55
Tato rovnice se nazyva rovnice podzemni vody. Zdroje jsou
nejcastéji zasakovaci nebo odvodnovaci vrty, ddle studny, poldry,
vykopy nebo zarezy. Informace ziskané z rovnice podzemni vody
se vyuzivaji napriklad k ochrané lomt, doli a stavebnich jam
pred zaplavenim, k hospodareni s pitnou vodou, k ochrané pred
Sitenim kontaminace z chemickijch provozi. Aplikace jsou déle
v detekci zdroje kontaminace pitné vody a odhadu rychlosti
Sireni kontaminace, véetné kontaminace slanou morskou vodou
v primorskych oblastech.

=0+ V- (TVh).

U proudén{ s napjatou hladinou (mezi dvéma nepropustnymi
vrstvami, angl. confined aquifer) transmisitiva zavisi pouze
na fyzikalnich vlastnostech zvodné. Naptiklad pro homogenni
izotropni material je konstantni. U proudéni s volnou hladinou
(bez horni nepropustné vrstvy, angl. unconfined aquifer) je
transmisivita imérna tloustce vrstvy obsahujici vodu. Zpravidla
nulovou hodnotu piezometrické hladiny volime na dolni nepro-
pustné vrstvé a potom plati T = kh, kde k zavisi pouze na
fyzikalnich vlastnostech pidy. Proto se ¢asto rovnice podzemni
vody pro proudéni s volnou hladinou zapisuje ve tvaru

ss% =0+ V- (khVh).

Rovnice vedeni tepla ve 2D v rtznych
podminkach

https://youtu.be/5hy61B104KQ

Uvazujme rovnici vedeni tepla ve dvou rozmérech a v prostiedi
bez zdroju.

pca =V - (DVT) (**%)

Stacionarni stav

Staciondrni stav znamend, ze stavové veli¢iny nezavisi na case.
Derivace podle ¢asu je v takovém piipadé nulovd. Rovnice (***)
se redukuje na

V- (DVT) =0.

Homogenni izotropni material a linearni mate-
rialové vztahy

Materidl mé ve vSech mistech (homogenni) a ve vSech smérech
(izotropni) stejné vlastnosti. Veli¢ina D je redlnd skaldrni

veli¢ina (konstanta).
Podle pravidla derivace konstantniho ndsobku se rovnice (*¥**)
redukuje na

oT
pca =DV.

(V1)
a ve slozkach
({97T — D an + aziT
P9t =7\ a2 T a2 )

Dt
Pro 7 = — (zména jednotky ¢asu) dostavame

or _oT ot

or 0z oy’



’ .’ ’, s . 8U . B . .
Ortotropni material, nehomogenni nebo neli e Je v rovnici ¢len — s derivaci podle ¢asu? Pokud ano, je

o4

nearni . I A ™ o« fos s 1w
rovnice nestaciondarni a dokaze popsat casovy vyvoj déje.
Pokud ne, jedna se o staciondnrni rovnici popisujici déj po

Materidl ma dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami dosazeni ustaleného stavu. Stacionarni rovnice je jednodussi,

symetrie. Zvolime soustavu soufadnic tak, aby osy byly oriento- ale nedokéze zachytit Gasovy vivoj.

vany ve sméru vlastnich vektori. e Je v rovnici ¢len bez ¢asové a prostorové derivace? Tj. v na-

Sem oznaceni o7 Pokud ano, popisuje tento ¢len vydatnost
zdroji nebo spotiebici a rovnice je schopna zachytit situ-

D, 0 ace, kdy stavova velicina vznika nebo zanika. Pokud ne,
D = ( 0 Dy> jedné se o bezzdrojovou rovnici. Takové rovnice popisuje
stav, kdy se stavova veli¢ina muze jenom pfremistovat nebo

Velicina D je diagonalni matice. Pro

je tvar rovnice (***) ve slozkach kumulovat. Bezzdrojova rovnice je jednodussi, ale nedokaze
modelovat vznik ¢i zanik stavové veli¢iny.

oT 0 aT 0 oT e Jsou pritomny vSechny prostorové soutradnice, nebo jenom

Pt T oz ( "”5;5) + Ay ( yay) : nékteré? Pocet prostorovych soutfadnic defiuje dimenzi pro-

blému, tj. urcuje, zda se jedna o tlohu v prostoru, v roviné

nebo na primce.
Homogenni ortotropni material a linearni ma- o Jsou vSechny difuzni koeficienty stejné (napiiklad D), nebo
teridlové vztahy jsou odliseny (napriklad indexy D,, D,, D.)? Pokud jsou
stejné, jedna se o izotropni material a rovnice dokaze popsat
pouze material majici ve vSech smérech stejné vlastnosti. Po-
kud jsou difuzni koeficienty odliseny, jedna se o anizotropni
nebo ortotropni material a dokdzeme s ni popsat i materi-
aly majici diky své struktufe jiné vlastnosti v jednotlivych

Materidl mé dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami
symetrie a materidlové charakteristiky jsou ve vsech mistech
stejné a nezavisla na T'. Stejné jako predchozi ptipad, ale D,
a D, jsou konstanty. Podle pravidla pro derivaci konstantniho

( c ks . smeérech.
ndsobku se rovnice (**%) reduluje na e Jsou difuzni koeficienty uvnit¥ derivaci ve ¢lenech typu
oT o*T 0*T
ot Or oy ox oy

nebo jsou difuzni ¢leny zjednoduseny do tvaru

Umeéni identifikace predpoklada

0%u

z tvaru difuzni rovnice Dags
s druhymi derivacemi? Pokud jsou zjednoduseny do druhého
Jasnd kucharka, jak identifikovat predpoklady vedouci ke tvaru se souc¢inem difuzniho koeficientu a druhé derivace,
konkrétni formé difuzni rovnice muze Vypadat nasedovné. znamena to, ze rovnice je sice jednoduééi7 ale rovnice je
Obecny tvar v kartézskych souradnicich je schopna popsat pouze materidl, ktery je homogenni a kon-
stitutivni zakon v tomto materialu je linedrni. V opacném
@ S Q ( D 3u) 2 ( D 6”) + Q ( D 3u) pripadé (nehomogenita materialu, nelinearita materidlu, pii-
ot Ox O Jy Y oy 0z “ 0z padné oboji) nechdviame difuzni koeficienty uvniti derivace,

tak jak to je v obecném ptipadé. Rovnice je komplikovanéjsi,

a pokud mate pred sebou podobnou rovnici, ve které néktery ale umoziiuje praci s obecn&jsfmi materidly

¢len chybi, znamend to, ze tato rovnice v sobé jiz obsahuje

jisté predpoklady. Ty se pokusime identifikovat. Néktery clen
muze byt lehce modifikovany, napriklad a levé strané mohou
figurovat dodateéné multiplikativni konstanty (naptiklad v pii-
padé rovnice vedeni tepla) nebo ¢len popisujici zdroje muze

byt nekonstantni (napifklad pii studiu vyvoje populace se  https://youtu.be/TjyB3kP2uXE
zahrnutim prostorového rozlozeni pouzivame logisticky rust

Shrnuti, hlavni myslenky

e Pomoci gradientu a aparatu linedrni algebry muzeme vyja-

U
o=Tu (1 - g) ), zajimavé vSak pro nds jsou podstatné odlis- dfit vztah mezi pohybem fyzikalni veli¢iny a mechanismem,
nosti shrnuté v nésledujicich odrazkach. Vzdy je to “néco za ktery tento pohyb iniciuje. Vétsinou se jedna o vztah mezi
néco”. Jednodussi rovnice se lépe déle zpracovavé, ale neumi vektorovym polem toku a gradientem jistého skalarniho
zachytit plnou skalu efektt, které jsou v obecné rovnici. pole.



Pomoci parcidlnich derivaci a divergence dokdzeme urcit,
jestli se v néjakém misté veli¢ina proudici timto mistem
“ztraci” nebo “pribyva’.

Dokazeme dokonce s rozumnou interpretaci, ¢im pripadné
ubyvani prendsené veli¢iny muze byt zpisobeno (zdroje
a spotiebice nebo akumulace v daném misté), zformulo-
vat rovnici, kterd dané proudéni plné popisuje. Vysledkem
jsou rovnice vedeni tepla, rovnice difuze, rovnice proudéni
podzemni vody a jiné.

Obecna rovnice odvozend podle predchozich bodu je obecna
a pro praci na konkrétni tiloze se ji snazime néjak blize spe-
cifikovat. Napriklad zjednodusit, pokud mame informaci
o charakteru materidlovych vztahi (linedrni/nelinedrni) a
materidlu (homogenni/nehomogenni). Jinym zjednoduse-
nim je, pokud se zajimame o stacionarni stav, ktery se
nastoli po dosazeni rovnovahy.

Poslanim siroké skaly prikladu ruznych specifikaci rovnice
kontinuity (vedeni tepla, proudéni povrchové a podzemni
vody a dalsi) je, aby si student uvédomil Siroky zabér obecné
formulace rovnice kontinuity. Na zkousku se naucte obec-
nou rovnici a jenom informativné si prectéte jeji specialni
pripady. Obory pracujici se dfevem (dfevafstvi, ndbytek,
dfevostavby) si ulozte do paméti rovnice popisujici mode-
lovani tepla a vlhkosti ve dievé. Budou se vam hodit ve
studiu. Na krajinafstvi se zase zamérte na modelovani vody,
mélké i podzemni.

Shrnuti vice matematickou formou

Ukazali jsme si, ze mé& smysl zalozit model na bilanci, ktera
vyjadiuje, ze rychlost rustu stavové veliiny je souctem
prispévku vygenerovaného zdroji a prispévku prineseného
tokem.

Rychlost rtstu je derivace podle casu,

ou
ot
Prispévek prineseny tokem je roven zeslabeni toku v daném

misté. Zeslabeni toku vypocteme jako zdporné vzaté zesileni
toku, tj. zdporné vzatou divergenci toku,

-V-j.
Celkova bilance se poté nazyva rovnice kontinuity a méa tvar

au -

Tok ; zpravidla vypocteme jako zaporné vzaty gradient
stavové veli¢iny vynasobeny difuzni matici, tj.

j=—-DVu.
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Spojenim predchozich vztahtu dostavame difuzni rovnici

%:U—FV-(DVU).

To je rovnice popisujici obecné transport energie nebo
hmoty prostredim. Napriklad vedeni tepla nebo difuzi vody
pri suseni dreva.

Pro konkrétni vypocet je Casto nutné rovnici zapsat v sou-
fadnicich. Napriklad pokud mame dvojrozmérny model a
smér souradnych os zvolime ve vlastnich smérech matice
D (potom matice D bude diagonalni s diagonalnimi prvky
napiiklad D, a D,), ma difuzni rovnice tvar

Ju 0 ou 0 ou

— = — | Dz= — | Dy— | .

ot U+31’< 18x>+8y( yay)
Pokud je materidl homogeni a ma linedrni materidlovou
odezvu, je dokonce mozné rovnici dale zjednodusit na

ou 0%u 0%u

Tato formulace je jednodussi nez predesld, protoze obsahuje
druhé derivace misto kvaziderivaci.

Pokud je rovnice napiiklad staciondrni (stavovd veli¢ina
nezavisi na Case, derivace podle ¢asu je nulovd), bezzdrojova
(neobsahuje zdroje ani spotiebice, veli¢ina o je nulovd),
z homogenniho a linedrnfho materidlu (viz predchozi bod)
redukuje se rovnice (N) na

0%u 0%u

Tato rovnice je jednodussi nez “plné rovnice” (N) a proto

vvvvvv

0=D

piiklad umime vyftesit nestaciondrni rovnici (N) a mame
dynamiku jak rychle roste stavova veli¢ina, napriklad jak
rychle roste teplota v materialu. To je nejlepsi scénar, nékdy
vSak muze byt nerealizovatelny. Nékdy ale umime vyresit
jenom stacionarni rovnici (S) a najdeme jenom rozlozeni
stavové veliciny po dosazeni rovnovazného stavu. To je také
dobra a uzitecnd informace sama o sobé. Navic mtze slouzit
jako odrazovy mustek k FeSeni nestaciondrni rovnice (N)
tak, ze od staciondrniho feseni postupujeme zpétné v Case.
Pokud je materidl z predchoziho bodu jesté navic izotropni,
tj. pokud ma stejné vlastnosti ve vsech smérech, je D, = D,
a rovnici je mozno vydélit do tvaru

B 0%u 9%u

0= 0x2 = Oy?’

O této rovnici si ukdzeme (v roce 2021 jsme si ukazali uz
na minulé predndsce) ze zapojenim druhych diferenci pro
numerickou aproximaci druhé derivace (viz prednéaska ¢islo
2) se model redukuje na soustavu linedrnich rovnic, jak
jsme ji ponékud naivni metodou odvodili v prednasce cislo

7.


https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#kone%C4%8Dn%C3%A9-diference-a-numerick%C3%A1-aproximace-derivace
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#kone%C4%8Dn%C3%A9-diference-a-numerick%C3%A1-aproximace-derivace
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/#rozlo%C5%BEen%C3%AD-teploty-na-tepeln%C4%9B-vodiv%C3%A9-desce
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/#rozlo%C5%BEen%C3%AD-teploty-na-tepeln%C4%9B-vodiv%C3%A9-desce

Prakticka aplikace (zajimavost z jiné
oblasti nez nauky o materialu)

Jste frustrovani, Ze k rovnici neméame feseni? Bohuzel ho neni
obecné mozné najit. Rovnici dokdZzeme presné vyfesit jenom
ve velmi specidlnich pripadech. I bez vyfeSeni vsak z rovnice
ziskdvame uzitecné informace. Navic rovnice muze byt stavebnim

kamenem slozitéjsiho modelu. Misto slibii konkrétni priklad
zase na jiné (ale aktudlni) téma.

V c¢lanku A Local and Time Resolution of the COVID-19
Propagation—A Two-Dimensional Approach for Germany
Including Diffusion Phenomena to Describe the Spatial Spread
of the COVID-19 Pandemic je prostorové siteni epidemi COVID
modelovdno difuzni rovnici (1) ve tvaru

dc

= (D
e g+ V-(DVe),

coZ je presné rovnice, se kterou jsme pracovali zde. Je to rovnice
ve své neobecnéjsi formeé, aby bylo mozno zachytit

e Casovy vyvoj (o ten ndm jde),

nehomogenitu v $ifeni (napiiklad ve méstech je jind rychlost
Sifeni nez na venkové) a

existenci zdrojit (vir se um{ mnozit).

Tato rovnice se Tesi pro Némecko, coz znemoznuje kvuli slozité
geometrii nalezeni analytického presného tfeseni. To totiZ umime
v prakticky pouzitelné formé najit jenom pro obdélnik a nékolik
malo dalsich mnozin. Proto se tento model fesi numericky.
V prvnim odstavci podkapitoly 4 ¢lanku je numericky model
pro jednotlivé spolkové zemé oznacen ¢islem (7) a redukce
na soustavu linedrnich rovnic (8). V nésledujicim odstavci
je zminéna Jacobiho metoda pro numerické feseni soustav
linedrnich rovnic. S touto metodou jsme se setkali v predchozi
prednasce o soustavach rovnic.

Model je dokonce mozné doplnit dynamikou ristu zahrnujici
nartst nejenom vlivem difuze, ale i vlivem mnozeni viru v daném
misté. Presnéji, v odstavci 6 odkazovaného ¢lanku se model
dopliiuje rovnicemi (9) az (11) ve tvaru

s, I

- ’%ﬁjsm

dr; j

T HJ'N*]]_SJ‘ — 1315,
dR;

ditj =il

Toto jsou jiz nasi stari znami ze svéta derivaci funkce jedné
proménné. Napriklad prvni rovnice vyjadiuje, Ze pocet S; lidi
zdravych a nachylnych k onemocnéni COVID19 ve spolkové
zemi s indexem j se snizuje rychlosti primo itmérnou soucasné
mnozstvi nachylnych lidi a mnozstvi I; infikovanych lidi a

nepfimo umérnou celkové velikosti populace v této zemi V.
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Konstanta timérnosti je s, a abychom se mohli spolehnout na to,
Ze tato konstanta je kladnd, je ubytek skupiny dosud zdravych
lidi zachycen zapornym znaménkem na pravé strané rovnice.
Podobné je mozné interpretovat dalsi rovnice, je to vlastné
klasicky STR model epidemie. Prolistujete si vyse odkazovany
anglicky ¢lanek o modelovani epidemie v Némecku a vSimnéte si,
Ze se nic ru¢né nemusi pocitat. Rovnice se nasimuluji v pocitaci
a Clovék jenom plni ty ulohy, které pocitace neumi a nikdy umeét
nemuzou: sestavi model na zakladé své predstavy o fungovani
procesu a poté interpretuje vystup ze simulace.


https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://www.matfyz.cz/clanky/matematika-koronaviru-matematicke-modely-sireni-epidemie
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