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https://youtu.be/gU6ClIJwLFs0

V této prednasce se seznamime s diferencialnimi rov-
nicemi. 7o neni nic jiného, nez sprdvny ndzev pro to, cemu
jsme drive Tikali matematické modely formulované pomoci de-
rivace. Videli jsme Ze tyto modely jsou v nekterych pripadech
prirozenym matematickym apardtem pro popis redlné probiha-
jicich déeju v prirodé. V predndsce se seznamime se zdkladnim
ndzvoslovim spojenym s touto problematikou, sezndmime se
s metodami identifikace nékterych kvalitativnich vlastnosti a
u rovnic se separovanymi promennymi se naucime hledat i
analytické reseni. ProtozZe se casto setkdvdme s modely nezd-
vislymi na case, budeme se problematice téchto modeli veénovat
podrobneji. Tyto modely maji tu vlastnost, Ze se ohranicend
resent po case ustdli okolo stabilni hodnoty. Naucime se hle-
dat hodnoty odpovidajici ustdlenym reSenim a z nich vybrat
ty stabilnt, k nimz systém mauze konvergovat, nebo nestabilni,
které oddeluji oblasti, ze kterijch systém dospivd k jednotlivgm
stabilnim stavim.

Motivace

Diferencidlni rovnice jsou jakymsi zlatym gralem modelovani.
V historii byly matematické modely zalozené na téchto rovnicich
pfimou motivaci k rozvoji diferenicdlniho poctu (aby bylo
mozno tyto rovnice formulovat) a integralniho poétu (aby
bylo mozno tyto rovnice fesit). Od té doby dosdhla trojice
derivace+integral+diferencialni rovnice na obrovskou fadu
tspéchti napri¢ mnoha obory.

¢ Odvozeni Keplerovych zakont pohybu planet matematickou
cestou a tim potvrzeni gravitacniho zdkona (Newton).

o Matematicky aparat pro statické vypocty a vypocty nosnikt
(Euler, Bernoulli, Timoshenko).

¢ Objev planety Neptun predpovézenim existence této planety
na zakladé jinak nevysvétlitelnych poruch v draze planety
Uran (Verrier).

o Teorie rovnovdhy populaci na ostrovech (MacArthur, Wil-
son).

o Teorie epidemii (Kermack, McKendrick).

o Chemické oscilatory (Prigogine), Nobelova cena za nerov-
novaznou termodynamiku.

e Modely konkurence zivoc¢isnych druhti, princip konkurenc-
niho vylouceni (Gause).

e Modely predace zivoc¢isnych druht, oscilace v systému
dravce a kortisti (Lotka, Volterra, Holling).

e Vysvétleni podstaty periodického premmnozovani Choris-
toneura fumiferana v kanadskych lesich (Ludwig, Jones,
Holling).

¢ Systémova biologie, vyzkum slozitych interakci mezi enzymy,
geny a proteiny v zivych organismech (Alon).

e Vyzkum meteoritt s rodokmenem (Zdenck Ceplecha, Pavel
Spurny), vypocet jejich mista dopadu a mista, odkud mete-
orit priletél. Nesmirné cenny zdroj studijniho materialu.

o Zamétovace pro TFizeni protiletecké obrany (Antonin Svo-
boda, ¢esky kybernetik). Svoboda pozdéji konstruoval vy-
konné&jsi zameérovace, ziskal prestizni vyznamenani namor-
nictva USA, jeho préace pomohla rozhodnout valku v ticho-
mori.

Neékdy je nutné znat feSeni rovnice, nékdy staci znat rovnici
tidici studovany proces a i bez znalosti feseni je mozné ziskat
uzite¢né informace.

e Chovani feSeni pri zméné rozméru systému. Vyuziva se
napfiklad v aerodynamickych tunelech, kdy se rozmérné
objekty testuji na zmenseninach. Dale se vyuziva tam, kde
rovnici nedokazeme vyftesit, napriklad model sesuvu hory do
prehrady a naslednd tsunami v tidoli Vajont nebo akustika
v Janackové hudebni sini.

e Nahrada jednoho problému jinym, ktery se chova stejné, ale
je mozné jej modelovat. Zahrnuje sestavovani mechanickych
pocitact (zaméfovace prof. Svobody) nebo vodnich pocitaéi
(Moniac sestaveny v roce 1949 pro model ekonomiky Nového
Zélandu, vodni integrator pouzivany Ruskem do 80-tych
let)

Obycejna diferencialni rovnice prvniho
radu

https://youtu.be/GSjgp7FGvVw

Obycejna diferencidlni rovnice je rovnice, kde vystupuje ne-

znamaé funkce a jeji derivace. Setkdvame se s ni napriklad vsude
tam, kde rychlost ristu nebo poklesu veliciny souvisi s jeji veli-
kosti. Napiiklad rychlost s jakou se méni teplota horkého télesa
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je funkei teploty samotné. Rychlost tepelné vymeény mezi dvéma
télesy je totiz imérnd rozdilu jejich teplot (Newtonuv zakon).
Takto se prirozené diferencidlni rovnice objevuji v modelech

nejruznéjsich déju jevi. Podstatu déje, ktery modelujeme, musi
dodat fyzika, biologie nebo jind aplikovana véda. To v mate-
matice obsazeno neni. Matematika poté poslouzi k analyze,

jaké jsou pozorovatelné dusledky a tim se ovéri, jestli prislusna
aplikovana véda spravné vystihuje podstatu modelovaného déje.

Definice (diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni
rovnici prontho radu rozreSenou vzhledem k derivaci (struénéji
téz diferencidlni rovnici, DR) s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

dy

dx
kde ¢ je funkce dvou proménnych.

= p(z,y) (1)

(anglicky ordinary differential equation, ODE)
Dalsi formy zapisu rovnice (1) jsou
y' = (@),

dy = p(z,y)dz,
dy — ¢(z,y)dz = 0.

Piiklad. Najdéte vsechny funkce spliiujici ¢’ = 2zy. (Naudime
se Fesit pozdéji.)

Diferencidlni rovnice byva v aplikacich matematickym modelem
kvantifikujicim scénai vivoje systému. ReSenim jsou vSechny
moznosti, jak se tento systém muze vyvjijet. K jednozna¢nému
predpovézeni budouciho stavu je ovSem nutno znét také stav
pocatecni, ktery ze vSech teoreticky moznych priibéht vybere
prubéh odpovidajici modelované situaci. Tento stav vyjadiuje
pocatecni podminka, uvedend v nésledujici definici.

Definice (pociteéni podminka, Cauchyova iloha).
Necht xg, yo jsou redlné ¢isla. Uloha najit feseni rovnice

dz
které splnuje zadanou pocditecni podminku

(z,9), (1)

(2)

y(xo) = o
se nazyva pocdatecni (téz Cauchyova) dloha.

Reseni Cauchyovy tdlohy nazyvame téz partikuldrnim resenim
rovnice. Graf libovolného partikuldrniho feSeni se nazyva inte-
grdlni krivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)

Piiklad (praktickd interpretace FeSeni pocateéni
dlohy).

e Pokud diferencidlni rovnice udéva rychlost ochlazovani hor-
kého napoje a pocatecni podminka teplotu na pocatku, je
feSenim pocatecni tlohy funkce, do které dosadime cas a
pfimo dostavame teplotu napoje v daném case.

o Pokud diferencidlni rovnice udéava rychlost ristu populace
zivoc¢isného druhu v ¢ase a pocatecni podminka velikost
populace na pocatku sledovani, je fesenim pocatecni tlohy
funkce, do které dosadime cas a primo dostdvame velikost
populace v daném case.

e Pokud diferencidlni rovnice udava rychlost nartstu hladiny
podzemni vody ve sméru od c¢erpané studny a pocatecni
podminka udéva vysku hladiny ve studni, je feSenim poca-
teéni tlohy funkce udévajici vysku hladiny podzemni vody
jako funkci vzdélenosti od studny.

Piiklad. Najdéte vsechny funkce splitujici 4" = 2zy a y(0) = 3.
(Nauc¢ime se Fesit pozdéji.)

Véta (existence a jednoznacnost reSeni Cauchyovy
dlohy). Md-li funkce @(x,y) ohranicenou parcidlni derivaci

a—w v okoli pocatecni podminky, potom md pocdtecni dloha (1)-
Y

(2) prdvé jedno teseni definované v néjakém okoli pocdtecni
podminky.

Priklad. Rovnice

(3)
SV S , . a1

ma Feseni y = e*, coz nahlédneme snadno, protoze exponencialni

funkce se neméni derivovanim. Dosazenim je mozné ukézat, ze
mé dokonce Feseni

Y=y

y = Ce", (4)

kde C' je libovolné ¢islo.

Piiklad. Reseni pocatecéni tlohy

¥ =y, ylzo) = o

najdeme tak, Ze vyuZijeme TeSeni (4) a zafidime, aby byla

splnéna pocateéni podminka. Tj. Fesenim pocatecni tlohy je
y = (yoe "0)e”.

Vidime, Ze toto reseni existuje pro kazdou pocatecni podminku

a proto vzorec (4) popisuje dokonce vSechna Feseni rovnice (3).

Obecné a partikularni reseni

Reseni diferencialni rovnice je nekoneéné mnoho. Zpravidla je
dokézeme zapsat pomoci jediného vzorce, ktery obsahuje néjakou
(alespon do jisté miry libovolnou) konstantu C. Takovy vzorec se
nazyva obecné reseni rovnice. Pokud neni zaddna pocatecni
podminka a mluvime o partikularnim reseni, mame tim na
mysli jednu libovolnou funkei splnujici diferencidlni rovnici.



Priklad: Obecnym fesenim diferencidlni rovnice
!/
y = 2xy

je

y=Ce", CeR.
Z4dné jina feSeni neexistuji, vSechna feSeni se daji zapsat
v tomto tvaru pro néjakou vhodnou konstantu C'. Partikuldrnim

1 2 S v 7. v o7 v e

feSenim je napriklad y = 5e® . ReSenim pocatecéni tlohy

y' =2zy, y(0)=3
je

y = 3e

Modely vyuzivajici diferencialni rov-
nice

https://youtu.be/UaSCLmV__gdo

Tepelna vyména

o 7 fyziky vime, Ze rychlost tepelné vymeény mezi dvéma télesy
je imérnd rozdilu jejich teplot (Newtontuv zdkon).

e 7 prednasek o derivacich vime, ze rychlost je matematicky
derivace. Proces tepelné vymény probihajici podle Newto-
nova zakona je tedy mozno modelovat diferencidlni rovnici

dT

T k(T —Tp).

o Rovnice udavé, ze teplota T horkého télesa se méni (rychlost
zmény je derivace) tak, Ze klesa (znaménko minus) rychlosti
dmérnou (konstanta k) teplotnimu rozdilu mezi teplotou
télesa a teplotou okoli Ty (¢len T' — Tp).

e K rovnici v idedlnim pripadé doddvame materidlovou cha-
rakteristiku (konstantu dmérnosti k) a pocéteéni teplotu.
Resenim rovnice je funkce udavajici zavislost teploty na
case. Chceme-li znat teplotu za urcity ¢as, neni nutné pro-
vadét pokus a ¢ekat na uplynuti pozadované doby. Mizeme
teplotu pfimo vypocitat.

e Nékdy muze byt vhodné nesledovat teplotu T, ale rozdil
oproti okolni teploté, 7 =T — Ty. Rovnice se potom zjed-
nodusi na

dr
eI
at g

)

tedy na rovnici, kdy rychlost zmény je timérnd funkéni
hodnoté.

Datovani pomoci uhliku

e Pri datovani archeologickych nalezti poztstatkt zivych or-
ganismu se vyuziva fyzikalniho poznatku, ze radioaktivni
prvky se rozpadaji rychlosti, kterda je timérnd mnozstvi
dosud nerozpadnutého materialu.

o Rychlost, s jakou se méni mnozstvi (a tedy i koncentrace y
v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materidlu
je tedy matematicky popsana rovnici

dy

o
dt Y,

kde A je konstanta imeérnosti. Tato rovnice je pfirozenym
dtisledkem toho, ze pro dany nestabilni izotop maji vSechny
atomy stejnou pravdépodobnost, ze u nich dojde k rozpadu
a tato pravdépodobnost se s ¢asem neméni.

e Vhodny radioaktivni prvek vybereme podle toho, jak stary
vzorek chceme datovat. Nejcastéji mérime mnozstvi ra-
dioaktivniho uhliku '*C vztazené k mnozstvi stabilniho
120 Podateéni podminka je zndma (predpokladédme stejny
pomér zastoupeni jako relativné neddvno, pred prumyslo-
vou revoluci) a diky tomu muzeme najit funkci udéavajici,
jak s casem klesad zastoupeni radioaktivniho uhliku. Ob-
sah radioaktivniho i stabilniho uhliku je mozné zmérit a
tim ziskame odhad, kolik procent radioaktivniho uhliku
se rozpadlo. Reseni pocateéni tlohy poté pouZijeme pro
odhad doby, kdy organismus prestal spotiebovavat uhlik
z atmosféry, tj. odhad stari vzorku.

e Pri pokusu o datovani kosti dinosaurt klesne mnozstvi radi-
oaktivniho uhliku pod méritelnou droven. Proto se v tomto
pripadé pouzivaji latky s delsim polocasem rozpadu.

Rovnice samocisténi jezer

e Necht veli¢ina y udava mnozstvi latky, kterd znecistuje
vodu v jezefe o objemu V.

e Predpokladejme, ze do jezera pritéka cista voda a stejnou
rychlosti odtéka voda s neéistotami (hladina se neméni, je
v ustéleném stavu). Necht velicina r udavd, jaky objem vody
se v jezefe takto vyméni za jeden den. Pfedpokladejme dale
(ponékud nerealisticky), Ze rozdélen{ znecistujicich ¢astic
v jezefe je rovnomérné.

« Ubytek hmotnosti neéistot za ¢asovou jednotku je dén

o dy

derivaci TR

e Protoze koncentrace necistot v jezere a v odtékajici vodé je

E, je ubytek znecisténi mozno vyjadrit téz ve tvaru —y.

14 Vv

r
Podil — je pro dané jezero kladna konstanta udavajici, jak

velkd ¢ast z celkového mnozstvi vody se v jezefe vymeéni za
¢asovou jednotku. Oznac¢ime-li tuto konstantu symbolem
k, je proces ubytku necistot v jezefe popsan diferencialni
rovnici

dy

i —ky.



¢ VysSe uvedend rovnice na nazyva rovnice samocisteni jezer,
ale tento nazev je ¢isté formalni. Jedna se vlastné o stejnou
rovnici, kterd popisuje radioaktivni rozpad nebo zménu roz-
dilu mezi teplotou horkého napoje a mistnosti pri chladnuti
napoje.

e Stejnou rovnici je mozné popsat nejenom odbouravani necis-
tot z zivotniho prostredi, ale i odbourdvani 1ékti nebo drog
z téla. Povazujme krevni obéh za jezero a 1ék nebo drogu
za znecistujici latku. V pripadé, ze rychlost odbouravani
je umérné koncentraci (plati pro farmakokinetiku prvniho
Fadu, toto spliluje vétsina lé¢iv za béznych koncentraci),
ridi se proces odbouravani stejnou diferencialni rovnici.

RC obvod

P1i nabijeni kondenzatoru o kapacité C' ptes odpor o velikosti
R roste napéti na kondenzatoru, tim se méni nabijeci proud a
proto se méni i rychlost nabieni. Pomoci zdkonu elektrotechniky
je mozno ukéazat, ze nabijeci proud i kondenzatoru se ridi
diferencidlni rovnici

Rg + lz =0.

dt C

Napéti na kondenzatoru je mozno odvodit bud z proudu, napéti
na rezistoru a napéti zdroje, nebo z celkového proudu, ktery
prosel kondenzatorem.

Rovnice je tedy stejné jako rovnice radioaktivniho rozpadu a
rovnice samocisténi jezer. Vhodnou manipulaci s parametry
soucastek je mozno ménit koeficient u této rovnice a vhodnym
spojovanim téchto obvodli dokdzeme podobné simulovat i
které nepracovaly s ¢isly, ale s napétimi. Tyto pocitace sehraly
svou roli v dobé, kdy ¢islicové pocitace byly nedostupné, pomalé
a nespolehlivé. Tim byla historicka tloha analogovych pocitacu
splnéna a jiz se nepouzivaji.

RC obvod jako takovy ma vsSak dtlezité misto i dnes. Do-
kaze napriklad filtrovat signily podle frekvence. Vypocet jeho
charakteristiky (tj. vyTfeSeni rovnice) a sledovani napéti na
kondenzatoru umozni métreni elektrického odporu tam, kde
neni vhodné odpor urcovat z proudu a napéti pomoci Ohmova
zékona. Typickym prikladem je odpor dieva a jeho vodivost, tj.
prevracena hodnota odporu. Tato velicina se pouziva k rychlému
stanoveni vlhkosti dfeva, nebo je mozno ji dlouhodobé sledovat
pomoci senzoru zabudovanych do dievostavby.

Ve skutecnosti zadnda elektronicka soucdstka neméd idedlni
vlastnosti a proto se v obvodu projevuji i nezadouci parazitni
charakteristiky. Pokud by toto bylo limitujici, je mozné obvod
nahradit podobné se chovajicim zapojenim s operacnim zesi-
lovacem (odkazovand strénka pracuje s rovnici v integralnim
tvaru).

Vyvoj populace a jeji ekologicky lov

e Zkoumejme velikost y urc¢ité populace, v prostfedi s nosnou
kapacitou K.

o Budeme pracovat s pojmem specifickd miru ristu populace,
coz je rychlost rustu populace vztazena na jednotkové mnoz-
stvi populace. Realistickym predpokladem dodanym biolo-
gickymi védami je, ze v prostiedi s omezenymi izivnymi
vlastnostmi specifickd miru rtstu populace klesa s tim, jak
se velikost populace priblizuje k nosné kapacité, a specificka
rychlost rastu populace je modelovana funkci r (1 — %)

Podle velkosti koeficientti v této rovnici délime zivocichy
na r-stratégy a K-stratégy a toto déleni odrazi, jak se snazi
druh vyrovnavat se zménami prostiedi.

e Za uvedenych predpokladu je mozno vyvoj populace popsat

rovnici
1dy y
yar = (- %)
y dt K

v _ ., (1-4)
dt K
Tato rovnice se nazyva logistickd rovnice.
e Pokud lovem snizime prirastky populace, miZeme tento
proces modelovat rovnici

tj.

dy Y
Yy (1 7) ~ h(y),
T =" ( % ()
kde h(y) je intenzita lovu populace o velikosti y. Modelovani
tohoto procesu umozni nalezeni ekonomicky vyhodné ale
pritom trvale udrzitelné strategie lovu.

Geometricka interpretace a transfor-
mace jednotek

https://youtu.be/OgzYhnGj341

Geometricka interpretace ODE

Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu
funkce v tomto bodé, 1ze rovnici

dy
i o(x,y)

(1)
chépat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné priradi

smérnici teény k integralni kiivce, kterda timto bodem pro-

chazi. Sestrojime-li v dostateéném poctu (napfiklad i ndhodné
zvolenych) bodi [z,y] v roviné vektory (1, ¢(x,y)), obdrzime
smérové pole diferencialni rovnice — systém linearnich

elementti, které jsou tecné k integralnim krivkam.
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Pocéteéni podminka y(xg) = yo geometricky vyjadiuje skutec-
nost, ze graf prislusného feseni prochdzi v roviné bodem [z, yo.
Ma-li tato pocatec¢ni tloha jediné feseni, neprochézi bodem
[0, yo] z&dnd dalsi kiivka. Ma-li kazdd pocateéni tloha jediné
feseni (coz bude pro nés velice ¢asty pripad), znamend to, zZe
integralni kiivky se nikde neprotinaji.

Transformace diferencidlni rovnice

Naucime se vyjadiovat diferencidlni rovnici v jinych proménnych
tak, aby bylo mozné snizit pocet parametru v této rovnici.

Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom pripad, kdy nova
proménny je linearni funkci piivodni proménné.

Uvazujme funkci y proménné z. Pfipomeneme si vzorce pro
derivaci souctu, derivaci konstantniho ndsobku a derivaci slozené
funkce, ale uvedeme si je v kontextu vhodném pro studium
diferencidlnich rovnic.

e 7 derivace souctu a z derivace konstanty plyne pro funkci
y a konstantu yg vztah

d(y £ yo) _
dx

_dy

v dw _dy,,_dy
dx

dx dz ~ dzx

e 7 derivace konstantniho nésobku funkce plyne pro funkci y
a konstantu k vztah

d(ky) _  dy
dz dz’
e 7 derivace slozené funkce plyne pro konstantu & a veli¢inu
X = kx vztah
dy dydX dy,
dz  dX dz dX
tj.

dy _dy _ldy
d(kx) T dX T kda
Vyse uvedené vypocty je mozno shrnout do pravidla v nésledujici
poznamce.

Poznamka (transformace diferencidlni rovnice do ji-
nych jednotek). ProY = k;(y — yo) a X = ko plati

g _ d(kl(y*y0)> B ﬁ%
dx d(kaz) ke dx
a podobné (vSimnéte si druhé mocniny u ko diky druhé derivaci)

BY
dX2 ~ k2 da?’

Vyraz nalevo neobsahuje konstanty, které jsou ve vyrazu napravo.
Tyto konstanty jsou v definici novych veli¢in X a Y.

Navic vzorec z poznamky silné pripomind klasické pocitani

dy .
— pri
. . .7 7’ . ’ . v v 7’ . dz o
studiu diferencidlnich rovnic vice v oblibé, nez zapis Lagrangeuv,
/

Y.

se zlomky. Proto méame Leibniztv tvar zapisu derivaci

Priklad. Diferencialni rovnice tepelné vymeény

dT

e —k(T' - Tx), T(0)=Tp (*)
obsahuje tii parametry: teplotu okolniho prostiedi 75, pocateéni
teplotu Ty a konstantu k souvisejici s fyzikalnimi vlastnostmi
prostiedi. Postupné mizeme posunout teplotni stupnici tak, aby
teplota okoli byla nula a pocatecni teplota jedna, tj. hodnotu T

snizime o Tw a upravime dilek stupnice (Th — T )-krét

T—T.
(77

_ T-T
dt Ty —Ts
vydélit konstantou k
T—Te
d (TO—TDC) _ T'-Tx
kdt  To—Tw

a preskalovat pomoci konstanty k cas

T-T..
4(fi)

. T-Tx

d(kt) To—Tho

T — 00

Po substituci y = T %= kt ma tloha tvar

0~ Lo
dy
— = 0)=1. ok
=y o) (**)

Nova rovnice (**) neobsahuje Zddné parametry a proto je pro
studium jednodussi. Presto je v ni obsazena veskerd informace
obsazend v rovnici (*). Tuto informaci je vSak nutno inter-
pretovat v kontextu definice novych proménnych. Naptiklad
to, Ze vSechna Feseni rovnice (**) konverguji k nule znamena,
Ze vsechna TeSeni rovnice (*) konverguji k Ty. To, Ze feSeni
rovnice (**) klesne na polovién{ hodnotu za ¢as In 2 znamen4,
Ze vzdalenost feSeni rovnice (*) od rovnovdzného stavu se na

polovinu zmensi za Cas T In 2.

Poznamka (nondimenzionalizace, rozmérova analyza).
Proces eliminace parametri z modelu popsaného diferencialni
rovnici se nazyva nondimenzionalizace nebo rozmeérova analyza
modelu, protoze eliminaci parametru je vhodné provadét tak,
aby vysledné nové veli¢iny vychazely bez fyzikalnich jedno-

tek. K tomu se provadi rozbor jednotek jednotlivych veli¢in.
V jednoduchych piipadech vsak staci primitivni postup popsany
v odstavcich vysSe a ukdzany na prikladu. V tomto prikladé

velicina z nema fyzikalni jednotku, protoze je sou¢inem kon-
stanty k (s jednotkou s') a ¢asu ¢ (s jednotkou s). Je mozné ji



povazovat za bezrozmérny cas. Veli¢ina y také nemd fyzikalni
jednotku, protoze je podilem dvou teplot a je mozné ji povazovat
za bezrozmeérnou teplotu.

V dloze s ochlazovanim télesa bylo zavedeni novych veli¢in
prirozené. I u méné zrejmych tloh zkusenosti ukazuji, ze je
vhodné volit transformaci tak, aby vznikly veli¢iny bezrozmérné,
které nemaji fyzikalni jednotku. Naptiklad v Hordcek, Fyzikdlni
a mechanické vlastnosti dreva I je zavedena bezrozmeérna
vlhkost, bezrozmérny cas a bezrozmérna vzdalenost na strané
61 pro rovnici popisujici difuzi a charakteristicka délka, Biotovo
¢islo (bezrozmérnd tepelnd vodivost) a bezrozmérna teplota,
bezrozmérny cas a bezrozmeérnd vzdalenost pro rovnici popisujici
vedeni tepla na stranach 88 a 89.

Obecné vyhody transformace diferencidlnich rovnic jsou néasle-
dujici.
e Po transformaci obsahuje rovnice v novych veli¢indch mensi
mnozstvi parametru.
o Nové veli¢iny jsou bez fyzikalni jednotky a tudiz vhodné pro
numerické simulace, kdy se zpravidla o jednotky nestarame.
e Nové veli¢iny zpravidla nabyvaji hodnot fadové srovnatel-
nych s jedni¢kou. Nejednd se ani o tisice ani o tisiciny.

Vsechny ti uvedené skutecnosti vedou k tomu, ze s transformo-
vanymi rovnicemi se 1épe pracuje v numerickych modelech.

Priklad. Diferencialni rovnici logistického ristu s lovem kon-
stantni intenzity

%zrw(l—i)—h

je mozno prepsat do tvaru

d%ix(lix) h

d(rt) K K) rK
x
a po zavedeni bezrozmérné velikosti populace X = —, bezroz-
h
mérného casu T = rt a bezrozmérné intenzity lovu H = K
r

mé model tvar

dX

dT
Jinymi slovy, chovani modelu napiiklad z hlediska konvergence

=X(1-X)-H.

. h
feseni k nenulové hodnoté zavisi na parametru K Pokud se
r
snizi nosné kapacita prostiedi o dvacet procent, je nutné pro
udrzeni stejného chovani rovnice snizit lov nebo zvysit koeficient

h
r tak, aby pomér K zustal zachovan.
r

d
ODE tvaru dy f(y), autonomni ODE

X

https://youtu.be/SVDLZMIfW8Y

Rovnice

dy

—=/f) )

=K (%)
se nazyva autonomni, nebo téz nezavisla na case. Je specidlnim
pripadem rovnice se separovanymi proménnymi, kterd je uvedena
na dalsim slidu a nauc¢ime se ji resit analytickou cestou. Proto
se nyni nebudeme zamérovat na hledani obecného feseni, ale
pokusime se popsat chovani feseni, aniz bychom tato reseni
znali. Pokusime se s co nejmensi namahou ftict, jak se budou

reseni chovat.

o Je-li f(yo) = 0, je konstantni funkce y(z) = yo FeSenim
rovnice (). Protoze derivace konstantni funkce je nula,
vidime, Ze Tesenim rovnice

fly) =0

obdrzime vSechna konstantni FeSeni rovnice (). Tato kon-
stantni Teseni se nazyvaji staciondrni body.

e Staciondrni body a jim odpovidajici konstantni feseni
predstavuji rovnovazny stav. Casto nas zajima, jestli pii
vychyleni z tohoto rovnovazného stavu ma systém tendenci
se vratit do puvodniho stavu, nebo se od puvodniho stavu
déle odchylovat.

e Pokud se pri malém vychyleni z rovnovazného stavu systém
do tohoto stavu vraci, mluvime o stabilnim staciondrnim
bodu.

e Pokud se systém po malé vychylce do tohoto rovnovazného
stavu nevraci, ale vyviji se k dalsimu stacionarnimu bodu
nebo neohranicené, mluvime o nestabilnim staciondrnim

bodu.

Nasledujici véta umozni odlisit stabilni a nestabilni stacio-
narni body. Protoze v ptfirodé dochazi k drobnym perturbacim
neustale, udava vlastné, které stacionarni stavy jsou realizova-
telné a mizeme je v prirodé pozorovat a které jsou prakticky
nerealizovatelné.

Véta (stabilita konstantnich fFeSeni). Jestlize plati
f(yo) = 0, je konstantni funkce y(x) = yo konstantnim 7e-
senim rovnice

dy
a—f(l/)-

d
Toto Tesent je stabilni pokud d—z(yo) < 0 a nestabilni pokud

df

Pro grafickou intepretaci je vhodné pfripomenout, ze funkce
s kladnou derivaci jsou rostouci a funkce se zadpornou derivaci
klesajici. Pokud m4 tedy prava strana derivaci riznou od nuly,
pozname stabilitu z monotonie pravé strany.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz

Priklad. Logistickd diferencidlni rovnice s konstantnim lovem

h, tj. rovnice

dy y

Wy (- L) o,

a — Y ( K
ma pro malé h dva stacionarni body. Funkce ry (1 - %) je
parabola oto¢ena vrcholem nahoru a s nulovymi body y = 0

a y = K. V prvnim staciondrnim bodé je funkce rostouci a

tento stacionarni bod je nestabilni. Ve druhém stacionarnim
bodé je funkce klesajici a tento staciondrni bod je stabilni. Jak
se zvysuje faktor h, graf paraboly se posouva smérem doli a

oba stacionarni body se posouvaji smérem k sobé a k vrcholu.

Jejich stabilita ztistdva neporusena. To znamenad, ze sice porad
existuje stabilni stav, ale se zvysujici se intenzitou lovu se tento
stacionarni stav dostava stale blize ke stavu nestacionarnimu a
rovnovaha je tedy ponékud krehka.

Pozniamka (autonomni rovnice s rozdilem na pravé
strané). Rovnice

)

ma stacionarni bod yg, jestlize

9(y0) = h(vo)-

Casto jsou funkce g a h zadany graficky a staciondrni bod je
v pruseciku grafi funkci g a h. Ze vzajemné polohy téchto
grafu také vidime, zda je staciondrni bod stabilni (funkce g
je napravo od bodu yg pod funkei ~ a nalevo nad ni) nebo
nestabilni (naopak).

Efekt ohfevu a ochlazovani Zemé, - = 0.600
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Obrézek 1: Funkce z pravé strany rovnice pro teplotni bilanci Zemé

Priklad. Teplotni bilanci Zemé je mozno vyjadrit rovnici

dT

= — R (T) —
dt Rin(T)

Rout (T)a

kde Ri, a Ryt jsou funkce dané na obrazku. Vidime t¥i pruseciky,
tj. tfi staciondrni body. Uvazujme stacionarni bod nejvice
napravo. Mala vychylka nahoru k vétsi teploté nas posune do
oblasti, kde prevazuje vyzarovani energie, Ryt je vetsi nez Ry,
prava strana je zaporna a teplota klesa zpét do stacionarniho
stavu. Podobné, mald vychylka smérem dold zpusobi narust
a opét navrat do staciondrniho stavu. Staciondrni stav zcela
vpravo je tedy stabilni. Podobné ukazeme, ze stacionarni stav
odpovidajici priseciku zcela vlevo je také stabilni. Naopak,
stacionarni stav uprostied je nestabilni, libovolna vychylka
z tohoto stavu zpusobi prechod systému do nékterého ze
stabilnich stavi.

d
ODE tvaru dy f(x)g(y) (rovnice se
x

separovanymi proménnymi)

https://youtu.be/NNQADiRyTEA

Definice (ODE se separovanymi proménnymi). Diferen-
cialni rovnice tvaru

) )

kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych interva-
lech se nazyva obycejnd diferencialni rovnice se separovaniymi
promeénnymi.

Priklad: Rovnice

y +ay+ay’=0
je rovnici se separovanymi proménnymi, protoze je mozno ji
zapsat ve tvaru

!

y'=—ay(y +1).

Rovnice
y/ _ {E2 _ y2

neni rovnice se separovatelnymi proménnymi.

Reseni ODE se separovanymi proménnymi

) kn?

, y = ky, TeSenimi

1. M4-li algebraickd rovnice g(y) = 0 FeSeni k1, ka, ...
jsou konstantni funkce y = k1, y = ko, ...
rovnice.

2. Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0 a odseparujeme
proménné.

3. Ziskanou rovnost integrujeme. Tim ziskdme obecné reseni
v implicitnim tvaru.

/g(zz)/f(:r)danC


http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=ode

4. Pokud je zadana pocatecni podminka, je mozné ji na tomto
misté dosadit do obecného Feseni a ur¢it hodnotu konstanty
C'. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného feSeni a
obdrzime teseni partikuldrni.

5. Pokud je to mozné, pfevedeme FeSeni (obecné nebo parti-
kuldrni) do explicitniho tvaru (vyjadiime odsud y).

Posledn{ krok (prevod do explicitnfho tvaru) je volitelny, zpra-
vidla zalezi na tom, co dalstho hodldme s feSenim délat. Pro
vétsinu vypocta je vSak explicitni tvar vhodnéjsi nez tvar
implicitni a proto se o néj vzdy snazime.

Poznamka (zapis partikularniho feseni pomoci urcitého
integralu). V piipadé pocateéni podminky y(z¢) = yo je
mozné spojit treti a ¢tvrty krok a pouzit urcity integral

Aj;;_A:f(t)dt.

Pocateéni tloha mé jediné feseni, pokud ma prava strana
ohranicenou parcidlni derivace podle y, jak je zminéno v uvodu
prednasky. Nicméné pro diferencidlni rovnici se separovanymi
proménnymi je mozné vyslovit nasledujici mnohem jednodussi
postacujici podminku pro jednoznacnost reseni.

Véta (existence a jednoznacnost reSeni Cauchyovy
tlohy pro rovnici se separovanymi proménnymi). Je-li
9(yo) # 0, md pocdtecni iloha

dy _
dz

f@g(y),  y(wo) = yo
pravé jedno reseni definované v néjakém okoli pocdtecni pod-

minky.

Diferencialni rovnice ristu vodni kapky

Modelujme rust kulové kapky. Ta roste tak, Zze na povrchu
kondenzuji vodni pary. Kapka proto roste tak, ze jeji objem
se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu. Povrch je zase tmérny
druhé mocniné poloméru a polomér je imérny treti odmocniné
objemu. Plati tedy (po slouceni vSech konstant imeérnosti do
jedné)

dVv

— = kV?/3,
a "V

Tato rovnice mé konstantni feseni V' = 0. Nekonstantni reSeni
dostaneme po tprave

V=23qV = kdt

/V*Q/de = k/dt,

a po integraci

coz dava

VY3 =kt +C
& 3
1 1
V=|zkt+=C
(54+3¢)
tj.
V:(k()t+c)37

kdekozékac:

kondenzace a integrac¢ni konstanta.

1
gC jsou konstanta spojena rychlosti

Vsimnéte si, ze pocatecni tloha s po¢dteéni podminkou V(0) = 0
ma& konstantni nulové feseni

V() =0

a nenulové reseni
V(t) = (kot)®.

Méame zde tedy nejednoznac¢nost v feSeni pocatecni tlohy.
Tato nejednoznacnost neni v rozporu s vétou o existenci a
jednoznacnosti feseni, protoze prava strana je nulovd (podminka
pro separovatelnou rovnici neni splnéna) a nemd ohranic¢enou
derivaci podle V' (podminka pro obecnou rovnici také neni
splnéna). A nejednoznacnost mé v tomto piipadé dokonce
fyzikalni vyznam. Plynné skupenstvi mtze existovat i pod
bodem kondenzace. Takovému jevu se fika prechlazend para.
Aby doslo ke kondenzaci, musi byt k dispozici kondenzacni
jadra, napriklad necistoty ve vzduchu. Proto ve znecisténém
ovzdusi dochézi ¢astéji ke kondenzaci a tvorbé mlhy. Své by
o tom mohli vypravét obyvatelé Londyna, ktefi se proslulych
mlh zbavili poté, co se omezilo topeni uhlim. My dnes spise
zname prechlazenou tekutinu ve formé hrejicich polstarka, kde
se po lupnuti pliskem spusti pfeména skupenstvi na pevné
spojend s intenzivnim uvolnénim tepla.

Diferencialni rovnice vyssich radua

https://youtu.be/ahkeA6fopaQ

Je-li x poloha télesa, je derivace Ccll—f rychlost a druhé derivace
2
d—tf zrychleni. Podle Newtonova pohybového zdkona je soucin
hmotnosti a zrychleni roven vysledné puisobici sile. Tato sila
muze mit slozku zévislou na poloze (napriklad sila, kterd
vraci téleso do rovnovazné polohy), slozku zavislou na rychlosti
(odporové sila prostiedi) a slozku nezdvislou na poloze i rychlosti
(napriklad vngjsi sila). Proto je pfirozené v podstaté jakykoliv
pohyb v mechanice modelovat pomoci diferencidlni rovnice
druhého radu
d?z
a2

dx
kx bdt +



Prirozené pritom formulujeme pocatecni podminky pro poca-
teéni polohu a pocédtecéni rychlost, tj. z(tg) = xo, —m(to) = 1.
Kazda pocatecni tiloha mé pravé jedno reseni. Takova tiloha
se zpravidla Tesi podobné jako u diferencidlnich rovnic prvniho
radu: najde se obecné feseni a poté se ze vsech funkci, které spl-
nuji danou diferencialni rovnici, vybere ta jedina, ktera splnuje
i pocatecni podminky. Numericky vypocet se déje podobné jako
u rovnice prvniho fadu: feseni se prodluzuje po malych krocich
a v rdamci kazdého kroku aproximujeme pohyb rovnomérnym
pohybem. (Film Hidden figures a hlavn{ hrdinka propocitévajici
drdhu pro ndvrat prvniho amerického astronauta.)

Pri studiu deformaci nosnikt nebo kmit strun, ploch ¢i téles
se setkame s diferencidlnimi rovnicemi typu
d%z

@—Fkx:q

d*z

det
U takovych tloh definujeme podminky ve dvou riznych bodech.
Napriklad u struny nebo u oboustranné vetknutého naméhaného
nosniku je v bodech uchyceni nulova vychylka a proto je
pfirozené formulovat okrajové podminky x(0) = 0 a z(I) = 0.
Reseni takové tlohy existuje jenom pro nékteré kombinace
parametru. Fyzikdln{ rozbor ukazuje, Ze okrajova podminka je to
misto, kde se objevi efekt, ze struna kmitd jenom na nékterych
frekvencich (na zédkladn{ frekvenci na kterou je naladéna a
na vyssich harmonickych frekvencich). Ulohy s okrajovymi
podminkami se v praxi vyskytuji v pomérné komplikovanych
situacich (posuzovani ne jednoho nosniku, ale celé konstrukce)
a proto se zpravidla fesi priblizné a prevadi se na TeSeni soustav
linearnich rovnic.

:q.

Poznamka Pri odvozeni rovnice udavajici deformaci zatizeného
nosniku se vychazi z rovnice

1 M

R EI'

kde R je polomér oskulacni kruznice (jeho pfevracend hodnota
je kiivost), M je ohybovy moment a E a I jsou konstanty
souvisejici s materidlem a tvarem nosniku. Je-li osa podél
nosniku x a osa y kolmo, je krivost ddna pomoci druhé a prvni
derivace vztahem

d2y
1 dz?

Toto vede na velmi komplikovanou rovnici. Pro malé deformace
je prvni derivace blizkd k nule a pokud vyuzijeme linearni
aproximaci

«

— = o1 + 2? ’3/2%04,
Ty 0t

dostavame
I d2y

R da?’

coz veskeré vypocty znac¢né zjednodusuje.

Diferencialni rovnice metodou konec-
nych diferenci

7 ptrednasek o derivaci mame aproximace derivaci

af _ oy flath) — flz—h)
a
d? " —h)—2 + +h

Vyuzijeme tuto informaci k ukazce pouziti na prikladu nosniku
s kombinovanym nam&hanim.

Priklad (podle Autar Kaw et al.: Finite Difference Method for
Ordinary Differential Equations.) Deformace y nosniku délky L
podepreného na koncich, vystaveného vertikalnimu zatizeni ¢ a
axidlnimu namahani T je dana rovnici

d?y T

dz® ~ EIY

_qr(L—=x)
 2FEI

kde F je materidlova charakteristika a I je veli¢ina souvisejici
s prufezem nosniku (kvadraticky moment prufezu, souvisi
s velikost{ i s tvarem). Okrajové podminky jsou y(0) = 0 a
y(L) = 0. Po dosazeni za druhou derivaci dostdvdme

_qo(L—x)
~ 2FET

Pokud délku nosniku L rozdélime na n ¢asti délky h a pokud
oznacime x; = hi, y; = y(x;), rovnice se redukuje na rovnici

Y1 =2ty T gl - )
h2

EIY T T 2EI

To je proi od i =1 poi=mn—1 celkem n — 1 linedrnich rovnic.
K tomu pridavame rovnice na koncich podepreného nosniku,
kdy plati yg = 0 a y, = 0. Celkem tedy mame soustavu n + 1
linedrnich rovnic o n + 1 nezndmych. Soustava je Tesitelna. Pro-
toze pro jemné déleni je rovnic obrovské mnozstvi, neni vhodné
se problém snazit zdolat metodami feseni rovnic znadmymi ze
stfedni skoly. Problematika spada do oboru nazyvaného linedrni
algebra, kterému se za¢neme vénovat na pristi prednésce.

Pro analogickou tilohu se vzpérnou tlakovou pevnosti dieva viz
téz A. Pozgaj, Struktira a vlastnosti dreva str. 359.


https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html
http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html

Shrnuti, hlavni myslenky

o Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materidlu, hydro-
logie) pFirozené formuluji své zdkony a poznatky mimo jiné i
kvantitativné a pomoci pojmi vyjadiujicich rychlosti zmén.
Pri prepisu téchto zakonitosti do matematickych modelt
pouzivame derivaci jako rychlost riustu (pfipadné zdporné
vzatou derivaci, jako rychlost poklesu).

e Pokud zndmym zptsobem souvisi zména veli¢iny popisujici
stav systému s velikosti této veli¢iny, je prislusSnym mate-
matickym modelem diferencialni rovnice. S timto jsme se
setkali jiz mnohokrat ve cviceni béhem semestru.

e Naucili jsme se zdkladni diferencidlni rovnice reSit ana-
lyticky, Tekli jsme si, Ze se daji FeSit numericky (v praxi
vyuzijeme predpripravené procedury a proto se touto pro-
blematikou nemusime zabyvat do hloubky) a nauéili jsme se
i rovnice transformovat do jinych proménnych, které mohou
byt pro studium problému piinosnéjsi, nez puvodni veli¢iny.
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