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Numerické rfeseni diferencialnich rov-
nic

Jiz v prvnim tydnu jsme se pri zdiraznéni role derivace dostali
k formulovani modelt pouzitim derivaci, k diferencidlnim rovni-
cim. Tyto rovnice je mozné pro konkrétni hodnoty parametri a
konkrétni pocatecni podminku fesit numericky.

Nésledujici prehlidka znovu pripomene nékteré modely a odkaz
za témito modely vede na interaktivni nastroj pro numerické
feSeni. Timto nastrojem muzeme vizualizovt feSeni pro rtzné
pocateéni podminky. Pro naro¢néjsi praci, jako napriklad vizua-
lizace raznych rovnic (napiiklad pro rizné nastaveni parametri)
by bylo nutné pouzit néjaky neinteraktivni néstroj, kde se ve
specidlnim jazyce naformuluje model, nastavi parametry, spusti
resic¢ a vykresli feseni.
e Model ochlazovani kavy
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e Model ristu populace v prostredi s omezenou nosnou kapa-
citou

Neinteraktivni model, ktery vypocte 1000 feseni pro 1000
kombinaci hodnot r a K je zde. Podobné analyzy se délaji,
pokud jsou koeficienty v rovnici zatizeny chybou a chceme
védét, jak se tato chyba projevuje na Teseni. V takovém
pripadé nestaci “klikaci” pristup, ale je mozné udélat do-
statecny pocet simulaci s vhodné nastavenymi paraemtry a
tyto statisticky vyhodnotit.
e Model ristu vodni kapky v atmosfére
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e Model ristu ledu podle Stefanova zakona
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Vsimnéte si, ze v numerickém modelu je prostym pohledem
prakticky nerozliSitelny model ristu vodni kapky od modelu
rastu tmérného velikost populace (zméiite si mocninu 3 na

1), ale modely se chovaji principidlné zcela jinak, protoze
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v jednom je zarucena jednoznacnost feseni a ve druhém je
tato jednoznacnost porusena. Déle si vSimnéte, Zze model
rustu ledu ma pii prodluzovani feSeni zpét v Case evidentné
problémy s nulou ve jmenovateli. Abychom ruzné parazitni
vystupy numerickych algoritmi jako je zde dokézali odchytit
a eliminovat, nesta¢i “umét rovnici naklikat do programu”,
ale znalost teorie a kvalitativnich vlastnosti feSeni je témér
nezbytnd pro jakoukoliv zdvaznéjsi praci.

Numerické reSeni diferencialnich rov-
nic ve 2D a 3D

Pokud méme v zasobé zkusenosti s modelovanim diferencidlnich
rovnic, muzeme se pustit do odvaznéjsich aplikaci, jako treba
nasledujici modely.

Konkurence dvou populaci

Dynamika rozvoje jedné populace mtze byt ovlivnéna pri-
tomnosti druhé populace. Naptiklad pokud se dvé populace
navzajem brzdi v rustu, je vhodnym modelem soustava rovnic
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V chovani této soustavy je mozno podle nastaveni parametra
pozorovat vSechny mozné situace pozorované v prirodé, coz

zahrnuje dominanci jednoho z druht, slabou konkurenci druht
nebo silnou konkurenci druhii. Vice viz ucebnice z populacni
ekologie.

Model
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Model dravce a koristi

Dynamika rozvoje ineragujicich populaci dravce a kofisti miize
byt vyjadrena Lotkovym Volterrovym modelem
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V chovani této soustavy je mozno pozorovat oscilace obou
populaci presné tak, jako to vidame v ptirodé. Dalsi pozorované
situace model nevysvétluje, protoze je jednoduchy. Jedna se
vsak o zdkladni stavebni kdmen, ktery je mozno dale zpresnovat
a modelovat situaci blize konkrétni aplikaci.

Model

Model epidemie

Populaci rozdélime na tri skupiny.

o Skupina S (angl. susceptible) obsahuje tu ¢ast populace,
které je nachylna k onemocnéni. Tito jedinci netrpi choro-
bou, mohou v8ak byt infikovani pfi styku s nemocnymi.

e Skupina I (angl. infected) obsahuje ¢ast populace tvo-
fenou infikovanymi jedinci. Tito jedinci vykazuji znamky
onemocnéni a rozsifuji nemoc mezi ¢leny skupiny S.

o Skupina R (angl. removed) obsahuje tu ¢ast populace,
ktera je tvorena jedinci, ktefi byli drive infikovani, ale nyni
jiz nemohou sifit chorobu.

Velikosti skupin S, I a R budeme oznacovat S, I a R. Predpo-
klady, ze pocet osob které onemocni za jednotku casu souvisi
s poc¢tem nachylnych a infikovanych a ze pocet osobn, které

jsou izolovany souvisi s poctem infikovanych vede k soustavé

diferencidlnich rovnic (Kermack-McKendrik(1927))
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Matematicky je mozno chovani modelu studovat i bez explicitni
formulace diferencidlnich rovnic, pouze vyuzitim takzvaného
kompartmentového modelu. Timto zptsobem je mozno rela-
tivné snadno pridéavat do modelu skupinu bepiiznakovych,
vakcinovanych, skupinu v inkubaé¢ni dobé a podobné.

Model

Nondimenzionalizace a bezrozmérné
veliciny

Rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi (prostup tepla sténou,
vedeni tepla ty¢i) mé tvar (viz minuld prednaska)
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kde T'(x,t) je teplota v misté = a Case t, p je hustota, ¢ je
mérna tepelnd kapacita, D je teplotni vodivost. Pro homogenni
sténu nebo ty¢ a linearni materidlovou odezvu je D konstanta a
muzeme ji vytknout z derivace na pravé strané a psat
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Pro tplnou formulaci Glohy na nalezeni teploty v jednotlivych
mistech stény musime zadat polohu stény, teplotu na vnéjsim
a vnitinim okraji stény a pocatecni rozlozeni teploty ve sténé.
Necht tedy okraje jsou x = 0 a x = L, a teploty na okrajich a
pocatecni rozlozeni teploty jsou

7(0,1) = Tp
T(L,t)=T, .
T(x,0) = f(x)

Analogicky jako u obdobného prikladu s chladnutim télesa podle
Newtonova zdkona (viz prednéska o diferencidlnich rovnicich)
zavedeme bezrozmérnou teplotu tak, aby se podminky na
okrajich redukovaly na konstanty. Zavedeme-li bezrozmérnou
teplotu
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a bezrozmérnou vzdélenost p = —, redukuje se model podle

stejnych pravidel, jaka jsme poznali u obycejnych rovnic, na
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§(1,1) =1,

E(pst) = fe(p),

kde fe(n) je pocatecni rozlozeni teploty transformované do
novych velicin. PrepiSeme-li rovnici na tvar
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vidime, ze zavedeni bezrozmérného casu vztahem 7 = 2
pc

redukuje tlohu z puvodniho tvaru (kde kazdy ¢len mé svij
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fyzikdlni vyznam a piimou interpretaci)
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ktery je mnohem jednodussi pro naslednou numerickou analyzu
nebo analytické studium. Mimo jiné je tim ukézano, ze pro danou
tlohu nemaji podstatny vyznam jednotlivé veli¢iny samy o sobé,

ale veli¢ina 7 = definujici bezrozmeérny cas. Tato velicina
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se nazyva Fourieprovo ¢islo. Obdobnym postupem ziskame jina
¢isla dulezitd pro popis jinych procest, jako jsou Biotovo ¢islo
(vedeni tepla), Reynoldsovo ¢islo (proudéni tekutin), Froudeho
¢islo (proudéni tekutin) apod. Podobna nondimenzionalizace
pro vlhkostni pole ve dievé je v publikaci Hordcek P., Fyzikalni
a mechanické vlastnosti dieva. Viz téz eopora, rovnice (144) a
rovnice nasledujici.

Metoda konecnych diferenci

Vratme se s aparatem matematického popisu vedeni tepla k tloze
hledani rozlozeni teploty na ¢tvercové desce, kterou jsme pred-
stavili v prednasce o linedrni algebte: Je dana deska ¢tvercového
tvaru, jejiz okraje udrzujeme na konstatnich teplotach (kazdy
okraj obecné na jiné teploté) a hleddme rovnovazné rozlozeni
teploty. Dvourozmérné rovnice vedeni tepla pro homogenni
izotropni desku s materidlovymi charakteristikami p, c a D ma
tvar )
+p2L
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Ve stacionarnim stavu se teplota nemeéni s ¢asem a proto je leva
strana nulova a rovnice se redukuje na
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Pouzijeme stejnou myslenku jako v linedrni algebre: rozdélime
desku ¢tvercovou siti na malé oblasti a budeme studovat teplotu
v bodech této sité, tj. v rozich jednotlivych ¢tverci, na které je
deska Ctvercovou siti rozdélena.

7 prednasky o derivacich a aproximaci vime, ze funkci mu-
zeme aproximovat v okoli ndmi zvoleného bodu Taylorovym

polynomem a v kapitole o diferencidlnich rovnicich jsme tuto
aproximaci pouzili pro aproximaci druhé derivace koneé¢nymi
diferencemi ve tvaru
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Podobné pro parcidlni derivace funkce dvou proménnych f(z,y)
dostavame
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popisujici rozlozeni teploty vyplyva, ze vyraz v hranaté zavorce
musi byt nulovy, tj.
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To vSak znamen4, ze teplota v kazdém uzlovém bodé je pri-
mérem teplot v okolnich uzlovych bodech. Presné, jak jsme
se (mozna ponékud naivné) domnivali pfi predstaveni tlohy
v prednésce z linearni algebry. Nyni tento postup stavime na
solidni védecky zdklad, zalozeny na rovnici popisujici fyzikalni
proces (rovnice vedeni tepla) a na numerické aproximaci, kterd
prevede parcialni diferencialni rovnici na soustavu linearnich
rovnic.

Vyse popsand myslenka je zakladem metody koneénych
diferenci. Bohuzel je tato metoda pomérné omezend nutnosti,
mit ekvidistantni rozlozeni uzli. Proto se v praxi pouzivaji
vyspélejsi metody, metoda koneénych prvkt nebo metoda
kone¢énych objemu. Zékladni myslenka je stejnd (parcidlni
diferencidlni rovnice se pfevede na soustavu linedrnich rovnic)
a praktické provedeni zpravidla matematicky trividlni, protoze
vse potrebné pro vypocty je predprogramovano v softwaru
urcenému pro danou ulohu. Mame takto software umoznujici
simulovat vedeni tepla, tepelné tiniky, tepelné nebo mechanické
namahani, tok podzemni i povrchové vody a dalsi dulezité
praktické aplikace. Uzivatel jenom zada geometrii, typ problému
a okrajové a pocatecni podminky a program vypocte potiebna
feseni a dle pozadavkl je riznym zpusobem interpretuje.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180

Ukazka programu FlexPDE

Existuje siroka skala programi pro feseni diferencialnich rovnic.
V mnoha jsou predpripravené modely, preddefinované fyzikalni
tlohy a nékdy dokonce databdze materidlovych vlastnosti.
V jinych programech je feSenad rovnice plné pod kontrolou
autora modelu a je mozné snadno Tesit i multifyzikalni Glohy
(naptiklad soucasné modelovat teplotu a vlhkost v materidlu).
Zastupce druhé skupiny je FlexPDE firmy PDE Solutions
Inc. Uloha s rozlozenim tepoty na ¢tvercové desce se zadanymi
teplotami na okrajich, na kterou jsme nékolikrat jako na motivaci
narazili v linearni algebre a pripomnéli na predchozim slidu, by
méla nasledujici zépis a vystup.

TITLE 'Stacionarni teplota pro ctvercovou desku se zad
VARIABLES T

EQUATIONS T: div(grad(T))=0

INITIAL VALUES T=10

BOUNDARIES

REGION 1
START(0,0) VALUE(T)=30 LINE TO (1,0)
VALUE(T)=40 LINE TO (1,1)
VALUE(T)=20 LINE TO (0,1)
VALUE(T)=10 LINE TO CLOSE

PLOTS
CONTOUR(T)
SURFACE(T)

END

Rovnice je v popisu modelu zadana jako divergence gradientu,
coz v kartézskych soutadnicich ve 2D vede pravé na rovnici

0T  0°T
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Jina forma zépisu je primo pomoci druhych parcidlnich derivaci
ve tvaru DXX(T)+DYY (T)=0.

Posledni model je model podzemni vody s konstantnimi piezo-
metrickym{ hladinami podél dvou rovnobéznych stran (mohou
byt naptiklad dvé feky) a s rovnomérné rozloZzenymi zdroji
(napiiklad nad oblasti jsou rovnomérné srazky a voda rovno-
mérné zasakuje). Resenim modelu vidime odkud te¢e voda do
které feky. Tim je mozno napriklad usuzovat, kde po pripadné
kontaminaci provadét sanacni prace.

Stacionarni teplota pro ctvercovou desku se zadanou teplotou na okrajich
. . .
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Obrazek 1: Teplota zndzornénd pomoci izoterm.

Stacionarni teplota pro ctvercovou desku se zadanou teplotou na okrajich
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Obrazek 2: Teplota zndzornénd pomoct barev a 3D grafu.
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Tok mezi dvema kenstantnimi piezometrickymi hladinami 19:36:49 12/3/20
FlexPDE Lite 7.17/L64
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Obrézek 3: Model podzemni vody mezi rovnobéznymi rekams.
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