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o Naucime se efektivné pracovat s libovolné velkymi sousta-
vami rovnic.

o Naucime se zobrazovat vektory na vektory, které nemusi
mifit stejnym smérem. To vede k novému typu fyzikalnich
veli¢in, k tenzortm.

Motivace (podrobnéji).

e V predchozich prednéskach jsme se seznamili s derivacemi,
s nastroji umoznujici prevést fyzikalni predstavu o proce-
sech v materidlu do kvantitativni podoby, kdy dokazeme
studované jevy kvantifikovat. V praxi vsak je analytické
feseni téchto fyzikalnich modelu realizovatelné pouze v nej-
jednodussich pripadech. Pro netrividlni ptiklady pouzivame
numericky pristup, ktery je v mnoha piipadech nakonec
redukovan na Feseni soustavy rovnic. Tyto soustavy maji
typicky obrovské mnoZstvi rovnic a neznamych (fddové i
v jednoduchych aplikacich radoveé desetitisice nebo statisice
rovnic) a proto je nutné mit k dispozici ndstroje, umoziujici
praci s takto obrovskymi soustavami rovnic. V této pred-
nasce si predstavime nové objekty, matice, se kterymi je
libovolné velkou soustavu rovnic mozno zapsat jako jeden
soucin tvaru

AX = B.

e V uvodni pfednésce jsme naformulovali rovnici vedeni tepla
jako rovnici, popisujici fyzikalni podstatu prenosu tepla
v materidlu. Tento popis je ve vicerozmérnych tlohach
nutno zobecnit na dvourozmeérny nebo trojrozmérny pripad.
Potom vsak u materialu, ktery ma v rtiznych smérech rizné
vlastnosti, dochézi k tomu, ze odezva nema stejny smér jako
podnét. Naptiklad u vedeni tepla je tok tepla dan smérem
poklesu teploty jenom ¢astecné. Vlivem vysoké vodivosti
v podélném sméru ve srovnani s pricnym smérem vsak je tok
tepla odklonény ¢astecné do podélného sméru. Pro popis
takového procesu tedy potfebujeme zobrazeni, které dokaze
zménit nejenom délku, ale i smér vektoru. Toto zobrazeni
je mozné realizovat pomoci matic.

https://youtu.be/cPrmTKdk3yk

Vektory

https://youtu.be/iIK6KMeYeTcM

Operace s vektory

Vektorem rozumime usporddanou n-tici objektt, pro které
mé smysl operace s¢itani a nasobeni ¢islem. Pocet komponent
v této n-tici se nazyva dimenze vektoru. Tyto komponenty jsou
zpravidla ¢isla nebo skalarni funkce. Aby se s vektory dalo
rozumneé pracovat, musi tvorit vhodnou strukturu. Napiiklad
operace musi mit neutralni prvek a kazdy vektor musi mit
opacny prvek.

Definice (vektory, vektorovy prostor). Mnozinu V uspo-
fadanych n-tic (a1, a9, ...,a,) s operacemi s¢itdni a ndsobeni
realnym c¢islem definovanymi

(al,ag,...,an)—|—(bl,bg,...,bn):(a1—|—b1,a2—|—b2,...,an—|—bn)
c-(a1,az,...,a,) = (c-a,c-ag,...,c-ay)
pro vsechna ¢ € R a (ay,a9,...,a,),(b1,ba,...,b,) € V

nazyvame wvektorovym prostorem. Prvky tohoto prostoru na-
zyvame vektory. Prvky aq,...,a, nazyvame slozky vektoru
(a1,aa,...,a,). Cislo n nazyvame dimenze prostoru V.

Vektorovy prostor, jehoz komponenty jsou usporadané n-tice
redlych ¢isel oznacujeme R™.

Casto pracujeme se sloupcovymi vektory. Zapis je potom
prehlednéjsi.
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Neutralnim prvkem vzhledem ke s¢itani vektort je nulovy vektor
0, jehoz vSechny komponenty jsou nulové. Vektor, ke kterému
pricteme nulovy vektor, se nezméni.

U +0=1u

2D a 3D a vektory v geometrii

Dvourozmérné vektory s komponentami danymi realnymi ¢isly
miZeme reprezentovat graficky pomoci orientovanych usecek.
Ve zvolené soustavé souradnic a pri zvoleném vychozim bodu
vektor znazornime takovou orientovanou tseckou, ze komponenty


https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_I/#rovnice-veden%C3%AD-tepla-v-1d

Obrazek 1: Modry vektor je souctem ostatnich tri vektord. U cerného
vektoru je pravouhly trojihelnik pro vypocet délky pomoci Pythagorovy véty.
Zdroj: Wikiepdie.

vektoru oznacuji zménu polohy v jednotlivych smérech. S¢itani
vektorti odpovidd posunuti pocatecniho bodu druhého vektoru
do koncového bodu prvniho vektoru a nahrazeni dvou ¢asteénych
posunuti jednim celkovym. Je pfirozené zavést délku vektoru

Zl> pomoci Pythaghorovy véty vzorcem |i|= \/u? + u3.
2

Nasobeni vektoru kladnym ¢islem odpovida zméné délky vektoru.
Naésobeni zapornym c¢islem odpovidd zméné délky a otoceni
smeéru.

ﬁ:

Linearni kombinace

Definice (linearni kombinace). Necht @y, @s, ... U je ko-
necna posloupnost vektori z vektorového prostoru V. Vektor ,
pro ktery plati

U = tyty + tally + - - - + tgly,

kde tq, to, ..., t jsou néjaka redlna Cisla, se nazyva linedrni
kombinace vektoru iy, ds, ..., Uy. Cisla t1, to, ..., t; nazyvame
koeficienty linedrni kombinace.

Obrézek 2: Stejny modry vektor vyjddreny ve dvou riznych bdzich ve 3D,
v cervené a fialové bazi. Bdzové vektory volime zpravidla jednotkové délky,
na obrazku uz jsou vyndsobeny vhodnymi konstantamsi tak, abychom jako
linearni kombinaci obdrzeli poZadovany vektor. Zdroj: Wikipedia.

Priklad. Lichobéznikové pravidlo

b
h
/ f(x)dx%§(yo+2y1+2y2+-~-+2yn_1+yn).

ukazuje, Ze urcity integral je mozno aproximovat linearni kom-
binaci funkénich hodnot na pravidelné mrizce rozdélujici obor
integrace. Koeficienty linearni kombinace jsou dvojky s vyjimkou
prvniho a posledniho koeficientu, které jsou jednotkové. Existuji
i dalsi aproximacni vzorce, které pouzivaji jiné koeficienty a jsou
zalozeny napriklad na aproximaci funkce parabolami namisto
primek.

Priklad. V metodé koneénych diferenci (viz druhd prednéska
o derivacich) se derivace aproximuji vyrazy, které jsou linearni
kombinaci po sobé jdoucich funkénich hodnot hledané funkce na
pravidelné miizce délky h. Pro konkrétnost, pro prvni derivaci
mame
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a pro druhou derivaci

d?f  flz—h)=2f(x) + flz +h)
de? ~ : h22 :
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Model migrace jako prepinani stavia

Na prikladé si ukdzeme, kdy je prirozené pracovat s linedrnimi
kombinacemi vektorti. Pokusime se na jednoduchém modelu
migrace mezi méstem a venkovem demonstrovat pristup, ktery
se pouziva v pripadech, kdy je mozné rozdélit jednotlivé ¢asti
systému do kone¢ného pocCtu navzajem disjunktnich stavi a
jednotlivé ¢asti mohou ménit svij stav, pricemz pravdépodob-
nost zmény je dana pouze soucasnym stavem a ne naptriklad



historii predchozich stavi. Aplikace zahrnuji naptiklad modelo-
van{ vegetace na stanovistich (zdjmova oblast je rozdélena na
stanovisté a ke kazdému stanovisti je pritazen prevazujici typ
vegetace), pro modelovani zmén druhového sloZeni v lese nebo
v krajiné, ale i v hydrologickych modelech, predpovédi pocasi a
jinde. Zékladni model mé fadu rozsiteni a ukazeme si jej jen
v nejjednodussi formé a na pripadé dvou stavi.

Slovni formulace: Kazdy rok mérime velikosti populaci ve
mésté a na venkoveé. Na podatku 60% populace Zije ve mésté a
40% na venkové. KaZzdy rok zlistane 95% méstské populace ve
mésté a 5% se stéhuje na venkov. Podobné 97% obyvatelstva
venkova zistava a 3% se stéhuje do mésta.

Matematicky model: Procentualni slozeni zaznamenavame
ve formé vektoru. Na poc¢atku bude

_ (06
=104/

Po jednom roce je rozlozeni populace dano vektorem

{095 0.03
q1 = (0.05) 0.6 + (0197> 0.4.
Intenzita migrace jednotlivymi sméry je ve sloupcovych vekto-

rech na pravych stranach. Koeficienty v této linearni kombinaci
jsou koeficienty vektoru ¢p.

Podobné, rozlozeni po dvou letech bude dano linearni kombinaci
s koeficienty, danymi vektorem ¢;. Pokud bychom potirebovali
znat rozlozeni populace po k letech, situace se komplikuje.
Dostali bychom rekurentni vzorec, ktery je nutno stale opakovat.
Pro odstranéni tohoto nepohodli se zavadi pojem matice, viz
nize.

Linearni zavislost a nezavislost vektoru

V n-rozmérném prostoru existuje n-tice vektord, pomoci nichz
miuzeme dostat libovolny vektor jako linearni kombinaci. Takova
n-tice se nazyva bdze. D4 se ukazat, ze bazi je nekonecné
mnoho a pro zadanou bazi a vektor je vyjadieni vektoru pomoci
bazovych vektort jednoznac¢né az na potradi. Nejjednodussi
béaze je tvorena jednotkovymi vektory, které maji vSechny
komponenty kromé jedné nulové. Naptiklad pro bazové vektory
€1 = (1,0) a & = (0,1) dvourozmérného vektorového prostoru
a pro vektor ¥ = (4, 3) plati

7= (4,3) = (4,0) + (0,3) = 4(1,0) + 3(0, 1) = 4, + 3é>.

Koeficienty linearni kombinace se nazyvaji souradnice. Napiiklad
w1 . . PP 4
soufadnice vektoru ¢ = (4,3) v uvazované bazi jsou [

€1,€2

Pro bazové vektory &1 = (2,1) a &3 = (0,1) plati

T=(4,3)=2(2,1) + 1(0,1) = 28| + &

a soufadnice vektoru ¢ = (4, 3) v nové bézi jsou {2] . Tady

£€1,€2
vidime vyhodu “pékné volby” bazovych vektori v prvnim

pripadé. Tam jsou souradnicemi pifimo komponenty vektoru.

Aby pouziti souradnic mélo smysl, musi existovat jedind moznost
jak dany vektor vyjadrit pomoci linearni kombinace zadanych
bazovych vektoru. Tato dloha se dé redukovat na tlohu, zda
takova jednoznacnost existuje u nulového vektoru. Tim je
motivovana nasledujici avaha a z ni vyplyvajici definice.

Vysledkem trividlni linearni kombinace, tj. linedrni kombinace
s nulovymi koeficienty, je nulovy vektor. Pro nékteré vektory
mizeme nulovy vektor dostat i jako jinou linearni kombinaci,
nez je ta trivialni. Ukazuje se, zZe je dulezité identifikovat tyto
pripady a pro rozliSeni toho, zda se nulovy vektor da nebo
nedd vyjadrit jako netrivialni linedrni kombinace zavedeme nové
pojmy, linearni zavislost a nezavislost.

Definice (linedrni zavislost a nezavislost). Rekneme, Ze
vektory wy, s, ..., Uy jsou linedrné zdvislé, jestlize existuje
alespon jedna netrivialni linedrni kombinace téchto vektort,
jejimz vysledkem je nulovy vektor 0, tj. existuji-li realné cisla
t1, to, ..., tg, z nichz alespon jedno je ruzné od nuly, takova, Ze
plati

0=ty + totiy + - - - + t .

V opacném pripadé rikdme, ze vektory jsou linedrné nezdvislé.

Plati nasledujici.

e Vektory, které tvori bazi, jsou linedrné nezavislé.

o Je-li vektoru vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou tyto
vektory linearné zavislé.

e Je-li v posloupnosti vektora néktery vektor nasobkem jiného
vektoru nebo linedrni kombinaci ostatnich vektori, jedna
se o linedrné zavislou posloupnost vektoru.

Ve vyse uvedenych pripadech pozndme linearni zavislost snadno.
Mimo tyto pripady je to snadné pouze pro dvojici vektort, které
jsou linearné zavislé pravé tehdy kdyz je jeden vektor ndsobkem
druhého. V tom pripadé iikdme, ze vektory maji stejny smeér.
V ostatnich pfipadech se linedrni zavislost a nezavislost nauc¢ime
posuzovat pozdéji pri vypoctu hodnosti.

Pootoceni vektoru

https://youtu.be/7vyBwmZZ3Pg

Ve dvourozmérném vektorovém prostoru uvazujme jednotkové
vektory ve sméru soufadnych os €5 = (1,0) a € = (0, 1). Pokud
pootoc¢ime vektory o thel 8 v kladném sméru, maji pootocené
vektory f1, fo souradnice

f1 = (cos0,sin6)
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Obrézek 3: Jednotkové vektory ve sméru os pootocime o thel 0 a vysledek
vyjddrime jako linedrni kombinaci puvodnich vektori.

(plyne piimo z definice funkei sinus a kosinus na jednotkové
kruznici) a

fo = (—sinb,cos6)

T
(plyne z predchoziho pfi¢tenim thlu — a vyuzitim identit

cos (9 + g) = —sinf a sin <9 + g) = cos ). Pomoci linedrni

kombinace muizeme psat

fi = cos(#)é; + sin(f)és,
fo = —sin(0)é; + cos()@.

Je-li ihel 0 maly, plati (viz cviceni z derivaci) sin 6 ~ 6, cosf ~ 1
a dostévame

fi=(1,0) =& + 0é,

—

f2=(-0,1) = —0¢; + és.

Matice

https://youtu.be/DY044M__RbVs

Matice a jejich linearni kombinace

Definice (matice). Matici 7idu m x n rozumime schema

a11 ai2 a3 A1n

a21 az2  A23 agn
A= | . )

Am1 Am?2 Amn

kde a;; pro i = 1..m a j = 1..n jsou realna cisla nebo funkce.
Mnozinu vsSech matic fadu m x n, jejichz prvky jsou realna
¢isla, oznacujeme symbolem R™*™. Zkrécené zapisujeme téz

A = (aiz).

Je-li m = n nazyva se matice A ctvercovd matice, jinak obdélni-
kovd matice. Je-li A ¢tvercova matice, nazyvame prvky tvaru a;;,
tj. prvky, jejichz radkovy a sloupcovy index jsou stejné, prvky
hlavni diagondly.

Pro matice definujeme scitani a ndsobeni cislem stejné jako
u vektort, tj. po slozkdch. Ma potom smysl mluvit o linedrni
kombinaci matic a o jejich linedrni zavislosti ¢i nezavislosti.
Tyto operace prirozené prebiraji vSechny dulezité vlastnosti
operace s¢itani, jako jsou asociativita, komutativita, existence
neutralniho prvku nebo existence opac¢ného prvku.

V této fazi je vlastné jedno, jestli prvky jsou usporadany jako
radkovy nebo sloupcovy vektor nebo jako matice. Odliseni matic
a vektoru provedeme zavedenim maticového soucinu.

Maticovy soucin

Definice (sou¢in matic). Budte A = (a;;) matice fadu mxn
a B = (b;;) matice faddu n x p. Soucinem matic A a B (v tomto
poradi) rozumime matici G = (g;5) fadu m x p, kde

gij = @irb1j + aigbaj + -+ + ainby;
pro vSechna ¢ = 1..m, j = 1..p. Zapisujeme

G=AB

(v tomto poradi).

Slovy: v j-tém sloupci matice AB je linedrni kombinace sloupct
matice A, pricemz koeficienty této linearni kombinace jsou prvky
z j-tého sloupce matice B.

Na maticovy soucin muzeme pohlizet i pomoci pojmu znamych
z analytické geometrie. Prvky v souc¢inu matic jsou skalarnimi
souciny radkl prvni matice se sloupci druhé matice.

Maticovy soucin
e je asociativni

(AB)C = A(BC) = ABC,



e je distributivni vzhledem ke séitani

A(B+C)=AB+ AC a (B+C)A=BA+ CA,
o mneni vSak komutativn{ (AB je obecné rtuzné od BA, proto

v predchozim méme rozndsobovani zavorky zleva i zprava),
e ale pfi nasobeni skaldrem komutativni je:

A(\B) = A(AB),

kde A je realné cislo a A a B jsou matice.

Mizeme tedy ménit uzdvorkovani, muzeme roznasobovat za-
vorky, nesmime vsak meénit poradi matic pri nasobeni.

Neutralni prvek maticového soucinu

U kazdé operace nas zajimé neutralni prvek, coz je prvek,
ktery se v dané operaci nijak neprojevi. Treba u scitani ¢isel
je neutralnim prvkem nula, pfi nasobeni ¢isel je neutralnim
prvkem jednicka. Pokud néjaky prvek potfebujeme zapsat ve
tvaru soucinu, zapiseme ho jako soucin sebe sama s jednickou.
To vyuzijeme napriklad pfi vytykani ve kterém u vytykaného
prvku nefiguruje v nékterém c¢lenu druhy soucinitel, jako treba
ve vypoctu

3z2+z:3x~x+l~x:(3x+1)-z.

Ukézeme si, ze podobny neutralni prvek existuje i u nasobeni
matic a trik podobny vyse uvedenému vyuzijeme pozdéji, az
budeme mluvit o vlastnich vektorech matice.

Neutralnim prvkem pfi ndsobeni matic ¢tvercovych je ¢tvercova
matice, kterd mé jednicky v hlavni diagonale a nuly mimo tuto
diagonalu. Tato matice se nazyva jednotkovd matice a oznacuje
1. Maji-li ¢tvercové matice A a I stejny pocet radku a sloupc,
plati

Al =TA=A.

Napriklad pro matice 3 x 3 je jednotkova matice
100
I={(0 1 0
0 0 1

Je-li A matice 3 x 3, kterou ndsobime zprava matici I, vysledna
matice AT bude mit tii sloupce (matice I m4 t¥i sloupce), v prv-
nim sloupci bude prvn{ sloupec matice A (linedrn{ kombinace
sloupci matice A s koeficientem 1 pro prvni sloupec a koefici-
enty 0 pro vSechny dals{ sloupce) atd. Jako vysledek soucinu
dostaneme piirozené matici A. Ze stejny vysledek dostaneme
i pro opac¢né poradi v soucinu je mozné pro néjaky konkrétni
pripad ovérit primo a Ze toto funguje obecné se nejsnaze ukaze,
az si predstavime operaci transponovani matice a jeji vztah

k maticovému soucinu.

Aplikace maticového soucinu 1/3

Vv

maticového soucinu je mozné vyjadrit zobrazeni, kde na vstupu
i na vystupu jsou vektorové veli¢iny. To umozni rozsirit fyzikalni
zékony na anizotropni ldtky (ruzné vlastnosti v riznych smérech,
naptiklad dfevo nebo obecné latky vykazujici uspordadanou

strukturu). Kromé fyzikalnich veli¢in, které maji ¢iselnou

hodnotu (skalary) nebo ¢iselnou hodnotu a smér (vektory) tak
ziskavame dalsi fyzikalni veli¢iny, tenzory. Vice viz nize a téz
podkapitola “Matice jako zobrazeni v materidlovém inzenyrstvi”.

Je-1i druhd matice v soucinu sloupcovy vektor i, je vysledkem
maticového soucinu matice A a tohoto vektoru opét sloupcovy
vektor Au. Matici je tedy mozné chapat jako zobrazeni, kdy
vektoru u je pritazen vektor v vztahem

U = Ad.

Tento vztah je mozné chapat jako primé rozsiteni vztahu pro
primou tmérnost mezi velicinami. Zobecnéni je v tom, ze
obé veli¢iny mezi nimiz je vztah imérnosti jsou vektorovymi
veli¢inami a konstanta imérnosti je matice. Ve fyzice tato matice
mivé jesté nékteré specidlni vlastnosti souvisejici napiiklad s tim,
ze fyzikalni zdkony nezavisi na volbé soufadné soustavy a proto
se takové matice nazyvaji tenzory (presnéji tenzory druhého
fadu). Pouzivame je pro popis zobrazeni mezi vektory, které
nezachovava smér vektoru. Napriklad studium transportnich
déju v anizotropnich materidlech (tj. naptiklad vedeni tepla ve
drevé nebo difuze ve dieveé).

Aplikace maticového soucinu 2/3

https://youtu.be/4jqBoskZ9Ak

Derivace diskrétni funkce

V metodé koneénych diferenci jsme si ukazali a v predchazejicim
textu pripomnéli, Ze derivace umime aproximovat vyrazy, které
jsou linedrni kombinaci po sobé jdoucich funkénich hodnot
hledané funkce na pravidelné mrizce délky h. Toto je mozné
vyjadrit pomoci maticového souc¢inu. Pro konkrétnost, pro
druhou derivaci aproximujeme pomoci tii po sobé jdoucich
hodnot v ekvidistantnich krocich vzorcem

1 2
f”(ﬂﬂ)zﬁ (I*h)*ﬁ

Tento vztah mazeme chapat jako linearni kombinaci hodnot

1 2 1
woTR e

flz)+ %f(z + h).

s koeficienty



Pokud je napiiklad funkce f(x) na intervalu I ddna funkénimi
hodnotami f(z1), f(z2), f(x3), f(x4), f(x5) v bodech rovno-
mérné rozmisténych ve vzdéalenosti h od sebe, mtizeme vypocitat
druhé derivace f”(x2), f"(x3) a f”(z4) pomoci vztaht

F1(w2) = 3 (Fn) = 2 (22) + F(as))
F(es) i (Fa) — 2 (23) + [ ()
F (1) = 55 (Fs) = 2 a) + S (3))

Tyto tfi rovnice je moznou zapsat jedinym vztahem pomoci
maticového nasobeni

f(z1)
1 (x2) 1 1 -2 1 0 0 f(z2)
”(xg) = ﬁ 0 1 —2 1 0 f(l‘g)
f”(%) 0 I =21 f(z4)
f(xs5)
Proto matice

-2 1 0 0 0

1 -2 1 0 0

0 1 -2 1 0

0 0 1 -2 1

0 0 0 1 -2

hraje dtilezitou roli v numerické matematice pfi numerickém
modelovani fyzikdlnich déja. AZ na prvni a posledni fadek se
jedna o matici, kterd umi zprostiedkovat numerické derivovani
funkce. Prvni a posledni fadek se pridavaji, aby matice ziskala
¢tvercovy tvar a jistou miru symetrie. (Symetrickym maticim
se budeme vénovat za chvilicku.) Tyto dva pfidané Ffadky se
uplatni pfi formulaci okrajovych podminek definujicich chovani
funkce na koncich intervalu.

Pomoci maticového soucinu dokazeme reprezentovat libovolné
zobrazeni, které zachovava soucet a nasobeni konstantou, mezi
néz derivovani patii. Jiny pristup k maticové formulaci derivace,
k derivovani na mnoziné polynomu, si ukdzeme ve cviceni.

Markovovy retézce

Budeme pokracovat v piikladé s migraci. Vidéli jsme, Ze po
jednom roce je tedy rozlozeni populace dano vektorem

L (0,95 0.03
@1 =06 (0.05) +04 <0.97> :

Koeficienty vektoru ¢y = jsou koeficienty v této linearni

0.6
0.4
kombinaci. To lze zapsat jako maticovy soucin

. (095 0.03) (0.6
W =10.05 097)\04)"

Pro dalsi rok tento postup opakujeme. Pro matici A =
0.95 0.03 lat{
0.05 0.97) P4

Je-li ¢j vektor charakterizujici rozlozeni po k letech, rozlozeni
v nasledujicim roce ziskame ze vztahu

@1 = Ago.

Qk+1 = Agk.
Pro stav po dvou letech plati
G = AQy = A(AQ) = (AA)Go = A%qp.
Po k letech je rozlozeni populace dano vektorem
3 = AFgp.
Pokud pro néktery vektor ¢ plati
7=Aq

znamena to, ze systém je ve stacionarnim stavu a procentudlni
zastoupeni stavii se neméni. Napriklad v nasem modelu to
znamena, ze stejny pocet lidi pfestéhovanych z mésta do vesnice
je stejny, jako pocet lidi prestéhovanych opacnym smérem. Tento
stacionarni stav se da najit opakovanymi iteracemi z nahodného
vychoziho stavu. Online vypocet.

Takovy rekurentni vzorec je mozno chapat jako jakysi stavovy
automat, ktery ¥{di pfepindni mezi dvéma stavy (obyvatel mésta,
obyvatel vesnice). V matematice se nazyva Markoviv tetézec.
Protoze uvniti matice jsou pravdépodobnosti a v kazdém sloupci
vzdy nastane pravé jeden z jevu, ktery tyto pravdépodobnosti
reprezentuji, je soucet cisel v kazdém sloupci matice roven
jedné. V obecnych stavovych modelech, kde se nepracuje

s pravdépodobnosti, jako je naptiklad Lesliecho model riustu
populace nize, tato podminka platit nemusi.

(Podle D. Lay, Linear algebra. Markovovy Fetézce viz téz
Wikipedie, ale pozor: nékdy se misto zde predstaveného zapisu
pouziva zapis s fadkovym vektorem nalevo od matice popisujici
zménu stavi.)

Rist populace pomoci Lesliecho matice

Leslieho model pouziva matice pro modelovani vyvoje populace,
ktery zohlednuje vékovou strukturu populace. Model predpo-
klada, ze populace je rozdélena do nékolika vékovych kategorii
a v kazdé kategorii je ddna pravdépodobnost doziti se do dalsi
kategorie a prumérny pocet potomki. Situace je podobnd jako
u Markovova fetézce s tim, Zze nenulovy prvek matice bude

jenom tam, kde dochézi k presunu do dalsi vékové kategorie
nebo tam, kde kumulujeme pocet nové narozenych jedinct

v nejnizsi vékové kategorie pro jednotlivé vékové skupiny rodici.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIjjbQszTVMdAzMI7VAbINQGxL89hYTV6uCLgiAz0zoLBJrKZeSVFiXnFBfnGqBlBBcUZ-uYajXp5GSmZ6ZkmxrZEmTDACTTDC1lErggw5sGBGSW6OhpKenp5CYkmKAog2NDBQSEnMObrw8NrkDIXMktSixOTDa5VAOtLyixQyFTLzFIAOTU9V0AAq1bTi5VIAAqhFOOwzw-MWAnIAy25f0Q==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Prislusny model napiiklad pro populaci rozdélenou do tii
vékovych kategorii by byl dan rovnici

z1(k+1) fi o f3\ [wu(k)

Opakovanym néasobenim ziskdme vékovou strukturu populace
v dalsi generaci a toto se opakuje podobné jako u Markovova
Tetézce.

Puvodné byl Leslieho model odvozen pro modelovani populace
samic, d4 se vSak adaptovat na populaci obecné.

Dalsi informace:

e 7. Pospisil, Maticové populacni modely

Analyza siti a tokud v sitich
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Obrazek 4: Jednoduchy potravni retezec. Zdroj:

https://linearalgebraapplications19.wordpress.com/2019/04/29/food-
webs/

Matice je mozné pouzit k analyze siti a toku v sitich, kdy siti
rozumime naptiklad potravni retézec, kaskddu chemickych a
biochemickych reakei predstavujicich metabolismus zivého orga-
nismu a podobné. Matice umoznuji hledat v sitich zakonitosti a
vazby, umoznuji modelovat toky mezi uzly v sitich, umoznuji
provadéni experimentt v pocitaci namisto laboratore. To zrych-
luje, zlevniuje a zefektivnuje praci a umoznuje automatizaci a
hlubsi studium.

Jednoducha ukazka potravni sité je na obrazku a tato sit by se

dala charakterizovat matici

h

I
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Je-li naptiklad vektor v sloupcovy vektor ze samych jednicek,
potom vektor Av udévd pocet primych potravnich zdrojiu
pro kazdy druh v fetézci. Podobné, vektor A%v udavé pocet
nepirimych potravnich zdroju pres jednoho zprostredkovatele.
Vice viz blogovy zapisek Food Webs.

Analogicky byvaji studovany metabolické sité, kde misto vztahu
jsou chemické reakce a prvky matice oznacuji, které produkty
v jakém mnozstvi vstupuji do téchto reakei (stoichiometrické
koeficienty). Je-li X sloupcovy vektor oznacujici mnozstvi
jednotlivych metabolitl, v sloupcovy vektor oznacujici rychlosti
jednotlivych reakci a A matice stoichiometrickych koeficient,
plati

dX

T Av,
kde derivaci vektoru chdpeme po slozkach jako vektor sestaveny
z derivaci jednotlivych komponent. Viz naptiklad Basic concepts
and principles of stoichiometric modeling of metabolic networks

Redlné sité maji tisice uzla a tisice vztahi mezi nimi a neni
mozné je studovat jinak, nez matematickymi metodami. Napti-
klad model Escherichia Coli, hojné studované bakerie, obsahuje
1805 metabolitt, 2583 reakci a 1367 geni. Matice umoznuji
studovat nejenom vztahy ale i intenzitu toku mezi jednotlivymi
metabolity a umozni studovat vliv vnéjsich zasahu, napriklad
knokautovani nékterych genti nebo umisténi bakerie do anae-
robniho prostredi. V prikladé s potravnim fetézcem napriklad
mizZeme (po dodéni dalsich informaci do modelu) urcit, jakym
procentem se jednotlivé slozky potravy podili na celkovém
jidelnicku a jak se toto slozeni zméni pii odstranéni néjaké
slozky potravy.

Aplikace maticového soucinu 3/3: ma-
tice jako zobrazeni, tenzory

https://youtu.be/7TNH8p323zx0

Nyni se na zobrazeni pomoci matice podivame o¢ima geometra
a poté oc¢ima materiadlového inzenyra. Matici budeme chépat
jako objekt, ktery je mozné vyndsobit s vekorem a ziskat jiny
vektor. V urcitém smyslu jde tedy o zobrazeni, kdy vzory i

obrazy jsou vektory.


http://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=analyza-a-modelovani-dynamickych-biologickych-dat--maticove-populacni-modely--prolog--leslieho-model-rustu-populace#pro14
https://linearalgebraapplications19.wordpress.com/2019/04/29/food-webs/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4671265/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4671265/
http://bigg.ucsd.edu/models/iJO1366

Matice jako zobrazeni v geometrii
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Obrazek 5: Priklad transformace dané matici. Zachovdvd se napriklad
rovnobéznost a stredy tusecek. Primky se zobrazuji na primky.

Obrézek 6: Transformace 3D objektu do roviny pomoci matice. Koeficienty
matice muzou realizovat libovolné natocend.

Je-li A ¢tvercova matice, muzeme kazdému vektoru ¢ priradit
vektor Y = Aq a tim definovat zobrazeni n-rozmérného prostoru
do sebe. D4 se ukazat, ze takto dostaneme vsSechna zobrazeni,
kterd zobrazuji usecky na usecky, pocatek nechévaji v pocatku
a jsou péknad v tom smyslu, ze zachovavaji stfedy tusecek,
rovnobéznost a linearni kombinaci vektori. Ukazka zobrazeni
ve 2D.

Podobné je mozné definovat i zobrazeni mezi prostory jinych di-
menzi. Napriklad projekce 3D objektu do 2D. Protoze zobrazeni
zachovava rovnobéznost, neni mozné takto jednoduse obdrzet
napriklad perspektivu. Protoze se zachovava pocatek, neni
mozné zahrnout ani posunuti. V obou ptipadech si poméhame
trikem, ze pridame dalsi soutradnici, vice viz Wikipedie a heslo
Grafické transformace nebo Camera matrix.

cosf) —sinf
Ry = <Sin9 cos @ >

zobrazi vektory e; = (1,0) a e3 = (0,1) na

cosf —sinf\ (1\  (cosf
sinf  cosf 0/ \sind

Napriklad matice

cosf —sinf) (0 (—sinf
sinf cosf 1/ \ cosf )

Proto matice Ry definuje zobrazeni, které pooto¢i rovinu o thel
0 a nazyva se matice rotace. Matice malych rotaci je (pouzitim
linedrni aproximace sinf ~ 6 a cosf ~ 1 v okoli nuly)

1 -0
)

Tuto matici budeme potiebovat pii studiu deformace pri
odvozeni matematického popisu malych deformaci.

Matice jako zobrazeni v materidlovém inZenyr-
stvi

Matice chapejme jako zobrazeni, které ma na vstupu vektor a
na vystupu opét vektor. Vstupem byva vétsinou podnét, kde
rozhodujici je nejenom sila podnétu, ale i jeho smér. Naptiklad
nerovnovaha tlaku. Vystupem byva odezva, napriklad proudéni
vyvolané nerovnovahou tlaku. Tato odezva v izotropnim pro-
stfedi ma smér podnétu, v prostredi s urcitou strukturou by se
vSak smér odezvy mohl odchylit.

Uzite¢nost maticového soucinu v materidlovém inzenyrstvi si
muzeme znazornit na proudéni vody po povrchu zemé. Voda teCe
z kopce dolt, tento smér vsak mizeme ovlivnit vyoranim brazd.
Hnaci sila je gravitace, kterd smétuje z kopce dolti. Odezvou
na gravitaci je tok vody, ktery sméruje velkou rychlosti doli,
pokud je poorano po spadnici, malou rychlosti dold, pokud
je poorano po vrstevnici a pokud je poorano nasikmo, tak
néco mezi smérem dolu a smérem brazdy. V materidlu se miize
odehravat totéz.

VySe popsané chovani pozorujeme i u proudéni podzemni vody,
kde hnaci silou kromé hladiny podzemni vody muze byt tlak,
nebo u proudéni vody ve dievé, kde hnaci silou definujici pojem
“z kopce doli” je nerovnomeérnost v rozlozeni koncentrace vody
ve dievé (jedna Cdst difeva md véts vlhkost nez jind ¢ést) nebo
nerovnomeérnost v teploté (termodifuze, Sorettuv efekt, transport
vlhkosti vyvolany rozdilem teplot). Vysledné proudéni vsak
nemusi presné sledovat pokles koncentrace vlhkosti. Napriklad
drevo vede podélné vlhkost zpravidla vice nez desetkrat 1épe
nez v jinych smérech a chova se tedy, jako by v ném byly brazdy
odklanéjici vodu do podélného sméru.

Matematicky prostredek, ktery umoznuje snadno vek-
toru zménit velikost nebo i smér je pravé tenzor (ma-
tice) a maticovy soucin.

Poznamka (tenzor). Pod pojmem tenzor si mizeme pred-
stavit veli¢inu, kterd figuruje v néjakém fyzikalnim zikoné
spojujicim dvé vektorové veli¢iny (podnét a odezvu na podnét)
a nasobeni tenzorem definuje vztah mezi nimi. Pokud jsou
podnétem a odezvou vektory, které maji stejny smér, staci toto


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtUU9LwzAUvxf6HQIe1nTPrd2mByGH7SIeCqV4K51kNXPR2FfSON0-vUk71ooN5JGX37_wcjyjPrEgjyAqII8vNbY1mt1BPLt3p663GPW9NfvkRsufIM8XLTuCReGATQ_EsJyvOmi-bEFzEIazWs6Xvpf2xBKboIXodgGNrC5N2N9bl9H7AXvr8skNqTW-i49S-F42lgC3veSPKwzSWiONhjsb39ujJgmRFcnXsIEUMsjCFNIwKx58j9iFO83PJ5Yn4VGUBnUgKXEi6URHN9uiIz4lj6xGWZmgkwApUaFmEy1eJ0AaeRZsFdFpjer0htU4i6v6wJn9GDpVshJjJNrH2T3tItuHXEOu_J36Ev8FXf5FspdKsWf9JQbho_rmgN8kSAZdYO2sqqntYF40NxJZTH8BrAC_iQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtUU9LwzAUvxf6HQIe1nTPrd2mByGH7SIeCqV4K51kNXPR2FfSON0-vUk71ooN5JGX37_wcjyjPrEgjyAqII8vNbY1mt1BPLt3p663GPW9NfvkRsufIM8XLTuCReGATQ_EsJyvOmi-bEFzEIazWs6Xvpf2xBKboIXodgGNrC5N2N9bl9H7AXvr8skNqTW-i49S-F42lgC3veSPKwzSWiONhjsb39ujJgmRFcnXsIEUMsjCFNIwKx58j9iFO83PJ5Yn4VGUBnUgKXEi6URHN9uiIz4lj6xGWZmgkwApUaFmEy1eJ0AaeRZsFdFpjer0htU4i6v6wJn9GDpVshJjJNrH2T3tItuHXEOu_J36Ev8FXf5FspdKsWf9JQbho_rmgN8kSAZdYO2sqqntYF40NxJZTH8BrAC_iQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9UbFugzAU3JH4B492MQFDSSUkDyytOmTtYlkVSklricapQTTp1_fZJqQhqEgY37u75-dj-NHmxLFIaSqpYOPKYE1XBWWrtd15DBwJgxdryN-4gIISIFeCSYl22iCF1B4NlpcoQkIUSf6PJAzCYFP3attw8Vn3Rh2xsAO4EeBI-EpC0UT5kpsD5rmiLq4FKva2mCWZ3c94Wxl56iQ3fpZ0X6bHGTkPNuGFo84cNPLqq5I1uHvbKCobhQ-gDAMEj4uWi-puaLa9NliRS2Zj7BJZuxU_b574Qbend73HjhQl_Cu0U23LH-u2a4jXTR1cgBnN6b0czxvbRLM-aaTKLFIy8vABYAFvzJbaL_jX5Vzopd2H_sYV-QPATFHdHeC6rwaS0JwBPjbd6PwFZwa9tw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkc9Og0AQh-8kvMMkHspagmD8c9qz8dCbtw1ptjC2I3SH7AIK7-RT-GJuu02r0QObAb6Z78cwzmwnmag8zctUFaez8Gee3adF9nCowr1_J-JoJfe6t_SRqAOd5tljIHx1HyhPlwKuwHNUIXTsBjPEURzxxup5Wu94L1Wyuh6x6tkmipSXkvKOohQCXtkCARkYD9HKOLqCzlKt9whvWBuqmgHedMPQW-wJGt53bND0A2iYyTXaIHgFb9EYAseD1YcuhHEy2vGG_CAXwn19ntOFbFId09yQug2RjlV5yXT5hFMwHLFGP7FmaLTtcXbNVO0u2iyOnldPsmMyfRK6U6i4ZSsXFutFCo5mlHe5WHbcTls2_1O67XZa-h2LZUsG_4NEUPlrGXTHBZ4FZ3bTDvgbDt4T_kptK1_sgD-kf3rdjt8hWWUmqWlLvZO34vQ08SN9p-v8311bv2WWhfgGgVHIOg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://cs.wikipedia.org/wiki/Grafick%C3%A9_transformace
https://en.wikipedia.org/wiki/Camera_matrix

nasobeni provést pomoci skalarni veli¢iny. Pokud vsak smér
vektoru udavajiciho odezvu neni stejny jako smér vektoru udava-
jictho podnét, je nutné pouzit postup, ktery si s jinym smérem
vektoru na vstupu a na vystupu poradi. A timto postupem
je pravé maticovy soucin. Zatimco tedy napriklad tok tepla
v izotropnich materidlech mtizeme studovat pomoci skalarnich
materidlovych charakteristik, tok tepla v anizotropnich materia-
lech uz musime popisovat pomoci tenzorovych materidlovych
charakteristik. Proto naptiklad u vedeni tepla ve dievé udavame
soucinitele vedeni tepla Ar, Ag a A pro kazdy anatomicky smér
samostatné a z téchto velicin poté sestavujeme tenzor tepelné
vodivosti

A 0 O
0 Arp O
0 0 Ar

Vlastni cisla a vlastni vektory

https://youtu.be/-vYq TzC6jo

U zobrazovani vektori pomoci maticového nasobeni nés velice
zajima, které sméry se zachovavaji, tj. kdy bude obrazem vektoru
jeho nasobek.

Definice (vlastni vektor a vlastni hodnota matice). Rek-
neme, ze nenulovy vektor u je vlastnim wvektorem matice A
prislusnym vlastni hodnoté A, jestlize plati

Al = M.

Vlastni ¢isla se nazyvaji téz vlastni hodnoty matice. Kazdy
nenulovy vlastni nasobek vlastniho vektoru je vlastni vektor
prislusny téze vlastni hodnoteé.

Poznamka (vlastni vektory a materidlové inZenyrstvi).
Vlastni vektory jsou nesmirné dulezité, protoze definuji sméry,
podél nichz se zobrazeni chova “pékné”. Timto zobrazenim
miuze byt treba to, jak se ptisobeni vnéjsi sily na téleso projevi
na deformaci tohoto télesa nebo jak se gradient teploty nebo
vlhkosti projevi na proudéni tepla ¢i vody ve dfevé, pudé nebo
jiném materidlu. Casto se v aplikacich maticové zobrazeni
objevuje v konstitucnich vztazich, vztazich mezi podnétem a
materidlovou odezvou. Vlastni sméry jsou tedy sméry, ve kterych
ma odezva stejny smér jako podnét.

Pro pravidelné rostlé drevo je snadné tyto sméry urcit, jsou to
anatomické sméry dreva. Pro zkroucené dfevo nebo pii studiu
proudéni vody, vzduchu ¢i ropy v pudeé to jiz tak snadné neni a
je nutné tyto sméry vypocitat. To se naucime pozdéji.

Priklad. Matice rotace nemd zaddnou vlastni hodnotu (pokud
tedy uvazujeme vlastni hodnoty v mnoziné redlnych ¢isel),

protoZze pootocenim se zméni smér vSech vektoru. Vlastni
hodnoty existuji pouze pro oto¢eni o nasobky 180°.

Priklad. Matice (trojndsobek jednotkové matice)

30
0 3
zobrazuje kazdy vektor na trojnasobek a vSechny vektory jsou
vlastnimi vektory této matice. Piislusna vlastni hodnota je 3.

Priklad. Matice mé vlastni vektor (1,0) pfislusny

30
(O 0
vlastni hodnoté 3 a vlastni vektor (0, 1) pfislusny vlastni hodnoté
0. Protoze vlastnimi vektory jsou i nenulové nasobky, je vlastnim
vektorem kazdy nenulovy vektor, ktery ma nulovou druhou
komponentu (vlastni hodnota je 3) nebo prvni komponentu

(vlastn{ hodnota je 0).
—2\ (2\ (4 oo (3 2
4 1) = | o) amatice [ 7,

m4 vlastni vektor (2,1) piislusny vlastni hodnoté 2, protoze
vektor (4,2) je dvojndsobkem vektoru (2, 1). Vlastnim vektorem
je 1 kazdy nenulovy ndsobek vektoru (2,1).

Priklad. Plati (31

Priklad. Stacionarni stav Markovova fetézce je vlastnim
vektorem matice, kterd tento retézec reprezentuje. Prislusna
vlastni hodnota je 1. To plyne hned z rovnosti

Mq=q.

Kromé toho mohou existovat i dalsi vlastni hodnoty, z praktic-
kého hlediska méné zajimavé.

Priklad. Vlastni hodnoty a vektory jsou jednim z hlavnich

stavebnich kamenu algoritmu, kterym Google provadi hodno-
ceni dulezitosti webovych stranek. Vlastni vektory se pocitaji
iteracné, odpovida to vlastné modelu, kdy Markovuv fetézec
zacneme v libovolném vychozim stavu a postupnym iterovanim
se dostaneme do stacionarntho stavu reprezentovaného vlastnim
vektorem.

Priklad. Leslicho matice m4a jednu kladnou vlastni hodnotu.
Prislusny vlastni vektor definuje rozlozeni ¢etnosti zastoupeni
jednotlivych vékovych kategorii u populace ve stacionarnim

stavu. (Toto neni tvrzeni patrné na prvni pohled, ale d4 se

dokézat.)

V aplikacich casto byva matice “symetricka podle diagonaly” a
u takové matice vlastni vektory vzdy existuji. Co se pfesné mysli
pod pojmem “symetrickd matice” si uvedeme na nasledujicim

slidu.

Transponovana matice

https://youtu.be/Toqwz-Oxg-4


https://cs.wikipedia.org/wiki/PageRank

Definice (transponovani matice). Bud A = (a;;) € R™*"
matice. Matice, kterd vznikne zaménou radku matice A za
sloupce se nazyva matice transponovand k matici A. Matici

transponovanou oznacujeme symbolem AT, Plati tedy AT e
RnX'm a

AT = (aj;),

kde a;; jsou prvky matice A.

1 -2 3
Priklad. Matice transponovand k matici A= {0 1 3| je
2 1 9
1 0 2
AT=[-2 11
3 39
Priklad. Skaldrni soucin sloupcovych vektoru (chdpanych jako
1 2
matice) u = | =2 | av = | —4 | je mozno zapsat jako maticovy
a 1
soucin
2
w'v=(1 -2 a)|-4] = (a+10).
1

Priklad. Matice, kterd se neméni transponovanim, tj. a;; = aj;
se nazyvd symetricka. Matice, kterd spliiuje a;; = —aj; se
nazyva antisymetricka. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A
plati

A+ AT  A— AT

2 + 2
Prvni matice v tomto souctu je symetricka a druha antisyme-
trickd. Takto je mozné rozlozit matici na soucet symetrické a
antisymetrické matice. Naptiklad matice

a= (1)

ma tento rozklad ve tvaru

a=( ) (G0)

Tento trik pouzijeme pro odvozeni tvaru tenzoru malych de-
formaci, ze zobrazeni takto totiz dokdzeme odfiltrovat cast
souvisejici s pootocenim a ¢ast, kterd s pootocenim nesouvisi.
Ta druhé nés zajima, protoze popisuje deformaci.

A:

Véta (souvislost transponovini matice a maticového
soucinu). Pro ctvercové matice plati

(AB)T = BT AT,

Priklad. Pro Markoviv retézec s matici a sloupcovymi vektory
¢ dostaneme transponovanim vztahu

Qi1 = A
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vztah

T ST AT

di+1 = 4k A
s fadkovymi vektory a matici, kterd ma soucet Cisel v kazdém
radku roven 1. Takto jsou Markovovy retézce také casto zavadény,
napiiklad na Wikipedii.

Tenzor malych deformaci

https://youtu.be/5AMXMQyx3jw

Zobrazeni roviny do sebe, které mize odpovidat deformaci
télesa pusobenim sily, je mozné popsat dvojici funkef uy (z1, z2),
us (21, x2). Linedrni aproximace téchto funkei v okoli bodu
(z1,22) dévaji (viz zévér prezentace z predndsky vénované
derivaci, kdy jesté vpravo pro strucnost vynechdvame argument
(21,2)

0 0
ur (w1 + Azy, 79 + Azy) ~ Uy + o Az + oot Ay,
8:101 aSCQ
8UQ 8’[1,2
UQ<.’171 + Az, 19 + A.’L‘Q) ~ Uy + —Axr] + ——Axo,
6$1 31172
coz je mozné zapsat maticové jako
8u1 aul
ur(z1 + Az, x2 + Azy) ~ (W + Ox1  Oxo Azy
’LL2(£Z?1 =+ AIl, Xro + AIQ) U % % AQSQ ’
(91'1 8952

3 (75} . , / s s~ ;¥
Clen u ) je posunuti, proto nas zajima az druhy c¢len, obsa-
2

hujici deformaci. Pokud matici

Our - Oy
_ | 01 Oz
PO o
8.%1 8x2

rozdélime stejnym obratem jako na predeslém slidu na soucet
symetrické a antisymetrické matice, dostaneme

Dsym
Quy 1 (Bug 4 Ouy
D _ aml 2 8$2 le
T\ L (0w 4 dw duy
2 Oxo Oxq Oxa
O 1 (0w _ Jus
+ 2 (’):Ez 81}1
_l 6u1 _ 6u2 O
2 \ Oxo oz,
Dasym

Druhé ¢ast reprezentuje pootoceni, coz snadno nahlédneme,
pokud tuto informaci secteme s identitou reprezentovanou


https://cs.wikipedia.org/wiki/Markov%C5%AFv_%C5%99et%C4%9Bzec#Popis_Markovova_%C5%99et%C4%9Bzce

jednotkovou matici na

| 1 (aul _ %)
— 2 83:2 6:131
Peam # 1= 1 (0w ous .
2 8x2 81’1

abychom méli celou ¢ast zobrazeni (ne jenom deformaci).
Porovnanim s matici malych rotaci

(

odvozenou na jednom z piredchozich slidu ziskdme piimo
pootoceni. V teorii deformace nas zajima spise symetricka cést,
tj. matice

1
0

—0

Ryo = 1

)

Ou L (0w Ou

D _ ({91’1 2 8.’[2 8x1
T L (0w, O Ouy
2 \ Oxq oy 0

popisujici zménu tvaru a nazyvana tenzor malych deformaci.
Ten se jesté nékdy rozdéluje na soucet vhodného konstantniho
nésobku jednotkové matice (souvisi se zvétsenim nebo zmense-
nim, tj. se zménou objemu) a devidtor (souvisi se zmenou tvaru
bez zapoéteni zvétSeni ¢i zmenseni).

Pro vyuziti v dfevaiskych tlohdch viz téz A. Pozgaj, Struktira a
vlastnosti dreva str 318 nebo P. Horécek, Fyzikalni a mechanické
vlastnosti dreva I, str. 40. Analogicky, ale pro rychlosti, je
definovén tenzor rychlosti pfetvoreni (deformaéni rychlost)
pouzivany v hydrodynamice. Muzeme ji dostat jako derivaci
tenzoru malych deformaci (pfi studiu deformaci), nebo jako
symetrickou ¢ast matice vytvorené gradienty jednotlivych
komponent rychlosti proudéni. Pro proudéni vody viz J. Riha,
Matematické modelovani hydrodynamickych a disperznich jevi,
kap. 3.3.

Obrazky a online vypocty, Sage.

Rozlozeni teploty na tepelné vodivé
desce

https://youtu.be/xV461YgdHSQ

Na zavér si ukdzeme, ze pomoci linearni algebry a maticového
poctu je mozno popsat funkci dvou proménnych popisujici

rozlozeni teploty na tepelné vodivé desce. Postup je takovy, ze
budeme sledovat teplotu v referen¢nich bodech. Pozadavek, ze
teploty v okolnich bodech maji odpovidat nasim predstavam
o vedeni tepla vyjadiime kvantitativné pomoci vhodné matice.

Uvazujme c¢tvercovou desku, kterou si rozdélime siti na 12
uzlovych bodu (rohy zanedbdme) jak je uvedeno na obrdazku.
V uzlovych bodech na okraji desky je teplota zadédna (okrajova
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Obrazek 7: RozlozZeni teploty na tepelné vodivé desce je mozné priblizné
zkoumat metodami linedrni algebry. A az na neékteré trividlni pripady jinou
moznost vlastné nemdme, protoze presné reseni rovnice vedeni tepla je
v prakticky zajimaviych pripadech neredlné. Podobné to je s mechanickym
namdhdnim nebo transportem ldtek poréznim prostredim.

podminka), zajimé ndas rozloZen{ teploty v ostatnich uzlovych
bodech.

U¢inime (pomérné realisticky) pfedpoklad, Ze teplota v kazdém
uzlovém bodé je diky tepelné vodivosti desky ovlivnéna soused-
nimi uzlovymi body. Kazdy sousedni bod mé stejny vliv, proto
teplota v uzlovém bodé bude priblizné rovna aritmetickému pru-
méru teplot v sousednich bodech. Kvantitativné zformulovano,
plati

1

1
To = 1(204—404-1‘1 +1‘3)

1
xr3 = 1(304-40-1-{,62 +.’174)

1
Ty = 1(104-304-1'14—1’3)

anebo po upravé

Ty = 30

—x1 + 4.’52 — I3 = 60

—x9 +4x3 — 24 =70
— a3+ 4dxg = 40

4dxy — 9 —

—x1

Dostali jsme soustavu linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych.
Tuto dlohu je mozno zformulovat pomoci linedrni kombinace

4 1 0 1 30
1 4 ~1 0 60
R R VR R I R )
1 0 ~1 4 40

nebo pomoci maticového nésobeni (s vynechanymi nulami uvnitf
matice)

4 -1 —1\ (2 30
~1 4 -1 zo | |60

—1 4 —1]|as| " |70
~1 -1 4) \ay 40


https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkk-OmzAUxveRcgeLWcQMDgHadFGNK9FWqmaRTZsdQpEDnsQasJFx0sId5gSzygHmFORgffwRk1GCBMLm977ve8_cId9Fv1X9nLEUqS1PJEdGM1k-KZ2zhCPJkDIq4VIghsoq50aL5FkdLikxndyh4F1nxK61RK2MVgWoJaw0IJnyo2BGaXgZxaaTY610RXHkES8mkT88fXh67pL47pf2rV_DN3s6CWnOwPIfjiIXcDdYdqy3JHM3iDtiTUO3i1OokmPY-b6BoBSHTri2F0G7Zv3GfNhotyAw7cC2NoG6RXAvUi6NMNVm8Aw6MeikJ-ddVVsOHaEVEhJFUUisHzxrTmOf3IKEvSWxQtAbpwbQ-aU5lYagQsHwzy9cNm-Ao6jTJ9afG2idn19hwObI9GFgIQWxHoeJN28D2pPVBxKyE-snHEVzujyL1jX-Op0guNRWs7qiEV5FXuxcj8C-P_IEirGwUdu3aPvuzjHuBR5Xv2ihhDS4lyIoUZnSdKZ5OiOoFDWnnz3bKVRW7ZS8TbGs2DMKP4HtZELyW5D9bge301t2QUaTkd9mBw6qOy3SVq6ks1xIpa81-kiDypPIMrrWB36R56PkUF_u1V-8N3mGrYd98M1yVpEfO9bDol3YFxDCspsrQanYCVPST5dfMWQAq7KAAW80M0JR_5aDbkX_A0uKQGY=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Uloha je tedy prevoditelnd na tlohu FeSen{ soustavy linedrnich
rovnic. Pro podrobnéjsi popis pouzijeme stejnou myslenku, ale
mnohem vice uzlovych boda. Postup je stejny, pouze vznikne
soustava s vice nezndmymi a vice rovnicemi.

Poznamka. Rovnice popisujici vedeni tepla na zakladé fyzi-
kalnich principt je pomérné komplikované fesitelnd a proto se
zpravidla prevadi na problém linearni algebry. Muze to znit

prekvapive, ale skon¢ime u néceho podobného jako v nasem jed-
noduchouc¢kém modelu. Vyse uvedeny postup se nazyva metoda
koneénych diferenci, ale jsou i dalsi metody, naptiklad metoda
konecénych prvki. Spoleénym znakem je rozdéleni oblasti naseho
zéjmu na velké mnozstvi bodu a aproximace fyzikdlnich zékonu
pro sledovany jev v kazdém bodé pomoci linearni rovnice. Tim
vznikne tloha na feSeni soustavy rovnic. Pouziva se k mode-
lovani proudéni tepla nebo vody, k modelovani mechanického
namahani od jednoduchych nosniki po komplikované konstrukce
nebo stromy. Soustava vytvorena pomoci takovych modeli je
velmi Fidka, ma hodné nul. Je proto mozné ji rychle vytesit i
v pripadé tisici rovnic. My se pozdéji napriklad nauc¢ime chytie
vyuzit toho, ze kazdy radek ma v hlavni diagonale vétsi ¢islo,
nez je soucet zbylych c¢isel v tomto radku.

Poznamka (itera¢ni metoda). Soustavu (1) je mozno vytesit
itera¢ni metodou. Je mozno postupovat intuitivné. Vyjdeme
z libovolného odhadu feseni a teplotu v kazdém bodé budeme
opakované nahrazovat prumérem teplot v okolnich bodech,

dokud se hodnoty neustali. Kdy tento postup funguje a jak se
d4 zformalizovat si ukdZeme pozdéji (Jacobiho metoda).

Online vypocet maticoveé.

Online vypocet rovnicemi.

Shrnuti, hlavni myslenky

e Seznamili jsme se s vektory. S objekty, které umoznuji
pracovat s veli¢inami majici kromé numerické hodnoty i
Smer.

e Seznamili jsme se s maticemi, s objekty, které umozni pra-
covat se zobrazenim vektorti na vektory, kdy smér vzoru a
obrazu nemus{ byt (na rozdil od ndsobeni redlnym ¢islem)
stejny. Diky tomu dokdzeme popsat reakci materidlu na
podnéty v pripadé, kdy ma material v ruznych smérech
rizné vlastnosti.

e Matice umoznuji kompaktni zapis soustavy libovolného
poctu linearnich rovnic jedinou rovnici

AX = B.
¢ V materidlovém inzenyrstvi pomoci matic (pfesnéji pomoci

tenzort) umime popsat materidly, majici v rtiznych smé-
rech rizné vlastnosti. V takovych materialech je rizny smeér
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vnéjsiho podnétu a odezvy na vnéjsi podnét a bez matic je-
nom s pouzitim skaldrnich veli¢in neni mozné se zavislostmi
takového typu pracovat. Pokud chceme zobrazeni, které
méni smér vektoru (a mé nékteré dalsi rozumné vlastnosti),
pouzivime matice. Presnéji, pouzivime tenzory, které maji
v soufadnicich podobu matic.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxljcEKgzAMhu-C75Cb6Ra2WMsGAw_6FAXx0IPbPGhHlS2PvzoYIoaEhD__l1Tl4ObQCzYNU06xWmp-nThOe61VaVKvUMF0YboymWV1moMbp5efOoy2twuYSQ6iQQoQk0XNrqjkJJqkIDE7dHr6DyBWB3us1dlsQc30zx149wF66EeI4qMD1KxuaQIxbDluDi4v0KovMJNFkw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxdj81qwzAQhO8Gv8NALlJtqPVzKvhhVEdJRM3KyKqr-Om7JiYxWZjDMszsfkW1RbfFtMWih-7ag4ATpji47AcKIDdnt3gKdXWJCQGBkBxdPYTu5Fddgaco6kmoT_shVNforim6KVZKbF3Lndt8BsXlPtyQ_TTGvOf0M8chyznVFCPl7pqnax7uo3V37fGmec--AHv-jheWYVnafvod48pMmFLE2Y0zY2Wf3MCUdTXf4p8Qh4YN5IQ1fie3hsxA8-jP_ucflI1XEg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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