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Kapitola 1

Derivace

Motivace.

e Seznamime se s pojmem derivace funkce. Tento pojem
umoznuje u ménici se veli¢iny urcovat, jak rychle se tato
veli¢ina méni. Zatimco v pripadé rovnomérné zmeény
je problematika rychlosti trivialni a fesitelna stredo-
skolskymi prostredky, v pripadé zmény jejiz rychlost
akceleruje nebo klesé je nutné zapojit zcela novy aparat,
nazyvany infinitezimalni pocet. Derivace je jeho prv-
nim predstavitelem. S dalsim, integralem, se setkame
pozdéji.

e Ze stfedni skoly je student zvykly na to, ze si ma osvojit
dovednosti, jak se to pocitd. Pro nés je vSak uz dulezité
si uvédomit, ze vubec néjak dokazeme zachytit rych-
lost zmény. Ze s tim dokazeme pracovat, ze napiiklad
dokézeme pomoci téchto pojmi naformulovat fyzikalni
zékony pracujici s rychlostmi zmén. A véite ¢i ne, takové
jsou skoro vsechny. V podstaté celd stfedoskolska fyzika
je postavena na studiu veli¢in, ménicich se konstantni
rychlosti. S tim se d4 modelovat mnoho déji okolo nés,
ale pro hlubsi poznani svéta je to zalostné malo. Deri-
vace umozni pracovat s libovolnymi rychlostmi zmén.
Nesoustredte se proto na pocitani, soustredte se na vy-
znam a vyuziti. Soustredte se na rozpoznani kontextu,
ve kterém problematiku studujeme.

e Po precteni prednasky byste meéli mit v hlavé vybudo-
vanou spojnici mezi derivaci a rychlosti. Pokud se ve
slovnim popisu déje mluvi o rychlosti, v matematickém
modelu tato rychlost figuruje prostfednictvim derivace.

https://youtu.be/yMcaw_ JEMKE

Funkce

https://youtu.be/eNOiuvZ8sas

Pti hlubsim nez povrchnim studiu libovolného systému nas
zajimaji veli¢iny spojené se studovanym problémem a vztahy
mezi témito veli¢cinami. Tyto vztahy jsou zprostiedkovavany
funkcemi. Jako priklad si predstavme nosnik vetknuty do

zemé a na konci zatizeny vodorovnou silou F. Deformace
nosniku § na konci (skaldrni veliina) souvisi s velikosti

zatézujici sily (skaldrn{ veli¢ina). Pro studium problému je
vhodné mit prevodni pravidlo, které pro kazdé zatizeni udava
deformaci. Toto pravidlo bude z matematického ihlu pohledu
funkce (funkce jedné proménné). Mize mit napiiklad formu

1
§=—F
k' )

kde k je konstanta pro dany nosnik (tuhost).

Na fadu pouziti stac¢i intuitivni chapani funkce i jejich
vlastnosti. Nékdy je vSak potieba si myslenky zpresnit a plné
formalizovat. V nasledujicim predstavime definici funkce,
rozdélime funkce na rostouci, klesajici a ostatni a ukazeme
si vyuziti téchto vlastnosti.

Funkce jedné proménné

Definice (funkce jedné proménné). Budte A a B ne-
prazdné podmnoziny mnoziny redlnych cisel. Pravidlo f,
které kazdému prvku mnoziny A pritadi jediny prvek mno-
ziny B se nazyva funkce (presnéji: redind funkce jedné redlné
proménné). Zapisujeme f : A — B. Skutecnost, Ze prvku
a € A je piitazen prvek b € B zapisujeme f(a) = b. Pfitom
rikdme, ze b je obrazem prvku a pri zobrazeni f, resp. ze a
je vzorem prvku b pii zobrazeni f.

Poznamka (terminologie). Mnozina A z definice funkce
se nazyva definiéni obor funkce f. Oznacujeme D(f) (resp.
Dom(f)). Je-li M podmnozina defini¢nfho oboru, definujeme
mnozinu f(M) jako mnoZinu vSech obrazi bodi mnoziny
M. Mnozina f(Dom(f)) = b se nazyva obor hodnot funkce
f. Oznacujeme H(f) (resp. Im(f)).

Je-li y = f(x) nazyvdme proménnou z téZ nezdvislou
proménnou a proménnou y zdvislou promeénnou. Grafem
funkce rozum{me mnozinu vSech usporddanych dvojic [z, y] €
R? s vlastnosti y = f(x).
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Prima a neprima imérnost

Je to az k nevife, ale k popisu obrovského mnozstvi déja
staci ¢tyfi zédkladni operace: sc¢itani, od¢itani, nasobeni a

déleni. Vzhledem k pozadavku na konzistenci fyzikalnich

jednotek se nejcastéji setkdvame s nasobenim a délenim

a proto funkce pracujici s témito operacemi maji vysadni
postaveni. Takovy, ze si vyslouzily pojmenovani bézné uzi-
vané i mezi nematematiky: pfimé a nepfima timérnost. Je to
formalni popis situace, kdy souvislost mezi dvéma veli¢inami
je zprostFedkovdna ndsobenim konstantou (pfima dmérnost),
nebo kdy je nasobenim konstantou zprostiredkovana souvis-
lost mezi jednou veli¢inou a prevracenou hodnotou druhé
velic¢iny.

Definice (pfima a neprima timérnost). Veli¢ina y je
primo umérnd veli¢iné x jestlize existuje konstanta k takova,
ze plati
y = kx.

Velicina y je neprimo umérnd veliciné x jestlize existuje
konstanta k takova, ze plati
k
y=—.

x

Poznamka. Je-li veli¢ina y imérna velic¢iné x, piSeme
Yy ~ x nebo y x x.

Je-li navic konstanta timérnosti blizka jednicce, tj. x a y jsou
blizké, piseme
Y.

1 1
Pro neprimou umeérnost piseme podobné y ~ — xX — a
b)
T T

1
y ~ — s vyuzitim toho, Ze nepfima imérnost je vlastné
T

prima tmérnost pro prevracenou hodnotu.
Priklad.

¢ Pr1i pohybu konstantni rychlosti je draha s imérné casu t.
Prislusnou konstantou tmérnosti je rychlost v, tj. s = wvt.
Pro t =1 je drdha s pfimo rovna konstanté imeérnosti v.
Proto mtuzeme konstantu imérnosti reprezentovat jako
drahu za jednotku casu. Takto rychlost i chapeme a
v tomto smyslu ¢teme i jeji jednotku. Necteme “kilome-
tra lomeno hodin” ale “kilometrt za hodinu”.

¢ Pti pohybu po predem stanovené draze s je ¢as neprimo
umérny rychlosti v. Plati ¢ = ? . Konstantou Gmérnosti

je drédha s. Pro v =1 je cas p%imo roven draze. Proto
je mozno konstantu imeérnosti slovné vyjadrit tak, ze
udéava cas, ktery je nutny pro projeti prislusné drahy
jednotkovou rychlosti.

e Pri periodickém pohybu je frekvence f nepiimo imeérna
periodé { Prislusnou konstantou timérnosti je jednicka,
tj. f = T

e Objem V koule o poloméru r je pfimo tmérny tieti
mocniné poloméru. Existuje tedy konstanta k takova,
7e plati V = kr3. Pro r = 1 je objem V piimo roven
konstanté k. Konstanta proto k vyjadiuje objem koule
jednotkového poloméru. Protoze objem koule jednotko-

4
vého poloméru je -7 uéf se zaci v matematice rovnou

vzorec V = —7r3.

e Dynamickd odezva stromil ve vétru je castym namétem
mnoha védeckych praci. Souhrnné studie Jackson, T. et
al (2021) The motion of trees in the wind: a data syn-
thesis. Biogeosciences. tvrdi, ze v nékterych pripadech
(zpravidla listndce v lese) je zédkladni frekvence vlastnich
kmita stromti nepfimo imérna odmocniné vysky, coz je
vztah zndmy pro kyvadlo.

U jinych stromu (zpravidla jehliénaté stromy) je zdkladni
frekvence pifimo tmérnd pruméru d a nepiimo tmérna
druhé mocniné vysky H, tj.

Tento vztah je znam pro nosniky. To ukazuje, ze pro

nékteré stromy je pro dynamické vlastnosti dominantni

hmota v koruné, pro jiné stromy hmota podél kmene.
« Sila pusobici na téleso ve vzdalenosti r od planety je ddna

vztahem F' = — kde k je konstanta imérnosti (zdvisld
r

na hmotnosti planety i télesa). Toto muzeme slovné

vyjadrit tak, ze sila je nepfimo imérna druhé mocniné

vzdalenosti. Pro r rovno jedné je sila F' pfimo rovna

konstanté k. Konstanta imérnosti k proto udava silu
pusobici na téleso v jednotkové vzdalenosti od planety.

Monotonie funkce

vvvvv

klesajici funkce. Nazorné receno, jsou to funkce které zacho-
vavaji (rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pii
aplikaci funkce na obé strany nerovnice.


https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/
https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/
https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/
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Definice (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C
Dom(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

o Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M rostouci jestlize
pro kazdé z1, x5 € M s vlastnosti z1 < a9, plati f(z1) <

f(x2).

« Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize
pro kazdé x1,x9 € M s vlastnosti z1 < xo, plati f(z1) >
f(@2).

o Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni
je-1li bud rostouci, nebo klesajici na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena
vlastnost plati na celém definiécnim oboru funkce f.

Poznamka (monotonie z hlediska Fesitelnosti nerov-
nic). Je-li funkce f rostouci nebo klesajici, je i prostd a

nerovnice uvedené v predchozi definici jsou dokonce ekviva-
lentni. Mzeme tedy na obé strany nerovnice aplikovat tutéz
rostouci funkei, nebo rostouci funkci z obou stran nerovnice
vynechat.

e Je-li f rostouci, plati

vy <29 = f(x1) < f(22).

o Je-li f klesajici, plati
1 <79 = f(21) > f(22).

o Stejné vztahy plati i pro ostré nerovnosti.

Tyto poucky pouzijeme vzdy, kdyz rozvazujeme, zda mizeme
k obéma strandm nerovnice pri¢ist stejné ¢islo (muzeme),
zda muzeme obé strany nerovnice vynasobit stejnym nenulo-
vym &islem (muzeme, ale pokud nésobime zdpornym ¢islem,
obraci se smér nerovnosti), zda miiZzeme obé strany nerovnice
logaritmovat logaritmem o stejném zdkladé (muzeme, ale
v pripadé logaritmu a zdkladé mensim nez 1 se obraci smér
nerovnosti), umocnit (nemuzeme, leda bychom méli doda-
tecnou informaci napriklad o tom, ze obé strany nerovnice
jsou kladné nebo obé strany nerovnice jsou zéaporné) apod.
Takovych situaci je mnoho a protoze neni v lidskych silach si
vSechny pamatovat, staci je mist spojeny s definici rostouci
a klesajici funkce.

Piiklad (uziteénost monotonie p¥i praci s nerovni-
cemi). Funkce Inz a /z jsou rostouci a proto z nerovnic

Inz >1nb6

vz >6

plyne
x> 6.

Zejména v druhém pripadé je nutné si uvédomit, ze pouzi-
vame definici rostouci funkce a skute¢nost, Ze nezdpornost
obou stran nerovnice zajistuje, ze pracujeme na intervalu

kladnych hodnot z, kde je druhé mocnina rostouci funkce.
Nestadci Tict, ze umocnujeme obé strany nerovnice, jak by
nékdo mohl tento krok dezinterpretovat. Umocnénim obou
stran nerovnice se obecné muze zménit obor pravdivosti,

proto tato operace u nerovnic neni povolena. Na celém svém
defini¢nim oboru totiz druhd mocnina rostouci neni.

Priklad (nerovnice obsahujici nemonotonni funkce).

Funkce — a y = 2% nejsou ani rostouci ani klesajici a proto

T
z zadné z nerovnosti
<

SE
at|

x2§52

neplyne ani x < 5 ani x > 5. Tento priklad ukazuje, zZe
nerovnice obsahujici nemonotonni funkce jsou v obecném

vvvvv

monotonnich funkci. Nékdy vSak neni nutné pracovat na
celém defini¢nim oboru, ale je mozno defini¢ni obor zuzit
na mnozinu, kde funkce jiz monotonni je. Napriklad funkce

vz nabyva nezédpornych hodnot a funkce — je klesajici na
x

(0,00). Proto z nerovnosti

-
INA
[S =

plyne

VT > 5= /25

Druhd mocnina je na intervalu (5, 00) rostouci a proto odsud
plyne déle
x > 25.

Pripravné ivahy pro zavedeni deri-
vace

https://youtu.be/e4dbnDYibnke

Primeérna rychlost a okamzita rychlost

Primérnou rychlost urcujeme tak, ze zménu sledované
veli¢iny pfepo¢teme na jednotku ¢asu (u zdvislosti na case),
délky (u zavislosti na poloze) nebo obecné na jednotku
veli¢iny, na které sledovand veli¢ina zavisi.

Praimérna rychlost s jakou se méni funkce f na intervalu
[,z + h] je ddna vztahem

flz+h) = fz)
- :
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Primérna rychlost pracuje jenom s informaci v koncovych
bodech intervalu a proto bohuzel neobsahuje informaci, co
presné se déje uvnit? intervalu, pres ktery prumérujeme.
Pocitame-li ale pramér pres stale kratsi interval, nevyhoda
prumérné rychlosti mizi. Cilem je pocitat priamér pres inter-
val prakticky nerozlisitelny od nuly. To by dalo okamzitou
rychlost. Numericky experiment ukazuje, Zze u nékterych
funkci toto funguje pékné, u nékterych bohuzel ne.

Pokud priumeérujeme za stale kratsi cas, ¢itatel i jmenovatel
se blizi k nule a jsou potizZe s interpretaci zlomku. Nulou totiz
neni mozné délit. Musime vytvorit koncept, ktery umozni
sledovat, co se déje s funkénimi hodnotami funkce, pokud
se vstupnimi daty jdeme “na krev” ke kraji defini¢niho
oboru. K tomu pouzijeme pojem limita. Budeme se (zatim)
soustfedit na tzv. vlastni limitu ve vlastnim bodé. Tim se
oproti obecnému postupu mnohé usnadni. Zejména pojem
limity muzeme opfit o pojem spojitost, ktery je prece jenom
intuitivnéjsi.

Spojitost

Definice spojitosti zavadi jakousi tfidu funkci, které jsou
v jistém smyslu pékné a muzeme pro né pouzit postupy, které
pro obecné funkce nefunguji. Jsou zde funkce, jejichz funkéni
hodnoty se méni plynule a nemtzou se zménit skokové. Mala
zména ve vstupnich datech vyvola malou zménu ve funkénich
hodnotéch.

Bud f:R — R funkce jedné proménné.

Definice (okoli). Okolim bodu zy rozumime libovolny
otevieny interval obsahujici bod zg.

Definice (spojitost). Rekneme, Ze funkce f je spojitd
v bodé x jestlize je v tomto bodé definovana a pro libovolnou
predem zadanou toleranci (i extrémné malou) existuje okoli
bodu xzq takové, ze vSechny body z okoli bodu ¢ maji funkéni
hodnotu v rdmci uvazované tolerance nerozlisitelnou od f(xo).
Rekneme, 7e funkce f je spojitd na otevieném intervalu, je-li
spojita v kazdém jeho bodé.

Definice spojitosti sice neni zcela nazorna, ale nasledujici
definice a véta velmi pomuze. Zhruba feceno vysvétluji,

proc¢ si v naprosté vétsiné prakticky vyuzitelnych pripada
muzeme spojitost ovérit jenom tim, ze zjistime, zda je funkce
definovana.

Definice (elementarni funkce). Vsechny mnohocleny,
goniometrické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické
funkce a obecnd mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni
funkce VSechny funkce, které ze zakladnich elementarnich
funkei ziskame kone¢nym poctem operaci s¢itani, odecitani,
nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzajem se nazyvaji
elementdrni funkce.

Véta (spojitost elementarnich funkci). Vsechny ele-
mentdrni funkce jsou spojité v kazZdém vnitrnim bodé svého
definicniho oboru.

Podobné jako spojitost funkce jedné proménné je defino-

vana spojitost funkci vice proménnych. Zustane dokonce

v platnosti predchozi véta. V naprosté vétsiné zdkladnich
praktickych aplikaci vystacime s popisem pomoci elemen-
tarnich funkci a proto jsou funkce, se kterymi pracujeme,
zpravidla automaticky spojité. Opatrnost je nutné pouze tam,
kde bychom se od elementarnich funkei odchylili, napiiklad
pri pouziti nekoneénych rad.

Poznamka. Body, v jejichz okoli je funkce ohranicend, ale
je zde porusena spojitost, jsou napriklad nasledujici.

skok Na jeho odhaleni staci zvolit toleranci v definici spoji-
_ |zt

tosti mensi, nez je vyska skoku. Napiiklad f(x) 5
x

je jednotkovy skok v nule.

odstranitelni nespojitost Tato nespojitost nas zajima
nejvice. Je to nespojitost, kterd zmizi pokud vhodné
dodefinujeme funkéni hodnotu v bodé nespojitosti. Na-
priklad funkce

sinx

z#0

fle)=q =

1 z=0

je spojitd funkce. Vznikla doplnénim jedné funkéni hod-
S

noty do definice funkce ﬂ, kterd ma odstranitelnou

nespojitost v bodé x = 0.

Gralfy.

Limita

Definici limity opfeme o pojem spojitosti. V podstaté pod
limitu skryjeme bud funkéni hodnotu spojité funkce (pokud
existuje), nebo hodnotu, kterd danou funkei uéini spojitou.
Miuzeme tedy limitu povazovat za “nejlepsi rozumnou na-
hradu” funkéni hodnoty v tom smyslu, ze po predefinovani
jedné funkéni hodnoty se funkce stane spojitou, tj. relativné
péknou.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNksFunDAQhu9IvMOIIAUXd7ebHipV4hWqHNpeyCYy9iBYwKbG3pqt-iBVT32AKg-R5r06sE2q3orEYA98M_8_-ALeCYV1q_0BBwRlJiccSj2DxdGgdUZYqL3uZMvBQydOCsFb2dLHo_UDWm082Fk2PaFwGpBQLaDVDu1R9B4U9t0MDcTRBQgYjVu7CLVUaIpXnFKdV-AMHBRu4OM89aiwA9dOnV40HcGJyvcSN3EUR0fSk10GKiigAgn6ksWRNZ-noiyTtM4CSxOeXNvH--HXd6sffvwVR7LSMvCQN_uUgztsIL25qa2QXwjLG_Zyob82xENy_fgNlWzM6eEnTL3xI0ryayAlyWmy38dRbWgw5BOywMWLkFc83F4tq9urvKK9pP1rut9w2G0D322px47x6ZN11IbD1Or1Gc4v2Ns4ArrISlHWPMtITPGkqgiMbRu2mdph7Nt6vqt932dsf0acnf_Aa4Ei-y-YEr6aMvLDzjAGiaP7p1LyQa-HA1XyrG4qlpCXFCksk6Df02O2ZDk0SMfJ3i0u3luPHGi-A65r9hv54sRQ&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQtNWo0NZITCoGMjU19TWMtCo0ebnSQRLFmXlASr-ClyvA0DZNryAnv0RDo0JH11THVBOoJsDINh1VUEchOT8nv8hWvSg1RR2kwlA7wAgAMsAaHQ==&lang=sage
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Definice (limita). Necht f je funkce definovand v okoli
bodu zg, s pfipadnou vyjimkou bodu zg. Rekneme, e funkce
f mé v bodé x¢ limitu rovnu ¢islu L, jestlize funkce g(x)
definovand vztahem

L r = X9
g9(x) = .
f(x) jinak,
je spojitd v bodé . PiSeme
lim f(z)=L.
T—xQ

Velmi stru¢né feceno: pokud se nedd néjaké ¢islo do funkce
dosadit primo, mohlo by to jit pomoci limity. Napriklad

funkce .
sinz

x

neni definovana v nule. V okoli nuly se vsak chova v jistém
smyslu pékné: mé funkéni hodnoty prakticky nerozlisitelné
od jednicky, viz graf v odstavci vénovanému spojitosti. Proto
plati

sinx

lim =1.
x—0 X

Derivace

https://youtu.be/XhlopdJZy4dk

Ted jsme piipraveni (alespori teoreticky) poéitat prumérnou
rychlost na intervalu, jehoz délka je nerozliSitelna od nuly.
Vypocteme prumeérnou rychlost na intervalu délky h a poté
poloZime h rovno nule. Ve smyslu limity, pokud je to nutné.

Bud y = f(x) funkce definovand na néjakém otevieném
intervalu.

Definice (derivace). Derivaci funkce f v bodé x rozumime

limitu q .
Af o St h) — f@)
dz h—0 h
d
Derivaci funkce f v bodé x¢ oznacujeme f’(zg) nebo féiﬁo).
x

Derivaci v libovolném bodé potom f’, f'(z) nebo I Zapis
x

d
d—f je Leibnizova notace, zapis f’ je Lagrangeova notace.
x

Poznamka (slovni interpretace definice derivace).

o Vyraz z Citatele, tj. f(x 4+ h) — f(z), je zména veliCiny
f na intervalu [z, 2 + h]. Casto ozna¢ujeme téz Af.

flet+h) = fz) .

e Podil, tj. ——————= je zména veli¢iny f na inter-

valu [z, + h] pFepocitand na jednotku veli¢iny x, tj.

v jistém smyslu prumeérnd rychlost na tomto intervalu.
. A
Casto oznacujeme téz g
x
o Limita v definici derivace stahuje délku intervalu, na

kterém pocitdme prumeérnou rychlost, k nule. Tim se
z prumeérné rychlosti stane okamzité rychlost.

Céast defini¢niho vztahu

f(z)
flx+h)

fx+h) = f(z)

fle+h) - fz)
h

Slovni interpretace

funkéni hodnota v bodé
funkéni hodnota ve
vedlejsim bodé

zména funkce na intervalu
[,z + A

prameérnd rychlost zmény
funkce na intervalu

[,z + h], téZ zména funkce
po prepoctu na interval
jednotkové délky

lim - - - limita pro redukci primérné
h—0 . v.
rychlosti na okamzitou
h) —
lim M okamzita rychlost zmény
h=0 funkce v bodé z, derivace
Jdt dt
g !

Obrézek 1.1: Souvislost mezi chovdanim funkce a derivaci této funkce

Interpretace derivace v nematematickych disciplinach je
okamzitd rychlost s jakou veli¢ina f reaguje na zmény
veli¢iny . Casto studujeme veli¢iny zavislé na ¢ase s v tomto
pripadé jde tedy o rychlost, s jakou se veli¢ina méni v Case.
Dalsi moznosti a obraty pouzivané pro slovni vyjadfeni
derivace jsou zminény nize v podkapitole vénované derivaci
podle ¢asu. Analogickou terminologii (rychlost ristu, rychlost
zmény) zpravidla pfendsime i na pfipady, kdy nezavislou
proménnou neni ¢as. Rychlost potom chapeme v abstraktnim
slova smyslu.

Obecné, at jiz je nezavislou proménnou cas ¢i jina veli¢ina, se
derivace f'(x) ¢asto slovné interpretuje jako zména velic¢iny
f, odpovidajici zméné veli¢iny = o jednotku. Je to podobné,
jako udaj o rychlosti na tachometru v automobilu. Ten
udava, kolik kilometri ujedeme za hodinu. Od skutecné
urazené drahy se tento udaj muze lisit, protoze pohyb mize
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trvat tfeba jenom deset minut. A kdyby jizda opravdu trvala
hodinu, mohlo vlivem jizdy v zacpé dojit k podstatnému

nesouladu se skuteéné urazenou drahou. Presto je okamzita
rychlost ukazovana na tachometru pri jizdé automobilem
uzitetna velicina a nemame problémy s jejim chapanim.

Stejné tak pohlizejme na derivaci.

d
Poznadmka (jednotka derivace). Jednotka derivace iz
x

funkce f(x) je stejnd, jako jednotka podilu M
x

Véta (existence derivace implikuje spojitost). Md-
li funkce f derivaci na intervalu I, je na tomto intervalu
spojitd.

Derivace funkce

Chovani funkce

Derivace je nulova.

Derivace je kladna.

Derivace je zaporna.

Derivace je numericky malé
(blizka k nule).

Derivace je numericky velka
(hodné kladnd nebo hodné
Z4pornd).

Derivace je konstantni.

Derivace roste.

Derivace klesa k nule.

Funkce je konstantni.
Sledovana veli¢ina se
neméni pri zméné vstupnich
dat.

Funkce roste. Pokud data
na vstupu rostou, sledovana
veli¢ina také roste.

Funkce klesa. Pokud data
na vstupu rostou, sledovana
veli¢ina klesa.

Funkce se méni pomalu.
Sledovana veli¢ina reaguje
na zmény ve vstupnich
datech pouze maélo.

Funkce se méni rychle. Mala
zména na vstupu ma velky
vliv na sledovanou velié¢inu.
Funkce je linearni. Klesa
nebo roste porad stejné
rychle. Pokud vstup roste
aritmetickou fadou (po
stejnych skocich), sledovana
veli¢ina roste nebo klesa
také aritmetickou radou.
Funkce je nelinearni a roste
stale rychleji. Pokud je
funkce kladné, rostouci
derivace znamend, Ze rust se
stale zrychluje.

Funkce je nelinearni a
priblizuje se k vodorovné
asymptoté. Pokud je funkce
kladnd, k nule klesajici
derivace znamen4, ze rust se
stale zpomaluje a zastavi se.

Aplikace derivaci
(zména v case)

1: Jak rychle?

https://youtu.be/ysSFnm8Yrdo

Véta (znaménko derivace implikuje monotonii).

o Mad-li funkce f kladnou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu rostouct.

o Ma-li funkce f zdpornou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu klesajict.

Poznamka (slovni vyjadreni derivace podle ¢asu).
Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska casové
zmény veli¢iny, je okamzitd rychlost s jakou se méni tato
veli¢ina. Protoze kladna zména je rist, nahrazujeme nékdy
slovo “zména” slovem “riist”. Protoze rychlost je zména za
jednotku ¢asu, nahrazujeme nékdy slovo “rychlost” obratem
“zména za jednotku ¢asu”. Derivaci podle ¢asu muzete tedy
precist libovolnym z nésledujicich obrati. VSechny se bézné
pouzivaji a vSechny chapeme stejné — jako derivaci podle
casu.
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e Rychlost ristu

e Rychlost zmény (implicitné predpokldddme, ze kladné
zména odpovid4 rustu a zdpornd zména poklesu)

e Narust za jednotku casu

e Zména za jednotku casu

« Casova zména veli¢iny

Pokud pottebujeme pracovat s poklesem, nasobime derivaci
faktorem —1. Toto ¢teme téz jako “zaporné vzata derivace.”

Zakon ochlazovani

Horké téleso o teploté T je v chladnéjsi mistnosti o teploté
To. Z fyziky je zndmo (Newtonuv zdkon tepelné vymény), Ze
rychlost s jakou klesa teplota télesa je imérna teplotnimu
rozdilu. Tento rozdil je T — Ty (od vétsiho odeéitdme mensi).

o Veli¢ina T je teplota télesa mérend naptiklad ve stupnich
Celsia.
e Velic¢ina t je ¢as méreny napiiklad v hodinach.

dT
e Derivace — ve stupnich Celsia za hodinu je rychlost,

s jakou roste teplota télesa.

— Pokud je napiiklad derivace kladna a rovna hod-
noté 5 stupna Celsia za hodinu, znamend to, ze
teplota roste rychlosti 5 stupnii Celsia za hodinu.

— Pokud je napriklad derivace zaporna a rovna hod-
noté —5 stupnu Celsia za hodinu, znamena to, ze
teplota klesa rychlosti 5 stupni Celsia za hodinu.

— Pokud je derivace ddna vztahem —e™*, kde t je ¢as
v hodinéch a derivace vychézi ve stupnich Celsia za
hodinu, vyuzijeme toho, ze e® =1 a e~! = 0.37. To
znamena, ze na pocatku se teplota snizuje okamzi-
tou rychlosti jeden stupen Celsia za hodinu, tato
rychlost ochlazovani se pozvolna méni a naptiklad
po hodiné se teplota snizuje uz jenom rychlosti 0.37
stupné Celsia za hodinu.

e Matematickym vyjadirenim toho, ze rychlost s jakou se
méni teplota je tmérna teplotnimu rozdilu T — Tj je
rovnice

dT
& kr-T
dt ( 0),

kde k je konstanta imérnosti a zdporné znaménko vy-
jadruje, ze teplota klesd. Konstanta k je ¢iselné rovna
rychlosti ochlazovani v situaci, kdy je jednotkovy rozdil
mezi teplotou objektu a okoli.

e Neznamou v sestavené rovnici je funkce a v rovnici
figuruje derivace této funkce. Takové rovnice se naucime
Tesit pozdéji.

V této chvili je pro nas cenné to, ze umime preformulovat
fyzikalni popis vyvoje (rychlost zmény teploty je Gmérnd
rozdilu teplot) na kvantitativn{ popis, kde dokéZeme reali-
zovat numerickou simulaci. Realizace takové simulace muze

10

vypadat napriklad tak, Zze na kratky casovy krok budeme
predpokladat konstantni rychlost. Tuto rychlost pouzijeme
pro odhad nové teploty, tato nova teplota zméni teplotni
rozdil, tim se zméni i rychlost a postup opakujeme. Toto
délame na pocitaci.

Poznamka (smysl prikladu se zdkonem ochlazovéani).
Predchozi priklad je ¢asto v riznych obménédch pouzivan na
modelovani ochlazovani kavy, coz je proces, ktery vétsina
lidi diavérné zna. Nemame pochopitelné ambice se domnivat,
ze bychom dokézali z této rovnice odvodit néjaké zdsadni
vysledky aplikovatelné pti piti ranni kavy nebo pri konzumaci
horké polévky. U¢ime se na malych vécech, abychom pozdéji
mohli délat véci velké. Na znamych vécech se u¢ime aparat,
ktery bude nasim jedinym nastrojem tam, kde intuice zacne
selhavat. Z tohoto prikladu je nutné si odnést, ze derivace,
jako rychlost zmény, hraje roli pri kvantitativnim popisu déju
a pri studia procest, kdy se méni veli¢iny. At uz doopravdy
(studium pohybu nebo déji, probihajicich v ¢ase) nebo
virtudlné (problémy spojené s mechanikou, véetné statiky,
stability a deformaci, ¢asto pracuji s virtudlnimi zménami,
tj. se zménami, které jsou sice z hlediska ilohy pripustné,
ale priroda je z néjakého diavodu nerealizuje). Tedy naprostd
vétsina déju a jevi, které studujeme a chceme jim rozumeét.
Jakmile se v popisu fyzikalniho zdkona objevi slovo rychlost,
nékdy nahrazené souslovim casovd zména, znamena to, ze
kvantitativni popis se déje pomoci derivaci.

Uhlik 14C a datovani organickych nalezi

V roce 1940 byl objeven uhlik **C. Jedn4 se o radioaktivni
prvek s mnoha skvélymi vlastnostmi. Jednou z nich je vhodna
rychlost rozpadu, ktera jej ¢ini vhodnym pro datovani
archeologickych nélezti pozustatkil zivych organismu

o Rychlost, s jakou se méni mnozstvi (a tedy i koncent-
race y v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho
materidlu je imérnd jeho mnozstvi (a tedy i koncent-
raci). Tato skutecnost je prirozenym dusledkem toho,
ze pro dany nestabilni izotop maji vSechny atomy stej-
nou pravdépodobnost, ze u nich dojde k rozpadu a tato
pravdépodobnost se s ¢asem neméni. Kvantitativné je
proces rozpadu popsan rovnici

dy _

Y
at Y

kde A je konstanta tmeérnosti.

o Konstanta imérnosti A vyjadfuje rychlost, s jakou se
rozpada jednotkové mmnozstvi latky.

e Uhlik je na datovani vhodny, protoze jej béhem zivota
absorbuji Zivé organismy a protoze polocas rozpadu
jej ¢ini vhodnym pro datovani vétsiny archeologicky
zajimavych nalezu. (Pro datovani vzorkid starsich nez


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlU02L2zAQvRv8HwZySbZJmhYKpeBjT4WlFN-WZdFak0aRPGP0tWv_-o7sZDdtdbKsN-89vRmt4D716E1nFQTTJ6c6hMEz3ONLZEoZJmWZgLuTUxNnRQZ0-1FHaGAHFu5g3e7aw6auVvDTm95EkwUycJrkE-KU96B58KgJ4Xty6DmP0GNkPS41DKQ8d4Tn8F6HrybEdDYQ-Ch7W4RnwFK5lZrBG-uUhl-JfuPuR4pR1VVdtc3XA8haQcTBcVQ31vHE8tdhEGRsZpjgJtWpiFaoPYr1ToVUV1rO95_KseyLZevZzsFcUjJ1ZQXyZaawjEfTGaQI4uDQfD787cCyE_zAHcanQpQEsUCSVlmSH9ihRAABNDrLaZZLV21DEX1W7h_9PAaHGm3z8HDYto-Pha8QbSVxsFJS7vucNPYIqWSlopxLrgONkMfM54vDsQR3ZA9GpMArCXR9Y3bzbc5htC6Fuiqhle5H-AAyBu-riIdEkIttXIC6LXNi75YhuSv4FfhROiI-YJILqSy3jqI5gowGGRm_PJLc-xlJzTFgLzoLXWFrRZfWut3c6Mr8xtK7qUfhsYVRYj1LS-DEmjhe7Py3VnOkEqSM1pstGS1-Nf38ErhnIdEYMBoiQUBnArrrwTGRFRgt9NeG7NUwIOn1Q5S2bC4OBz4Xi5ovMJnp0p_SsKW6jBFhtwS9_KqrcOKXtZPH8FQatb4qbKFsz2wIddP6hJvt2BtqDpuZKI_WoyBFjy7PG9-e9x9WM0on&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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50 tisic let je nutné pouzit jiny prvek, protoze v tomto
pifpadé jiz uhliku **C ve vzorku zfistane malo.)

Aplikace derivaci 2: Jak strmé?
(zména v prostoru)

https://youtu.be/cy2Mqw4dKN4E

Derivace v bodé muzeme nahlizet z hlediska prostorové
zmény veli¢iny. Tim zjistime, jak nerovnomeérné je veli¢ina
rozloZena v prostoru. Casto se derivace podle prostorové
proménné nazyva gradient, zejména pokud nepracujeme
v jednorozmérném pripadé, ale pokud popisujeme déj probi-
hajici v roviné nebo v prostoru.

Vedeni tepla (dfevaistvi, nabytek, dfevostavby)

Nerovnomeérnost rozlozeni teploty v télese vede k vyrovnavani
teplot prenosem tepla. Uvazujme teplotu T tyce jako funkci
polohy x na ty¢i. Ke kvantitativnimu vyjadieni vedeni tepla
je nutné védét, jaky rozdil teplot pripada na jednotku délky.
V homogennim pripadé vydélime teplotni rozdil vzdalenosti.
V obecném pripadé rychlost s jakou se méni teplota podél
tyce (gradient teploty) vyjadiujeme pomoci derivace

dT

dz’
Vyuziva se v posuzovani izolacnich vlastnosti a pri suseni
dreva.

Koryto feky (krajinafstvi)

Uvazujme pri¢ny fez korytem Teky, jak je na obrazku. Z to-
hoto obrazku je zfejmé, ze pfi zvysovani obsahu prufezu
roste hladina. Pokud by stény byly svislé (tj. B nezavislé
na h), byla by zména prifezu AA (naptiklad v milimetrech
¢tverecnich) vyvoland zménou vysky Ah (naptiklad v mili-
metrech) rovna $ifce feky B v milimetrech, protoze koryto
by bylo obdélnikové a podil obsahu obdélnika a jeho vysky je
§irka. V pripadé nekonstantniho B dostavame misto podilu
derivaci, tj.

dA

dh
Derivace prurezu koryta podle vysky koryta hraje dilezitou
roli naptiklad pti prechodu fi¢niho proudéni v bystfinné.
Tato veli¢ina vyjadiuje, jak rychle se méni obsah prirezu
s rostouci hladinou. V praxi je mozné ji spocitat pro specidlni
tvary koryta, proto jsou vzorce pro vodni skok souvisejici
s timto prechodem k dispozici jenom ve specialnich pripadech,
jako napriklad koryto obdélnikového tvaru.

B.
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Vypocet derivace

https://youtu.be/-k_roagRII0

o Nikdy (nebo alespoii skoro nikdy) nederivujeme pomoci
definice, ale pouzivame vzorce pro derivace zakladnich
elementarnich funkci a pro derivace matematickych ope-
raci s funkcemi.

e Viz cviceni v prvnim tydnu.

Vztah mezi rychlostmi ménicich se veli¢in

Pokud existuje mezi dvéma veli¢inami znamy vztah, mazeme
pomoci derivaci odvodit vztah mezi rychlostmi, s jakymi
se tyto veliciny méni. Ukazeme si to na prikladu kyvadla.
Podobné se chova strom s dlouhym kmenem a korunou
nahote, naptiklad listnaté stromy v lese.

Perioda matematického kyvadla délky L je ddna vzorcem

[L
T = 27,/ —. Tento vzorec je mozno prepsat do tvaru
g

2w
T=""VI,
V9

ktery ukazuje, ze perioda je tmérnd odmocniné délky
kyvadla.

Pro derivovani pouzijeme vzorec pro derivaci konstantniho
nasobku a mocninné funkce.

Tento vyraz udava v jednotkach sekunda na metr, jak
rychle se prodluzuje perioda kyvadla pfi prodlouzeni délky
kyvadla. Napiiklad pro L = 2m je derivace ciselné rovna
0.71sm™'. Prodlouzeni dvoumetrového kyvadla o metr
prodlouzi periodu o 0.71 sekundy. Protoze derivace je
okamzita rychlost zmény a na delSim intervalu se tato
rychlost mize zménit, je blize realité spiSe formulace pro
jednotky tisickrat mensi: “Prodlouzeni kyvadla o milimetr
prodlouzi periodu o 0.71 milisekundy.”

Pokud se kyvadlo délky L = 2m prodluzuje (po preneseni ze
zimy do vytopené mistnosti se zavés se prodluzuje teplotni

roztaznosti), je rychlost prodluzovani a rychlost, s jakou


https://raw.githubusercontent.com/robert-marik/mat-slidy/master/cheatsheet/cheatsheet-MT.pdf
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxVjEEOwiAQRfck3IHERaExGrvSBTdg2QtgGRpSGSogsbcXa9rE2fxk_nt_lLfT9cLqHZgB69ANwKaAKWvMlBQdeaMa8aunh4669nMMHhCBkp4rIbt2duf0jJmPol1Tib89-8KpRr-LTFFiILpS16Rx1vL-qARXslvFssxhgMw2hBV2D6ZasqME-fZeWV03385_qR03kCA7xMWzwaUH-A8U2Un-&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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roste perioda je (s pouzitim pravidla pro derivaci slozené
funkce)
dr" _dTdL ~ « dL

& T ALl - vgLdt
Pokud se kyvadlo prodluzuje rychlosti 0.5 milimetru za
sekundu, je

dL
— =0.0005ms!
dt
& ar
i
— = ———0.0005 = 0.00035
dt  /2-981

Derivace vychédzi bez jednotky (sekunda lomeno sekundou se
zkrati) a je mozné ji prepsat do tvaru

Perioda kyvadla se prodluzuje rychlosti 0.35 milisekundy za
sekundu.

Rychlost nabijeni kondenzatoru

Elektricky odpor dfeva a mnoha dalsich stavebnich materiala
souvisi s vlhkosti a tato souvislost je umoznuje sestrojeni
vlhkoméru. Protoze elektricky odpor téchto materidla je

velky, neni vhodné pro urceni elektrického odporu pouzit
Ohmuv zdkon a zméfeny proud a napéti. Jedna z moznosti
je méfeni casu nutného k nabiti nebo vybiti kondenzatoru
pres odpor. Napéti U na kondenzatoru o kapacité C' souvisi
s nabojem na kondenzatoru vztahem

1

Derivovanim tohoto vztahu podle ¢asu dostaneme vztah
mezi rychlostmi zmén téchto veli¢in ve tvaru

WU _14Q
dt  C dt’

d
Veli¢ina ) je nabijeci proud. Ten dokazeme urcit analyzou

elektrického obvodu, jak si ukdzeme v prednasce o diferen-

dU
cidlnich rovnicich. Tim budeme znét derivaci — a najit

V7. s v . v dtv v
napéti jako funkci ¢asu z derivace se nauc¢ime v prednasce

o integralech. Dilezitym prvnim krokem pfi analyze uvazo-
vaného elektrického zapojeni je vsak souvislost casové zmény
napéti a ¢asové zmény naboje, tj. derivace dvou souvisejicich
veli¢in.

Funkce vice proménnych

https://youtu.be/ewpboJPe-Dc
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Funkce méa na vstupu vice proménnych, na vystupu realné
¢islo. Nékteré pojmy, jako napiiklad monotonie, ztraceji
ve svété funkei vice proménnych smysl, napriklad monoto-
nie nebo inverzni funkce. Proménné znacime pomoci jejich
fyzikdlniho oznaceni. Bez fyzikalniho kontextu zpravidla po-
uzivame funkce dvou, t¥i, nebo n proménnych v nasledujicim
tvaru.

o [:R* =% R, f(z,y) Geometricky miizeme chapat jako
vysku prifazenou bodu v roviné a vysledkem je plocha ve
3D, nebo barvu prifazenou bodu v roviné a vysledkem
je obarvena rovina.

e f:R® = R, f(x,y,2) Geometricky miizeme chépat
jako barvu pfifazenou bodu v prostoru a vysledkem je
obarveny prostor.

o f:R" = R, f(x1,22,...,2,) Geometrickd predstava
zde neni mozna, chapeme cisté abstraktné.

Parcialni derivace

Zména funkce vice proménnych muze byt zpusobena zménou
libovolné nezavislé proménné. Pokud sledujeme napriklad
ve sténé ménici se teplotni profil, zajima nas, jak se teplota
v jednotlivych mistech stény méni v Case a jak se teplota
méni v fezu sténou. Zda se byti rozumné oddélit obé zmény
a studovat kazdou samostatné. Bud v daném bodé fixovat
polohu a sledovat casovy vyvoj v tomto bodé, nebo v daném
case udélat néco jako teplotni snimek a srovnavat teplotu
ve vybraném bodé s okolnimi teplotami ve stejném case. To
vede k nasledujicimu pristupu, kdy u funkce vice proménnych
sledujeme reakci na zménu jedné jediné veli¢iny.

Nasledujici definice vyse uvedenou myslenku oddéleného
sledovéni zmény funkce (zavislé veli¢iny) jako reakce na
zménu jedné jediné vstupni informace (jedné nezdvislé
veli¢iny) uvadi v zZivot. Definice je stejnd jako u derivace
funkce jedné proménné, zmeéna je pouze v tom, zZe je pritomna
i dalsi proménna.

Definice (parcialni derivace). Bud f:R? — R funkce
dvou proménnych, = a y, tj. f(z,y). Vyraz

O0xr  h—0 h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Podobné,

Of _ y f@y+h) = f(z.y)
8y T A0 h

je parcialni derivace funkce f podle y.

Podobné muzeme definovat parcidlni derivaci pro funkce
libovolného kone¢ného poc¢tu proménnych. V téchto parcial-


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJw1iksKhDAQBfeCd-hdEmw3jtvcwrUSRZmBHlvaD-nbG_wsHlUFL6KChyOINRHVuDybbBLnY6FtVcY0bT95NvC88S7dQrxZuD-AkFjWWF-qtyJMPyLfyD4iUOhHWp8YmFj6IG_-w-LNdz2MOwFGSShb&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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nich derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje veli¢ina f na
zmény jenom v jedné proménné. Proménna, pres kterou se
nederivuje, ma vlastné roli parametru, nijak se nemeéni.

Rovnice vedeni tepla v 1D

https://youtu.be/22F5frFRI6G0

Studujme vedeni tepla v jednorozmérné tyci. Teplota je funkci
dvou proménnych, polohy a ¢asu. Tedy T' = T'(¢, x). Parcidln{

derivace o udavd je rychle (napriklad ve stupnich Celsia za

hodinu) roste v daném misté teplota. V riznych ¢dstech desky
muze byt tato veli¢ina jind a vzdy se vztahuje k danému
bodu. Prirozené se méni i v Case, napriklad v prostredi
s konstantni teplotou postupné systém dospéje do stavu se
staciondrnim rozlozenim teploty, kdy se teplota v zadném
misté ani neroste ani neklesd a parcidlni derivace podle

oT
¢asu je nulova. Derivace s udéavd jak prudce (napiiklad ve

T
stupnich Celsia na centimetr) roste teplota ve sméru osy x.

Poznamka. Potifebujeme fyzikdlni zakony ridici vedeni

tepla. Bez nich matematika model vedeni tepla nema jak
naformulovat. Tyto zakony je potfeba matematice dodat “z
venku”, z aplikované védy. Tou je v tomto pripadé fyzika,
jindy muze byt biologie nebo geologie. Jakmile jsou potiebné
zakony a pripadné materidlové vztahy k dispozici, stava se
problém ¢isté matematickym a fyzika prijde ke slovu prii

zaveérecné interpretaci. Pouzijeme nasledujici fyzikalni fakta.

¢ Rozdilem teplot je zptsoben tok tepla. Velikost toku
tepla je timérna teplotnimu rozdilu a teplo tece z mista
v vétsi teplotou do mista s mensi teplotou.

e Teplota se zvysuje dodanim tepla. Zména teploty je
umeérna dodanému teplu.

V dalsim uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych
chvilich vzdy pouzijeme vySe uvedené fyzikalni zdkony.
Mluvime o teple, ale jako mechanicky model si mizeme
predstavit proudéni tekutiny (pro jednoduchou predstavu)
nebo proudéni vlhkosti (pro odvozeni rovnice difuze namisto
rovnice vedeni tepla). Budeme uvazovat libovolné misto
materidlu a budeme matematicky vyjadiovat déje, které
prispivaji ke zméné teploty.

o Rychlost s jakou s daném misté roste teplota (v ¢ase) je

orT

ot
a méfime ji napriklad ve stupnich Celsia za minutu. Tato
rychlost je timérna rychlosti s jakou do daného mista

dodéavame teplo. Proto v dalsim budeme hledat rychlost
dodavani tepla a daného mista a poté se sem vratime
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a dame tuto rychlost do souvislosti s rychlosti rustu
teploty.

— Je-li napriklad parcidlni derivace ¥ rovna

2°C/min, znamend to, Ze v daném misté roste tep-

lota v case rychlosti dva stupné Celsia za minutu.

— Pokud je parcidlni derivace zaporna a rovna napii-

klad hodnoté —2°C/min, znamend to, Ze teplota

v tomto misté klesa rychlosti dva stupné Celsia za
minutu.

e Rychlost s jakou s daném misté roste teplota jako funkce

polohy je 2 mérime ji napriklad ve stupnich Celsia
x
na centimetr.

or
— Je-li napriklad parciadlni derivace e rovna
2

2°C/cm, znamen4 to, Ze v daném misté roste tep-
lota ve sméru osy « tak, ze na kazdém centimetru
naroste o dva stupné Celsia.

— Pokud je parcidlni derivace zaporna a rovna napri-
klad hodnoté —2°C/cm, znamen4 to, Ze ve sméru
osy x teplota klesd a na kazdém centimetru klesne
o dva stupné Celsia.

e Pro prepocet nerovnomérného rozlozeni teploty na tok
tepla néds zajima nikoliv jak teplota v prostoru roste, ale
jak klesa. Proto musime vzit derivaci podle prostorové
proménné zaporné, abychom dostali pokles teploty. Tento
pokles vynasobime konstantou, ktera prevede spad tep-
loty na tok tepla. Tuto konstantu ozna¢ime k (nazyva
se soucinitel tepelné vodivosti a dodd nam ji fyzika,
presnéji Fouriertiv zdkon) a tok tepla ¢ ve sméru osy x
je

oT
¢=—k Ox’
To je velicina, kterda udava, kolik jould tepla protece
prurezem za jednotku casu.

— Je-li ¢ rovno 7J/min znamend to, Ze prufezem
protece ve sméru osy x sedm jould za minutu.

— Je-li ¢ zdporné a rovno —7 J/min, znamend to, Ze
sedm joult za minutu protece v daném misté proti
sméru osy .

e Pokud do daného mista pritéka teplo stejnou rychlosti
jako odtéka, teplota se neméni a dané misto se ani ne-
ohriva ani neochlazuje. Intenzita ochlazovani je dana
bilanci mezi pritokem a odtokem. Mizeme si to pred-
stavit tak, ze z tepla které do daného bodu pritece, se
cast “oddeli” a prispéje k navyseni teploty a zbytek tece
dal. Pro zjisténi, kolik tepla se z toku “oddéli” a zpusobi
v daném misté navyseni teploty potiebujeme védét, jak
rychle v daném misté tok klesa jako funkce proménné
x. Nartst ur¢ime derivaci podle = a pokles z nartstu
udélame zménou znaménka. Pokles toku tepla je tedy

9 _ 0 ( 0T\ _ 0 (0T
dr O dr ) Ox \ oz )’
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— Napiiklad pokles 7% = 2J/(mincm) toku ¢ =
10J/min znamend, ze o centimetr ddl ve sméru
osy x proteCe prurezem smérem doprava uz nikoliv
deset, ale pouze osm joulu za minutu.

— Stejny pokles u toku ¢ = —10 J/min znamend, Ze
v daném misté protece smérem doleva deset joula
za minutu, ale o centimetr vice vpravo je o 2 méné,
tj. —10 — 2 = —12 a smérem doleva tece dvanact
joulu za minutu.

— V obou pripadech intenzita toku klesa podél tohoto
toku. Tok slabne.

e Pokles toku vypocteny v predchozim bodé je imérny
rychlosti ristu teploty. Prislusné konstanty timérnosti
doda fyzika a plati

kde ¢ je mérn4 tepelnd kapacita a p je hustota. (V tomto
pripadé jsou hustota i mérna tepelnd kapacita vztazeny
ne k jednotce objemu, jak jsme zvykli, ale k jednotce
délky. Napriklad p je linearni hustota, tj. v gramech na
centimetr).

— Napfiiklad pokles —% = 2J/(mincm) toku g =
10J/min znamend, Ze o centimetr ddl ve sméru
osy x proteCe prurezem smérem doprava uz nikoliv
deset, ale pouze osm joulu za minutu. Tedy kazdou
minutu se v jenom centimetru délky od toku “od-
poji” energie o velikosti dva jouly a ta se “ulozi” do
materidlu. Navenek se to projevi ohfevem, pricemz
hraji roli fyzikalni vlastnosti materialu.

o Rovnice odvozena v predchozim kroku se nazyva rov-
nice vedeni tepla a dokaze modelovat napriklad pro-
stup tepla sténou domu. Tato rovnice zachycuje mate-
maticky to, jak funguje vedeni tepla.

Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je
vlastné bilance toku tepla. Hodnota o kolik se v daném
misté snizuje tok tepla udava, kolik tepla se v daném misté
spotiebovalo. Tato spotfeba tepla se projevi zvysenim teploty
v daném bodé.
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Cést rovnice vedeni tepla Slovn{ interpretace

d—T Rychlost s jakou roste
ot v daném misté teplota jako
funkce casu.
oT .
— Rychlost s jakou roste
Ox v daném okamziku teplota
podél tyce.
oT . p
- Rychlost s jakou klesa
Oz v daném okamziku teplota
podél tyce. Zaporné vzata
rychlost ristu.
oT .
—k% Tok tepla. Podle Fourierova

zékona je imérny rychlosti
s jakou klesa teplota.

0 oT
By <_k5>

_0 ([ or
ox ox

Rychlost s jakou roste tok
tepla podél tyce.

Rychlost s jakou klesa tok
tepla podél tyce. Toto teplo
zustava v daném misté tyce
a projevi se narustem
teploty v tomto misteé.

Upraveny vyraz

z predchoziho radku.
Rychlost s jakou klesa tok
tepla podél tyce.

Cervené vyrazy jsou si
umeérné.

oT

Rovnice vedeni tepla

Poznamka. Vyftesit rovnici vedeni tepla je bohuzel mozné
jenom v pomérné specialnich pripadech, které jsou z praktic-
kého hlediska malo vyznamné. Existuje vSak fada numeric-
kych metod jak tuto rovnici vytesit pribliznymi metodami.
Tato rovnice je potom “schovdna” napiiklad v softwarech
umoznujicich vizualizovat tepelné namahani v okoli kritic-
kych prvk staveb, jako jsou okna. Vsimnéte si univerzalnosti
této rovnice. Stejné rovnice, jakou muzeme pouzit pro po-
souzeni teplotniho komfortu ve stavbé, dokdze modelovat
naptiklad vliv stromu na tepelnou pohodu v méstském
prostredi nebo prostup tepla do dieva pri jeho tepelné
modifikaci.

Shrnuti, hlavni myslenky

o Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materidlu,
hydrologie) pfirozené formuluji své zékony a poznatky
mimo jiné i kvantitativné a pomoci pojmu vyjadiuji-
cich rychlosti zmén. Doted jsme aparatem stifedni skoly
umeéli pocitat jenom primérné rychlosti za dany casovy
interval, s derivaci dostavame do ruky nastroj pro praci
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s okamzitymi rychlostmi.

Jakmile ve slovnim popisu procesu slysime slovo rychlost,
znamena to, ze pri matematickém modelovani hraje prav-
dépodobné dulezitou roli derivace. Okamzité rychlost je
derivace. Jenom v krasnych ptipadech probihajicich kon-
stantni rychlosti muzeme tuto rychlost poc¢itat pomoci
podilu, jak to zndme u rychlosti pohybu.

Naucili jsme se nebo se nauc¢ime pomoci vzorct derivovat
bézné funkce.

Derivace umozni predpovédét, co se stane s veli¢inou,
ktera zavisi na jiné veli¢iné a tato jina velicina se méni
znamou rychlosti. Ze vztahu, ktery dava do souvislosti
hodnoty dvou veli¢in, mizeme urcit pomoci derivaci
vztah, davajici do souvislosti rychlosti zmén téchto veli-
¢in.

V pripadé nutnosti umime rozsitit derivace i do svéta
funkci vice proménnych. Déldme to tak, ze sledujeme
rychlost zmény zpusobenou vzdy zménou jenom jedné
veli¢iny. Proto prislusné derivace nazyvame parcialni.
(Parcidlni znamend v tomto smyslu ¢asteény.)
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Kapitola 2

Derivace a linearni aproximace

Aplikace derivaci 3: Jak citlivé? (re-
akce na zménu)

https://youtu.be/uKO61ZwraOQ

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska citlivosti
reakce funkce na zménu vstupnich dat, udava, jaky vliv ma
jednotkova zména ve vstupnich datech na zménu funkéni
hodnoty funkce. Pokud zména ve vstupnich datech neni
jednotkova ale nésobek jednotkové zmény, je i odezva
nésobna.

Poznamka (derivace jako méritko citlivosti funkce
na zménu vstupnich dat). Bud f: R — R funkce takova,
ze méa derivaci. Pokud se veli¢ina & zméni z hodnoty xg
o hodnotu Az (tj. novd hodnota je xg + Ax), potom se f
méni ptiblizné o f’(zg)Aw, tj.

Af =~ f'(x0)Ax

neboli

df(zo)
P Ax.

Tato aproximace je pouzitelnd pro malé hodnoty Azx.

Af =~

Co se rozumi malou hodnotou Az zavisi na vice faktorech,
napiiklad i na tom, jak se funkce “vzpird” tomu, byt apro-
ximovana vyrazem umérnym Az. Presnéji tuto podminku
zformulujeme po probrani Taylorova polynomu, kdy se
pouzije o néco obecnéjsi postup.

Priklad. Nosnik vysky h, sitky a a délky L je uprostied
zatizeny silou F'. Prithyb s uprostied nosniku je dan vztahem

FL3

* T 1Eah?’ (1)

kde E je materidlova konstanta. Pro h = 20 cm je prihyb
s = 10 cm. Zjistéte, jak se prihyb méni p¥i zménach vysky
nosniku. Odhadnéte, jak se priuhyb zméni, pokud se h snizi
na 18 cm?

Reseni. Relevantnimi veli¢inami jsou s a h a vzorec je tedy
mozno shrnout do tvaru

k

ﬁv

kde k je konstanta charakterizujici danou situaci. Pro zadané
hodnoty vysky a pruhybu vychazi konstanta

S =

k = sh® =10 x 20% = 80000.
Vzorec (1) tedy redukujeme na
s = 80000~ 3.

Derivovanim obdrzime

ds

380000
dh '

= 80000 x (=3)h™* = v
Zména vysky nosniku je
Ah=18—-20= —2cm

a tomu odpovida zména prihybu

3 x 80000

As=- (20)*

(—2) = 3cm.
Prihyb se tedy zvétsi o 3 cm.

Poznamka (smysl pfedchoziho pfikladu). Pro¢ ne-
pocitame presné? Stacila by selska logika a zména funkce

k
k k

As=—" "
Tt AR BB

(2)
Odpovéd je prekvapiva: pomoci derivaci je vyjadreni zmény
v naprosté vétsiné pripadi jednodussi. V tomto nasem
pripadé méame
3k
As =~ —ﬁAh,

coz je na dalsi praci mnohem pfijemnéjsi vyraz, nez rozdil
dvou zlomku (2). Skuteénost, Ze plati pouze pro malé Ah
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nas nijak neomezuje. Vétsinou se tento aparat pouziva tam,
kde se chyba limitnim pfechodem “stahne na nulu”. Navic,
ukazujeme koncept. Dulezité je si z prikladu odnést, Ze
derivace umozni analyzovat, jak vypocitané velic¢iny reaguji
na zmény ve vstupnich datech. Visledkem mize bijt napriklad
maximdlni teoretickd presnost se kterou je mozné vypocitat
vyslednou velicinu pri vstupnich datech zatiZenych chybou
nebo néjakgm zpisobem nejistiych (zdikon sirent chyb).

Linearni aproximace

https://youtu.be/-3h53Ivl_Pc

V nasledujicich pasazich se budeme vénovat linearni apro-
ximaci funkce. To je nahrazeni funkce s jakkoli slozitym
funkénim predpisem funkei s tim nejjednodussim moznym
predpisem: linedrni funkci. Tim se pochopitelné dopoustime
jisté nepresnosti a je to néco za néco: k popisu tlohy mame
poté k dispozici jednodussi funkce, ale vypocty jsou zatizeny
chybou. Nékdy tato chyba mize byt tak velkd, ze je idea
linedrni aproximace naprosto nepouzitelnd. Ale jindy se
jedna o nastroj, ktery prakticky nefesitelnou tilohu prevede
na ulohu snadno zvladnutelnou. Linearizace nelinedrnich
uloh je jednim ze zdkladnich inzenyrskych postupti. V mnoha
pripadech dava samotnd dobré vysledky a resi zadany pro-
blém, v jinych pripadech slouzi jako odrazovy mustek ke
zvladnuti nelinedrniho problému.

Linearni aproximace v 1D

Pokud se funkce méni, muzeme odhad zmény z predchoziho
odstavce pri¢ist k funkéni hodnoté a tim méame odhad funkéni
hodnoty po zméné. Toto je principem linearni aproximace,
neuvéritelné jednoduché a pritom velice mocné techniky
pouzivané inzenyry k tomu, aby se popis problému a reseni
tloh viibec daly efektivné zvladnout.

Véta (linedrni aproximace). Bud f : R — R funkce,
kterd md derivaci. V okoli bodu xq plati priblizny vzorec

f(@) & f(@o) + f'(xo)(x — o)

neboli
df(zo)

fl@) = flao) + L2

(x — xp).

Pozndmka (slovni interpretace vzorce pro linedrni
aproximaci). Vyse uvedeny vzorec neni tézké rozsifrovat.

e Veli¢ina f(z) je funkéni hodnota v bodé z, tu chceme
odhadnout.
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o Veli¢ina f(xg) je zndmé funkéni hodnota v bodé z, to
je vychozi bod pro odhad.

« Veli¢ina f'(z0) je odhad zmény veli¢iny f zptisobeny
jednotkovou zménou vstupnich dat (zvySeni hodnoty
xo o jednotku). Tento faktor jesté v dalsim kroku mu-
sime prizpusobit tomu, Ze zména vstupnich dat neni
jednotkové, coz udéldme s vyuzitim primé amérnosti.

o Veli¢ina f'(zo)(z — o) je odhad zmény veliciny f vy-
volané zménou veli¢iny = z xg 0 Az = x — x¢ tak, jak
jsme jej pouzivali v minulé prednéasce.

Poznamka (alternativni vzorec pro linearni apro-
ximaci). Vzorec pro linedrni aproximaci se asto piSe
v ekvivalentnim tvaru

flx+h) = f(z)+ f'(x)h,

coz ziskdme dosazenim x + h za x a x za xg.

Priklad (rast stromu). Strom mé v roce 2019 vysku 3
metry a roste rychlosti 0.5 metru za rok. V roce z je jeho
vyska dana vzorcem

h(x) =3+ 0.5(x — 2019).

Pfiklad (aproximace dulezitych funkei v okoli nuly).
Ve cviceni ukazeme platnost nasledujicich pfibliznych vzorcet,
které plati pro x blizké k nule.

sinx &~ x, cosx =1, (I+2)" =1+ nz.

Prvni dva vzorce vyuzijeme pozdéji pfi popisu malych rotaci
v roviné. Mnoho dulezitych aplikaci téchto vzorcu ve fyzice
je na webu fyzikalni olympiady v dokumentu Aproximace ve
fyzikalnich tlohach.

Linearni aproximace v nékterych fyzikalnich
zakonech

Priklad (gravitaéni potencial v malych vyskach nad
zemi). Gravitaéni potencidl V' ve vzdélenosti r od stfedu
koule o hmotnosti M je dan vztahem

Vir) —GMr1,

M
—G—
.

kde G je gravitacni konstanta. Najdeme linearni aproximaci
v bodé R.

Dosazenim obdrzime
V(R) = -GMR™*

a derivovanim

dv

GMr—2
dr T



http://fyzikalniolympiada.cz/studijni-texty
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf

KAPITOLA 2. DERIVACE A LINEARNI APROXIMACE

Odsud poté ziskdme linearni aproximaci
V(r)~ —-GMR™* +GMR*(r — R)

Pro Zemi jako kouli o poloméru R je r — R vyska nad Zemi
h a aproximaci je mozno po preznaceni napsat ve tvaru

V(r) = Vo + gh.

V tomto oznadeni je Vo = —GMR™! konstanta souvisejici
s volbou nulové hladiny potencidlu a vzhledem k libovolnosti
volby nulové hladiny je tato hodnota nepodstatna. Veli¢ina
g = GMR™? je tihové zrychleni vyjadiené pomoci gravitaéni
konstanty G a parametrt Zemé. Veli¢ina gh je potencial

v tthovém poli Zemé. Tuto veli¢inu zname lépe ze vzorce pro
potencidlni energii télesa o hmotnosti m, ktery ma tvar

E = mgh.

Online vypocet tthového zrychleni

Priklad (potencidlni a kineticka energie). V predcho-
zim ptikladé je mozné vyuzit vztah

(1+z)" =~ 1+nx, promaléx.

Prepsanim gravitacniho potencidlu V' do tvaru obsahujiciho
vysku nad zemi h a vyuzitim linedrni aproximace ziskame

M
R+ R

-1
_G% <1 + h)

V=-G

R R
M
—_G=

7 (1+(—1)Z)

M M
—G— +G—h
G+ G

Q

a po zavedeni novych konstant

V =~ Vo + gh,

M

R

Podobné aproximaci pfesnych vztahtt plynoucich z Ein-
steinovy teorie relativity ziskdme slozku energie souvisejici
s pohybem, tj. kinetickou energii

kde g =G
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pro v mnohem mensi nez c¢. Snadno rozsifrujeme, Ze s rychlosti
souvisi jenom druhy sc¢itanec a ze se jedna o klasicky vzorec
2

1
pro kinetickou energii imv .

A¢ se jednd “jenom” o linedrni aproximaci, je vzorec
E = —mwv? dokonce mnohem pouzitelnéjsi, protoze vypocet
kinetické energie pomoci univerzalné platného relativistic-

kého vzorce pii malych rychlostech v praxi obvykle zhavaruje
na zaokrouhlovacich chybach.

Linearni aproximace a jednoroz-
meérné materialové vztahy

https://youtu.be/yX6azlYcEsO

V inzenyrské praxi Casto potfebujeme modelovat odezvu
materidlu reagujictho na vnéjsi podnét. Muze se jednat
naptiklad o zménu délky pii mechanickém namdahani, tok
tepla materidlem pfi tepelném naméhani, tok tekutiny
poréznim materidlem (dfevo, puda) pfi difuzi nebo rozdilu
tlakt a podobné.

Pokusime se modelovat funkci davajici do souvislosti velikost
podnétu a reakci materidlu.

e Je prirozené, ze pri nulovém podnétu neni zadné odezva
a proto funkce prochézi poc¢atkem:.

e S velikosti podnétu odezva na tento podnét roste a proto
funkce v okoli pocatku mé kladnou derivaci a roste.

e 7 linedrni aproximace vidime, Ze pro zg =0 a f(0) =0
se vzorec pro linedrni aproximaci redukuje na

f(@) ~ f'(0)a,
tj. na primou imeérnost.

o Ukazuje se, ze v fadé praktickych tloh je uvedend apro-
ximace dobra na dostatecné dlouhém intervalu a podle
typu ulohy ma& tato aproximace povahu fyzikalniho z&-
kona a svuj vlastni nazev. Nejcastéji se setkdme se s Ho-
okovgm zdkonem pro deformaci materidlu (relativni pro-
dlouZeni je tmérné normélovému napéti), Darcyho zdko-
nem pro tok tekutiny pidou (filtracni rychlost je tmérnd
zaporné vzatému hydraulickému gradientu), Fickovgm
zdkonem pro difuzi (hustota difuzniho toku je imérnd
zéporné vzatému gradientu koncentrace) a Fourierovgm
zdkonem pro veden{ tepla v materidlu (hustota tepelného
toku je imérnd zaporné vzatému gradientu teploty). Poz-
déji, v prednasce o zadkonech zachovani ve vektorovém
poli ke konci semestru, si tyto zavislosti naformulujeme
ve vicerozmérném prostfedi a hlavné ve tvaru, ktery
umozni zohlednit prici s neizotropnimi materidly (rtizné
fyzikalni vlastnosti v riznych smérech).


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNjrEKgzAUAPdA_uFBB6Ngmlir7fDGji4OjoVHRQ22Rp6p31916nhwHDfSPBMWuihzc0usearU2hjgBD3T6oLzE73h5acl0BSkqLG4lNYYsytMrfsu4Dt4EIdBigqv-l5mRyfLj8yHln-DcSVWEUexFI3iGNNxP0iq8wYgRY-Nbl3XbaQY683qf4UjLIo=&lang=sage
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kinetick%C3%A1_energie
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVUb1OwzAQ3iv1HU7t4lSkSQwFOmQMCwNSH6CS45yIG_-UOLVIn55LCm0YGJA8nO8-fT93Js2zDSyhNq6zznfgygM23Wk-kznfbp-2_GHzDARoe1nrAeADdlpAALPyexZn0XwWcp4m9-vHKeybB46u7svTQUlVO_B4BSjgKTQmqV0FxxYDVmgF0LvRzmfHVtkO2OJVWeyUbASgxfZdITRaeGr0BsLZtRINkTgwQk8UFtGVIUv4yqSrsOe33i-FtxKl7UcylCOXVqULTtup5co1zkqkHLoWgZagrDvBWbimdSfCBCGVrEFS5EG8yHISlXtOJc_ZpU6Y_2g7lsVkJqF_FBFyCRcjRQaTD19bdvPLCh4XWTT0fpr_TnAHw4Y84GfXoqHJOfQehxB0A2_HkKGnm1gnKY0dd7iDHHYo9ItCXbEsTceT79jl6DeDO8b-zhhfJlR9AXtJxZs=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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o Matematicky je tedy povaha pfimé imérnosti v materia-
lovych vztazich zfejma a experimentdlné je mozné oveérit,
pro jaké oblasti plati. Toto ndm vSak mnohdy nestaci
a snazime se tyto vztahy jesté odvodit ze zakladnich
fyzikéalnich vztahu a z predstavy jak dany proces fun-
guje. To otevird moznosti potvrdit si, Ze nase predstava
o chovani materialu je spravna.

e V nékterych velmi specialnich ptipadech dokonce umime
ur¢it materidlovou charakteristiku vypoctem namisto
méreni. Pro praktické vyuziti tato dovednost neni vy-
znamnd (muzeme vypocitat napiiklad koeficient filtrace
pro pudu slozenou z ¢astic ve tvaru stejné velkych ku-
licek, v praxi se vsak s takovym materidlem setkdme
nanejvys pii specidlnich aplikacich v laboratofi), ale
dava nam to dulezity prostor pro ovéreni fyzikalnich
hypotéz a matematickych postupii.

Derivace a te¢na

Linearni aproximace funkce je vlastné aproximace te¢nou.
Protoze pojem tecna ze stfedni skoly chapeme jenom intui-
tivné, mizeme nyni pomoci derivace te¢nu dokonce definovat.
Z geometrického pohledu je teéna primka bodem [zg, f(xo)],
kterd m4 smérnici f'(x). Proto se o derivaci ¢asto mluvi
jako o smérnici tec¢ny.

Definice (tec¢na). Necht f je funkce, kterd ma v bodé zg
derivaci f(zp). Piimka

y = f(xo) + f'(x0)(z — x0)

se nazyva tecna ke grafu funkce f v bodé xg.

Diky souvislosti derivace s tecnou je derivace jedine¢nym
nastrojem pri popisu vlastnosti kiivek. Prislusna oblast se
nazyva diferencialni geometrie a je to jakasi oblast mezi
geometrii a diferencidlnim poctem.

Aproximace vyssiho radu

https://youtu.be/PyZcNSio8J0

Motivace: Je mozné chtit vice nez je linearni
aproximace?

Linearni aproximace vychazi z predpokladu, ze rychlost
rastu (nebo poklesu) se prilis neméni. Nékdy mizeme
mit dodate¢nou informaci o tom, jak se tato rychlost zméni.
Naprtiklad pokud se bude rychlost zpomalovat, bude skutecna
hodnota funkce mensi nez linedrni aproximace.
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Je otazka, zda a jak je mozné informaci o tom, jak rychle
roste rychlost, pripadné jak rychle roste rychlost rustu
rychlosti, vyuzit. To znamena ze budeme studovat derivaci
derivace, derivaci derivace derivace atd.

~
~

Aproximaci funkce cosz ~ 1 zminénou vyse (odvodime

ve cviceni), kdy aproximujeme vlastné konstantni funkei,
je mozné také chapat jako selhdni linedrni aproximace.

Nasledujici slidy a pojem Tayloruv polynom ndm umozni
najit prostfedek pro aproximaci i v téchto pripadech.

Derivace vyssich rada

Definice (druha a dalsi vyssi derivace).
e Druhou derivact r%zumime derivaci derivace. Oznacu-

j " bo —=.
jeme f”(x) nebo e

2

o Podobné k-tou derivaci rozumime derivaci (k — 1)-ni
k

d
derivace. Oznacujeme f*) () nebo Tk

k

Plati tedy
&ef _dfdf 1y
dz?2 " dx \dz /)’ dzk—1

f// — (f/)/7 f/// _ (f//)/7 f(k) — (f(k_l))l.

Oznaceni derivaci pomoci ¢arek se nazyva Lagrangeova
notace, oznaceni pomoci podilu diferenciali Leibnizova
notace. Jesté se nékdy pouziva i Eulerova notace, pouzivajici
Df, D2f a D*f pro prvni, druhou a k-tou derivaci.

Priklad.

a*f d

dak T dx

aneb

o Exponencialni funkce e® mé vSechny derivace stejné.

e U mocninné funkce se kazdym derivovanim snizi expo-
nent. Je-li exponentem prirozené c¢islo, po koneéném
poctu krokt se exponent snizi na nulu, funkce tedy bude
konstantni a vSechny dalsi derivace budou nulové.

e Polynomy maji vSechny derivace od jistého fadu rovny
nule.

Podobné je mozné pracovat s parcidlnimi derivacemi parcial-
nich derivaci. Napriklad

Pf 9 [of

ax2‘ax(ax)

2f 0 (of

8y2'_6y(8y)
nebo

2f 0 (0f

dxdy ‘8y<8x)
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Druhda derivace a deformace nosniku

Derivace hraji tistfedni roli v teorii studujici tuhost, defor-
maci a odolnost proti selhdni u nosniki. Mame-li nosnik
podepfeny na koncich a zatizeny silou kolmo na podélnou
osu nosniku (napiiklad vodorovny nosnik se svislym zatize-
nim) a je-li v(x) vychylka od rovnovdzného stavu v bodé
z, potom derivace é vyjadfuje thel pootoceni svislého
2y
prurezu nosniku vlivem deformace a druhd derivace — pri

malych deformacich vyjadiuje kiivost nosniku. Z fyzikalnich
uvah a ze vztahu mezi kiivosti a momentem M (z) sily, kterd
nosnik deformuje, je mozné odvodit rovnici

d?v

kde konstanta E souvisi s materidlem (Younguv modul

pruznosti) a I s prufezem nosniku (kvadraticky moment
prufezu). Podobné, pro nosnik namahany v ose (napiiklad
svisld vzpéra) silou F plat{ vztah

d2v
El— + Fv=0.
da?
Aplikace jsou, jak bylo uvedeno, pfi dimenzovani nosnikt
(angl. beam buclinkg). Odvozeni vyse uvedenych rovnic nenf
komplikované, ale vyzaduje dodatecné fyzikalni znalosti a
proto zde neuvadime.

Neékdy je vhodné mit moment M (x) sily deformujici nosnik
mit vyjadieny pomoci zatizeni nosniku. To souvisi s druhou
derivaci momentu a proto je nutno rovnici jesté dvakrat

derivovat. Proto se ohybova rovnice nosniku nékdy uvadi
jako vztah obsahujici dokonce ¢tvrtou derivaci.

Taylortiv polynom a polynomialni aproxi-
mace v 1D

Definice (Taylorav polynom). Tayloriv polynom stupné
n pro funkci f v bodé zg je polynom

T(a) = f(a0) + £'(a0)(w = a0) + 55" (o) @ = 20)°

1
ot = £ (@0) (@ — o)

t.
X 2 X
T(@) = fao) + L (o g4 LTG0 (e
d'n.
TRt %#(w—xo)".
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Taylortuv polynom je nejlepsi aproximace funkce f polyno-
mem. Je mozné ukazat, ze rozdil

f(z) = T(x)

je blizky k nule, pokud je n dostatecné velké, x dostatecné
blizko k ¢ a (n + 1)-ni derivace funkce f je relativné mal4.
V téchto pripadech je

V tomto pripadé dostdvame nasledujici vétu. V ni O((x —
20)" ™) je takzvané Landauovo velké O. Timto zapisem
je vyjadren clen, ktery je pro x blizkd k o v absolutni
hodnoté mensf nez nasobek funkce (z — o)™, tj. v bodé zg
konverguje k nule stejné rychle nebo rychleji jako mocninna
funkce s exponentem n + 1.

Véta (Taylorova aproximace v okoli nuly) Plati
f(@) =T(x) + O((x — 20)"*"),

resp. prox =xg+h

Fl@o+ 1) = F(wo) + /(o) + o (o) 2

1
t+o-t mf(n)(ifo)h" +O(h™),

pokud existuji spojité derivace funkce f do radu n + 1.

Casto pouzivame aproximaci v nule. Potom dostédvame pro
aproximaci v okoli nuly

F(2) = F(0) + F/(O)x + /" (0)a”

1
'—Fff(n)(O)l'n—l—O(l'n—i_l).

+.. '
n!
Priklad.
1+ 2 . 2 2 2
1 ~2 <3 “.5 =7 “.9
nl—x x+3x +5x +7:17 +9:v
14+ 1
In2=1In +3z0.69314604

1

3

Po tomto vypoctu je prvnich pét cifer aproximace In2

spravné. Tady vidime i jeden zajimavy trik. Pokud bychom
se snazili napsat Taylortv polynom funkce In(z 4 1), kterd
vypada prijemnéji, chyba aproximace by byla mnohem vétsi.

Online vypocet.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Landauova_notace
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1jrsKwkAQRfuF_YcBmxmMidHKws4_0E4sloQ8IJkJMYm7fr2bNSAErGY4F869BVo6N4yYbi0lmO4skVblQmeolVYbuEwGbsY10svkoJPGsbROqyIeAkUb7aMTxc9KXjgb_vDZdfUONlxDJTnL4MA3HQgM5JOMYLpebN2arPY1rfjTj292WfXr9_-yYNQqmO9BETNStFqEaXL8BuU6CPhBH7pTT2k=&lang=sage
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Konecné diference a numericka apro-
ximace derivace

https://youtu.be/U93Q3XaDnDA

Pro numerické feseni rovnic obsahujicich derivace je vhodné
umét nahradit derivace veli¢inami, se kterymi se lépe pracuje
v numerickych vypoctech.

Zakladnim pristupem je vynechani limitniho prechodu
v definici derivace
d h) —
o )~ f)
dz h—0 h
Tedy
df _ fleth) -~ f@)
dz h '
Okamzitd rychlost je nahrazena priamérnou rychlosti na
intervalu (x, z + h). Tento podil se nazyvé doprednd pomérnd
diference. Analogicky je definovdna vztahem

df _ f@) ~fz—h)
dx h
zpétnd diference.

Lepsi aproximace derivace vychazi z Taylorova polynomu
druhého fadu napsaného pro f(z + h) a f(xz — h), tj. ze
vztahi

flath)~ f() + f @b+ 57 @R,

F(@) =~ f@h+ 55" @

~
~

flz—h)
e Pokud tyto vztahy odecteme, dostaneme
Flz+h) — f@ —h) ~ 2f'(@)h.

a odsud dostavame aproximaci prvni derivace pomoci
centrdlni diference ve tvaru

df fl+h)— flz—h)
de 2h ’

f'(z) =

Protoze pouzivame aproximaci kvadratickym polyno-
mem, je aproximace derivace pomoci centralni diference
presnéjsi nez aproximace pomoci dopredné diference.

o Pokud tyto vztahy seéteme, dostaneme

fl@+h)+ flz —h) = 2f(x) + f"(x)h?
a odsud dostdvame aproximaci druhé derivace

fle —h) =2f(z) + f(z + h)
h2

a7
da?

= () =
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Odbocka: od vazeb mezi atomy k ma-
teridlovym vlastnostem

Vyraz
1 2

rl2

—12

=r — 26

Vir)= —
(r) =
je (az na konstanty, které pro pohodl{ volime pevné) Lennard-
Jonesiv potencidl ¢asto pouzivany pro interakci mezi atomy
nebo molekulami. Napiseme Tayloriv polynom druhého
stupné v bodé r = 1. K tomu potiebujeme znat funkéni

hodnotu a hodnotu prvnich dvou derivaci v tomto bodé.

Vl)=1-2=-1

v _ —12r71 —2(=6)r77|  =-12412=0

dr r=1
d2
—V:12-13r*14—2-6.7r*8 =12-13-12-7=172
d’l"2 r=1

1
V(r)~ -1+ 572(1« —1)2

Konstanta —1 je nezajimava, souvisi s nulovou hladinou
potencidlu a nulovou hladinu potencidlu si mtizeme volit
libovolné.

Lineédrni ¢len chybi a kvadraticky Clen je analogicky potenci-
alni energii pruziny o tuhosti k ve tvaru

1
U= 5]’(}332

Molekuly ¢i atomy popsané timto potencidlem se chovaji jako
télesa na pruziné o tuhosti k = 72 kmitajici okolo rovnovazné
polohy odpovidajici » = 1. Pro atom o hmotnosti m tedy
napiiklad plati vzorec pro uhlovou frekvenci oscilaci w =

[ k
g odvozeny puvodné pro téleso na pruziné. Analogicky se
chovaji pruzné konstrukce. V klidu jsou ve stavu s minimalni

potencidlni energii a pti vychyleni z tohoto stavu o malou
hodnotu zac¢inaji kmitat.

e Pokud aproximujeme potencial pomoci Taylorova poly-
nomu, z koeficientu u kvadratického ¢lene muzeme urcit
frekvenci oscilaci.

o Daéle mizeme timto zpusobem urcit pevnost vazby a
tim pro dany material urc¢it Younguv modul pruznosti,
tj. konstantu tmeérnosti mezi deformaci materialu a
tahovym nebo tlakovym napéti v materialu.

e Poloha rovnovazné polohy, resp. jeji zavislost na tep-
loté (pokud bychom do matematického modelu dodali
skuteéné parametry i s jejich teplotni zavislosti) zase
definuje koeficient teplotni roztaznosti materialu.

Takovym zptisobem muzeme u materialu se znamou struktu-
rou odhadnout fyzikalni vlastnosti vypoctem. To je dulezité,
protoze teoretické predpovidani vlastnosti materialu otevira
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cestu k navrhovani novych materidli s vyhodnéjsimi vlast-

nostmi. materidl mizeme prozkoumat jesté diive, nez jej
vyrobime a dostaneme na stil.

ResSeni rovnic

https://youtu.be/1DxpXDSYEYY

V praxi se setkavame s pripady, kdy je znam vysledek po
aplikovani funkce na vstupni data a je nutné rekonstruovat
tato vstupni data. Resfme tedy rovnici, kde neznima je
argumentem funkce a je znama funkéni hodnota. Pojmy
nutné pro korektni formulaci a jednu z velmi rychlych
pribliznych metod feseni rovnic si predstavime v nasledujicich
pasézich.

Nejprve se budeme zabyvat tim, jestli se k funkéni hodnoté

daji vstupni data rekonstruovat jednoznacéné (prosta funkce).

Pokud ano, predstavime si pravidlo, které toto prirazeni
vstupnich dat k vysledku po aplikaci funkce dokaze realizovat
(inverzni funkce). A na zavér si ukdzeme metodu, jak pfi
FeSeni rovnic (resp. pocitat funkéni hodnoty inverznich
funke{) vyuzit derivaci. To vede k velmi rychlé a velmi
obecné metodé numerického feseni (Newtonova metoda).

Prosta funkce

Nékdy jsme v situaci, ze zname vysledek po piisobeni néjaké
funkce a potfebujeme zrekonstruovat vstupni hodnotu.
Resime tedy pro zadanou funkci f a hodnotu gy rovnici

f(x) = yo.

Reseni této rovnice, pokud existuje, nemusi byt urceno
jednoznac¢né. Pro funkce, pro které je ur¢eno jednoznacné,
zavadime nasledujici pojem.

Definice (prostd funkce). Necht f je funkce a M C
Dom(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f. Rekneme,
ze funkce f je prostd, jestlize kazdy obraz mé jen jediny vzor,
tj. pro kazdé yo € f(M) existuje jediné x € M s vlastnosti
f(x) = yo. Nespecifikujeme-li mnozinu M, médme na mysli,
ze uvedend vlastnost plati na celém defini¢cnim oboru funkce

f.

Véta (rovnice s prostou funkci). Pokud je f prostd
funkce a plati

potom plati x = a.

22

Priklad. Vlastnost byt ¢i nebyt prostd je zasadni pro
vysloveni odpovédi na otazku, zda rovnice ma jediné reseni,
¢i zda teSeni muze byt vice.

e Funkce 1 je prostd a proto z rovnosti 1 = % plyne
T = 5. ’ v

o Funkce z? nenf prosta a proto z rovnosti 2 = 72 ne-
plyne x = 7. Ve skutecnosti pro kazdou rovnici ve které
neni prosté funkce, potfebujeme specialni metodu. Proto
mame specidlni vzorec pro reseni kvadratické rovnice,
nebo naptiklad specialni postupy pro reseni goniomet-
rickeyh rovnic.

Inverzni funkce

Inverzni tloha je tak trosku jako reverzni inzenyrstvi. Mame
vysledek a potrebujeme znat vstupni data. U funkci to je
supersnadné, u konstrukei superslozité. Uzitecné je ale oboji.

Definice (inverzni funkce). Necht funkce f: A — B je
prosté. Pravidlo, které kazdému x z mnoZiny f(A) pfitadi to
(jediné) y, pro které plati f(y) = = se nazyva inverzni funkce
k funkci f, ozna¢ujeme f~1.

Poznamka (inverzni funkce pii feseni rovnic). Jinak
zapsano, je-li

fly)==
a f méa inverzni funkci, plati
y=f"(a).

Jednd se o zobecnéni poucek jak “prevadét vyrazy na druhou
stranu rovnice”.

Symbol f~!(z) lze tedy chapat bud jako hodnotu inverzni
funkce k funkci f v bodé z, nebo jako prevracenou hodnotu

k éislu f(2), tj jako [f(x)]™! = ﬁ Nebude-li z kontextu

ziejmé, o kterou variantu se jednd, musime toto upresnit.

Priklad. Funkce y = 2 neni prostd na R a proto zde
nem3 inverzni funkci. Pokud defini¢ni obor funkce y = =
zizime na nezaporna ¢isla, tj. pozadujeme x > 0, je takova
funkce prostd a ma inverzni funkci. Protoze tato tiloha ma
prakticky vyznam, vyplati se pro tuto inverzni funkci zavést
specialni oznaceni. Jak dobfe vime, inverzni funkci je druha
odmocnina, tj. funkce y = /.

2

Newtonova metoda

Newtonova metoda (téz Newtonova Raphsonova metoda) je
metoda pro numerické feseni rovnic. To pouzivame v pripadé,
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7e neni{ mozné (nebo neni celné) Fesit rovnici presné a
snazime se najit priblizné reseni. Napriklad nezndme inverzni
funkci, nebo s touto funkci neumime pracovat.

Budeme hledat reseni rovnice

f(x)

Budeme postupovat tak, ze vyjdeme z néjaké aproximace
feSeni (ziskdme napiiklad graficky nebo zkusmo hrubou vypo-
Cetni silou) a tuto aproximaci budeme postupné zpfestiovat.
Postup zpresnovani je takovy, ze v dosazené aproximaci
funkci nahradime linedrni funkei a dalsi aproximace (zpfes-
néni predchozi aproximace) bude v nulovém bodé této
linedrni funkce. Za pomérné snadno splnitelnych predpo-
kladu (za¢neme dostateéné blizko nulového bodu a funkce
mé v nulovém bodé nenulovou derivaci) postup konverguje ke
kofeni studované rovnice a to velmi rychle: kazdym krokem
se priblizné zdvojnasobi pocet mist, kterd mame spravné.

=0.

Z linearni aproximace funkce f v bodé xzq
f(x) = f(z0) + f'(w0)(x — o)
PIo o = Tp, & = Tpt1, f(Tn+1) = 0 dostdvame

0= f(zn) + f/(xn)(xn-&-l —Tp)
a po osamostatnéni x, 41 primo itera¢ni vzorec

f(an)

Tento vzorec pouzivame opakované az do dosazeni pozado-
vané presnosti. Obvyklym testem pro ukonceni vypoctu je
porovnani dvou po sobé jdoucich iteraci. Pokud se v ramci po-
zadované presnosti shoduji, vypocet konci a zndme ptiblizné
feSeni zadané rovnice.

Tpn+l = Tn —

Priklad. Zkusme najit ¢islo takové, jehoz kosinus je stejny
jako toto c¢islo. Rovnici

T =cosT
nejprve prepiseme do tvaru
x—cosx =0

a hleddme vlastné feseni nulovy bod funkce f(z) = x — cosz.
Po dosazeni f'(z) = 1+ sinz ziskdvdme iteraéni vzorec

Ty — COS Ty
Tn41 = Tp — -
1+ sinx,

a jednotlivé iterace s po¢atecnim odhadem xzg =1 a s apro-
ximaci na 60 desetinnych mist davaji postupné nasledujici
hodnoty.
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.7503638678402438930349423066821768532469930658553590309665831
.7391128909113616703605852909048902340028928367356569073234079
.7390851333852839697601251208568043328895331231701889796312306
.7390851332151606416617026256850263723252232625296426915134025
.7390851332151606416553120876738734040134207763670352584051590
.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806
.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806

[eeNelNeNeNe N

Vidime, ze proces opravdu neuvétitelné rychle konverguje
k TeSeni rovnice. Rychlost konvergence je dtlezitd, pokud je
vypocet funkéni hodnoty “drahy”. Naptiklad pfi modelovani
namahani difevéné konstrukce s nelinearni charakteristikou
aproximujeme rovnici pomoci kone¢nych diferenci sousta-
vou rovnic, kterda méa desitky tisic proménnych. Kazdé
kolo itera¢ni metody vyzaduje mnoho vypoctu a rychlost
konvergence je zasadni.

Python skript

Poznamka (ad hoc iterace).
mozné chapat také tak, ze rovnici

f(z)

Newtonovu metodu je

=0
prepiseme do ekvivalentniho tvaru

)
7'(z)

a poté hledame iteracemi

f'(wn)

takové x, kdy se levd strana rovnd pravé. Nékdy je mozné
pouzit analogickou iteracni techniku, kdy vsak zadanou
rovnici prevedeme do jiného tvaru, nez (*). Zpravidla snizime
Sance, ze proces konverguje a snizime rychlost konvergence,
ale i tak to mize byt vyhodné, protoze nemusime pocitat
derivaci funkce. Ad hoc iterace pouzijeme naptiklad pri
odvozeni Jacobiho metody pro iteracni feseni soustavy
linearnich rovnic.

Tn41 = Tpn —

Priklad (ad hoc iterace). Napiiklad rovnici
2t +Tr—T7=0

muzeme prepsat do tvaru

1
r=—(7T—a*
(7 - )
a iteraéni vzorec
1
Lo+l = §(7 — )

s pocatecnim odhadem z = 1 dava po deseti iteracich tri
desetinnd mista shodna.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyrsDXk5UrLL1LIVMjMUyhKzEtP1TDXtOLlUgCCCluNCl0gSs4v1qjQ1NTXMNQuzswDMTX18jRSMtMzS4ptLQw0IaoLijLzShSAsgDDoBas&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://gist.github.com/robert-marik/7eb864d3bc5d995772164baf13299e79
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVqiIM9E2r9A1tzXg5VJWqLA11DdX0DDXBQpr8nLxcgEFeLnS8osUMhUy8xSKEvPSUzVMDTSteLkUgKDCNk8DqEELqkETIlpQlJlXoqCRqVOhCQAgthZa&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVqiIM9E2r9A1tzXg5VJWqLA11DdX0DDXBQpr8nLxcgEFeLnS8osUMhUy8xSKEvPSUzVMDTSteLkUgKDCNk8DqEELqkETIlpQlJlXoqCRqVOhCQAgthZa&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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.857142857142857
.922889272327007
.896366455780602
.907775917517455
.902989981267125
.905019667139163
.904162819564782
.904525248412642
.904372074163256
.904436833065177

© 00 N O WN - O
O O O O OO O oo

o

Vidime konvergenci a itera¢ni vzorec jsme nasli s minimalnim
usilim. Rychlost konvergence vSak neni nijak velkd a riziko,
ze vypocet nebude konvergovat roste se slozitosti rovnice
a silné zavisi na zkusenostech uzivatele s touto technikou.
Newtonova metoda

T4+ Te, — 7

x =Ty — ——————
it " da3 +7

je jistéjsi a se stejnym pocatecnim odhadem konverguje

mnohem rychleji, coz ukazuje nasledujici vypocet.

0 0.909090909090909
1 0.904428379310109
2 0.904417592410086
3 0.904417592352745
4 0.904417592352745

Shrnuti, hlavni myslenky

¢ Derivace udava trend ve zménach veli¢in a diky tomu
umoznuje za urcéitych okolnosti nahrazovat komplikované
funkéni vztahy pomoci vztaht linedrnich. Toto nazyvame
linedrni aproximace a je to jedna za zésadnich metod,
jak si inZenyii zjednodusuji tlohy, které by byly jinak
neresitelné.

e Derivace dokaze detekovat riist a klesani funkce a diky
tomu dokazeme také detekovat body, kde se riist zastavi
a zméni na klesdni nebo naopak. Tyto body néas pri-
rozené zajimaji, protoze v téchto bodech je studovana
veli¢ina maximalni nebo miniméalni a to ma dopad pfi
minimalizaci naklad, maximalizaci pevnosti ¢i zisku a
jinych tlohéach z praktického zivota.

o Pokud trend (rychlost zmény, derivace) nestaéi k pod-
chyceni zdsadnich vlastnosti veli¢iny (nastava v lokalnim
extrému nebo v pripadé, ze potiebujeme lepsi aproxi-
maci, nez je aproximace linedrn{), mame k dispozici
nastroje i v tomto pripadé: derivace vyssich radia a Tay-
loruv polynom.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwljDEKgDAMAPdA_hBwSdTSikpA6FcEB5UuVYpDnm_RG4_jGrJ16tScxoDQkMXBK7G6qgUBoQqE4yqUKGUqWz53noMsCFSxmNkcf4-2TsTz1No6diryF3dJ-SFOvckLTdwZiw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 3

Derivace a dalsi uzitecné nastroje

https://youtu.be/va5-0hR4tdQ

Parita funkce

https://youtu.be/5vRoVIXUbvE

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje
néjaky vztah mezi funkéni hodnotou v bodé x z defini¢niho
oboru a v bodé opac¢ném.

Definice (parita funkce). Necht funkce f spliiuje nésle-
dujici podminku: z € Dom(z) = (—=z) € Dom(f).
 Rekneme, 7e funkce f je sudd pokud plati f(—z) = f(x).
o Rekneme, ze funkce f je lichd pokud plati f(—xz) =
—f(z).

o Rekneme, e funkce f mé paritu, je-li suda nebo licha.

Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf liché
funkce je stfedové soumérny podle bodu [0, 0].

U sudé funkce sta¢i mit algoritmus nebo tabulky pro kladné
argumenty. Napriklad kosinus je sudéd funkce a plati

cos(—z) = cos(z).
Analogicky pro funkci sinus jako pro lichou funkci plati

sin(—z) = —sin(z).

Poznamka (vyuzZiti sudosti v materidlovém inZe-
nyrstvi). Funkéni hodnoty sudé funkce jsou rozlozeny
symetricky podle osy y. Pokud vime, Ze tloha bude mit
osove symetrické feseni, mizeme tuto znalost pouzit a hledat
feSeni mezi sudymi funkcemi. Napriklad pfi feSeni prostupu
tepla deskou, kdy stejny fyzikalni proces probiha na obou
stranach desky, je prirozené modelovat jenom polovinu desky
a uprostied nastavit podminku, kterd umozni sudé prodlou-
zeni do druhé poloviny. Vétsinou to byva nulovost derivace.
Proto se napriklad pfi nestacionarni difuzi pouziva v definici
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bezrozmérného c¢asu, ktery charakterizuje fyzikalni proces,
polovina tloustky materidlu. Viz P. Horacek, Fyzikalni a
mechanické vlastnosti dfeva I nebo odpovidajici e-opora.

Sudé a liché funkce jsou, diky svym vlastnostem, v jistém
smyslu pékné. V matematice se casto snazime zapsat néjaky
objekt pomoci podobnych péknych objektd. Uvidime to
pozdéji napriklad pfi popisu deformace. Jako ukézku pristupu
si muzeme uz ted ukdzat nasledujici snadnou vétu. Véta je ted
asi mélo uziteCna, ale nau¢ime se na ni trik, kterym pozdéji
a Sikovnéjsich objektl (soulet symetrické a antisymetrické
matice).

Véta (o rozkladu funkce na soucet sudé a liché
funkce). Plati

flo) + f(=2) , f(z) = f(=2)

fla) = T2 ;

Kazdou funkci definovanou na (—oo,00) je mozné takto
rozlozit na soucet sudé a liché funkce.

Priklad. Pro funkci f(x) = ¢” dostdavame

” 6Z+67I+€x*67m
e’ =
2 2

Dvé funkce na pravé strané maji vyznam v aplikacich a
nazyvaji se hypebolicky kosinus, cosh x, a hyperbolicky sinus,
sinh z.

Priklad. Je-li funkce f(z) polynom, potom rozkladem na
sudou a lichou ¢ast dostaneme polynomy, které jsou tvoreny
¢leny puvodniho polynomu tak, ze suda ¢ast obsahuje pravé
¢leny se sudym exponentem a lichd ¢ast pravé cleny s lichym
exponentem.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180
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Obrazek 3.1: Tribodovy ohyb nosniku. Sleduje se velicina symetricky
rozloZend vzhledem ke stredu (napéti ve sméru nosniku).
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Obrazek 3.2: Tribodovy ohyb nosniku s vyuzitim symetrie. Pocitd se
jenom cturtina télesa.
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Obrézek 3.3: Tribodovy ohyb nosniku. Sledovand veli¢ina (smykové
napéti v rovniné bocni stény) je symetrickd, ale vlevo ¢ vpravo se lisi
znaménkem.
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Vyuziti parity pri technickych vypoctech

Model tiibodového naméhani nosniku vykazuje dvé roviny
symetrie: uprostied (levd pulka je zrcadlem pravé) a upro-
stred podélné podle svislé osy. Staci tedy modelovat jenom
¢tvrtinu nosniku. To je vyhoda. Protoze dfevo je anizotropni
materidl s nelinedrnimi materidlovymi vlastnostmi, trva
feSeni modelu i na nejrychlejsich pocitac¢ich dlouho a vyuziti
symetrie dokaze znacné zkratit cas vypoctu. Na obrazku
nahote je tribodové namahani nosniku modelované i s podpo-
rami pouzitymi pro deformaci. Dole je zjednodusena situace,
kdy nas zajima jenom Cast mezi levou dolni a prostiredni
horni celisti zkusebniho stroje. Protoze se jednd jenom o vy-
fez, kond¢i prava strana ponékud neprirozené. Po zrcadlovém
doplnéni chybéjici ¢asti nosniku se vsak obé poloviny spoji a
vysledek bude odpovidat modelovani celého nosniku.

Na dvou obrézcich je barevné napéti ve vodorovném sméru.
Pokud bychom na predni stranu nakreslili vodorovné ¢arecky,
souvisi toto napéti se silou, kterd se snazi tyto carecky
natdhnout (kladnd hodnota, ¢ervend barva) nebo stladit
(zdpornd hodnota, modrd barva). Z popisu je jasné, zZe
situace je symetricka. Z obrazku napriklad vycteme, ktera
cast je podél nosniku namahana tahem a ktera tlakem a jak
velkd jsou tato tahova a tlakova napéti. Co je vsak dilezité,
prava polovina je zrcadlovou kopii levé poloviny a proto neni
nutné zde vypocty opakovat. Vysledna funkce bude sudou
funkci proménné x, pokud pocatek soustavy umistime do
stfedu nosniku a osu z orientujeme ve sméru nosniku.

Treti obrazek znézornuje smykové napéti v roviné zz, tj.
v roviné bo¢ni stény. Pokud bychom si na bo¢ni sténé
nakreslili ¢tverecky, sledujeme timto silu, snazici se tyto
¢tverecky deformovat. Situace je opét symetrickd, jako
v zrcadle. Ale v tomto pripadé plati, Ze co se zkosi doprava se
v zrcadle zkosi doleva a naopak. Proto se sledovana velic¢ina
lisi v levé a pravé ptlce znaménkem. Bude popsana funkei,
ktera je lichou funkci proménné z. Stac¢i vypocitat levou
pulku a podle ni doplnit pilku pravou.

Pro zajimavost: u dreva jako nelinedarniho anizotropniho
materidlu je nutné pred vypoctem rozhodnout, na kolik
elementt se béhem vypoctu téleso rozdéli a pri vypoctu
postupné zvysovat zatizeni, sledovat poméry v kazdém
kousku télesa a rozhodovat, kdy se dostaneme mimo platnost
Hookova zakona pro deformaci a prepneme v daném misté
na nelinearni chovani. Proto vypocet trva cca 20 minut
nebo 40 minut (podle velikosti elementt, na které se téleso
rozdéli). Oproti tomu vypocet napiiklad s oceli trva fadové
vtefiny, protoze uloha je linearni, izotropni, d4 se vypocitat
hned konecny stav a je mozné béhem vypoctu zmensovat
velikost elementi jenom v mistech, kde to je nutné. U dreva
vypocet jedné ¢tvrtiny modelu vyrazné pomuze, zavislost
doby vypoctu na slozitosti dokonce neni linearni. Vypocet
¢tvrtinového modelu trva vyrazné kratsi dobu nez je ¢tvrtina
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doby pro vypocet celého modelu.

Lokalni extrémy

https://youtu.be/E1Xx0OQDtto0

Motivace: Jak najit minimum potencialu?

V prikladé s aproximaci potencidlu pomoci Taylorova po-
lynomu se nam povedlo potencidl aproximovat pomoci
kvadratické funkce v okoli vrcholu paraboly. To je cCasta
tloha, protoze systémy s potencidlni energii se ¢asto nacha-
zeji ve stavu blizkému minimu této energie. Otazka je, jak
toto minimum najit. Budeme resit ponékud obecnégjsi tlohu,
jak hledat nejenom minimélni hodnotu, ale i maximalni
hodnotu. Zaméfime se na minima a maxima, kterd jsou
lokalni (s funkei pracujeme pouze na urcitém intervalu, tfeba
i krdtkém).

Lokalni extrémy spojitych funkci

Nasledujici definice si v§imaji boda které maji tu vlastnost, ze
v okoli neni mozné najit body bud s vyssi funkéni hodnotou
(potom se jednd o lokéln{ maximum, nikde v okoli mi funkce
neukdze vice) nebo s nizsi funkéni hodnotou (analogicky,
lokédlni minimum).

Definice (lokalni extrémy). Necht f:R — R.

o Rekneme, 7e f mé v bodé z lokdlni mazimum, pokud
plati

f(@) < flxo)

pro vSechna x z néjakého okoli bodu zg.
o Rekneme, ze f méa v bodé zq lokdini minimum, pokud
plati
f(@) = f(zo)

pro vsechna z z néjakého okoli bodu z.

o Rekneme, 7e f ma v bodé zo lokdini extrém, pokud
v tomto bodé ma bud lokalni maximum nebo lokalni
minimum.

Primo z definice lokalnich extrému a rostouci a klesajici
funkce plyne, ze funkce nemiize mit lokdlni extrém v bodé,
kde je rostouci nebo kde je klesajici. Tuto skutecnost vyja-
difuje pomoci derivaci nasledujici véta.
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Véta (Fermatova o lokdlnim extrému, nutna pod-
minka pro lokalni extrém). Md-li funkce f v bodé xg
lokdlni extrém, potom je derivace funkce f v bodé xo nulovd,
nebo neexistuge.

Predchozi véta predstavuje nutnou podminku pro lokdlni
extrém. V bodé kde neni splnéna (tj. pokud je derivace
v tomto bodé kladnd nebo zdpornd) extrém nemuze nastat.
Tim je eliminovano obrovské mnozstvi bodu z defini¢niho
oboru funkce. V prakticky vyuzitelnych pripadech nam po
této eliminaci ¢asto zlstane jenom jediny bod, podobné jako
v nasledujici tloze.

Priklad: Nosnik maximalni tuhosti

Priklad. Z kulatiny o priméru d chceme ziskat nosnik

obdélnikového prufezu, ktery se pri zatiZzeni co nejméné

prohybé. Z fyzikalnich tvah vime, Ze musi byt maximalni
soucin wh?, kde w je sffka a h vyska nosniku.

Trik 1: Budeme mérit jednotky v ndsobcich primeéru. Proto
je d = 1. Muzeme tedy bez ijmy na obecnosti predpokladat,
ze kulatina mé jednotkovy prumeér.

7 Pythagorovy véty (nakreslete si prufez, tj. obdélnik
vepsany do kruznice) plyne w = v/1 — h? a snazime se tedy
fesit ulohu

wh?® = h3v/1 — h2 — MAX,
kterd m4 fyzikdlni smysl na intervalu (0, 1).

Trik 2: ProtoZe uvaZujeme jenom kladné délky, je funkce
kladnd a bude mazximdlni tam, kde bude maximdini jeji druhé
mocnina. Je tedy mozné studovat ekvivalentni tilohu

(wh?®)* = h®(1 — h?) = b — h® — MAX

na intervalu (0, 00). Vyhoda je zfejmd: misto souc¢inu dvou
funkci, z nichz jedna je navic slozend, studujeme dvouclenny
polynom. Pro funkci

F(h) = h® — 0

dostédvame

df

= 6h° — 87 = 2h°(3 — 4h?).

Tato derivace je nulova pro

h* =

> w

tj.

ol
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Pro tuto vysku bude mit nosnik maximalni hodnotu tuhosti.

Sitka nosniku bude

/ 3 1 1
= — h2 = =,/ ==
w=+v1—-h 1 1 \/; 3"

Pomér vysky a sitky u nosniku maximélni tuhosti tedy bude
V3 : 1 a §ifka bude rovna poloviné priméru.

Online vypocet.

Postacujici podminka pro lokalni ex-
trém

https://youtu.be/ W7Kf-waoHQE

Pokud fesime tlohu s praktickym zadédnim, je z povahy
ulohy Casto ziejmé, ze lokalni extrém pozadovaného typu

existuje a Casto to byva jediny bod, kde je derivace nulova.

V takovém pripadé pro identifikaci lokalniho extrému staci
nutnd podminka. Pokud bodi vyhovujicich nutné podmince
mame vice, nebo pokud je situace méné zietelnd, mizeme
existenci lokalniho extrému posoudit pomoci nasledujici
véty. Ta predstavuje dostatecnou (postacugict) podminku pro
lokalni extrém. Staci aby tato podminka byla splnéna a
muzeme s jistotou usoudit, ze v bodé je extrém a jaky.

Véta (postacujici podminka pro lokilni extrémy).
Je-li [ spojitd v bodé xg a meéni-li se v bodé xqy funkce
f z rostouci na klesajici, md funkce f v bodé xq lokdlni
maximum. Analogicky, lokdlni minimum nastdvd pri zméné
z klesajici na rostouct.

Podle této véty jsou intervaly monotonie zasadni informaci
pro nalezeni lokdlnich extrému. Vzhledem k souvislosti
monotonie s derivaci je tedy nutné se vénovat nalezeni
intervali, kde ma funkce kladnou derivaci a intervala, kde
ma funkce zapornou derivaci.

Bolzanova véta

Pro nalezeni intervalt, kde je vyraz zavisly na jedné pro-
ménné kladny a kde zaporny je vynikajicim nastrojem
Bolzanova véta predstavena v nasledujicich odstavcich. Hodi
se naptiklad pro nalezeni intervall, kde méa funkce kladnou a
kde zapornou derivaci, coz vyuzijeme pii nalezeni intervali,
kde je funkce rostouci a kde klesajici.

Bolzanova véta je pomérné nazorné tvrzeni. Hlavnim pri-
nosem prazského matematika Bernarda Bolzana bylo, Ze si
uvédomil, ze toto tvrzeni neni snadnym disledkem definice
spojitosti a ze pfes nazornost tohoto tvrzeni je nutno podat
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Obrazek 3.4: Bolzanova véta je jedna z téch, které clovéka neprekvapi.
Pokud se md funkce spojité prehoupnout z jedné strany osy na druhou,
musi tuto osu nekde protnout.

jeho presny dtkaz, ktery rozhodné neni jednoduchy. Jind,
zdanlivé nevinna tvrzeni, vSak pravdiva byt nemusi. Zde se
nabizi souvislost se spojitosti funkce a nakreslitelnosti jednim
tahem. Bolzano naptiklad nasel funkci, kterd je spojita, ale
jejl graf je tak komplikovany, ze se neda nakreslit.

Podminka f(a)f(b) < 0 v ndsledujici vété znamend, ze
funkéni hodnoty funkce f v bodech a a b se 1isi znaménkem.

Véta (Bolzanova véta). Necht f je spojitd funkce na
intervalu [a,b] a f(a)f(b) < 0. Potom ezistuje ¢ na intervalu
(a,b) takové, Ze plati f(c) = 0.

Dusledek.

e Na intervalu, kde je funkce spojitd a ruzna od nuly, se
zachovava znaménko funkce, tj. funkce je zde bud porad
kladna nebo porad zaporna. Mezi obéma variantami
se muzeme rozhodnout testovanim znaménka funkce
v jednom libovolném bodé intervalu.

e Na intervalu, kde mé funkce spojitou a od nuly riz-
nou derivaci, se zachovava monotonie funkce, tj. funkce
je zde bud porad rostouci nebo porad klesajici. Mezi
obéma variantami se miizeme rozhodnout testovanim
monotonie (tj. znaménka derivace) v jednom libovolném
bodé intervalu.

Poznamka. Lokélni extrém nastiava tam, kde je funkce

spojitd a kde se méni monotonie. Nenastava tam, kde se
monotonie spojité funkce neméni. Prirozené nenastava ani
tam, kde funkce neni definovana.

Priklad. Najdéte lokalni extrém funkce y = Deri-

(1+z)(1—2)
(@2 +1)2

2241

vace je y' =


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUM9QSFHX5OVK08jQtM2IM9YqLiwq0UiJM9LNiDMCihdn5JdrpOmlZKaBVGAI6BXn55SlgmQAYWkWzQ==&lang=sage
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. Derivace

Priklad. Najdéte lokalni extrém funkce y = Cj_ 5
x

o , 2(z+3)a?
Y= (x +2)2

Priklad: kriticka tloustka izolace trubky

Naésledujici priklad je ponékud prekvapivy. Predstavme

si, ze potfebujeme obalit horkou trubku izolaci, abychom
snizili tepelné ztraty. Izolace se zahteje od trubky a vyzaruje
teplo do okoli. Vyzarené teplo je timérné rozdilu teploty
povrchu izolace a teploty vnéjsiho okoli a také plosnému
obsahu povrchu izolace (vétsi plocha vice vyzaii). Roli hraje i

kvalita povrchu, to je skryto v prislusné konstanté amérnosti.

S danym materidlem potfebujeme tedy u izolace dosdhnout
toho, aby jeji teplota a povrch byly co nejmensi. Teplotu
snizime, pokud udélame izolaci silnéjsi, to ovSem zvysi jeji
povrch. A z vétsiho povrchu se vyzari vice tepla. Pridavani
izolace by tedy mohlo byt kontraproduktivni. Zda se to byt
proti logice, ale logika nas nékdy muze zavést na zcesti a
stoji za to jev prozkoumat.

Nejprve ukazeme, ze pridavani izolace opravdu muze zvysit
tepelné ztraty, ale potom se uklidnime tim, ze v praktickém
zivoté, napriklad pri izolovani topenaiskych trubek, tento
problém neméme. Potiebujeme dva vzorce, které doda fyzika,
poté jiz budeme pracovat ¢isté matematicky.

Teplo @, které projde za jednotku casu pri ustaleném vedeni
tepla povrchem trubky délky L o vnitfnim poloméru r,
vnéjsim poloméru R je ddno vztahem

O R
me =T, —T
oLk Ly T

*)

kde T} je teplota uvniti, T teplota na vnéjsim okraji a k je
tepelna vodivost materidlu. Tento vzorec odvodime pozdéji
v predndasce o integralu.

Teplo @, které za jednotku casu vyzari plocha trubky
o poloméru R a teploté T5 do okoli o teploté T, vztazené
na jednotku povrchu trubky, je primo imérné rozdilu teplot
a povrchu, tj. plati

Q

=h(To — Tw)-
orrp ~ T2~ 1)
Odsud
Q@ =Ty — T, (**)
h2mRL
Sectenim ohvézdickovanych vztaht dostaneme
Q (1. R 1Y
axp \& "7 The) T T T

Tento vzorec popisuje tepelné ztraty pri izolaci trubky
o vnitfnim poloméru r a teploté 77 izolaci o vnéjsim poloméru
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R ve vnéjsi teploté T,.. Parametry izolace jsou tepelna
vodivost k a s koeficient prostupu tepla h. Budeme sledovat,
jak se chovd veli¢ina @ (tepelné ztréaty) jako funkce proménné
R.

T1 —Too
ey
Pokud chceme minimalizovat tepelné ztraty ), musime
maximalizovat jmenovatel

Q(R) =2nL

1. R 1 1 1 1
=-In~+-—=-InR—-Inr+-R.
f(R) knr+hR knR knr—l—hR
Ostatni veli¢iny jsou totiz konstantni. Plati
d 11 1 Rh —k
A DR =R
dR kR h khR?

Derivace je nulova pro

R="
h
a v okoli tohoto bodu méni znaménko ze zaporného na
kladné. Proto mé funkce f(R) v tomto bodé minimum. To

k
odpovidd maximu funkce (). Hodnota R = 7 tedy odpovida

maximu funkce tepelnych ztrat (. Pro mensi polomér izolace
pridavani dalsi izolace paradoxné zvysuje tepelné ztraty.
Nazyva se kriticky polomeér izolace.

Online graf funkce

P1i pouziti béznych materialti pro izolaci vodovodnich a
topenarskych trubek je kriticky polomér tak maly, Ze pri
praktické realizaci s nim nemusime pracovat a materidl se
chové dle ocekavani, tj. vice izolace znamend mensi ztraty.

InZenyr, ktery ma navrhnout izolaci elektrického vodice
ovSem vidi problém trochu jinak. Potrebuje naopak tepelné
ztraty maximalizovat aby se vodic¢ zbavoval tepla vytvoreného
pruchodem elektrického proudu. Proto by izolace neméla
prekrocit kriticky polomeér.

Odbocka: triky pro praci s funkcemi
1

1. Vhodnou volbou jednotek dokazeme eliminovat nékteré
parametry. Presnéji, vhodnou volnou jednotek dokazeme
nékterym parametrim dat konkrétni numerickou hod-
notu. VysSetrovand funkce je potom casto jednodussi.
Vidéli jsme v prikladé s vytesanim nosniku maximélni
tuhosti z kulatiny.

2. Je-li g rostouci, potom z definice rostouci funkce plynou
ekvivalence


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJw1jkuOgzAQRPdI3KGlLGIzngDZc4JkM4h91CGOaOzYlmMswemnmc-upH6vqg8w6KCt07CliGmFEAlo89ZndAQpLnezwozGw3NxZtSQnZ7fNHkIDL10XH5wHPWpLA5wyWgpYaLMdmBbTwoccqux-ICkg_UJYdbAqnYIma9vfx9pnCD67UF2gb3ol1z_P0DwxlvijbIYbq0abuSeae1a1ZRFVFcObVkYNXXnPWSM4tgfZVl8iV525ypQda0Em59_pqxFW5vKOtHXUX60tZiqXrKwz4rdUqJXzYnrGqnWF7mukd96J18r&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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a proto funkee f(z) a g(f(x)) maji lokdln{ extrémy ve
stejnych bodech. Toho je mozné vyuzit, pokud vidime,
%e pri vhodné volbé funkce g by byla funkce g(f(x))
vhodnéjsi pro hledani lokalnich extrémi. Vidéli jsme
v prikladé s vytesdnim nosniku maximélni tuhosti z ku-
latiny.

3. Podobné jako v predchozim bodé je mozné uvazovat i
klesajici funkce g. Ale protoze klesajici funkce obraci
smeér nerovnosti, méni se lokdlni maximum na lokalni
minimum a naopak.

f(x) < flxo) <= g(f(2)) = g(f(x0)),
f(@) =z f(xo) = g(f(2)) < g(f(x0))

Videéli jsme v prikladé s tepelnymi ztratami tepelné
izolovanych trubek. Zde jsme vyuzili toho, Ze zizeni

1
funkce — na kladnd ¢isla je klesajici.
x

Buckinghamtuiv [I-teorém

https://youtu.be/C4_ 3IbbLpil

Naucime se, ze nékteré vztahy mezi velicinami se daji uréit
z fyzikalnich jednotek téchto velicin.

Existuji télesa, kterd jsou zavisla jenom na jednom délkovém
parametru a pokud tento délkovy parametr zvétSime k-krat,
povrchy a obsahy na tomto télese se zvétsuji k2-krat a objemy
k3-krat. To je princip zndmy z elementarni matematiky jako
podobnost. Proto objem koule o poloméru r je objem
koule o jednotkovém poloméru vynasobeny faktorem r® a
analogické tvrzeni plati i pro krychli. Podobnost nachazime
i v zivé prirodé. Vyrazna je napriiklad u ryb, kdy velka ryba
je Casto tvarové blizkd zvétSené malé rybé (viz S. Vogel,
Comparative biomechanics, kap. 3). V technickych aplikacich
najdeme stejny princip u skladovani sypkého materidlu (pisek
nasypany na hromadu zaujme tvar kuzele, tthel u vrcholu
je dany vlastnostmi pisku) nebo vyprazdiiovani nddrze ve
tvaru trychtyte (tekutina mé tvar kuzele s tthlem u vrcholu
danym trychtyiem).

Rozsifeni myslenky podobnosti je rozmérova analyza. Ta
je zalozend na poznatku, ze fyzikalni zdkony je mozno
vyjadrovat v riznych jednotkach. Formalni postup umoznuje
naptiklad nasledujici véta.
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Véta (Buckinghamiiv Pi-teorém). Rownici
Fo(.’El, o, ...

resp.
x1 = F(xo,...,2,),

kterd vyjadruje fyzikdlni zdkon a obsahuje n velicin (vietné
fyzikdlnich a materidlovych konstant) vyjadrengch pomoci m
zdkladnich jednotek je mozno zapsat jako rovnici vyjddrenou
pomoct (n —m) bezrozmérnyjch parametri, tj.

fO(ﬂ-laﬂ-Qa e 77rn—m) - 0?

nebo

T = f(ﬂ-Qa o0 77Tn—m)~

Formalni tvar a metoda vybéru bezrozmérnych parametra
jsou v tuto chvili pro nds pomérné komplikované a proto
bude nejjednodussi si problematiku ukézat na prikladech.
Jejich hlavnim smyslem je to, ze vztah mezi veli¢inami
odhalime (az na detaily typu multiplikativni konstanta)
jenom z fyzikélnich jednotek, bez hlubsi znalosti fyzikdlniho
pozadi. Staci identifikovat relevantni parametry.

Priklad (vztah mezi rychlosti, drdhou a dobou u po-
hybu konstantni rychlosti). U pohybu konstantni rych-
losti jsou relevantni parametry rychlost v v kilometrech
za hodinu, doba t v hodindch a draha s v kilometrech. To
jsou tfi veli¢iny vyjadrené pomoci dvou zakladnich jednotek.
Existuje tedy jedind bezrozmérnd veli¢ina, pomoci které
je mozno zapsat souvislost mezi parametry pohybu. Tu je
mozno sestavit jedinym moznym zptsobem (aZ na pripadné
mocniny) a to ve tvaru

vt
™ = —.
S

Podle Buckinghamova teorému tato velicina musi byt kon-
vt
stantni, tj. musi platit — = k pro néjakou konstantu k.

S
Prozkoumanim modelového pripadu, kdy rychlost, draha i
Cas jsou jednotkové, vidime, ze konstanta musi byt rovna
jedné a proto plati

— =1
S

. S v .
Odsud jiz snadno nalezneme v = — a dalsi variace vzorce

pro rovnomeérny pohyb tak jak je zndme ze zdkladni Skoly.

Priklad (vztah mezi objemem a povrchem koule).

Pro nalezeni pfepoc¢tu mezi objemem koule V' (v metrech
krychlovych) a povrchem koule S (v metrech ¢tvereénich)
mame n = 2 (veli¢iny S a V) a m = 1 (jedind zdkladni

jednotka metr). Tedy plati n — m = 1 a vztah se d4 zapsat
pomoci jedné bezrozmérné velic¢iny. Pro tuto veli¢inu existuje
jenom jedind mozné varianta: 71 = V2S™3. Potom je funkce
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f konstantni a pro néjakou hodnotu k plati
VST =k

a odsud

V? = kS5
Tedy vhodné mocniny objemu a obsahu jsou si tmérné.
Tento vysledek je mozné ziskat i kombinaci vzorca V =

4
gm“g a S = 4mr?, oviem je nutna znalost téchto vzorci a

provedeni netrivalniho mnozstvi matematickych vypoctu.
Jako vysledek takové detailnéjsi analyzy bychom navic
védeéli, jaka je hodnota konstanty tmérnosti k. My jsme si
vSak chtéli ukazat dosazeni vysledku s minimalni ndmahou
a s minimalnimi vstupnimi znalostmi, abychom podobny
postup mohli pouzivat i v jinych ptipadech, kdy alternativni
postup nemédme k dispozici.

Pfiklad (tuhost nosnikt étvercového a kruhového
prufezu). Veli¢inou ovliviiujici tuhost nosniku pti daném
materidlovém slozeni je kvadraticky moment priufezu [
v jednotkach metr na ¢tvrtou. Pokud je prufez nosniku dany
jenom jednim délkovym parametrem a (napiiklad ¢tvercovy
nebo kruhovy prufez), mame stejny pripad jako vyse, kdy
pocet parametri o jednicku prevysuje pocet zdkladnich
jednotek: n = 2 a m = 1. Vztah mezi kvadratickym prirezem
I a rozmérem a se d& vyjadrit pomoci jedné bezrozmérné
veli¢iny a mame vlastné jenom jedinou moznost jako tuto
veli¢inu sestavit:

I
at’
Stejné jako v predchozim prikladé existuje konstanta k

m™m =

takovd, ze — =k, tj.
a

I =ka

Po seznameni se s dvojnym integralem uvidime, Ze pro

¢tvercovy priifez o strané ctverce a je k = 13

Priklad (tuhost nosnikti obdélnikového prufezu).
Budeme pokracovat v predchozim prikladé. Pro obdélnikovy
prufez o rozmérech w krat h je m = 3 (t¥i veli¢iny w, h, I)
an =1 (jedind zdkladn{ jednotka metr). Pokud vsak vime,
ze dva nosniky vedle sebe se prohybaji stejné, jako by byly
spojeny, vime, ze mezi I a w musi byt prima tmérnost. Proto
muzeme misto kvadratického momentu prufezu pracovat

1

s kvadratickym momentem na jednotku sitky — v jednotkach
W

metr na treti a potom stejné jako v minulém pripadé existuje

I
konstanta k takova, ze — = kh?, tj.
w

I = kwh?.

To je presné v souladu s tvrzenim, které jsme pouzili
v prikladu s maximalizaci tuhosti nosniku obdélnikového
pritfezu, kdy jsme tvrdili, Ze mirou tuhosti je souéin wh?.

Pokud vice nosniku pokladdme na sebe nebo vedle sebe,
tuhost se s¢ita. Pokud nosniky vedle sebe slepime bo¢nimi
hranami, nic se nezméni, protoze na spoji neni zddné tahové
napéti. Tuhost tedy roste linearné s sirkou. Pokud t¥i nosniky
polozime na sebe, vzroste tuhost na trojnasobek jednoho
nosniku. Tuhost nosniku vSak také roste se tfeti mocninou
vysky. Nosniky poloZené na sebe a slepené se chovaji jako je-
diny nosnik. Pokud tfi nosniky slepime nebo spojime hrebiky,
vzroste tuhost 3%-krat, tj. 27-krat v porovnani s jedinym
nosnikem. TTi spojené nosniky maji tedy devitindsobnou
tuhost v porovnani se tfemi na sobé volné polozenymi.

Vektorové funkce, gradient

https://youtu.be/trdMQ6WOGIlk

Vystupem vektorové funkce je vektor. Vstupem je bud
realné ¢islo (funkee jedné proménné), nebo vektor. V prvnim
pripadé se jednd o parametrickou kiivku v roviné nebo
v prostoru, ve druhém piipadé byva zpravidla na vstupu
stejny pocet veli¢in jako na vystupu a jedna se o vektorové
pole (kazdému bodu v roviné je pfifazen rovinny vektor nebo
kazdému bodu v prostoru je ptitazen prostorovy vektor).
Vektory zapisujeme pomoci jejich komponent nasledovneé.

F=(P,Q,R) = Pi+Qj + Rk = P& +Qé& + Ré;

Gradient

Pokud nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni skalarni
veli¢iny iniciuje néjaky déj, je nutné znat smér, ve kterém
tato veli¢ina roste nebo klesa. To jsme vidéli napiiklad
u rovnice vedeni tepla, kde nerovnomérnost v prostorovém
rozlozeni teploty dava vznik toku tepla. V jednorozmérném
pripadé byla situace jednoduchd a staci se fidit znaménkem
derivace. Ve dvourozmérném nebo trojrozmérném pripadé je
sméru ve kterém veli¢ina roste nebo klesa a také intenzity
tohoto rustu nebo poklesu.

Definice (gradient). Bud f(x,y) funkce dvou proménnych,
kterd ma parcialni derivace. Gradientem funkce f rozumime

vektor of of

Poznamka. Formalné téz Casto piseme

0 0
(axaay> f)


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVghILErMTS0pykzOrlSoSkxJzEtUyC7KLMtO5OXi5SqxLUss0lAvUdfk5SqAq4wvyMkv0YhOzi_WKNHUUSjOzAPSsToKGgY6BZmamgDCkhs_&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVghILErMTS0pykzOrlSoSkxJzEtUyC7KLMtO5OXi5SqxLUss0lAvUdfk5SqAq4wvyMkvMU7RiC7RSs4v1ijR1FEo0SrOzAOxSmJ1FDQMdMy0CjI1NQHngx4S&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUqbItSyzSUK9QqFSoUtfk5SrIyS-JL0tNLskvik_LTM1J0dDQrdSp0NRR0KjQ0TXUMQSxKqGsxOICoMr4osSSzHxbQ00A7BcYPA==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

KAPITOLA 3. DERIVACE A DALSI UZITECNE NASTROJE

0 0
kde V = (al"ay

s vektorem. Nazyva se nabla nebo Hamiltontv operdtor.

je operator, se kterym pracujeme jako

Poznamka (fyzikalni vyznam gradientu). Gradient
skalarni veliciny f je vektorova veli¢ina, kterda vyjadiuje
smeér a intenzitu maximalniho rustu veli¢iny f. Presnéji,
vysledkem gradientu je vektor ve sméru maximalniho rastu
veliciny f. Délka tohoto vektoru je narust veli¢iny f na
intervalu jednotkové délky. Pro rovnomeérné rozlozenou
veli¢inu v prostoru (konstantni) je gradient nulovy. Proto je
mozné gradient chapat jako miru nerovnomérného rozlozeni
veli¢iny v prostoru. Rada fyzikalnich dé&ju probihé tak, ze
tato nerovnomeérnost vyvola proudéni, které se snazi tuto
nerovnomeérnost vyrovnat, napriklad vedeni tepla nebo difuze.
V praxi nas proto vétsinou zajima smér maximalniho poklesu,

tj. —V 1.

Linearni aproximace rovinné transformace

u,(x, y+dy)

C D
AY
dy T
u,(x y)
A dx B
Li ufx, y) ——>
l(— u (x+dx, y) —————>

X

A .
>

Obrazek 3.5: Pusobenim sily se element materidlu mize po-
sunout, rotovat, deformovat. Tuto zménu potrebujeme zachytit.
Zdroj: hitps://physics.stackezchange.com/questions/311716/geometric-
derivation-of-the-infinitesimal-strain-tensor/811744

Nésledujici paséze jsou motivaci pro tematicky celek, kterému
se zaCneme vénovat na dalsi prednéasce.

Rozsituji linearni aproximaci na ptipad, kdy chceme popsat
transformaci roviny. Protoze v tomto pripadé pracujeme

se dvéma soufadnicemi, je nutno uvazovat dvé funkce (pro
kazdou soufadnici jednu funkci) a kazda funkce zavisi na
dvou proménnych (na obou soufadnicich). Popis, ktery si
predstavime, vyuzijeme pri popisu matematického namahani
pti odvozeni veli¢in, na nichz je zalozen obecny Hookuv
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zdkon davajici do souvislosti deformaci materidlu a pusobeni
vnéjsi sily.
Linearni aproximaci funkce jedné proménné muzeme zapsat

ve tvaru d
fla+Az) = f+ d—fo,

kde na pravé strané pro struc¢nost nevypisujme zavislost na
x. Podobné miizeme zapsat linedrni aproximaci pro funkci
dvou proménnych x; a x2 ve tvaru

of

f(.’I}]_—FA.’L']_,xQ) ~ f+87x17

0
f($1,$2 +A$2) = f—|— aia;'fg

Uvazujme nyni mechanické namédhani, kdy se téleso po-
sunuje, rotuje a deformuje vlivem pisobeni vnéjsi sily a
bod (z1,xz2) se posune o (u1(x1,x2),uz(x1,22)). Pomoci
linedrnich aproximaci

U1($1 + Az, 29 + Aajg) ~uy + %Al‘l + —Axs
0x1 T
8’[1,2
’U,g(fL'l + Az, 29 + A.’L'Q) ~uy + — Az + —
81‘1
dostavame aproximace této transformace. Pri transformaci
ve 3D je situace podobnd, jenom jsou zde dalsi ¢leny od
tretich souradnic. Aby se situace nestala neprehlednou, je
klasicky zptusob zapisu neudrzitelny. Nastroj pro prehlednou
formulaci linedrni aproximace dostaneme k dispozici pozdéji
po probrani maticového pocétu a maticového nasobeni.
Poté budeme diky linedrni aproximaci schopni zformulovat
souvislost mezi deformaci a ptisobenim vnéjsi sily.

Za vyse uvedenou linedrni aproximaci vsak platime jistou
dan. Linedrni zobrazeni mimo jiné transformuje pfimky na
primky, rovnobézky na rovnobézky, stied tisecky na stied
usecky. Deformaci, kterd tyto podminky nespliuje, tim
padem nemuzeme podchytit. Linedrni aproximace je pfesna
jenom pro relativné malé deformace. Proto se také vysledny
produkt, ke kterému se v prubéhu semestru dopracujeme,
nazyva tenzor malych deformaci.

Shrnuti, hlavni myslenky

¢ Derivace dokaze detekovat rust a klesani funkce a diky
tomu dokazeme také detekovat body, kde se rist zastavi
a zmeéni na klesani nebo naopak. Tyto body nas pri-
rozené zajimaji, protoze v téchto bodech je studovana
velicina maximalni nebo miniméalni a to ma dopad pfi
minimalizaci naklad, maximalizaci pevnosti ¢i zisku a
jinych dlohach z praktického zivota.

e Silnym nastrojem dokazi byt i jednodussi postupy, jako
napriklad rozmérovéa analyza reprezentovana Buckingha-
movym II teorémem.



Kapitola 4
Integral, integral a in

https:/ /youtu.be/w2qT173Csnl

Naucdili jsme se pracovat s derivacemi, tedy s rychlosti zmény.
Zname-li funkci a zderivujeme ji, dostaneme rychlost zmény.
Pokud potom ptivodni funkci “ztratime” a zlustane nam
jenom derivace, je otazka, jestli dokdzeme ptvodni funkci
z této derivace najit. Odpovéd je zni, Ze v jistém smyslu ano.
Spojeni “v jistém smyslu” naznacuje, ze souvislost nebude
tak snadnd jako je souvislost u navzajem inverznich funkci.
Derivovanim totiz muzeme ztratit aditivni konstanty, které
v derivaci davaji nulu a zpétné neni mozné rekonstruovat,
derivovanim jaké konstanty jsme tuto nulu dostali. A protoze
problém uchopime ponékud obecnéji, uvedeme si dokonce
hned tfi rizné “protijedy” na derivovani.

Jeden predstavime jako opak derivace (neuréity integral),
druhy jako zménu funkce vypoctenou ze zadané rychlosti
zmény (Newtontuv urcity integral) a tieti jako ndhradu
souctu pro pripad, kdy potrebujeme s¢itat nekoneéné mnoho
prispévku, z nichz kazdy mé v podstaté nulovou hodnotu
(Riemanniav uréity integral).

Intervalem I budeme rozumét otevieny interval.

Motivace: Jak z derivace krivky ziskat rov-
nici krivky?

Na této tloze si pfipomeneme dalsi roli derivace (smérnice
tecny) a predstavime si GZasny druh mosti — mosty zavé-
Sené na nosnych lanech, které mohou preklenout obrovské
vzdalenosti.

U zavéseného mostu lano nese prostiednictvim svislych lan
hmotnost rovnomérné rozlozenou ve vodorovném sméru.

Je potteba zvolit vhodnou délku svislych lan tak, aby sila
pusobici na nosné lano byla vzdy ve sméru tohoto nosného
lana. Potom je systém nejstabilnéjsi a nejpevné;jsi.

Diky symetrii stac¢i uvazovat jenom pilku mostu. Na ¢ast
lana nad intervalem [0, ] ptsobi nasledujici sily.

o Tahova sila lana v minimu (z = 0) o velikosti T" doleva.

tegral

o Gravitacni sila o velikosti G = pzg smérem dold, kde p
je linedrni hustota (hmotnost jednotkové délky mostu)
a px je hmotnost ¢asti mostu, odpovidajici intervalu
[0, z].

Tahova sila F' doprava nahoru na pravém konci. Protoze
je most v klidu, velikost a smér této sily jsou takové, aby
soucet, vSech sil ptisobicich na uvazovanou ¢ast mostu
byl roven nule. Jako stavitelé mostu chceme, aby smér
sily souhlasil se smérem lana, tj. aby sila byla tecna
k nosnému lanu.

Vektorovy soucet sil musi byt nulovy a proto vSechny tii
sily tvori pravouhly trojihelnik. Pomér odvésen i udava
smérnici prepony. Krivka udavajici smér nosného lana tedy
musi mit tvar funkce, ktera splnuje

_ Mg
= 7‘%‘,

T
kde u, g, a T jsou pro danou tlohu konstanty.

/

Y

7 rozboru vidime, ze mame danu kiivku danou pomoci

derivace a tuto kfivku musime najit. Formélné to je stejny
problém, jako kdyz méme rychlost zmény funkce a chceme
najit casovy prubéh této funkce. Mechanickym modelem
muze byt napriklad pohyb zadanou rychlosti a tiloha urcit
drahu tohoto pohybu. Tento problém se na zakladni skole
redukuje na pripad pohybu konstantni rychlosti (s = vt) a
na stredni Skole rozsifuje na rychlost, kterd se méni jako

1
linearn{ funkce (s = —at?). Nyni stojime pted tikolem, jak

si poradit v pripadé obecné rychlosti, ménici se libovolné.
Presné to je kol pro neurcity integral.

Neurcity integral

https://youtu.be/lfg  ylc87TNQ

Predstavime nastroj, ktery nam umozni odpovédét na
nasledujici otazky.

e Je zndm smér kiivky v kazdém bodé (tj. smér tecény,
derivace). Jakd je rovnice kiivky?

33



KAPITOLA 4. INTEGRAL, INTEGRAL A INTEGRAL

e Je znama rychlost, s jakou se méni veli¢ina f. Jaka je
rovnice udavajici zavislost veli¢iny f na case?

Definice (neuréity integral). Rekneme, 7e funkce F je
primitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize plati

na intervalu I. Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f
se nazyva neurcity integral funkce f a znaci

/ f(z)da

Otazkou existence primitivni funkce se budeme zabyvat na
dalsi pfedndsce. Otdzku (ne-)jednoznacnosti fesi nasledujici
véta.

Véta (jednoznaénost primitivni funkce). Primitiond
funkce je ddna jednoznacne, az na aditivni konstantu.

o Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I,
plati totéz i pro funkci G(z) = F(x) + ¢, kde c € R.
o Jsou-li F' a G primitivni funkce k téZe funkci f na
intervalu I, existuje c € R takové, Ze
F(z) =G(z) +¢

na I.

1
Priklad. Funkce 22 m4 primitivni funkce napiiklad §x3,

1 1
nebo gx?’ + 7, nebo gx?’ + 7, protoze derivace vSech téchto

t¥f funkef je 2. Plati

1 .
/zzdx:§xd+c,

ceR.

Vzorce.

1. /cdm:cm—i—C’

:CnJrl
2. / " dzx +C
n+1

dz = In|z|+C

w

S R H

efde=e"+C

cosrdr =sinz + C

/
/
5. /slnxdm =—cosz+C
|
S

ola de =tgz +C
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1
8./ —5—dr = —cotgz + C
S~ xr
1 1 T

+C

1
10. /ﬂ l‘—arCSlnA
1
11. /f(ax—l—b)dac: —F(ax+b)+C, kde F(x
a

)= [ 1)z

Véta (linearita neurcitého integralu). Neurdity in-
tegrdl zachovdvd soucet a ndsobeni konstantou. Tedy pro
libovolné funkce f, g a libovolnou konstantu c plati

/f—i—gdx:/fdx—i-/gdx,
/cfdx:c/fdx.

Priklad.

1 2 1
/2364 —eM 4 —dr = Z2° — —e** + Injz|+C
x ) 4

Funkc¢ni predpis z rychlosti zmény a vycho-
ziho stavu

UvazZugjme téleso, jehoz teplota klesd zndmou rychlosti. Deri-

vace teploty podle casu je — = —0.1e~%% °C/min. Cilem
je najit teplotu jako funkci casu. Dodatecnd informace je, Ze
pocdtecnt teplota je 28°C.

Pouzijeme skutecnost, ze integral konstantniho nasobku je
konstantni nasobek integralu a vzorec

/eax dx =

Teplota jako funkce casu je dana integralem

1
—e" +c.
a

T= /—0.1e—0~0“ de

_ —0.1 —0.01t
001 ¢

— 106—0.01t + C.

Hodnota C' souvisi s poc¢atecéni teplotou. Protoze pocatecni
teplota je 28°C, dosadime do vztahu pro T hodnoty T' = 28°C
a t = 0 a ze vzniklé rovnice ur¢ime C. Dostavame takto
podminku

28 = 10’ + C,

kterd implikuje C' = 18°C. Funkce uddvajici zdvislost teploty
mistnosti na case je

T = (18 4 10e~ %) °C.
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Poznadmka (vlhkost dfeva elektrickou metodou). Po-
dobny vypocet se vyuziva u méreni elektrického odporu
dreva pro stanoveni vlhkosti. Protoze elektricky odpor dreva
je velky, neni vhodné pro urceni elektrického odporu pouzit
Ohmuv zdkon a zméfeny proud a napéti. Jedna z moznosti
je méreni ¢asu nutného k nabiti nebo vybiti kondenzatoru
pres odpor. V pripadé nabijeni proud exponencialné klesa
(zdtivodnime pozdéji v predndsce vénované diferencidlnim
rovnicim) a proto (diky elektrickym vlastnostem kondenza-
toru) exponencidlné klesd i rychlost, s jakou roste napéti
na kondenzatoru. Toto napéti je nutné pro vypocet odporu.
Pokud zndme rychlost, s jakou se napéti méni, uréime napéti
integrovanim a znalosti napéti na zacatku nabijeni.

Pozndmka (veli¢ina vypoétena z rychlosti své
zmény). Pokud se veli¢ina f(t) méni v case rychlosti

r(t), plati

£(t) = / r(t)dt,

pricemz prava strana je dana jednoznac¢né az na aditivni
konstantu. To koresponduje s pozorovanim, ze rychlost
zmén k jednoznacné identifikaci ¢asového pribéhu meénici se
veli¢iny nestaci. Je potfeba mit zadan jesté vychozi stav.

Priklad. V tvodu prednasky je popsano, ze krivka, kterd je
prirozena pro nosné lano zavéseného mostu, spliiuje rovnici

y = H,
T

Pouze za této podminky bude lano naméhano ve sméru své
nejvyssi pevnosti, tj. v podélném sméru, ve sméru své osy.
Integraci ziskame

y_/,ug dx— x2+C

Lano tedy bude v kazdém bodé namahano ve sméru své osy
pokud mé tvar paraboly. Prohnuti paraboly (koeficient u 2%)
je dano hmotnosti mostu a tahem napinajicim lano.

Urcity integral (Newtonuv)

https://youtu.be/t30JxxPZxkY

Predstavime si mirnou modifikaci neurcitého integralu. Rych-
lost zmény nebudeme pouzivat k hleddni predpisu funkce,
ale budeme hledat zménu funkce na zadaném intervalu.
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Definice (Newtonuv uréity integral). Bud f funkce
a F jeji primitivni funkce na intervalu I. Bud [a,b] C T
podinterval v I. Urcitym integrdlem funkce f na intervalu
[a, b] rozumime veli¢inu oznacenou a definovanou vztahem

b
/ f(z)dz := F(b) — F(a).

Oznaceni. Vyraz F(b) — F(a), tj. zménu funkce F(x) na
intervalu [a, b], oznacujeme také [F(z)]. Tento zapis se ¢asto
pouziva jako mezivypocet pti vypoctu urcitého integralu.

1 1.1 1 1 1
2d: ~ .3 :713_703:7
/Ox =5 =20 - 20 =4

0

Véta (linearita uréitého integralu). Urcity integrdl
zachovdvd soucet a ndsobeni konstantou. Tedy pro libovolné
funkce f, g a libovolnou konstantu c plati

b b b
/f—i—gdx:/fdx—i—/ gdz,
a b a b a
/cfdm:c/ fdzx.

Snadnym dusledkem definice urcitého integralu je nasledujici
véta.

Véta (zaména mezi a rovnost mezi v urcitém inte-
gralu). Plati
a
NS
a

/abf(a:)dx:—/baf(x)dx

Zména funkce z rychlosti zmény (Casova
zména teploty)

Uvazujme teleso, jehoZ teplota klesd zndmou rychlosti. Deri-

—0.1e7 %91 °C/min. Chceme

urcit pokles teploty za pruni hodinu a pokles teploty za druhou
hodinu.

. .dT
vace teploty podle casu je — =

Neurcity integral
/—0.1670'011t dt = 10700 - ¢

jsme vypocitali v podkapitole s neurcitym integralem. Po-
tfebovali jsme jesté znat pocateéni hodnotu teploty a nasli
jsme teplotu jako funkci casu.
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Nyni zapojime urcity integral. Nepotiebujeme informaci
0 pocatecni teploté, ale zato jsme schopni urcit jenom zménu
teploty za dany Casovy interval. Za prvni hodinu bude zména
teploty

60
—0.01 —0.01¢760
/0 —0.1e tdt = [106 t]o
— 10670.01-60 _ 10670.01-0
~ —4.5°C.

Za druhou hodinu bude zména teploty

120 120
—0.01¢ —0.01¢
AO —0.1e dt = [106 }60

10670'01.120 _ 10670.0160

—2.5°C.

Q

Online vypocet.

Poznamka (zména veli¢iny vypocétend pomoci rych-
losti). Pokud se veli¢ina f(¢) mén{ v ¢asovém intervalu od
t = a do t = b rychlost{ r(t), je zména veli¢iny f za tento
casovy okamzik rovna

b
Af =10~ fla) = [ vyt

Zména funkce z rychlosti zmény (prostorova
zména teploty)

Méjme ustalené proudent tepelnou izolaci mezi dvéma sou-
stredngmi valcovymi plochami. Délka izolace je L, vnitrni
a vnéjsi polomér jsou r a R. Teploty vwonil a vneé jsou Ti
a Ty. Izolact prostupuje teplo rychlosti Q, tj. kazZdou mysle-
nou vdlcovou plochou o polomeéru x projde za jednotku casu
teplo Q. Cilem je najit vztah ddvajici uvedené veliciny do
souvislosti. Odvodime vztah, ktery jsme pouZili v prednasce
o lokdlnich extrémech a slibili dokdzat pozdéji.

Z Fourierova zdkona plyne, ze teplo, které projde jednotkovou
plochou za jednotku casu, je tmérné ziaporné vzatému
gradientu prostorové zmeéné teploty, tj.

Q __,ar
oraxl dx’

kde k je tepelna vodivost. Tento zdkon definuje rychlost,

s jakou se méni teplota v prostoru a my jej pouzijeme ke

stanoveni vztahu mezi tokem tepla a teplotnim rozdilem mezi
vnéjsi a vnitini stranou izolace. Snadnou tpravou dostavame

ar @
dz =~ 2kmal
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a odsud

R R
_ Q _ . Q / 1
AT = /T 2kmxL dv= 2knL ), =z de.

Protoze plati

R
1 R
/ —dr=[mz]f=mmR—Inr=I=,
. T r

dostavame po dosazeni a vynasobeni minus jednickou vztah
Q R

——In—,

2knL  r

ktery jsme pouzili v pfednédsce o lokalnich extrémech a slibili
dokazat pozdéji.

AT =T, T, =

Stejny princip funguje pro libovolné ustalené proudéni
radidlnim smérem pri konstantni materidlové charakteristice.
Stejny pristup je mozné pouzit pro proudéni podzemni vody
popsané Darcyho zdkonem (namisto Fourierova zékona) pro
zvoden namisto izolace (zvoden je prostor kde se nachazi
a tece podzemni voda, tj. néco jako podzemni rybnik nebo
Feka zasypand piskem nasdklym vodou) a piezometrickou
vysku h namisto teploty (piezometrickd vyska udéava, jak
vysoko vystoupd voda ve zkusebnim vrtu). Pokud méme
zvoden s napjatou hladinou (voda je pod tlakem seviena
mezi dvéma nepropustnymi vrstvami), je vodivost konstantni.
Rovnice popisujici tuto situaci ma tvar

Q r

h—hy=-——In—
0 27TTnT0

a nazyva se Thiemova rovnice.

Pokud sledujeme prostup tepla izolaci, jejiz teplotni vodivost
se méni s teplotou, neni velicina k konstantni a proto vyse
uvedeny postup neni mozné realizovat a odvozeny vzorec pro
takovy ptipad neplati. Stejnd situace nastava u podzemni
vody a proudéni s volnou hladinou (neni horni nepropustné
vrstva zvodné). Takové dlohy vedou na jinou problematiku,
kterou se naucime Tesit v kapitole s diferencidlnimi rovnicemi.

Poznamka (zména veli¢iny vypocétena pomoci gradi-

entu). Pokud se veli¢ina f méni podél piimky v zdvislosti

na veli¢iné z na intervalu od x = a do x = b rychlost{ r(x)
. df(z)

(4. r(z) =

———2), je zména veli¢iny f na intervalu [a,b]
rovna

dz
b
Af=ﬂw—ﬂ@=/rwmw

Dalsi motivace

Ze stredoskolské fyziky dobre zname vzorce pro drahu, praci
a tlakovou silu. Ovsem jenom v extrémné péknych pripadech.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9R1-TlStMo0VSwVdA10DNU0FJIrSjQADINDLVKgHIFRZl5JQoaQCI1vSixJFUDpFhHo0THQMfMQFMTnwozAx1DI5AaANtfHHM=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://en.wikipedia.org/wiki/Aquifer_test#Steady-state_Thiem_solution
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e Draha rovnomérného pohybu je urcena vzorcem
s = vt. (1) A

Tento vzorec neni pouzitelny pro pohyb proménnou -Q- -

rychlosti. Z kapitoly o neurcitém integralu vime, ze ,-/ I
obecny vzorec je '
| & /
s = / vdt. (2)
I
1 /
4 >
S

Pokud je v konstantni, vzorec (1) je dusledkem vzorce
(2).

e Hydrostatickd tlakova sila F' pusobici ve vodé v hloubce
h na plochu o velikosti S se ur¢i podle vztahu

f — .
—~——

A X

Obrazek 4.1: Obsah pod konstantni funkci.

F = Shpg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni. Tento vzo-
rec vSak neni mozné pouzit, pokud ruzné ¢asti plochy
jsou v rtznych hloubkach. Napiiklad neni mozné po-
moci tohoto vzorce uréit celkovou silu na svislou sténu
reprezentujici hraz prehrady.

e Prace vykonanda konstantni silou F' po draze s je

W = Fs. (3)

Co kdyz se ale sila nebo draha méni? Pokud néas zajima 1

- > :
prace nutna k navinuti visiciho fetézu na rumpél, sila se I yd
béhem namotavani plynule zmensuje, protoze visici kus ] | / |
Tetézu se pri namotévani zkracuje. Pokud néas zajima / [
prace nutné k vycerpani vodni nadrze, musime kazdy ! /

litr vody, ktery je na dné, “tahat” po delsi draze nez
kazdy litr vody, ktery je na hladiné a proto se méni 0 ()
drédha. Vzorec (3) selhavd v obou pripadech. Jednou -

kvuli nekonstantni sile, podruhé kvuli dréaze.

- —

—~
D Xy B 1
e Obsah obrazce mezi konstantni funkei f a osou = nad
intervalem [a,b] se vypoéte snadno, protoze se jednd Obriazek 4.2: Obsah pod funkcei po cdstech konstantnd.
0 obdélnik se stranami f a Ax = b — a. Proto

S=f-Ax.

Tento pristup vsak neni mozné pouzit, pokud se funkce
f na intervalu [a, b] méni. Formdlné je tato tloha stejnd A
jako ostatni tlohy vyse, ma vSak snadnou geometrickou a
interpretaci. Pravé tuto interpretaci vyuzijeme v na-
sledujicim k definici druhého typu urcitého integrdlu
(Riemannova).

Urcity integral (Riemanniav)

https://youtu.be/iIKG-4g864Q4

b
Uloha 1. Snadnym disledkem vzorce pro obsah obdélnika Obrézek 4.3: Obsah pod obecnou funket je / f(z) da.
je obsah obrazce mezi grafem konstantni funkce a osou . “

S = fAzx
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Uloha 2. Obsah pod funkei slozené ze dvou konstantnich
funkci napojenych na sebe se vypocte jako souCet obsahu
dvou obdélnik.

S = filzy + falxy

Toto se da snadno zobecnit na libovolny pocet intervala a
pro libovolnou po ¢astech konstantni funkei.

Prostredky matematické analyzy je mozné “zjemnovat déleni
do nekonecna”, presnéji, miuzeme pouzit limitni prechod
podobny limitnimu pfechodu, ktery v definici derivace
prevedl podil (priumérnou rychlost) na derivaci (okamzitou
rychlost). Diky tomu nenf nutné se omezovat na po ¢dstech
konstantni funkce, ale postup bude fungovat i pro velmi

obecné funkce. Vyslednym produktem je Riemannuv integral.

Riemannuv integral je velmi nazorny, ale pomérné obtizné
se pocitd, pokud postupujeme primo podle definice. Pokud
vSak je funkce v uréitém smyslu péknd (md primitivnf
funkei na intervalu, ktery uvnit obsahuje interval [a, b]) jsou
Riemanntv a Newtontuv integral stejné. Proto mezi nimi
nerozliSujeme, pouzivame jeden pojem urcity integral a
pocitame jej pomoci definice Newtonova integralu. Obsah
obrazce pod kiivkou f(z) je roven

b
S = / f(z)da.
a
V teorii Riemannova integralu ma vzorec

b
/ f(@)dz = [F(2)]', = F(b) — F(a)

postaveni véty nazyvané Newtonova—Leibnizova véta a
je to véta udavajici, jak vypocteme urcity integral pomoci
neurcitého. Zajimavé je, ze v nékterych pripadech je vhodné
postupovat naopak a urcit neurcity integral pomoci integralu
urcitého, coz si ukdzeme v nasledujici prednasce.

Nascitani prispévki k celkové draze

1. Teéleso pohybujici se po dobu At konstantni rychlosti v
po primce urazi drahu

s = vAt.

2. Téleso pohybujici se po dobu At; konstantni rychlosti
v1 po primce a poté po dobu Aty rychlosti vy urazi
celkovou drahu

s = 01 At + voAts.
Toto je mozné zobecnit na libovolny pohyb skladajici
se z konecného poctu usekt, kdy se téleso pohybuje
konstantni rychlosti.

k
S = ’UlAtl + U2At2 + -4 ’UkAtk = szAtz
i=1
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Prispévek za kazdou c¢ast pohybu, kdy je rychlost kon-
stantni, je

As = vAt,

kde v a At jsou prislusné rychlost a doba pohybu, po
kterou je rychlost konstantni.

3. Pokud se rychlost méni spojité a a a b jsou pocatecni a
koncovy okamzik pohybu, plati

s:/abv(t)dt.

Nascitani prispévku k celkové sile na pre-
hradu

Mojzisiv most (Holandsko, pevnost Fort de Roovere) je
v celosvétovém méritku unikatnim mostem. Je postaveny
ze dfeva a zanoreny do vodniho prikopu okolo pevnosti
tak, aby splyval s krajinou. Predstavme si zjednodusené, ze
vodni masu drzi svisld dfevéna sténa a budeme se snazit
najit celkovou silu piisobici na tuto sténu tlakem vodni masy.
(Ve skutec¢nosti most lez{ na dné a dno se zvedd smérem
ke sténdam mostu. Google umfi najit stavebni pldn mostu.)
Délku mostu oznacime L, vysku stény (pfesnéji vzdalenost
ode dna po hladinu vody) oznacime H.

1. Tlakovéa sila na rovinnou plochu o obsahu S vyvolana
tlakem p je rovna
F =pS.

Tlak v hloubce h je dan vzorcem

p = hpg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni.

2. Myslenkové rozdélime celou sténu na casti. Tlakovd sila
na celou sténu je rovna souctu tlakovych sil, které ptsobi
na jednotlivé ¢asti. Ma smysl volit ¢asti tak, aby na nich
byl tlak konstantni. Myslenkové tedy sténu roziezeme
na vodorovné pasky.

3. Na mysleny vodorovny pés, ktery ma vysku Az a je
v hloubce z, ptisobi tlak p = xpg. Obsah péasu je podle
vzorce pro obsah obdélnika AS = LAz. Celkova sila
pusobici na tento pés je

AF = pAS = LpgzAcx.

4. Celkovou silu na celou sténu najdeme sec¢tenim vsech
prispévkia. Formalné

F= Z LpgxAx.

Protoze téchto prispévki je nekone¢né mnoho, secteme
je integralem

H
F:/ Lpgx dzx.
0


http://www.netherlands.cz/mkportal/modules/wiki/index.php/Moj%C5%BE%C3%AD%C5%A1%C5%AFv_most
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5. Po vypoctu dostavame
H
F = / Lpgx dx
0

H
= Lpg/ rzdz
0

1 H
= Lpg | =22
0|37,

1 1
= Lpg | =H?* — -0?
po |51~ 307

1
= ZLH?pqg.
5 pg

Tento vztah je stejny, jako kdyby na celou plochu o veli-
1
kosti LH pusobila tlakova sila vyvolana tlakem §H 09,

tj. tlakem v polovi¢ni hloubce.

Nascitani prispévkia k celkovému toku po-
trubim

V predchozim piikladé jsme “krajeli” prehradu na vodorovné
pasy, protoze ve vodorovném sméru byl konstantni para-
metr, ktery jsme potifebovali mit konstantni pro vypocet
k celkovému prispévku. V nasledujicim pripadé je obdobny
parametr konstantni na kruznicich a proto budeme délit a
scitat prispévky pomoci mezikruzi.

V potrubi o poloméru R tece viskozni tekutina tak, ze
uprostfed ma maximalni rychlost a u stén nulovou. Rychlost
ve vzdalenosti r od osy potrubi je dana vztahem

R2 _ 7”2

Rz
Stiedni rychlost dostaneme jako celkovy tok potrubim déleny
obsahem S = wR?. Tok v pifpadé konstantni rychlosti je
souCinem rychlosti a obsahu prufezu. V pripadé rychlosti

nekonstantni rozdélime prirez na ¢asti AS, na kazdé casti
urcime prispévek k celkovému toku a poté vse secteme, tj.

Q= > w(r)AS

prurez

v (T) = Umax

Protoze rychlost zavisi na r, je stejnd na kruznicich a proto
se jevi vhodné rozdélit prurez na mezikruzi a secist pres

polomér téchto mezikruzi. Budeme tedy integrovat pres

proménnou 7. Vyjadreni ) prepiseme do tvaru

A
Q= Z v(r)A—fAr

prufrez

a limitnim prechodem se zméni suma na integral a podil
zmén na derivaci, tj.

R R 2 2
ds R* —r=dS
= —dr = mag ———— — dr.
Q /0 v(r) ar r /O Um RZ  dr r
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ds
Odsud pomoci S = 712, =—— = 277 dostavame po vytknuti

konstant, roznasobeni zavorek a integraci

2MVmazx

R
Q= R /0 (R* — r?)rdr

= 2MVmas [R2T2 — M}R
R2 2 4|,
2 Uman R
- TR 4
= Mﬂ'R2.

Tok je tedy formalné stejny, jako by voda tekla v celém

prufezu rychlosti polovi¢ni ve srovnani s maximalni rychlosti
Uma

v . . xr s’ 7 v ’ z
ve stfedu trubice. Proto je nazyvana stiedni profilova

rychlost prufezu.

(Volné podle Dana Rihové a Jana Markova, Poznamky
k prednaskam z Hydrauliky, prednéska ¢. 3.)

Nascitani prispévka k celkovému momentu
setrvacnosti tyce

e Kineticka energie télesa o hmotnosti m pohybujiciho
se posuvnym pohybem rychlosti v je ddna vztahem
E = —mv?. Kineticka energie télesa o momentu setr-
vacnosti J pohybujiciho se otacivym pohybem thlovou
rychlosti w je ddna vztahem E = §Jw2. Odsud vidime,
ze energie potfebna k vyvolani rotacniho pohybu je
umérnd momentu setrvacnosti. Moment setrvacnosti je
tedy jakousi mirou odolnosti télesa vuci silam, které se
jej snazi uvést do rotac¢niho pohybu. Zjednodusené, vétsi
moment setrvacnosti znamena, ze téleso je stabilnéjsi.

e Moment setrvacnosti hmotného bodu o hmotnosti m
vzhledem k ose otaceni vzdalené r od tohoto bodu je
J = mr?. Pro soustavu hmotnych bodt staél pspévky
seCist. Pro pripad télesa se spojité rozloZzenou hmotnosti
bychom museli “secist nekone¢né mnoho nekone¢né ma-
lych prispévka” a proto s¢itame integralem.

Budeme studovat rotaci ty¢e o hmotnosti m a délce L okolo

osy kolmé k ty¢i. Necht je ty¢ polozena podél osy x a rotuje
X

okolo osy y. Kousek tyce o délce Az ma hmotnost < m

a pokud je jeho vzdalenost od osy y rovna x, prispévek
k celkovému momentu setrvacnosti je

Ax m
“ma? = —r?Ax.

A:
J L L

Celkovy moment setrvacnosti je dan integralem, ale zavisi
na poloze tyce vzhledem k ose otaceni.
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1. Pro ty¢ umisténou levym koncem v pocatku dostavame béhem pohybu méni rychlost pohybu. V tomto ptipadé
moment vzhledem k ose prochazejici koncem tyce ve pouzivame Riemannuv urc¢ity integral, ktery je defino-
tvaru vany jinak nez Newtontiv, ale v prakticky zajimavych

I . tlohach se pocita stejné.
J = / m2dqe=" [lmﬂ — EEL?: - lmLQ. o Dalsi aplikaci procesu opacného k derivovani je tloha,
o L L3 |, L3 3 kdy jsou vlastnosti kiivky popsany pomoci derivace a

hledame rovnici pro tuto kiivku. Prikladem jsou tlohy ve

2. Pro ty¢ umisténou stfedem v pocatku dostdvame mo- . . . s Py /
Y P stavitelstvi a studiu materidlu (ohybova ¢ara nosniku).

ment vzhledem k ose prochézejici stredem ve tvaru

J

I
T
Nyl
|
8
no
o
8

m 132
-7,
_m [1L? 1( )3L3
T L|38 3 8
1

Zavér.

o Na roztoceni tyce okolo konce je potfeba vice energie,
neZ na roztoceni okolo sttedu. Ctyiikrat vice. (Z praxe
vime, ze s dlouhym zebfem se manipuluje nejlépe, pokud
jej drzime uprostied.)

o Ty¢ o konstantni délkové hustoté 7 (dané pouzitym
prufezem a materidlem) ma hmotnost m = 7L a moment
setrvacnosti vzhledem ke stfedu

L .3
J = 127‘L .
Vidime, ze moment setrvacnosti roste dramaticky pfi
zvétsovani délky, s tfeti mocninou. Proto provazochodci
nosi na lané dlouhou ty¢ a proto pfi extrémnich vy-
konech, jako je prechod Grand Canyon, byva pouzita
extrémné dlouhd ty¢ (pro Grand Canyon 9.1 metru a 20
kilogramt, viz Nik Wallenda).

Shrnuti, hlavni myslenky

e Nékdy mame zadanu rychlost, s jakou se méni veli¢ina
a potrebujeme znat funkéni predpis pro tuto veli¢inu,
tj. hodnotu v libovolném case. To je tloha inverzni
k derivaci a fesi ji neurcity integral.

o Pri zadané rychlosti zmény neni mozné bez zadani vy-
choziho stavu urc¢it hodnotu veli¢iny, kterd se méni. Je
mozné vypocitat jenom zménu této veliCiny za urcity
Casovy tsek (Newtonuv urcity integral) anebo je FeSeni
dano az na pocateéni stav vyjadieny integracni konstan-
tou v neurcitém integralu.

e Nékdy potrebujeme veli¢inu, ktera nas zajima, najit
poscitanim nekonecné mnoha prispévki. Toto je v situ-
aci, kdy se “za béhu” méni parametry tlohy, naptiklad se


https://en.wikipedia.org/wiki/Nik_Wallenda#Canyon_walk

Kapitola 5
Integraly pro pokrocil

https://youtu.be/nvagZcCVm4ak

Naucili jsme se integrovat pomoci neurcitého a urc¢itého
integralu. Neurcity integral vyjadiuje funkéni hodnotu
vypocitanou z akumulace okamzitych zmén. Z principialnich
duvodu neni mozné, pokud je zaddna pouze rychlost zmény,
urcit celou velicinu, ale jenom jeji zménu. Proto je neurcity
integral dan jednoznac¢né az na aditivni konstantu. Velikost
zmeény na zadaném intervalu je dana urcitym integralem, ke
kterému je mozné dospét i geometricky a fyzikdlné nazornym
zpusobem predstavenym v definici Riemannova integralu.
Ten otevird moznost rozsitit platnost mnoha fyzikalnich
vzorcu na pripad, kdy parametry tlohy nejsou konstantni.
Dokazeme tak pocitat drahu pohybu proménnou rychlosti,
tlak vody na plochu ponorenou napti¢ raznymi hloubkami a
podobné.

V nasledujicim textu rozvineme nékteré poznatky o integralu,
odvodime si nékteré pokrocilejsi metody pro vypocet, uka-
zeme si, ze kazdé spojitd funkce ma primitivni funkci a také
otevieme cestu k definovani funkci, které nejsou elementdrni.

Nejprve si pripomeneme jednu ze zakladnich aplikaci inte-
gralu: nascitani prispévku od spojité se ménici veliCiny.

Priklad: proc¢ trubky praskaji podélné?

Uvazujme natlakovanou valcovou nadobu s tlakem p, vyskou
L, polomérem podstavy r a sténou o tloustce t.

Vypocteme namahani silou v ose, tj. namahéani fezu A. Obsah
fezu (vySrafovano Cervené) je 2mrt. Na dno a viko pusobi sila
F = prr? a v fezu A kolmém na osu vélce je tahové napéti

F _p7T7“2 _pr

S 2wt 2t

Op =

Smeérem radialné od osy se tlakova sila rozklada na celou
plochu plasté valce a v tomto sméru je tahové napéti
minimalni.

Vypocteme posledni slozku prispivajici k namahani plasté
valce, obvodové napéti. K tomu musime vypocitat silu, kterd

41

é

Obrézek 5.1: Schema vdlcové ndadoby pod tlakem a rezy, v nichz pocitame
namdhdni.
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pusobi po obvodé vélce, tj. kterd se snazi valec roztrhnout
v Tfezu B. Tento fez mé obsah (Cervené vyznaceno) 2Lt.

poloviny plasté. To je misto, kde zapojime integral.

Kousek plasté valce odpovidajici ihlu Aa mé obsah rLA«
a tlakova sila na tento kousek je soucin tlaku a obsahu, tj.

AF = pS = pLrAc.

Smér je kolmy k plasti vilce a s vodorovnou osou svird thel
a. Pramét této sily do vodorovného sméru je

AF, = pLrAacosa

T
a tyto pfispévky musime poscéitat na intervalu o € [—7, f]

2
Celkova sila, ktera se snazi nadobu roztrhnout podélné je

™

b
Fz:/ prL cos ada

2

= prL[sin 04]%%
=prL [sing — sin (—g)}
= 2prlL.

Povrch na ktery tato sila pusobi odpovidd dvéma podélnym
hrandm (Gervené na fezu B), tj. mé obsah 2Lt a napéti je

tedy
2pLr  pr
oy = = —
"o ot
Vidime, Ze toto napéti je dvojnasobkem napéti v podélné

ose.

= 20p.

Jesté je vhodné ovérit, ze svisly prameét, tj .
AF, = pLrAasina

k namahani neprispiva, protoze
x
bl
F, = prLsin ada
-3
=0.

To vSak je mozné ocekavat i ze symetrie.

Pokud se chcete dozvédét vice, zkuste Google a heslo “hoop
stress”.

Vlastnosti integralu

https://youtu.be/uyiQAbYZVRU
Z minulé prednasky vime, Ze integrdl (ur¢ity i neurcity) je
linedrni, tj. zachovava soucet funkci a nasobeni konstantou.

{
,/\/—‘% S
| ERAEIS
o i
7/\/’4 L ¢ b
RTINS

(Y c s

Obrézek 5.2: Monotonie a aditivia vzhledem k mezi pro urcity integrdl.

e Pokud se veli¢ina méni rychleji, vysledna zména je vétsi.

o Pokud sledujeme zménu veli¢iny za urcity ¢as, mizeme
sledovat zménu do néjakého mezicasu a poté od mezicasu
do konce a obé ¢astecné zmény poté secist.

Je vsak dulezité védét, ze tyto myslenky plati pro libovolné
integrovatelné funkce a proto zformulujeme nasledujici véty.

Véta (monotonie vzhledem k funkci). Je-li f(z) >
9(x) na intervalu [a,b], plati

/abf(x)d:c > /abg(:z:) dz.

Dusledek. Integrdl nezaporné funkce je nezdporny. Pres-
néji, je-li a < b a f(z) > 0 na [a,b], plati

/abf(a:)dxzo.

Véta (aditivita vzhledem k integraénimu oboru).

Plati
/:f(x)dm:/acf(x)dx—i—/cbf(ac)dx.

Véta o aditivité vzhledem k integracnimu oboru je naptiklad
pro Newtonovu definici integralu dusledkem ziejmého vztahu

[F(b) = F(e)] + [F(c) — F(a)] = F(b) - F(a)

pro libovolnou primitivni funkci F. Graficky i fyzikalné je

Nésledujici dvé véty nejsou prekvapivé. Vyjadiuji dvé intui- ndzorny piipad, kdy ¢ lez{ v intervalu [a, b]. Vzorec vSak plati

tivné ziejma fakta.

pro libovolné usporddani mezi podle velikosti.
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Stredni hodnota

https://youtu.be/8QcORI4ATSLI

Urcitou souvislost s monotonii vzhledem k funkci mé otazka,
zda je mozné funkci definovanou na intervalu [a, b] nahradit
funkci konstantni tak, aby obé funkce mély stejny integral.
V praxi to znamend, zZe bychom napiiklad pfi pohybu télesa
casovy prubéh rychlosti nahradili jednou hodnotou takovou,
ze dréha za dany cas bude stejna. To je presné to, co zname
z bézného zivota jako definici prumérné rychlosti. Je to
soucasné i navod pro nasledujici rozsiteni pojmu prameérna
rychlost na libovolné integrovatelné funkce. Jedna se vlastné
o jakousi primérnou hodnotu, pti které ale nepocitdme
pramér z kone¢ného poctu hodnot, ale z hodnot rozlozenych
spojité na zadaném intervalu.

Definice stfedni hodnoty je snadnym dusledkem toho, ze
hleddme hodnotu p s vlastnosti

/abf(z)dzz:=/abuda::u/abdx:u(b—a).

Definice (stfedni hodnota). Necht f je funkce defino-
vand a integrovatelnd na uzavieném intervalu [a, b]. Cislo u
definované vztahem

1 b
n=i= |t

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].

Obrézek 5.3: Stredni hodnota linedrni a obecné funkce.

Geometricky je stfedni hodnota vyska obdélnika, ktery ma
jednu stranu tvorenou intervalem [a,b] a obsah je roven

b
integralu / f(x) dz. Pokud je funkce f(x) kladn4 a linedrni,
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je tento integrdl roven obsahu lichobéznika o zakladnach
f(a) a f(b) a vysce b — a. Tedy

b
/ f(ﬂ?)dxz(b_a)w

a stfedni hodnota linedrni funkce je tedy prumeérem hodnoty
na zacatku a na konci intervalu.

Poznamka (stfedni hodnota materidlové konstanty).
Tepelna vodivost materidlu podobeného analyze tepelné-
izola¢nich vlastnosti nemusi byt konstantni v celém rozsahu
teplot, ale mtze se ménit s teplotou. Pokud je zndma funkce
k(T), je stfedni hodnota tepelné vodivosti v tepelném rozsahu
od Ty do T déna vztahem (viz Cengel, Ghajar: Heat and
Mass Transfer)

1 T2

kqvg = ———
avg T, — T4 T

k(T)dT

V praxi nemdme analyticky predpis pro funkci k(T'), ale
funkce je dana v nékolika bodech tabulkou. Takové funkce
muzeme integrovat numericky, coz bude ukazano v dalsi
Casti této prednasky.

Priklad. Stiedni hodnota funkce y = 222 — 1 na intervalu
[0,2] je

1 [? 172 2
f/ 222 —1dz == |22 —z| =
2 Jo 213 o

Online vypocet.

Vypocet prace pomoci integralu

https://youtu.be/Z8wDZxap794

Priklad: prace pri vytahovani retézu

Ze stiechy budovy o vysce 50 metru visi fetéz dlouhy 30
metru. Jeden metr fetézu vazi dva kilogramy. Vypocitame
praci potrebnou pro povytazeni retézu o deset metra a poté
préaci potfebnou pro uplné vytazeni fetézu.

7Z fyziky vime, Ze na téleso o hmotnosti m piisobi sila F
dany vztahem
F =mg,

kde g je tthové zrychleni a ze prace W konana silou F' po
dréze s je rovna soucinu

W = Fs.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwz1DfSyswrSU0vSixJ1TDSqogz0jXU0ajQMdAx0tQEAIuACEI=&lang=sage
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Pokud z budovy visi h metru fetézu o linedrni hustoté
7 = 2kg/m, je nutné pii vytahovani fetézu zvedat téleso
o hmotnosti A7, tj. vyvinout silu

F =hrg.

P1i vytahovani fetézu se délka visici ¢asti zkracuje a zména
délky Ah je zéporné. P¥i povytazeni Fetézu o délku |Ah|=
—Ah je nutné vykonat préaci

AW = F|Ah|= —hrgAh.

Pri povytazeni o 10 metra retéz vytahujeme spojité od
h1 = 30 po he = 20. Celkova prace je

h2 h1 hl

1
W = —thdh:Tg/ hdh =1g [QhQ]

h1 hao

1 1
=79 [2}1% - th]

ha

1
= 579(}1% - hg)

1
= 57’9(]7,1 — hg)(hl + hg)

Pro 7 = 2kgm™! a g = 9.81kgms~2 dostavaime W =
4905 J. Formalné je tento vysledek stejny, jako bychom
hmotnost dolnich h; — hy metru fetézu soustiedili do stfedu

1
tohoto tseku (tedy do tirovné §(h1 + hz2) metra pod stfechu)
a poté tento hmotny bod premistili konstantni silou po draze

1
i(hl + hs) na stfechu.

Préaci pro vytazeni celého fetézu dostaneme volbou hy = 0.

Tedy
1

a numericky W = 8829 J. Protoze vytahnout prvni tfetinu

vvvs

fetézu bude mensi nez trojnasobek prace nutné pro povy-
tazeni o tretinu. Toto se prirozené potvrzuje porovnanim
numerickych hodnot.

Online vypocet.
Pozndmka (prace konana silou proménné velikosti).

Price vykonand silou F(z) pfi pfemisténi télesa z polohy
x = a do polohy = = b je

W/abF(x)d:r.

Jako speciadlni pripad dostdvdme pro konstantni sélu F
stredoskolsky vzorec
W = F's,

kde s = b — a je posunuti.
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Priklad: prace pri ¢erpani vody

Pokud potrebujeme vycerpat vodu z rezervoaru, nadrze,
rybnika nebo jezera, musime ji dopravit za sténu (za hréz,
dostat na bfeh, ...). Pfedstavme si, ze po opadnuti vody
v okoli MojziSova mostu, se kterym jsme se seznamili
na minulé prednasce, zustane uvnitt voda. Tu je potieba
vycerpat. Tim se most proménil v nadrz o hloubce H. Povrch
hladiny ve chvili, kdy je voda x jednotek délky pod okrajem
mostu oznacme S. (Pro nidrz ve tvaru kvddru by S bylo
konstantni a rovno obsahu dna.)

1. Pro vyzvednuti télesa o hmotnosti m o vysku h musime
vykonat praci W = mgh, abychom vykompenzovali
narust potencialni energie.

2. Vodu v nadrzi rozdélime na vodorovné vrstvy o vysce Azx.
Hmotnost vrstvy o vysce Ax v hloubce x pod okrajem
nadrze bude Am = SAzp a abychom vodu dostali pres
okraj, musime vykonat praci

AW = Amgz = SAxpgz.
3. Celkova prace na vycerpani vody se vypocte jako sou-

cet jednotlivych prispévkl. Spojité se ménici veli¢inu
sc¢itame integralem, coz vede na vztah

H H
W:/ S’pgxda::pg/ Sz dx.
0 0

4. Pro nadrze ve tvaru kvadru by veli¢ina S byla konstantni
a integral by vychazel

H
W:Spg/ xdx
0

saft]

1
= SP9§H2

H

0

1
= (SHP)9§H~

Vyraz SHp je celkova hmotnost. Prace je tedy stejna,
jako kdybychom téleso o stejné hmotnosti jako je hmot-
nost vodni masy zvedli z polovi¢ni hloubky pod hladinou
na uroven hladiny. Je to stejna prace, jakou bychom vy-

vvev

bychom tuto vodu zvedli na droven okraje nadrze.

Numericka aproximace urcitého in-
tegralu

https://youtu.be/7jo_pZJjegRA


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9JLFVIV8hQyDBUyDBS1-TlKs7IL9fIzCtJTS9KLElV0NDN0AKq0UrX0cjQyTDUyTDS1CROlUaGka0BsWqBArZGOum2lnoWQBFDW2MDoLitEYX6wdoBxXNBdg==&lang=sage
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Naésledujici myslenka se si tyka vyluéné urcitého integralu,
ale dale v dnesni prednasce si pfedstavime nastroj, ktery
umozni ji pouzit i pro integral neurcity.

Neékdy se stane, ze neumime nebo nepotiebujeme urcity
integral vypocitat pfesné. Nebo ze ani nemame dostatek
informaci pro presny vypocet, napriklad funkce muze byt
znama jenom v nékolika bodech, které jsou vysledkem méreni
a mimo tyto body nejsou zaddné informace o funkcénich
hodnotéach. To je pfesné situace pro numerickou aproximaci
urc¢itého integralu. Mechanicky model zdkladnich myslenek
aproximace je shrnut v nékolika nasledujicich bodech.

o Predstavme si, Ze mame urc¢it drahu pohybu, ale v za-
daném casovém intervalu mame pouze nékolik zadznamu
hodnoty rychlosti z tachometru.

e Mimo tyto zdznamy se mohlo dit v podstaté cokoliv. Bu-
deme vsak doufat, Ze rychlost se ménila spiSe pozvolna.

e Zakladni taktika odhadu drahy muze byt takova, ze
mezi kazdymi zaznamenanymi hodnotami rychlosti na
tachometru nahradime pohyb rovnomérnym pohybem
rychlosti, ktera je primérem krajnich hodnot.

¢ Predchozi postup aplikovany na libovolnou funkci odpo-
vid4 tomu, ze mezi kazdymi dvéma hodnotami nahra-
dime funkci funkei linearni a poté integral vypocitame
pro tuto linedrni funkci. Tento postup (lichobé&Zznikové
pravidlo) je mozné modifikovat nebo vylepsit. Napiiklad
je mozné pouzit pro aproximaci ¢asti parabol misto pti-
mek (Simpsonovo pravidlo). U funkee, kterd je rostouci,
je mozné napriklad pouzit funkéni hodnotu v dolni mezi
a tim dostaneme dolni odhad pro vysledny integral.

Priklad. Zahradnicka firma vytdhla parez a malotraktorem
jej odtahla o 20 metri bokem. Vzhledem k nepravidelnému
tvaru a tazeni po ruznych druzich povrchu po cesté se

sila ménila. Pracovnikovi se podarilo odhadnout silu béhem
pohybu. Zavislost sily na draze zachycuje nasledujici tabulka.

s/m 0 5 10 15 20
F/KN 23 15 21 31 20
Odhadneme celkovou vykonanou praci.
23+15 1.5+21 2.1+3.1 3.1+20
W=5 5 +5 5 5 5 2
=44.25kNm
=44.25k]

Poznamka. V predchozim prikladé byla funkce ddna v pra-
videlnych intervalech. Proto se ve vSech ¢lenech objevuje
faktor 2 ktery je mozné vytknout. Po vytknuti ztstane
v zévorce soucet, kde se hodnoty funkce v dolni a horni mezi

objevi jednou a ostatni dvakrat. To v obecném pripadé vede
k nésledujicimu vzorci.
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Véta (lichobéznikové pravidlo). Necht je funkce f spo-
jitd na intervalu [a,b]. Rozdélme interval [a,b] na n inter-
b—a
valu stejné délky h, tj. plati h = ——. Krajni body téchto
n
., Tp, a jim odpovidajici
, Yn- Plati

intervali oznacme po Tadé xq, T4, ..
funkénd hodnoty funkce f po radé yg, y1, - ..

b
h
/ f(x)dm%§(y0+2y1+2y2+"'+2yn—1+yn)~

Poznamka (slovni interpretace lichobé&znikového
pravidla). Pokud ve vzorci pro lichobéZnikové pravidlo

dosadime za hodnotu h odpovidajici délku intervalu

a
v v 7 e v n
preusporadame c¢leny, dostaneme

Yo+ 2y1 +2y2 + -+ 2UYn—1 + Yn
2n

/abf(:v)d:vk‘:(ba)

1 b 2 2 e 2y "
/f(x)dmzywr Yi+ 2+ 4 201 Y
b—a/, 2n

Toto je odhad pro veli¢inu, kterou jsme vyse nazvali stfedni
hodnotou. Lichobéznikové pravidlo je tedy mozné chapat
tak, ze vezmeme funkéni hodnoty v pravidelnych intervalech
a vypocteme vazeny prumeér téchto hodnot, kdy vsechny
funkéni hodnoty ve vnitinich bodech se berou s dvojnasobnou
vahou nez funkéni hodnoty v krajnich bodech. To je odhad
stfedni hodnoty, ktery staci vynasobit délkou intervalu a
dostaneme odhad integralu.

Integrace substitué¢ni metodou

https://youtu.be/tdK-zoglcv0

Substitucni metoda je metoda odvozend z derivace slozené
funkce

coz dava

Oznacme u'(z) = f(z), tj. u(z) = /f(x) dz. Oznacime-li
déale v(z) = t, plati

u(vla)) = ult) = [ £ie) .

Prezna¢me jesté v(x) na ¢(x). Potom mé (1) po zdméné levé
a pravé strany tvar uvedeny v nasledujici véte.
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Véta (substituéni metoda pro neurcity integral).
Plati

/ﬂamwwmmszma, ()

kde po vipoctu integrdlu napravo dosazujeme t = p(x).

Formélné vyraz napravo ve (2) pfejde ve vyraz nalevo a
naopak dosazenim rovnosti

p(r) =t, ¢ (z) do = dt.

Toto je soucasné i navod, jak substitu¢ni metodu pouzit
prakticky.

Piiklad. Substituce #? =t vede na vztah mezi diferencidly
ve tvaru 2z dz = dt. Odsud

. 1 1 1.
/we"dex:§/etdt=§€t=§6£2+c.

Priklad. Substituce f(x) = ¢ vede na vztah mezi diferencidly
ve tvaru f’(z) dz = dt. Odsud

f'(x) /1
dr = | = dt = In|t|=In|f(z)|+c.
|5 - dt ==l f(x)
Napriklad
T 1 2z
/m2+1dx—§/m2+1dx

($2 + 1)/

d
241 .

-4

1
3 In|z? + 1|+c.

Priklad. Substituce az + b =t vede na vztah mezi diferen-
cialy ve tvaru adx = dt. Odsud je mozné odvodit vzorec,
ktery jiz zname pro integral funkce s linearni vnitini slozkou.
Vskutku, plati

/f(aerb)dz:/%f(t)dt:%F(t):%F(az+b)+C,

kde F(x) = /f(x) dz.

Vztah (2) je zakladni vztah pro substituci v neur¢itém
integralu. Pouzivime jej ve vhodnych pripadech zprava
doleva i zleva doprava. Variantu pro urcity integral jsme
vidéli ve specidlnim pripadé ve cviceni, kdy vnitini funkce
reprezentovala konstantni nasobek. Vidéli jsme prirozenym
zpusobem, Ze pii substituci (vyjadfeni v jinych jednotkach)
se s integrovanou funkci se méni i meze. Obecny vzorec
pro integrovani urcitého integralu substitu¢ni metodou je
v nasledujici véte.

Véta (substituéni metoda pro urcity integral). Plati

»(b)

LﬂwmwwM=L@

Meze tedy podléhaji stejné transformaci, jako integrovana
proménnd. Pokud pouzividme substituci t = ¢(z), potom
v dolni mezi pro = a plati t = ¢(a). Podobn4 situace je i
v mezi horni.

F(t) dt.

Integral jako funkce meze

https://youtu.be/qUwPJkVBFOQ

Integral mtze byt soucasti definice funkce. Tim se mizeme
dostat mimo mnozinu elementarnich funkci a znacné tak
rozsitit tFfidu funkci, se kterymi umime pracovat.

Véta (integral jako funkce horni meze). Bud f spojitd
funkce na intervalu I a a € I. Funkce F(z) definovand
vztahem

F(z) := /z f@)de

md na intervalu I derivaci a plati F'(z) =
je primitivng funkci k funkci f(x).

f(@), tj. F(x)

Piiklad. Pro funkci f(z) = 2? plati

T 317 3
/ thtz[t} =
0 3|, 3

coz je skuteéné jedna z primitivnich funkei k funkei z?, jak
jiz vime z prednasky o neurcitém integralu.

Véta o integralu jako funkci horni meze dokonce udava
tvar primitivni funkce pro libovolnou spojitou funkci. Tim
dostavame okamzité néasledujici tvrzeni.

Dusledek (postacujici podminka existence primi-
tivni funkce). Ke kaZdé spojité funkci existuje neurdity
integral.

Bohuzel, ne vzdy neurcity integral dokazeme efektivné najit.
Zatimco problém nalezeni derivace funkce slozené z funkci,
které umime derivovat, spociva pouze ve spravné aplikaci
vzorcu pro derivovani, problém nalézt neurcity integral i

k funkci tak jednoduché, jako je naptiklad e je nefesitelny
ve tridé elementarnich funkci. Totéz plati pro dalsi “nevinné

vyhlizejici” funkee jako / sin(z?) dz nebo / ST Gx. Veta

T
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o integralu jako funkci horni meze nabizi moznost zapsat
primitivni funkci vztahem

7122 x 7t2
e dr =c+ e " dt.
0

Funkéni hodnoty takové funkce mtizeme urcovat napriklad
tak, Ze integral aproximujeme numericky.

Nisledujici ukdzka demonstruje, ze i s funkei definovanou
pomoci integrilu je mozné jistym zpusobem pracovat, aniz
bychom méli k dispozici analytické vyjadreni této funkce.

Ukazka funkce definované pomoci integralu
Uvazujme funkci definovanou vztahem

f(x) :/jidt.

Ukéazeme si, ze tento tvar umoznuje odvodit nékteré vlast-
nosti funkce f. Dokdzeme napriklad, ze funkce f méni
néasobeni na s¢itani, tj. ze plati

f(ab) = f(a) + f(b)-

)

Podle definice je
ab 1
f(ab) = / = dt.
1t

Podle aditivity vzhledem k integracnimu oboru plati

f(ab)_/la1dt+/aab1dt_f(a)+/aab1dt.

Ve druhém integralu bychom pottfebovali dostat jednicku
v dolni mezi, abychom dostali integral stejny jako v definici

(**)

funkce f. Proto zavedeme substituci — = s, t = sa, dt = ads.

S pouzitim této substituce se (**) transformuje na
b1 b1

fla) = fla) + [ S-ads = f@)+ [ 1 ds = 1)+ 1)
1 sa 1S

Pokud si vSimneme, ze integral (*) v definici funkce f
je mozné vypocitat a ze funkce f je vlastné funkce Inz,
neni vlastnost, ze funkce méni nasobeni na scitani nijak
prekvapiva. Pro nas vsak bylo dulezité, ze v dikaze jsme
pouzili jenom definici funkce f pomoci integralu a pravidla
pro praci s integrily. Nemuseli jsme nijak pouzivat ani
vlastnosti logaritmu, ani vlastnosti funkce k logaritmu
inverzni, coz byva zakladem stfedoskolského odvozeni tohoto
vzorce. Vidime, zZe integral je mozné pouzit k definici funkce
a s touto funkei je mozné déle pracovat. Substituce tr = S,
t = s", dt = rs" "1 ds napiiklad ukéze, ze plati

| @ @1
fla™) :/ fdt:/ —rsrflds:r/ —ds=rf(a).
1t 1 s" 18
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Priklad: fetéz jinak (pomoci zmény
potencidlni energie)

Vypocitame priklad z praci pti vytahovani retézu tak, ze
ur¢ime zménu potencialni energie fetézu. Praci W vykonanou
pti vyzvednuti télesa o hmotnosti m o vysku h vypocteme
jako zménu potencialni energie v tthovém poli Zemé, tj.

W = mgh.

Komplikace v tomto piipadé je, ze kazdou ¢ast fetézu
vytahujeme z jiné hloubky. Cést fetézu délky Ah vazi
m = 7Ah kilogramt a pri vytazeni z hloubky h na troven
stfechy je zména potencidlni energie (a vykonand prace)

AW = mgh = 71Ahgh.

Soucet téchto prispévka pro dolni tretinu retézu, od hy =
20m po h; =30m je

h1 hi1

W = Tghdh:Tg/ hdh.

h2 h2

Tim vypocet prechazi ve stejny integral jako v predchozim
pristupu a vysledky jsou tedy stejné. Praci pro cely fetéz
ziskame opét volbou hs = 0.

Ze prace vykonana pii vytazeni celého fetézu je stejnd jako
zména potencialni energie celého fetézu je zfejmé. Za zminku
jesté stoji tvaha, pro¢ je povytazeni retézu o 10 metrt
ekvivalentni zméné potencidlni energie dolnich 10 metra
pri vytazeni této ¢asti retézu na strechu. Staci uvazit, ze
bychom fetéz pretocili vzhiru nohama, povytahli o 10 metru,
rozpojili a visici ¢ast znovu otocili vzhiru nohama. Otoceni
vzhiru nohama neni spojeno s kondnim prace, stejné tak
rozpojeni a pripadné opétovné napojeni. Prace se tedy kona
jenom tak, ze Tetéz vytahujeme o 10 metri. Vysledek vsak
je stejny, jako kdybychom fetéz nepretaceli, jenom odpojili
dolnich 10 metra a tuto ¢ast zvedli nahoru.

Shrnuti, hlavni myslenky

e Naucili jsme se nékteré triky pro integraly: urcity inte-
gral se d4 numericky aproximovat a neurcity integral se
da prevést metodou per-partés nebo substituci na jiny
integral, v optimélnim pripadé na integral vhodny pro
aplikaci vzorcu.

e Integral, resp. stfedni hodnota funkce, slouzi jako na-
hrada aritmetického pruméru v situacich, kdy pocitame
prumér z nekonecné mnoha velic¢in a vzorec pro klasicky
aritmeticky primeér selhdva.

e Integrél je také nastrojem, ktery nas dokaze vymanit
ze svéta elementarnich funkei a mtizeme pomoci tohoto
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integralu definovat funkce, které nejsou elementarni. Za-
kladnim prostfedkem je integrél jako funkce horni meze.
Toto se vyuziva napriklad ve statistice. Vedlejsim pro-
duktem je véta zarucujici existenci primitivni funkce pro
libovolnou spojitou funkci.
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Kapitola 6
Diferencialni rovnice

https://youtu.be/gU6Cl1IwLFs0

V této prednasce se seznamime s diferencialnimi
rovnicemi. 7o neni nic jiného, nez spravny ndzev pro to,
cemu jsme drive Tikali matematické modely formulované po-
moct derivace. Videli jsme Ze tyto modely jsou v nékterych
pripadech prirozenym matematickym apardtem pro popis re-
dlné probihagicich deji v prirode. V predndsce se sezndmime
se zdkladnim ndzvoslovim spojengym s touto problematikou,
sezndmime se s metodami identifikace nékterych kvalitativ-
nich vlastnosti a u rovnic se separovanymi promennymi se
naucime hledat i analytické reseni. Protoze se casto setka-
vame s modely nezdvislymi na case, budeme se problematice
téchto modeli vénovat podrobnéji. Tyto modely maji tu vilast-
nost, Ze se ohranicend reseni po case ustdli okolo stabilni
hodnoty. Naucime se hledat hodnoty odpovidajici ustdlenym
resenim a z nich vybrat ty stabilni, k nimz systém muze kon-
vergovat, nebo nestabilni, které oddéluji oblasti, ze kterych
systém dospivd k jednotlivgm stabilnim stavim.

Motivace

Diferencidlni rovnice jsou jakymsi zlatym gralem modelovani.
V historii byly matematické modely zalozené na téchto
rovnicich primou motivaci k rozvoji diferenicadlniho poctu
(aby bylo mozno tyto rovnice formulovat) a integralnfho
poc¢tu (aby bylo mozno tyto rovnice fesit). Od té doby
dosahla trojice derivace+integral+diferencidlni rovnice na
obrovskou fadu uspécht napfi¢ mnoha obory.

e Odvozeni Keplerovych zakonti pohybu planet matema-
tickou cestou a tim potvrzeni gravitaéniho zdkona (New-
ton).

¢ Matematicky aparat pro statické vypocty a vypocty
nosnikt (Euler, Bernoulli, Timoshenko).

e Objev planety Neptun predpovézenim existence této pla-
nety na zakladé jinak nevysvétlitelnych poruch v draze
planety Uran (Verrier).
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o Teorie rovnovihy populaci na ostrovech (MacArthur,
Wilson).

o Teorie epidemii (Kermack, McKendrick).

Chemické oscilatory (Prigogine), Nobelova cena za ne-
rovnovaznou termodynamiku.

e Modely konkurence zivoc¢isnych druhu, princip konku-
rencniho vylouceni (Gause).

e Modely predace zivocisnych druhi, oscilace v systému
dravce a koristi (Lotka, Volterra, Holling).

o Vysvétleni podstaty periodického premnozovani Choris-
toneura fumiferana v kanadskych lesich (Ludwig, Jones,
Holling).

e Systémova biologie, vyzkum slozitych interakci mezi
enzymy, geny a proteiny v Zivych organismech (Alon).

e Vyzkum meteoriti s rodokmenem (Zdenék Ceplecha,
Pavel Spurny), vypocet jejich mista dopadu a mista,
odkud meteorit priletél. Nesmirné cenny zdroj studijniho
materidlu.

o ZaméFovace pro Fizeni protiletecké obrany (Antonin Svo-
boda, ¢esky kybernetik). Svoboda pozdéji konstruoval
vykonnéjsi zamérovace, ziskal prestizni vyznamenani na-
motnictva USA, jeho priace pomohla rozhodnout valku
v tichomofti.

Nékdy je nutné znat feSeni rovnice, nékdy staci znat rovnici
fidici studovany proces a i bez znalosti feseni je mozné ziskat
uzite¢né informace.

e Chovani TeSeni pfi zméné rozméra systému. Vyuziva se
naptiklad v aerodynamickych tunelech, kdy se rozmérné
objekty testuji na zmensSeninach. Déle se vyuziva tam,
kde rovnici nedokazeme vytesit, napriklad model sesuvu
hory do prehrady a naslednéd tsunami v tdoli Vajont
nebo akustika v Janackové hudebni sini.

e Nahrada jednoho problému jinym, ktery se chova stejné,
ale je mozné jej modelovat. Zahrnuje sestavovani me-
chanickych poéitact (zaméfovade prof. Svobody) nebo
vodnich pocita¢i (Moniac sestaveny v roce 1949 pro
model ekonomiky Nového Zélandu, vodni integrator po-
uzivany Ruskem do 80-tych let)


https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler%27s_laws_of_planetary_motion
https://cs.wikipedia.org/wiki/Bernoulliho%E2%80%93Navierova_hypot%C3%A9za
https://cs.wikipedia.org/wiki/Neptun_(planeta)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Brusel%C3%A1tor
https://cs.wikipedia.org/wiki/Konkuren%C4%8Dn%C3%AD_vylou%C4%8Den%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Konkuren%C4%8Dn%C3%AD_vylou%C4%8Den%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Pred%C3%A1tor
https://en.wikipedia.org/wiki/Choristoneura_fumiferana
https://en.wikipedia.org/wiki/Choristoneura_fumiferana
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zden%C4%9Bk_Ceplecha
https://cs.wikipedia.org/wiki/Pavel_Spurn%C3%BD
https://historiepocitacu.cz/prukopnik-pocitacu-antonin-svoboda.html
https://historiepocitacu.cz/prukopnik-pocitacu-antonin-svoboda.html
https://en.wikipedia.org/wiki/MONIAC
https://en.wikipedia.org/wiki/Water_integrator
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Obycejna diferencialni rovnice prv-
niho radu

https://youtu.be/GSjgp7FGvVw

Obycejna diferencidlni rovnice je rovnice, kde vystupuje
neznama funkce a jeji derivace. Setkdvame se s ni napriklad
vsude tam, kde rychlost ristu nebo poklesu velic¢iny souvisi
s jeji velikosti. Naptiklad rychlost s jakou se méni teplota
horkého télesa je funkci teploty samotné. Rychlost tepelné
vymény mezi dvéma télesy je totiz ameérna rozdilu jejich
teplot (Newtontv zdkon). Takto se prirozené diferencidln{
rovnice objevuji v modelech nejriznéjsich déji jevi. Podstatu
déje, ktery modelujeme, musi dodat fyzika, biologie nebo
jind aplikovana véda. To v matematice obsazeno neni.
Matematika poté poslouzi k analyze, jaké jsou pozorovatelné
duasledky a tim se ovéri, jestli prislusna aplikovand véda
spravné vystihuje podstatu modelovaného déje.

Definice (diferencialni rovnice). Obycejnou diferencidlni
rovnici proniho rddu rozresenou vzhledem k derivaci (struénéji
té7 diferencidlni rovnici, DR) s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

dy

dzx
kde ¢ je funkce dvou proménnych.

(1)

(z,y)

(anglicky ordinary differential equation, ODE)
Dalsi formy zapisu rovnice (1) jsou

/

Y = o(x,9),

dy = p(z,y)dx,

dy — ¢(z,y)dz = 0.

Piiklad. Najdéte vsechny funkce spliujici ¢’ = 2xy. (Nau-
¢ime se Tesit pozdéji.)

Diferencidlni rovnice byva v aplikacich matematickym mo-
delem kvantifikujicim scénaf vyvoje systému. Resenim jsou
vsechny moznosti, jak se tento systém muze vyvjijet. K jedno-
zna¢nému predpovézeni budouciho stavu je ovSem nutno znat
také stav pocatecni, ktery ze vSech teoreticky moznych pri-
béhtt vybere prubéh odpovidajici modelované situaci. Tento
stav vyjadruje pocatecni podminka, uvedena v nasledujici
definici.
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Definice (pocateéni podminka, Cauchyova iloha).
Necht z¢, yo jsou redlna ¢isla. Uloha najit feseni rovnice
dy

dx
které splnuje zadanou pocdtecni podminku

= p(z,y), (1)

(2)

y(zo0) = ¥o
se nazyva pocdtecni (téz Cauchyova) tloha.

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téz partikuldrnim resenim
rovnice. Graf libovolného partikularniho feseni se nazyva
integrdlni krivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)

Priklad (praktickd interpretace Feseni pocateéni
dlohy).

e Pokud diferencidlni rovnice udéva rychlost ochlazovani
horkého napoje a pocateéni podminka teplotu na po-
catku, je fesenim pocatecni tlohy funkce, do které do-
sadime Cas a primo dostavame teplotu napoje v daném
Case.

o Pokud diferencidlni rovnice udava rychlost ristu popu-
lace zivoc¢isného druhu v case a pocatecni podminka
velikost populace na pocatku sledovani, je fesenim po-
¢atecni tulohy funkce, do které dosadime cas a pfrimo
dostavame velikost populace v daném case.

o Pokud diferencidlni rovnice udéva rychlost narustu hla-
diny podzemni vody ve sméru od cerpané studny a
pocatecni podminka udava vysku hladiny ve studni, je
feSenim pocatecni tlohy funkce udévajici vysku hladiny
podzemni vody jako funkci vzdalenosti od studny.

Piiklad. Najdéte vSechny funkce spliujici y' = 2zy a
y(0) = 3. (Nauéime se Fesit pozdéji.)

Véta (existence a jednoznacénost feSeni Cauchyovy
dlohy). Mad-li funkce o(x,y) ohranicenou parcidlni deri-
vacs 8_30

dy
dloha (1)-(2) pravé jedno Teseni definované v néjakém okoli
pocdtecni podminky.

v okoli pocdtecni podminky, potom md pocdtecni

Priklad. Rovnice

(3)
e P , .

ma Teseni y = ¥, coz nahlédneme snadno, protoze exponen-

cidlni funkce se neméni derivovanim. Dosazenim je mozné
ukézat, ze ma dokonce reseni

v =y

y=Ce",

(4)

kde C je libovolné cislo.
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Priklad. Reseni poéatecni tlohy

!

v =y, y(xo) =10

najdeme tak, Ze vyuzijeme FeSeni (4) a zafidime, aby byla
splnéna pocatecni podminka. Tj. FeSenim pocatecni tlohy je

y = (yoe *0)e”.

Vidime, zZe toto feSeni existuje pro kazdou pocatecni pod-
minku a proto vzorec (4) popisuje dokonce vSechna Fesen{
rovnice (3).

Obecné a partikularni reseni

Reseni diferencidlni rovnice je nekoneéné mnoho. Zpravidla
je dokazeme zapsat pomoci jediného vzorce, ktery obsahuje
néjakou (alespon do jisté miry libovolnou) konstantu C'. Ta-
kovy vzorec se nazyva obecné reseni rovnice. Pokud neni
zadana pocatecni podminka a mluvime o partikularnim
reseni, mame tim na mysli jednu libovolnou funkei spliujici
diferencidlni rovnici.

Priklad: Obecnym fesenim diferencialni rovnice
!
y =2zy

je

y= Ce“’Q7 C eR.
Z4dna jina FeSeni neexistuji, véechna feSeni se daji zapsat
v tomto tvaru pro néjakou vhodnou konstantu C. Partiku-
larnim feSenim je naptiklad y = 5¢*”. Refenim pocatecni
tlohy

y' =2zy, y(0)=3
je

y = 3e

Modely vyuzivajici diferencialni rov-
nice

https://youtu.be/UaSCLmV__gdo

Tepelna vymeéna

o 7 fyziky vime, zZe rychlost tepelné vymeéeny mezi dvéema
télesy je imérnd rozdilu jejich teplot (Newtonuv zdkon).
e 7 prednasek o derivacich vime, ze rychlost je matema-
ticky derivace. Proces tepelné vymény probihajici podle
Newtonova zdkona je tedy mozno modelovat diferenci-
alni rovnici
dT

o = kT -Tv).
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e Rovnice udava, ze teplota T horkého télesa se méni
(rychlost zmény je derivace) tak, Ze klesd (znaménko mi-
nus) rychlosti dmérnou (konstanta k) teplotnimu rozdilu
mezi teplotou télesa a teplotou okoli Ty (¢len T — Tp).

e K rovnici v idedlnim pripadé dodavame materidlovou
charakteristiku (konstantu dmérnosti k) a pocatecni
teplotu. ReSenim rovnice je funkce udavajici zavislost
teploty na case. Chceme-li znat teplotu za urcity cas,
neni nutné provadét pokus a cekat na uplynuti pozado-
vané doby. Mtizeme teplotu pfimo vypocitat.

e Nékdy muze byt vhodné nesledovat teplotu T, ale rozdil
oproti okolni teploté, 7 = T — Tj. Rovnice se potom
zjednodusi na

dr

— = —k7,

dt
tedy na rovnici, kdy rychlost zmény je imérna funkéni
hodnoté.

Datovani pomoci uhliku

o Prii datovani archeologickych nélezt pozustatka zivych
organismu se vyuziva fyzikdlniho poznatku, Ze radio-
aktivni prvky se rozpadaji rychlosti, kterd je tmérna
mnozstvi dosud nerozpadnutého materialu.

o Rychlost, s jakou se méni mnozstvi (a tedy i koncent-
race y v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho
materidlu je tedy matematicky popsana rovnici

dy

%=
kde A je konstanta imérnosti. Tato rovnice je pfirozenym
disledkem toho, ze pro dany nestabilni izotop maji
vsechny atomy stejnou pravdépodobnost, ze u nich dojde
k rozpadu a tato pravdépodobnost se s ¢asem neméni.

e Vhodny radioaktivni prvek vybereme podle toho, jak
stary vzorek chceme datovat. Nejéastéji mérime mnoz-
stvi radioaktivniho uhliku “C vztazené k mnozstvi sta-
bilniho '2C. Pocatetni podminka je zndma (pfedpoklé-
dédme stejny pomér zastoupeni jako relativné nedavno,
pred pramyslovou revoluci) a diky tomu muZeme najit
funkci udavajici, jak s casem klesa zastoupeni radioak-
tivniho uhliku. Obsah radioaktivniho i stabilniho uhliku
je mozné zmérit a tim ziskdme odhad, kolik procent ra-
dioaktivniho uhliku se rozpadlo. Reseni pocatecni tilohy
poté pouzijeme pro odhad doby, kdy organismus prestal
spotfebovavat uhlik z atmosféry, tj. odhad stari vzorku.

e Pii pokusu o datovani kosti dinosaurt klesne mnozstvi
radioaktivniho uhliku pod méritelnou troven. Proto se
v tomto pripadé pouzivaji latky s delsim polocasem
rozpadu.
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Rovnice samocisténi jezer

e Necht veli¢ina y udavd mnozstvi latky, kterd znecistuje
vodu v jezefe o objemu V.

Predpokladejme, ze do jezera pritéka cista voda a stej-
nou rychlosti odtékd voda s necistotami (hladina se
neméni, je v ustdleném stavu). Necht veli¢ina r uddva,
jaky objem vody se v jezere takto vyméni za jeden
den. Predpokladejme dale (ponékud nerealisticky), zZe
rozdéleni znecistujicich castic v jezefe je rovnomérné.

« Ubytek hmotnosti neéistot za ¢asovou jednotku je dén

d
derivaci iy
e Protoze koncentrace necistot v jezere a v odtékajici
vodé je %, je ubytek znecisténi mozno vyjadrit téz ve
r r
tvaru —y. Podil — je pro dané jezero kladna konstanta

udavajici, jak velka ¢ast z celkového mnozstvi vody se
v jezefe vymeéni za ¢asovou jednotku. Oznac¢ime-li tuto
konstantu symbolem k, je proces tibytku necistot v jezere
popséan diferencidlni rovnici

dy _

a =

e VysSe uvedend rovnice na nazyva rovnice samocisténi
jezer, ale tento nazev je Cisté formélni. Jedna se vlastné
o stejnou rovnici, ktera popisuje radioaktivni rozpad
nebo zménu rozdilu mezi teplotou horkého napoje a
mistnosti pri chladnuti ndpoje.

e Stejnou rovnici je mozné popsat nejenom odbouravani
necistot z zivotniho prostredi, ale i odbourdvani léku
nebo drog z téla. Povazujme krevni obéh za jezero a 1ék
nebo drogu za znecistujici latku. V pripadé, ze rychlost
odbourdvéani je mérnd koncentraci (plati pro farma-
kokinetiku prvniho rddu, toto spliuje vétsina 1éciv za
béznych koncentraci), ¥idi se proces odbourdvani stejnou
diferencialni rovnici.

RC obvod

Pfi nabijeni kondenzatoru o kapacité C' pres odpor o velikosti
R roste napéti na kondenzatoru, tim se méni nabijeci proud
a proto se méni i rychlost nabieni. Pomoci zdkonu elektro-
techniky je mozno ukazat, ze nabijeci proud ¢ kondenzatoru
se Tidi diferencidlni rovnici

di 1

R—+ —=i=0.

dt C
Napéti na kondenzatoru je mozno odvodit bud z proudu,
napéti na rezistoru a napéti zdroje, nebo z celkového proudu,
ktery prosel kondenzatorem.

Rovnice je tedy stejna jako rovnice radioaktivniho rozpadu a
rovnice samocisténi jezer. Vhodnou manipulaci s parametry
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soucastek je mozno meénit koeficient u této rovnice a vhodnym
spojovanim téchto obvodu dokazeme podobné simulovat i
které nepracovaly s ¢isly, ale s napétimi. Tyto pocitace sehraly
svou roli v dobé, kdy ¢islicové pocitace byly nedostupné,
pomalé a nespolehlivé. Tim byla historicka tiloha analogovych
pocitact splnéna a jiz se nepouzivaji.

RC obvod jako takovy ma vsak dulezité misto i dnes. Dokaze
napriklad filtrovat signaly podle frekvence. Vypocet jeho
charakteristiky (tj. vyfeSeni rovnice) a sledovani napéti
na kondenzatoru umozni méreni elektrického odporu tam,
kde neni vhodné odpor uréovat z proudu a napéti pomoci
Ohmova zdkona. Typickym prikladem je odpor dreva a jeho
vodivost, tj. pfevracend hodnota odporu. Tato velicina se
pouziva k rychlému stanoveni vlhkosti dreva, nebo je mozno
ji dlouhodobé sledovat pomoci senzori zabudovanych do
drevostavby.

Ve skutecnosti zaddna elektronickd soucastka nema idedlni
vlastnosti a proto se v obvodu projevuji i nezddouci parazitni
charakteristiky. Pokud by toto bylo limitujici, je mozné

obvod nahradit podobné se chovajicim zapojenim s ope-
raénim zesilovac¢em (odkazovand stranka pracuje s rovnici
v integralnim tvaru).

Vyvoj populace a jeji ekologicky lov

e Zkoumejme velikost y urc¢ité populace, v prostredi s nos-
nou kapacitou K.

e Budeme pracovat s pojmem specifickd miru rastu po-
pulace, coz je rychlost rustu populace vztazend na jed-
notkové mnozstvi populace. Realistickym predpokladem
dodanym biologickymi védami je, ze v prostiredi s ome-
zenymi Uzivnymi vlastnostmi specifickd miru rastu po-
pulace klesa s tim, jak se velikost populace ptiblizuje
k nosné kapacité, a specificka rychlost ristu populace
je modelovana funkci r (1 — %) Podle velkosti koefi-
cientd v této rovnici délime zivocéichy na r-stratégy a
K-stratégy a toto déleni odrazi, jak se snazi druh vyrov-
navat se zménami prostiedi.

e Za uvedenych predpokladt je mozno vyvoj populace

1dy

popsat rovnici
<)
(1= 2
y dt ( K/’

Tato rovnice se nazyva logistickd rovnice.
e Pokud lovem snizime prirustky populace, muzeme tento
proces modelovat rovnici

Vary (1-2) - i)

tj.

dt


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/difro.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zapojen%C3%AD_s_opera%C4%8Dn%C3%ADm_zesilova%C4%8Dem#Integra%C4%8Dn%C3%AD_zesilova%C4%8D
https://cs.wikipedia.org/wiki/Zapojen%C3%AD_s_opera%C4%8Dn%C3%ADm_zesilova%C4%8Dem#Integra%C4%8Dn%C3%AD_zesilova%C4%8D
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie
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kde h(y) je intenzita lovu populace o velikosti y. Mo-
delovani tohoto procesu umozni nalezeni ekonomicky
vyhodné ale pritom trvale udrzitelné strategie lovu.

Geometricka interpretace a transfor-
mace jednotek

https://youtu.be/OgzYhnGj341

Geometricka interpretace ODE

Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke
grafu funkce v tomto bodé, 1ze rovnici

dy

g (1)

= 410('737 y)
chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné priradi
smérnici teény k integralni kiivce, kterd timto bodem

prochdzi. Sestrojime-li v dostateéném poctu (napiiklad

i ndhodné zvolenych) bodiu [z, y] v roviné vektory (1, p(z,y)),
obdrzime smérové pole diferencialni rovnice — systém
linedrnich elementi, které jsou tecné k integralnim kiivkam.

Pocateéni podminka y(zg) = yo geometricky vyjadiuje
skutec¢nost, ze graf prislusného feSeni prochdzi v roviné
bodem [z, yo]. M&-1i tato poéateéni tloha jediné feseni,
neprochézi bodem [z, yo| Zddna dalsi kfivka. Ma-li kazdd
pocatecni tloha jediné feSeni (coz bude pro nés velice ¢asty
pripad), znamena to, Ze integralni kiivky se nikde neprotinaji.

Transformace diferencidlni rovnice

Naucime se vyjadiovat diferencialni rovnici v jinych pro-
ménnych tak, aby bylo mozné snizit pocet parametra v této
rovnici. Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom pripad,
kdy nova proménny je linearni funkci pivodni proménné.

Uvazujme funkci y proménné x. Pfipomeneme si vzorce pro
derivaci souctu, derivaci konstantniho nasobku a derivaci
slozené funkce, ale uvedeme si je v kontextu vhodném pro
studium diferencialnich rovnic.

e 7 derivace souctu a z derivace konstanty plyne pro funkci
y a konstantu yo vztah

dly £y) _dy
dx dx

dyo _ dy
dx dx

_dy

Cda’

e 7 derivace konstantniho nasobku funkce plyne pro funkci
y a konstantu k vztah

d(ky)

dy
dx b

da’
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e 7 derivace slozené funkce plyne pro konstantu k a veli-
¢inu X = kx vztah

dy _ dy dX _ dy

dez  dX dz dX
tj.
dy _dy _1dy
d(kz) dX  kdz’
Vyse uvedené vypocty je mozno shrnout do pravidla v nasle-
dujici poznamce.

Poznamka (transformace diferenciilni rovnice do
jinych jednotek). ProY = ki(y — yo) a X = kox plati

v d(lﬁ(y*yo)) kidy
AX = d(ksz) ke dz

a podobné (vSimnéte si druhé mocniny u ko diky druhé
derivaci)

d?Y  ky d%y

dX?2 k3 da?’
Vyraz nalevo neobsahuje konstanty, které jsou ve vyrazu

napravo. Tyto konstanty jsou v definici novych velicin X a
Y.

Navic vzorec z poznamky silné pripomina klasické pocitani
dy

se zlomky. Proto mame Leibniztv tvar zapisu derivaci 1
x

pri studiu diferencialnich rovnic vice v oblibé, nez zapis
Lagrangetv, y'.

Priklad. Diferencialni rovnice tepelné vymeény

7T §
E = _k(T_ Too)v ( )

obsahuje tfi parametry: teplotu okolniho prostredi Ty,
pocatecni teplotu Ty a konstantu k souvisejici s fyzikalnimi
vlastnostmi prostiedi. Postupné mizeme posunout teplotni
stupnici tak, aby teplota okoli byla nula a pocatecni teplota
jedna, tj. hodnotu T snizime o T, a upravime dilek stupnice
(TO — TOO)—kI‘ét

T7(0) =T

d T—Too
To—Tow ) i T—Ty
dt Ty — T
vydélit konstantou k
T-To
d (TofToo> _ T-Tx
kdt Ty —Tw

a preskalovat pomoci konstanty k cas

4 (77)
d(kt)

T -Ts
B TO_TOO'
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T - [e'e] ;.
Po substituci y = T x = kt ma tloha tvar
0~ Lo
dy
— = -y, 0)=1. Hok
- o) (**)

Nové rovnice (**) neobsahuje Zddné parametry a proto je
pro studium jednodussi. Presto je v ni obsazena veskera
informace obsazend v rovnici (*). Tuto informaci je vSak
nutno interpretovat v kontextu definice novych proménnych.
Napriklad to, Ze vSechna FeSeni rovnice (**) konverguji k nule
znamens, ze véechna feSenf rovnice (*) konverguji k Ty. To,
7e TeSen{ rovnice (**) klesne na poloviéni hodnotu za ¢as In 2
znamend, ze vzddlenost feSeni rovnice (*) od rovnovazného

stavu se na polovinu zmensi za cas z In 2.

Poznamka (nondimenzionalizace, rozmérovi ana-
lyza). Proces eliminace parametri z modelu popsaného
diferencidlni rovnici se nazyva nondimenzionalizace nebo
rozmérova analyza modelu, protoze eliminaci parametrii je
vhodné provadét tak, aby vysledné nové veli¢iny vychazely
bez fyzikalnich jednotek. K tomu se provadi rozbor jednotek
jednotlivych veli¢in. V jednoduchych pripadech vsak staci
primitivni postup popsany v odstavcich vyse a ukazany
na prikladu. V tomto prikladé veli¢ina x nemé fyzikalni
jednotku, protoZe je soucinem konstanty k (s jednotkou
s7') a casu t (s jednotkou s). Je mozné ji povazovat za
bezrozmeérny cas. VeliCina y také nemd fyzikalni jednotku,
protoze je podilem dvou teplot a je mozné ji povazovat za
bezrozmeérnou teplotu.

V tloze s ochlazovanim télesa bylo zavedeni novych veli¢in
prirozené. I u méné zrejmych tloh zkusenosti ukazuji, ze je
vhodné volit transformaci tak, aby vznikly veli¢iny bezroz-
mérné, které nemaji fyzikalni jednotku. Napiiklad v Hordcek,
Fyzikdlni a mechanické vlastnosti dreva I je zavedena bezroz-
mérna vlhkost, bezrozmérny cas a bezrozmérna vzdalenost
na strané 61 pro rovnici popisujici difuzi a charakteristicka
délka, Biotovo ¢islo (bezrozmérnd tepelna vodivost) a bezroz-
mérnd teplota, bezrozmérny cas a bezrozmérna vzdélenost
pro rovnici popisujici vedeni tepla na stranach 88 a 89.

Obecné vyhody transformace diferencidlnich rovnic jsou
nasledujici.

¢ Po transformaci obsahuje rovnice v novych veli¢cinach
mensi mnozstvi parametri.

o Nové veli¢iny jsou bez fyzikalni jednotky a tudiz vhodné
pro numerické simulace, kdy se zpravidla o jednotky
nestardme.

e Nové veli¢iny zpravidla nabyvaji hodnot fadové srovna-
telnych s jednickou. Nejednd se ani o tisice ani o tisiciny.

Vsechny tii uvedené skutecnosti vedou k tomu, ze s trans-
formovanymi rovnicemi se lépe pracuje v numerickych
modelech.
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Priklad. Diferencidlni rovnici logistického ristu s lovem
konstantni intenzity

i—fzrw(l—%)—h

je mozno prepsat do tvaru

z v 7 . . J/‘
a po zavedeni bezrozmérné velikosti populace X = e
bezrozmérného éasu T = rt a bezrozmérné intenzity lovu

h
= K ma model tvar

Jinymi slovy, chovani modelu napftiklad z hlediska konver-

gence feSeni k nenulové hodnoté zavisi na parametru —.
r

Pokud se snizi nosna kapacita prostredi o dvacet procent, je

nutné pro udrzeni stejného chovani rovnice snizit lov nebo

h )
zvysit koeficient r tak, aby pomér K zustal zachovan.
r

ODE tvaru % =

f(y), autonomni
dx
ODE

https://youtu.be/SVDLZMIfW8Y

Rovnice d
Y

=W (%)
se nazyva autonomni, nebo téz nezavisla na case. Je special-
nim pripadem rovnice se separovanymi proménnymi, ktera je
uvedena na dalsim slidu a nauc¢ime se ji fesit analytickou ces-
tou. Proto se nyni nebudeme zamérovat na hledani obecného
feSeni, ale pokusime se popsat chovani feseni, aniz bychom
tato feseni znali. Pokusime se s co nejmensi ndmahou rict,
jak se budou reseni chovat.

e Je-li f(yo) =0, je konstantni funkce y(x) = yo FeSenim
rovnice (&b). ProtoZe derivace konstantni funkce je nula,
vidime, ze FeSenim rovnice

fly) =0

obdrzime vSechna konstantni feSeni rovnice (&). Tato
konstantni reseni se nazyvaji staciondrni body.

e Staciondrni body a jim odpovidajici konstantni reseni
predstavuji rovnovazny stav. Casto néas zajima, jestli
pri vychyleni z tohoto rovnovazného stavu ma systém
tendenci se vratit do ptivodniho stavu, nebo se od pi-
vodniho stavu déle odchylovat.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
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e Pokud se pfi malém vychyleni z rovnovazného stavu
systém do tohoto stavu vraci, mluvime o stabilnim sta-
ctondrnim bodu.

e Pokud se systém po malé vychylce do tohoto rovnovaz-
ného stavu nevraci, ale vyviji se k dalsimu stacionarnimu
bodu nebo neohranicené, mluvime o nestabilnim stacio-
ndrnim bodu.

Nésledujici véta umozni odlisit stabilni a nestabilni{ stacio-
narni body. Protoze v prirodé dochazi k drobnym pertur-
bacim neustale, udava vlastné, které stacionarni stavy jsou
realizovatelné a mizeme je v prirodé pozorovat a které jsou
prakticky nerealizovatelné.

Véta (stabilita konstantnich FeSeni). Jestlize plati
f(yo) = 0, je konstantni funkce y(x) = yo konstantnim
resenim rovnice

dy
@—f(l/)

d
Toto Tesent je stabilni pokud d—g(yo) < 0 a nestabilni pokud

df

Pro grafickou intepretaci je vhodné pripomenout, ze funkce
s kladnou derivaci jsou rostouci a funkce se zadpornou derivaci
klesajici. Pokud ma tedy pravé strana derivaci riznou od
nuly, pozname stabilitu z monotonie pravé strany.

Priklad. Logistickd diferencidlni rovnice s konstantnim
lovem h, tj. rovnice

dy

dt:ry<1_£>_h’

K

ma pro malé h dva stacionarni body. Funkce ry (1 — %)

je parabola otocend vrcholem nahoru a s nulovymi body
y=0ay = K.V prvnim stacionidrnim bodé je funkce

rostouci a tento stacionarni bod je nestabilni. Ve druhém
stacionarnim bodé je funkce klesajici a tento stacionarni bod
je stabilni. Jak se zvysuje faktor h, graf paraboly se posouva
smérem dolu a oba stacionarni body se posouvaji smérem
k sobé a k vrcholu. Jejich stabilita zustava neporusena. To
znamena, ze sice porad existuje stabilni stav, ale se zvysujici
se intenzitou lovu se tento stacionarni stav dostava stale

blize ke stavu nestacionarnimu a rovnovaha je tedy ponékud

krehka.

Poznamka (autonomni rovnice s rozdilem na pravé
strané). Rovnice

&= gy) — hy)

ma stacionarni bod g, jestlize

9(yo) = h(vo)-
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Casto jsou funkce ¢ a h zadany graficky a staciondrni bod je
v pruseciku grafu funkci g a h. Ze vzajemné polohy téchto
grafu také vidime, zda je staciondrni bod stabiln{ (funkce g
je napravo od bodu yg pod funkei h a nalevo nad ni) nebo
nestabilni (naopak).

Efekt ohfevu a ochlazovani Zemé, = = 0.600
300 1
—Ri,
- j{0“[

250 4
5

@ 200
[
I
E)
=1

v 150
£
o
=
(=]

S 1004
=
=]

350 4

01 T T T T T T
150 200 250 300 350 400

termodynamicka teplota [Kelvin]

Obrazek 6.1: Funkce z pravé strany rovnice pro teplotni bilanci Zemé

Priklad. Teplotni bilanci Zemé je mozno vyjadrit rovnici

dr

— = Ry, (T) —
3 = B(T)

Rout (T),

kde Rj, a Rou jsou funkce dané na obrazku. Vidime trii
pruseciky, tj. t¥i stacionarni body. Uvazujme stacionarni bod
nejvice napravo. Mald vychylka nahoru k vétsi teploté nas
posune do oblasti, kde prevazuje vyzarovani energie, Rout je
vetsi nez Ry, prava strana je zapornd a teplota klesa zpét
do stacionarniho stavu. Podobné, mala vychylka smérem
dolt zplisobi nartist a opét navrat do stacionarniho stavu.
Stacionarni stav zcela vpravo je tedy stabilni. Podobné
ukézeme, Ze stacionarni stav odpovidajici praseciku zcela
vlevo je také stabilni. Naopak, stacionarni stav uprostred
je nestabilni, libovolnd vychylka z tohoto stavu zptsobi
prechod systému do nékterého ze stabilnich stavi.

d
ODE tvaru dy = f(x)g(y) (rovnice se
T

separovanymi proménnymi)

https://youtu.be/NNQADiRyTEA


http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=ode
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Definice (ODE se separovanymi proménnymi). Dife-
rencialni rovnice tvaru

dy _

e (S)

f(@)g(y)
kde f a g jsou funkce spojité na (néjakych) otevienych interva-
lech se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice se separovanymi
promennymi.

Priklad: Rovnice
y +ay+azy? =0

je rovnici se separovanymi proménnymi, protoze je mozno ji
zapsat ve tvaru
y' = —ay(y+1).
Rovnice
y/ — 1:2 . y2

neni rovnice se separovatelnymi proménnymi.

Reseni ODE se separovanymi proménnymi

1. Ma-li algebraickd rovnice g(y) = 0 TeSeni ki, ko, ...,
kn, jsou konstantni funkce y = ki, y = ko, ..., y =k,
feSenimi rovnice.

2. Pracujme na intervalech, kde ¢g(y) # 0 a odseparujeme
proménné.

3. Ziskanou rovnost integrujeme. Tim ziskdme obecné fe-
Seni v implicitnim tvaru.

/g(zz)/f(x)dx+0

4. Pokud je zaddna pocatecni podminka, je mozné ji na
tomto misté dosadit do obecného feseni a urc¢it hod-
notu konstanty C. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do
obecného feseni a obdrzime teseni partikuldrni.

5. Pokud je to moZné, prevedeme Feseni (obecné nebo
partikuldrni) do explicitniho tvaru (vyjaddiime odsud y).

Posledni krok (pfevod do explicitniho tvaru) je volitelny,

zpravidla zalezi na tom, co dalsiho hodldme s feSenim délat.
Pro vétsinu vypoctu je vsak explicitni tvar vhodnéjsi nez

tvar implicitni a proto se o néj vzdy snazime.

Poznamka (zapis partikularniho feSeni pomoci urdci-
tého integralu). V piipadé poc¢atecni podminky y(zo) = yo
je mozné spojit treti a ¢tvrty krok a pouzit urcity integral

/ngc(l;:/zjf(t)dt.
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Pocatecni iloha mé jediné feSeni, pokud ma prava strana
ohranicenou parcidlni derivace podle y, jak je zminéno
v tvodu prednéasky. Nicméné pro diferencidlni rovnici se
separovanymi proménnymi je mozné vyslovit nasledujici
mnohem jednodussi postacujici podminku pro jednoznacnost
Teseni.

Véta (existence a jednoznaénost feSeni Cauchyovy
dlohy pro rovnici se separovanymi proménnymi).
Je-li g(yo) # 0, md pocdtecni iloha

Y F@e), o) =0

praveé jedno reseni definované v néjakém okoli pocdtecni
podminky.

Diferencialni rovnice ristu vodni kapky

Modelujme rust kulové kapky. Ta roste tak, ze na povrchu
kondenzuji vodni pary. Kapka proto roste tak, ze jeji objem
se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu. Povrch je zase
umérny druhé mocniné poloméru a polomér je timeérny tieti
odmocniné objemu. Plat{ tedy (po slouceni vSech konstant
umérnosti do jedné)

dVv

kV?2/3,
dt

Tato rovnice ma konstantni rfeseni V' = 0. Nekonstantni
feSeni dostaneme po tpraveé

V=AY = kdt
a po integraci
/V*Z/gdv = k/dt,
coz dava
VB =kt+C
& 3
1 1
V=|zkt+=C
(344 5¢)
tj.
V = (kot + ¢)*,

1 1
kde ko = gk ac= gC jsou konstanta spojena rychlosti

kondenzace a integracni konstanta.

Vsimnéte si, Zze pocatecni tiloha s pocateéni podminkou
V(0) = 0 m4 konstantni nulové fesenf

V({t)=0
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a nenulové reSeni

V(t) = (kot)®.

Mame zde tedy nejednoznacnost v feSeni pocatecni tlohy.
Tato nejednoznacnost neni v rozporu s vétou o existenci
a jednoznacnosti feseni, protoze prava strana je nulova
(podminka pro separovatelnou rovnici nenf splnéna) a nema
ohrani¢enou derivaci podle V' (podminka pro obecnou
rovnici také nenf{ splnéna). A nejednoznacnost ma v tomto
pripadé dokonce fyzikalni vyznam. Plynné skupenstvi muze
existovat i pod bodem kondenzace. Takovému jevu se
tika prechlazend para. Aby doslo ke kondenzaci, musi byt

k dispozici kondenza¢ni jadra, napiiklad necistoty ve vzduchu.

Proto ve znecisténém ovzdusi dochazi castéji ke kondenzaci
a tvorbé mlhy. Své by o tom mohli vypravét obyvatelé
Londyna, kteri se proslulych mlh zbavili poté, co se omezilo
topeni uhlim. My dnes spise zname prechlazenou tekutinu
ve formé hrejicich polstarkt, kde se po lupnuti pliskem
spusti pfeména skupenstvi na pevné spojend s intenzivnim
uvolnénim tepla.

Diferencialni rovnice vyssich radu
https://youtu.be/ahkeA6fopaQ

dz

Je-li z poloha télesa, je derivace Er rychlost a druhé derivace
2
x

— zrychleni. Podle Newtonova pohybového zdkona je
soucin hmotnosti a zrychleni roven vysledné pusobici sile.
Tato sfla mize mit slozku zdvislou na poloze (napiiklad sfla,
kterd vraci téleso do rovnovazné polohy), slozku zdvislou na
rychlosti (odporova sila prostfedi) a slozku nezévislou na
poloze i rychlosti (napfiklad vnéjsi sila). Proto je prirozené
v podstaté jakykoliv pohyb v mechanice modelovat pomoci
diferencialni rovnice druhého radu

d?’z dz
m—s = —kx —b— + F.
di? dt +
Prirozené pritom formulujeme pocatecni podminky pro
pocateéni polohu a poéateéni rychlost, tj. x(tg) = o,
dx

—(to) = x1. Kazd4 pocatecni tloha ma pravé jedno feseni.

Takova tloha se zpravidla fesi podobné jako u diferencidlnich
rovnic prvniho fadu: najde se obecné reseni a poté se ze
vsech funkci, které spliuji danou diferencidlni rovnici, vybere
ta jedind, kterad splnuje i pocatecni podminky. Numericky
vypocet se déje podobné jako u rovnice prvniho radu: reSeni
se prodluzuje po malych krocich a v ramci kazdého kroku
aproximujeme pohyb rovnomérnym pohybem. (Film Hidden
figures a hlavni hrdinka propocitavajici drahu pro navrat
prvniho amerického astronauta.)

P1i studiu deformaci nosnikii nebo kmiti strun, ploch ¢i
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téles se setkdme s diferencidlnimi rovnicemi typt

diz _

ar — T
U takovych tloh definujeme podminky ve dvou rtznych
bodech. Napriklad u struny nebo u oboustranné vetknutého
namahaného nosniku je v bodech uchyceni nulova vychylka
a proto je prirozené formulovat okrajové podminky x(0) =
0 a z(I) = 0. ReSeni takové tlohy existuje jenom pro
nékteré kombinace parametri. Fyzikalni rozbor ukazuje,
Ze okrajova podminka je to misto, kde se objevi efekt, ze
struna kmitd jenom na nékterych frekvencich (na zédkladni
frekvenci na kterou je naladéna a na vyssSich harmonickych
frekvencich). Ulohy s okrajovymi podminkami se v praxi
vyskytuji v pomérné komplikovanych situacich (posuzovani
ne jednoho nosniku, ale celé konstrukce) a proto se zpravidla
resi priblizné a prevadi se na reSeni soustav linedrnich rovnic.

Poznamka Pii odvozeni rovnice udavajici deformaci zatize-
ného nosniku se vychazi z rovnice

1 M

R EI
kde R je polomér oskulaéni kruznice (jeho pfevrdcend
hodnota je kiivost), M je ohybovy moment a F a I jsou
konstanty souvisejici s materidlem a tvarem nosniku. Je-li
osa podél nosniku z a osa y kolmo, je kiivost dana pomoci
druhé a prvni derivace vztahem

d2y
1 dz?

NE
(o)
Toto vede na velmi komplikovanou rovnici. Pro malé de-

formace je prvni derivace blizka k nule a pokud vyuzijeme
linearni aproximaci

o
NEroE a(l+2%) %2 ~aq,
dostdvame
1 d2y
R~ dz?’

coz veskeré vypocty znacné zjednodusuje.

Diferencialni rovnice metodou konec-
nych diferenci

7 ptrednasek o derivaci mame aproximace derivaci

daf flz+h) = flz—h)

ac @ 2h



https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
https://www.youtube.com/watch?v=v-pbGAts_Fg
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d? ” —h)—2 + flz+h
Ef_ gy LEZ R U@ S 1)

Vyuzijeme tuto informaci k ukézce pouziti na prikladu
nosniku s kombinovanym nam&hanim.

Priklad (podle Autar Kaw et al.: Finite Difference Method
for Ordinary Differential Equations.) Deformace y nosniku
délky L podepreného na koncich, vystaveného vertikdlnimu
zatizeni ¢ a axidlnimu namahani 7" je dana rovnici
Py T  qu(l—ux)
dz?  BEIYT T 2EI

kde E je materidlova charakteristika a I je veli¢ina souvisejici
s prifezem nosniku (kvadraticky moment prifezu, souvisi
s velikost{ i s tvarem). Okrajové podminky jsou y(0) =0 a
y(L) = 0. Po dosazeni za druhou derivaci dostdvdme

Yo =) =2y@) bye+h) T ge(l—)
B2 el T ToET

Pokud délku nosniku L rozdélime na n ¢asti délky h a pokud

oznaéime x; = hi, y; = y(x;), rovnice se redukuje na rovnici
Yior =ity T qri(l— i)

h? B 9ET

To jeproi odi=1poi=mn-—1celkem n — 1 linedrnich
rovnic. K tomu priddvame rovnice na koncich podepreného
nosniku, kdy plati yo = 0 a y, = 0. Celkem tedy mame

soustavu n+ 1 linedrnich rovnic o n+ 1 neznamych. Soustava
je tesitelnd. Protoze pro jemné déleni je rovnic obrovské

mnozstvi, neni vhodné se problém snazit zdolat metodami
feseni rovnic zndmymi ze stiedni skoly. Problematika spada
do oboru nazyvaného linearni algebra, kterému se zacneme
vénovat na pristi prednasce.

Pro analogickou tlohu se vzpérnou tlakovou pevnosti dieva
viz téz A. PoZgaj, Struktira a vlastnosti dreva str. 359.

Shrnuti, hlavni myslenky

o Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materidlu,
hydrologie) pfirozené formuluji své zikony a poznatky
mimo jiné i kvantitativné a pomoci pojmu vyjadiujicich
rychlosti zmén. Pri pfepisu téchto zdkonitosti do ma-
tematickych modelti pouzivame derivaci jako rychlost
ristu (pripadné zdporné vzatou derivaci, jako rychlost
poklesu).

e Pokud zndmym zpusobem souvisi zména veli¢iny popi-
sujici stav systému s velikosti této velic¢iny, je prislusnym
matematickym modelem diferenciilni rovnice. S timto
jsme se setkali jiz mnohokrat ve cviceni béhem semestru.
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e Naucili jsme se zdkladni diferencialni rovnice fesit ana-
lyticky, fekli jsme si, Ze se daji TfeSit numericky (v praxi
vyuzijeme predpripravené procedury a proto se touto
problematikou nemusime zabyvat do hloubky) a naudili
jsme se i rovnice transformovat do jinych proménnych,
které mohou byt pro studium problému ptinosnéjsi, nez
puvodni veli¢iny.


http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html
http://nm.mathforcollege.com/topics/finite_difference_method.html
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Linearni algebra (operace s vektory a

maticemi)

e Naucime se efektivné pracovat s libovolné velkymi sou-
stavami rovnic.

e Naucime se zobrazovat vektory na vektory, které ne-
musi mirit stejnym smérem. To vede k novému typu
fyzikalnich velic¢in, k tenzortm.

Motivace (podrobnéji).

e V ptedchozich prednaskach jsme se seznamili s deriva-
cemi, s nastroji umoznujici prevést fyzikdlni predstavu
o procesech v materidlu do kvantitativni podoby, kdy
dokazeme studované jevy kvantifikovat. V praxi vsak
je analytické Teseni téchto fyzikalnich modelt realizova-
telné pouze v nejjednodussich pripadech. Pro netrivialni
priklady pouzivaime numericky pristup, ktery je v mnoha
pripadech nakonec redukovan na feseni soustavy rovnic.
Tyto soustavy maji typicky obrovské mnozstvi rovnic a
nezndmych (fddové i v jednoduchych aplikacich fadové
desetitisice nebo statisice rovnic) a proto je nutné mit
k dispozici néstroje, umoznujici praci s takto obrovskymi
soustavami rovnic. V této prednasce si predstavime nové
objekty, matice, se kterymi je libovolné velkou soustavu
rovnic mozno zapsat jako jeden soucin tvaru

AX =B.

e V Uvodni prednéasce jsme naformulovali rovnici vedeni
tepla jako rovnici, popisujici fyzikalni podstatu prenosu
tepla v materidlu. Tento popis je ve vicerozmérnych
tlohach nutno zobecnit na dvourozmérny nebo troj-
rozmérny piipad. Potom vSak u materidlu, ktery ma
v ruznych smérech ruzné vlastnosti, dochazi k tomu, ze
odezva nema stejny smeér jako podnét. Naptiklad u ve-
deni tepla je tok tepla dan smérem poklesu teploty jenom
castecné. Vlivem vysoké vodivosti v podélném smeéru ve
srovnani s pricnym smérem vsak je tok tepla odklonény
¢asteéné do podélného sméru. Pro popis takového pro-
cesu tedy potfebujeme zobrazeni, které dokaze zménit
nejenom délku, ale i smér vektoru. Toto zobrazeni je
mozné realizovat pomoci matic.

https://youtu.be/cPrmTKdk3yk

Vektory

https://youtu.be/iK6KMeYeTcM

Operace s vektory

Vektorem rozumime usporadanou n-tici objekti, pro které
ma smysl operace s¢itani a nasobeni ¢islem. Pocet komponent
v této n-tici se nazyva dimenze vektoru. Tyto komponenty
jsou zpravidla ¢isla nebo skalarni funkce. Aby se s vektory
dalo rozumné pracovat, musi tvorit vhodnou strukturu.
Napriiklad operace musi mit neutrdlni prvek a kazdy vektor
musi mit opacny prvek.

Definice (vektory, vektorovy prostor). Mnozinu V
uspofddanych n-tic (ai,as,...,a,) s operacemi s¢itani a
nasobeni realnym ¢islem definovanymi

(al,ag,...,an)+(b1,b2,...,bn):(a1+b17(12+b2,..
c-(ar,ag,...,an) = (c-ay,c-ag,...,c-ay)
pro vSechna ¢ € R a (a1,aq9,...,a,),(b1,ba,...,b,) € V

nazyvame vektorovym prostorem. Prvky tohoto prostoru na-
zyvame vektory. Prvky aq,...,a, nazyvame slozky vektoru
(a1,as,...,a,). Cislo n nazyvadme dimenze prostoru V.

Vektorovy prostor, jehoz komponenty jsou usporadané n-tice
redlych ¢isel oznacujeme R™.

Casto pracujeme se sloupcovymi vektory. Zapis je potom
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-y an + by)


https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_I/#rovnice-veden%C3%AD-tepla-v-1d
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_I/#rovnice-veden%C3%AD-tepla-v-1d
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prehlednéjsi.
1 -1 1-3 -2
21431 5 |=|-2+15| =113
1 2 1+6 7

Neutralnim prvkem vzhledem ke s¢itani vektoru je nulovy
vektor 0, jehoz vSsechny komponenty jsou nulové. Vektor, ke
kterému pricteme nulovy vektor, se nezméni.

U +0=1u

2D a 3D a vektory v geometrii

Obrézek 7.1: Modry vektor je souctem ostatnich tri vektori. U cerného
vektoru je pravouhly trojuhelnik pro vypocet délky pomoci Pythagorovy
véty. Zdroj: Wikiepdie.

Dvourozmérné vektory s komponentami danymi redlnymi
¢isly muzeme reprezentovat graficky pomoci orientovanych
usecek. Ve zvolené soustavé souradnic a pfi zvoleném vycho-
zim bodu vektor znazornime takovou orientovanou tiseckou,
ze komponenty vektoru oznacuji zménu polohy v jednotlivych
smeérech. Sc¢itani vektortu odpovidd posunuti pocateéniho

bodu druhého vektoru do koncového bodu prvniho vektoru
a nahrazeni dvou ¢astecnych posunuti jednim celkovym.

Je prirozené zavést délku vektoru 4 = (21> pomoci Py-
2

thaghorovy véty vzorcem |i|= y/u? + u3. Nasobeni vektoru
kladnym ¢islem odpovidd zméné délky vektoru. Nasobeni

zapornym Cislem odpovidd zméné délky a otoceni sméru.
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Linearni kombinace

Definice (linearni kombinace). Necht @y, U, ... Uy je
konecna posloupnost vektort z vektorového prostoru V. Vek-
tor u, pro ktery plati

U=ty + tots + - - - + tp Uy,
kde tq, ta, ..., tx jsou néjaka redlnd cisla, se nazyva line-

arni kombinace vektoru iy, us, ..., Ug. Cisla t{, ta, ..., tg
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Obrézek 7.2: Stejng modry vektor vyjadreny ve dvou riznych bdzich ve
3D, v cervené a fialové bazi. Bdzové vektory volime zpravidla jednot-
kové délky, na obrdzku uz jsou vyndsobeny vhodnymi konstantami tak,
abychom jako linedrni kombinaci obdrzeli poZadovany vektor. Zdroj:
Wikipedia.

Priklad. Lichobéznikové pravidlo

b
h
/ f(x)dw%§(yo+2y1+2y2+~-~+2yn71 +yn).

ukazuje, ze urcity integral je mozno aproximovat linedrni
kombinaci funkénich hodnot na pravidelné miizce rozdélujici
obor integrace. Koeficienty linearni kombinace jsou dvojky
s vyjimkou prvniho a posledniho koeficientu, které jsou jed-
notkové. Existuji i dalsi aproximacni vzorce, které pouzivaji
jiné koeficienty a jsou zalozeny napriklad na aproximaci
funkce parabolami namisto primek.

Priklad. V metodé koneénych diferenci (viz druhd prednaska
o derivacich) se derivace aproximuji vyrazy, které jsou linedrn{
kombinaci po sobé jdoucich funkénich hodnot hledané funkce
na pravidelné mrizce délky h. Pro konkrétnost, pro prvni
derivaci mame
df flx+h)—flx—h) 1 (
dz 2h T 2h
a pro druhou derivaci

d*f  flx—h)=2f(x)+ f(z +h)
dz2 © : h22 ;
:ﬁf(f_h)—ﬁf($)+ﬁf($+h)~

:c+h)—2h

({E—h),
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Model migrace jako prepinani stavu

Na ptikladeé si ukazeme, kdy je prirozené pracovat s linedrnimi
kombinacemi vektort. Pokusime se na jednoduchém modelu
migrace mezi méstem a venkovem demonstrovat pristup,

ktery se pouziva v pripadech, kdy je mozné rozdélit jednotlivé
¢asti systému do konecného poctu navziajem disjunktnich
stavi a jednotlivé ¢asti mohou ménit svuj stav, pricemz

pravdépodobnost zmény je dana pouze souc¢asnym stavem a
ne napiiklad historii pfedchozich stavi. Aplikace zahrnuji
napiiklad modelovdn{ vegetace na stanovistich (zdjmové

oblast je rozdélena na stanovisté a ke kazdému stanovisti
je prifazen prevazujici typ vegetace), pro modelovani zmén
druhového slozeni v lese nebo v krajiné, ale i v hydrologickych
modelech, predpovédi pocasi a jinde. Zakladni model ma
radu rozsiteni a ukazeme si jej jen v nejjednodussi formé a
na pripadé dvou stavu.

Slovni formulace: Kazdy rok méirime velikosti populaci
ve mésté a na venkové. Na pocatku 60% populace Zije ve
mésté a 40% na venkové. Kazdy rok ztustane 95% méstské

populace ve mésté a 5% se stéhuje na venkov. Podobné 97%
obyvatelstva venkova zustava a 3% se sté¢huje do mésta.

Matematicky model: Procentudlni slozeni zaznamena-
vame ve formé vektoru. Na pocatku bude

. (06
©=104)"

Po jednom roce je rozlozeni populace dano vektorem

. (0.95 0.03
- (0_05> 0.6+ (0.97) 0.4.
Intenzita migrace jednotlivymi sméry je ve sloupcovych

vektorech na pravych stranach. Koeficienty v této linedrni
kombinaci jsou koeficienty vektoru gp.

)

Podobné, rozlozeni po dvou letech bude dano linedrni
kombinaci s koeficienty, danymi vektorem ¢;. Pokud bychom
potiebovali znat rozlozeni populace po k letech, situace
se komplikuje. Dostali bychom rekurentni vzorec, ktery je
nutno stale opakovat. Pro odstranéni tohoto nepohodli se
zavadi pojem matice, viz nize.

Linearni zavislost a nezavislost vektoru

V n-rozmérném prostoru existuje n-tice vektori, pomoci

nichz mizeme dostat libovolny vektor jako linedrni kombinaci.

Takova n-tice se nazyva bdze. DA se ukazat, ze bazi je
nekonecné mnoho a pro zadanou bazi a vektor je vyjadreni

vektoru pomoci bazovych vektoru jednoznac¢né az na poradi.

Nejjednodussi baze je tvorena jednotkovymi vektory, které
maji vsechny komponenty kromeé jedné nulové. Napiiklad

pro bazové vektory €; = (1,0) a & = (0,1) dvourozmérného
vektorového prostoru a pro vektor ¥ = (4, 3) plati

7= (4,3) = (4,0) + (0,3) = 4(1,0) + 3(0,1) = 4, + 3¢,

Koeficienty linedarni kombinace se nazyvaji souradnice. Na-
piiklad soufadnice vektoru ¢ = (4,3) v uvazované bézi jsou

{;’j . Pro bézové vektory & = (2,1) a & — (0,1) plati
€1,€2
T=(4,3) = 2(2,1) +1(0,1) = 28 + &

s - P 2
a soufadnice vektoru ¥ = (4,3) v nové bazi jsou L]
€1,€2
Tady vidime vyhodu “pékné volby” bazovych vektoru v prv-
nim pripadé. Tam jsou souradnicemi piimo komponenty
vektoru.

Aby pouziti souradnic mélo smysl, musi existovat jedind
moznost jak dany vektor vyjadrit pomoci linearni kombinace
zadanych bazovych vektoru. Tato tloha se da redukovat na
tlohu, zda takova jednoznacnost existuje u nulového vektoru.
Tim je motivovana nésledujici ivaha a z ni vyplyvajici
definice.

Vysledkem trividln{ linedrni kombinace, tj. linedrni kombinace
s nulovymi koeficienty, je nulovy vektor. Pro nékteré vektory
muzeme nulovy vektor dostat i jako jinou linedrni kombinaci,
nez je ta trividlni. Ukazuje se, Ze je dulezité identifikovat tyto
pripady a pro rozliSeni toho, zda se nulovy vektor d4 nebo
nedd vyjadrit jako netrivialni linedrni kombinace zavedeme
nové pojmy, linedrni zavislost a nezavislost.

Definice (linedrni zavislost a nezavislost). Rekneme,
ze vektory w1, i, ..., Uy jsou linedrné zavislé, jestlize existuje
alespon jedna netrividlni linedrni kombinace téchto vektoru,
jejimz vysledkem je nulovy vektor 0, tj. existuji-li redlnd ¢isla
t1, to, ..., tx, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, takova,
ze plati

0 =ty + totia + - - - + tg k.

V opacéném pripadé iikdme, ze vektory jsou linedrné nezdvislé.

Plati nasledujici.

e Vektory, které tvori bazi, jsou linedrné nezavislé.

e Je-li vektori vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou
tyto vektory linedrné zavislé.

e Je-li v posloupnosti vektori néktery vektor ndsobkem ji-
ného vektoru nebo linedrni kombinaci ostatnich vektoru,
jedna se o linearné zavislou posloupnost vektoru.

Ve vyse uvedenych pripadech pozndme linearni zavislost

snadno. Mimo tyto pripady je to snadné pouze pro dvojici
vektort, které jsou linedrné zavislé pravé tehdy kdyz je jeden
vektor ndsobkem druhého. V tom pripadé fikame, ze vektory
maji stejny smér. V ostatnich piipadech se linedrni zavislost a
nezavislost nau¢ime posuzovat pozdéji pri vypoctu hodnosti.
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Pootoceni vektoru

https://youtu.be/7vyBwmZZ3Pg
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Obrazek 7.3: Jednotkové vektory ve sméru os pootocime o uhel 0 a
vysledek vyjadrime jako linedrni kombinaci puvodnich vektori.

Ve dvourozmérném vektorovém prostoru uvazujme jednot-

kové vektory ve sméru souradnych os €, = (1,0) a é; = (0,1).

Pokud pootoc¢ime vektory o tihel 8 v kladném sméru, maji
pootocené vektory fi, fo souradnice

f1 = (cos 6, sin 6)

(plyne pfimo z definice funkei sinus a kosinus na jednotkové
kruznici) a
fo = (—sin6,cosb)

T
(plyne z predchoziho pfi¢tenim thlu — a vyuzitim identit

cos <0+ g) = —sinf a sin (0+ g) = cos6). Pomoci

linedrni kombinace muzeme psat

f1 = cos(0)&) + sin()é,,
fa = —sin(0)é; + cos(0)és.

Je-li tthel § maly, plati (viz cvifeni z derivaci) sind = 6,
cosf ~ 1 a dostavame

Matice

https://youtu.be/DY044M_RbVs

Matice a jejich linearni kombinace
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Definice (matice). Matici 7idu m x n rozumime schema

a11 a12 a13 A1n

azi a22  a23 A2n
A= . .

am1 Am2 Amn

kde a;; pro ¢ = 1..m a j = 1..n jsou realna c¢isla nebo funkce.
Mnozinu vSech matic fadu m X n, jejichz prvky jsou redlna
isla, oznac¢ujeme symbolem R™*™. Zkracené zapisujeme té2

A = (aiz).

Je-li m = n nazyva se matice A ctvercovd matice, jinak
obdélnikovd matice. Je-li A ¢tvercova matice, nazyvame prvky
tvaru ag;, tj. prvky, jejichz radkovy a sloupcovy index jsou
stejné, prvky hlavni diagondly.

Pro matice definujeme scitani a ndsobeni cislem stejné

jako u vektort, tj. po slozkdch. Ma potom smysl mluvit
o linedrni kombinaci matic a o jejich linearni zavislosti

¢i nezavislosti. Tyto operace prirozené prebiraji vsechny
dulezité vlastnosti operace sc¢itani, jako jsou asociativita,
komutativita, existence neutralniho prvku nebo existence
opac¢ného prvku.

V této fazi je vlastné jedno, jestli prvky jsou usporadany jako
radkovy nebo sloupcovy vektor nebo jako matice. Odliseni
matic a vektori provedeme zavedenim maticového soucinu.

Maticovy soucin

Definice (sou¢in matic). Budte A = (a;;) matice fadu
m x n a B = (b;;) matice fadu n x p. Soucinem matic A a
B (v tomto poradi) rozumime matici G = (g,;) fadu m x p,
kde

Gij = @i1b1;j + aiaba; + -+ ainbn

pro vSechna ¢ = 1..m, j = 1..p. Zapisujeme
G=AB

(v tomto pofadi).

Slovy: v j-tém sloupci matice AB je linedrni kombinace
sloupct matice A, pri¢emz koeficienty této linedrni kombinace
jsou prvky z j-tého sloupce matice B.

Na maticovy soucin muzeme pohlizet i pomoci pojmu
znamych z analytické geometrie. Prvky v soucinu matic
jsou skalarnimi souciny radkt prvni matice se sloupci druhé
matice.

Maticovy soucin
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e je asociativni
(AB)C = A(BC) = ABC,
¢ je distributivni vzhledem ke scitani
A(B+C)=AB+ AC a (B+C)A=BA+CA,

o neni vSak komutativn{ (AB je obecné ruzné od BA,
proto v predchozim méme rozndsobovani zavorky zleva
i zprava),

e ale pri nasobeni skaldrem komutativni je:

A(AB) = M(AB),
kde A je realné ¢islo a A a B jsou matice.

Mizeme tedy ménit uzavorkovani, mizeme roznasobovat
zavorky, nesmime vSak ménit poradi matic pfi nédsobeni.

Neutralni prvek maticového soucinu

U kazdé operace nas zajima neutrdlni prvek, coz je prvek,
ktery se v dané operaci nijak neprojevi. Tieba u sc¢itani cisel
je neutralnim prvkem nula, pfi nasobeni ¢isel je neutralnim
prvkem jednicka. Pokud néjaky prvek potfebujeme zapsat ve

tvaru soucinu, zapiseme ho jako soucin sebe sama s jednickou.

To vyuzijeme napiiklad pii vytykani ve kterém u vytykaného
prvku nefiguruje v nékterém c¢lenu druhy soucinitel, jako
treba ve vypoctu

32+ =3z-x+1-2=0Bzx+1) 2.
Ukazeme si, Ze podobny neutralni prvek existuje i u nasobeni

matic a trik podobny vyse uvedenému vyuzijeme pozdéji, az
budeme mluvit o vlastnich vektorech matice.

Neutralnim prvkem pii nasobeni matic ¢tvercovych je
¢tvercova matice, kterd méa jednicky v hlavni diagonale a
nuly mimo tuto diagonalu. Tato matice se nazyva jednotkovd
matice a oznacuje I. Maji-li ¢tvercové matice A a I stejny
pocet radku a sloupct, plati

Al =TA=A.

Napriklad pro matice 3 x 3 je jednotkova matice

100
I=10 1 0
0 0 1

Je-li A matice 3 x 3, kterou nésobime zprava matici I,
vyslednd matice AI bude mit t¥i sloupce (matice I mé t¥i
sloupce), v prvnim sloupci bude prvni sloupec matice A
(linedrn{ kombinace sloupctt matice A s koeficientem 1 pro

prvni sloupec a koeficienty 0 pro vSechny dals{ sloupce) atd.

Jako vysledek soucinu dostaneme pFirozené matici A. Ze
stejny vysledek dostaneme i pro opa¢né poradi v soucinu je
mozné pro néjaky konkrétni pripad ovérit primo a zZe toto
funguje obecné se nejsnaze ukaze, az si predstavime operaci
transponovani matice a jeji vztah k maticovému soucinu.
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Aplikace maticového soucinu 1/3

vvvvvv

maticového soucinu je mozné vyjadrit zobrazeni, kde na
vstupu i na vystupu jsou vektorové veli¢iny. To umozni
rozsifit fyzikalni zdkony na anizotropni latky (rtizné vlast-
nosti v ruznych smérech, napriklad dfevo nebo obecné latky
vykazujici usporddanou strukturu). Kromé fyzikalnich ve-
li¢in, které maji ¢iselnou hodnotu (skaldry) nebo ¢iselnou
hodnotu a smér (vektory) tak ziskdvame dalsi fyzikaln{
veli¢iny, tenzory. Vice viz nize a téz podkapitola “Matice
jako zobrazeni v materidlovém inzenyrstvi”.

Je-li druhé matice v soucinu sloupcovy vektor u, je vysledkem
maticového soucinu matice A a tohoto vektoru opét sloupcovy
vektor Au. Matici je tedy mozné chapat jako zobrazeni, kdy
vektoru u je pritazen vektor ¢ vztahem

U = Ad.

Tento vztah je mozné chapat jako primé rozsiteni vztahu pro
primou tmérnost mezi velicinami. Zobecnéni je v tom, ze
obé veli¢iny mezi nimiz je vztah timérnosti jsou vektorovymi
veli¢inami a konstanta imérnosti je matice. Ve fyzice tato
matice miva jeSté nékteré specialni vlastnosti souvisejici
napiiklad s tim, ze fyzikalni zdkony nezavisi na volbé
soufadné soustavy a proto se takové matice nazyvaji tenzory
(pfesnéji tenzory druhého Fadu). Pouzivime je pro popis
zobrazeni mezi vektory, které nezachovavd smér vektoru.
Napriklad studium transportnich déju v anizotropnich
materidlech (tj. napfiklad vedeni tepla ve dfevé nebo difuze
ve dieveé).

Aplikace maticového soucinu 2/3

https://youtu.be/4jqBoskZ9Ak

Derivace diskrétni funkce

V metodé konecnych diferenci jsme si ukazali a v pfedcha-
zejicim textu pripomnéli, ze derivace umime aproximovat
vyrazy, které jsou linearni kombinaci po sobé jdoucich funkc-
nich hodnot hledané funkce na pravidelné mrizce délky h.
Toto je mozné vyjadrit pomoci maticového sou¢inu. Pro

konkrétnost, pro druhou derivaci aproximujeme pomoci tii
po sobé jdoucich hodnot v ekvidistantnich krocich vzorcem

F(2) & g f (= ) — o (@) + o F a4 B,

Tento vztah miizeme chapat jako linearni kombinaci hodnot

1 2 1
ROTR e
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s koeficienty

fle=h), [(2),

Pokud je napiiklad funkce f(x) na intervalu I ddna funkénimi
hodnotami f(z1), f(z2), f(zs), f(z4), f(ws) v bodech
rovnomérné rozmisténych ve vzdalenosti h od sebe, muzeme
vypodcitat druhé derivace f”(z2), f”(x3) a f”(x4) pomoci
vztaht

f(x+h).

F(2) > 5 (F(a2) = 2f(22) + (23))
1

[ (x3) ~ ﬁ(f(xz) —2f(x3) + f(z4))

F"(e3) 2 1 (Fs) 20 (w) + F(a5))-

Tyto tfi rovnice je moznou zapsat jedinym vztahem pomoci
maticového nasobeni

f(x1)
)\ (1 -2 1 0 0\ [ fla)
Mas) | =5 (0 1 =2 1 o) | )
f”($4) 0 1 =21 f(z4)
f(zs)
Proto matice

-2 1 0 0 0

1 -2 1 0 0

0 1 -2 1 0

0 0 1 -2 1

0 0 0 1 -2

hraje dtlezitou roli v numerické matematice pfi numerickém
modelovan{ fyzikdlnich déju. Az na prvni a posledni fadek
se jedna o matici, kterd umi zprosttedkovat numerické
derivovani funkce. Prvni a posledni tadek se pridavaji,
aby matice ziskala Ctvercovy tvar a jistou miru symetrie.
(Symetrickym maticim se budeme vénovat za chvilicku.)
Tyto dva pridané radky se uplatni pri formulaci okrajovych
podminek definujicich chovani funkce na koncich intervalu.
Pomoci maticového souc¢inu dokazeme reprezentovat libo-
volné zobrazeni, které zachovava soucet a nasobeni kon-
stantou, mezi néz derivovani patri. Jiny pfistup k maticové
formulaci derivace, k derivovani na mnoziné polynom, si
ukézeme ve cviceni.

Markovovy retézce

Budeme pokracovat v prikladé s migraci. Vidéli jsme, Ze po
jednom roce je tedy rozlozeni populace dano vektorem

L0k (095 0.03
7 =06 (0.05) +0.4 (0.97> .

Koeficienty vektoru gy = jsou koeficienty v této

0.6
0.4
linearni kombinaci. To lze zapsat jako maticovy soucin

(095 0.03\ (0.6
7 \0.05 097)\04)"
Pro dalsi rok tento postup opakujeme. Pro matici A =

095 0.03)
0.05 0.97) P4

Je-li g, vektor charakterizujici rozlozeni po k letech, rozlozeni
v nasledujicim roce ziskdme ze vztahu

K

G = Aqo.

Te+1 = Adk.
Pro stav po dvou letech plati
B = Ay = A(AQy) = (AA)Gy = A%
Po k letech je rozlozeni populace dano vektorem
G = A" .
Pokud pro néktery vektor ¢ plati
7=Aq

znamena to, ze systém je ve staciondrnim stavu a procentu-
alni zastoupeni stavi se neméni. Naptiklad v nasem modelu
to znamena, ze stejny pocet lidi prestéhovanych z mésta do
vesnice je stejny, jako pocet lidi prestéhovanych opacnym
smérem. Tento stacionarni stav se da najit opakovanymi

iteracemi z nahodného vychoziho stavu. Online vypocet.

Takovy rekurentni vzorec je mozno chapat jako jakysi stavovy
automat, ktery ridi pfepindni mezi dvéma stavy (obyvatel
mésta, obyvatel vesnice). V matematice se nazyva Markoviv
retézec. Protoze uvnitt matice jsou pravdépodobnosti a
v kazdém sloupci vzdy nastane pravé jeden z jevu, ktery
tyto pravdépodobnosti reprezentuji, je soucet ¢isel v kazdém
sloupci matice roven jedné. V obecnych stavovych modelech,
kde se nepracuje s pravdépodobnosti, jako je naptiklad
Leslieho model rustu populace nize, tato podminka platit
nemusi.

(Podle D. Lay, Linear algebra. Markovovy Tetézce viz téZ
Wikipedie, ale pozor: nékdy se misto zde predstaveného

zapisu pouziva zapis s radkovym vektorem nalevo od matice
popisujici zménu stavi.)

Rist populace pomoci Lesliecho matice

Leslieho model pouzivad matice pro modelovani vyvoje popu-
lace, ktery zohlednuje vékovou strukturu populace. Model
predpoklada, ze populace je rozdélena do nékolika vékovych


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIjjbQszTVMdAzMI7VAbINQGxL89hYTV6uCLgiAz0zoLBJrKZeSVFiXnFBfnGqBlBBcUZ-uYajXp5GSmZ6ZkmxrZEmTDACTTDC1lErggw5sGBGSW6OhpKenp5CYkmKAog2NDBQSEnMObrw8NrkDIXMktSixOTDa5VAOtLyixQyFTLzFIAOTU9V0AAq1bTi5VIAAqhFOOwzw-MWAnIAy25f0Q==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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kategorii a v kazdé kategorii je dana pravdépodobnost doziti
se do dalsi kategorie a prameérny pocet potomku. Situace
je podobna jako u Markovova fetézce s tim, Ze nenulovy
prvek matice bude jenom tam, kde dochazi k presunu do
dalsi vékové kategorie nebo tam, kde kumulujeme pocet nové
narozenych jedinct v nejnizsi vékové kategorie pro jednotlivé
vékové skupiny rodicu.

Prislusny model napriklad pro populaci rozdélenou do t¥i
vékovych kategorii by byl dan rovnici

x1(k+1) fi fo 3\ [zi(k)
ZEQ(]C + 1) = P1 0 0 1‘2(]{1)

Opakovanym nasobenim ziskdme vékovou strukturu populace
v dalsi generaci a toto se opakuje podobné jako u Markovova
fetézce.

Ptvodné byl Lesliecho model odvozen pro modelovani popu-
lace samic, d& se vSak adaptovat na populaci obecné.

Dalsi informace:

e 7. Pospisil, Maticové popula¢ni modely

Analyza siti a tokua v sitich

1. Rodent
®
7. Bear v - 5
pa -
P » Plant
4
Iy
4
g 3
6.Fox e » Inséct
w «
a
e e
5.Fish 4.Bird
Obrazek 7.4: Jednoduchy potravni retezec. Zdroj:

https://linearalgebraapplications19.wordpress.com/2019/04,/29/food-
webs/

Matice je mozné pouzit k analyze siti a tok v sitich, kdy siti
rozumime napriklad potravni retézec, kaskddu chemickych a
biochemickych reakei predstavujicich metabolismus Zivého
organismu a podobné. Matice umoznuji hledat v sitich
zakonitosti a vazby, umoznuji modelovat toky mezi uzly
v sitich, umoznuji provadéni experimenti v pocitaci namisto
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laboratotre. To zrychluje, zleviiuje a zefektiviiuje praci a
umoznuje automatizaci a hlubsi studium.

Jednoducha ukéazka potravni sité je na obrazku a tato sit by
se dala charakterizovat matici

0 0

b

I
= _0 O OO
OO R R O
coRrR R, OO
O = O OO OO
_H OO, OOO
_ OO0 O oo
SO OO O oo

Je-li napriklad vektor v sloupcovy vektor ze samych jednicek,
potom vektor Av udavé pocet piimych potravnich zdroju
pro kazdy druh v fetézci. Podobné, vektor A%v udéva pocet
neprimych potravnich zdroju pfes jednoho zprostredkovatele.
Vice viz blogovy zapisek Food Webs.

Analogicky byvaji studovany metabolické sité, kde misto

vztahtu jsou chemické reakce a prvky matice oznacuji, které
produkty v jakém mnozstvi vstupuji do téchto reakei (stoi-
chiometrické koeficienty). Je-li X sloupcovy vektor oznacu-
jici mnozstvi jednotlivych metabolitii, v sloupcovy vektor
oznacujici rychlosti jednotlivych reakei a A matice stoichio-
metrickych koeficientti, plati

dx
A
dt Y

kde derivaci vektoru chapeme po slozkach jako vektor
sestaveny z derivaci jednotlivych komponent. Viz napriklad
Basic concepts and principles of stoichiometric modeling of
metabolic networks

Redlné sité maji tisice uzli a tisice vztahit mezi nimi a neni
mozné je studovat jinak, nez matematickymi metodami.
Naptiklad model Escherichia Coli, hojné studované bakerie,
obsahuje 1805 metaboliti, 2583 reakci a 1367 gend. Matice
umoznuji studovat nejenom vztahy ale i intenzitu toku mezi
jednotlivymi metabolity a umozni studovat vliv vnéjsich za-
saht, napiiklad knokautovani nékterych gent nebo umisténi
bakerie do anaerobniho prostiedi. V piikladé s potravnim
fetézcem napifklad muzeme (po dodéni dalsich informaci do
modelu) uréit, jakym procentem se jednotlivé slozky potravy
podili na celkovém jidelnicku a jak se toto slozeni zméni pii
odstranéni néjaké slozky potravy.

Aplikace maticového soucinu 3/3:
matice jako zobrazeni, tenzory

https://youtu.be/7TNH8p323zx0

Nyni se na zobrazeni pomoci matice podivame oc¢ima geo-
metra a poté o¢ima materidlového inzenyra. Matici budeme


http://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=analyza-a-modelovani-dynamickych-biologickych-dat--maticove-populacni-modely--prolog--leslieho-model-rustu-populace#pro14
https://linearalgebraapplications19.wordpress.com/2019/04/29/food-webs/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4671265/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4671265/
http://bigg.ucsd.edu/models/iJO1366
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chapat jako objekt, ktery je mozné vynasobit s vekorem a
ziskat jiny vektor. V urcitém smyslu jde tedy o zobrazeni,
kdy vzory i obrazy jsou vektory.

Matice jako zobrazeni v geometrii

05 1 15

Obrazek 7.5: Priklad transformace dané matici. Zachovdvad se napriklad
rovnobéznost a stredy tusecek. Primky se zobrazuji na primky.

Obrazek 7.6: Transformace 3D objektu do roviny pomoci matice. Koefi-
cienty matice muzou realizovat libovolné natocend.

Je-li A ¢tvercovd matice, muzeme kazdému vektoru ¢ prifa-
dit vektor Y = Aq a tim definovat zobrazeni n-rozmérného
prostoru do sebe. D4 se ukazat, ze takto dostaneme vsechna
zobrazeni, kterd zobrazuji tiseCky na tsecky, pocéatek necha-
vaji v poc¢atku a jsou péknd v tom smyslu, ze zachovavaji
stredy usecek, rovnobéznost a linedrni kombinaci vektort.
Ukéazka zobrazeni ve 2D.

Podobné je mozné definovat i zobrazeni mezi prostory
jinych dimenzi. Napriklad projekce 3D objektu do 2D.
Protoze zobrazeni zachovava rovnobéznost, neni mozné
takto jednoduse obdrzet napiiklad perspektivu. Protoze
se zachovava pocatek, neni mozné zahrnout ani posunuti.
V obou pripadech si pomahame trikem, Ze pridame dalsi
soutradnici, vice viz Wikipedie a heslo Grafické transformace
nebo Camera matrix.
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Napriklad matice

sin 6

cosf) —sinf
Ry = ( cos 0 )

zobrazi vektory e; = (1,0) a ez = (0,1) na

cosf@ —sinf\ (1\  (cosf

sinf cosf 0/ \sin®
cosf —sind 0\ [—sind
sinf  cosf 1/ \ cosf )

Proto matice Ry definuje zobrazeni, které pootoci rovinu
o thel 6 a nazyva se matice rotace. Matice malych rotaci je
(pouzitim linedrni aproximace sinf ~ 6 a cos@ ~ 1 v okoli

nuly)
1 -6
w0 7).

Tuto matici budeme potfebovat pri studiu deformace pri
odvozeni matematického popisu malych deformaci.

Matice jako zobrazeni v materialovém inze-
nyrstvi

Matice chapejme jako zobrazeni, které ma na vstupu vektor a
na vystupu opét vektor. Vstupem byva vétsinou podnét, kde
rozhodujici je nejenom sila podnétu, ale i jeho smér. Napri-
klad nerovnovédha tlaku. Vystupem byva odezva, naptiklad
proudéni vyvolané nerovnovahou tlaku. Tato odezva v izot-
ropnim prostiedi mé& smér podnétu, v prostiedi s urcéitou

strukturou by se vsak smér odezvy mohl odchylit.

Uzite¢nost maticového soucinu v materidlovém inzenyrstvi
si muzeme znézornit na proudéni vody po povrchu zemé.
Voda tece z kopce dolt, tento smér vSak muzeme ovlivnit
vyoranim brazd. Hnaci sila je gravitace, kterd sméruje z kopce
dola. Odezvou na gravitaci je tok vody, ktery smétuje velkou
rychlosti dolii, pokud je poorano po spadnici, malou rychlosti
doli, pokud je poorano po vrstevnici a pokud je poorano
nasikmo, tak néco mezi smérem doli a smérem brazdy.
V materidlu se mize odehravat totéz.

Vyse popsané chovani pozorujeme i u proudéni podzemni
vody, kde hnaci silou kromé hladiny podzemni vody miize
byt tlak, nebo u proudéni vody ve dfevé, kde hnaci silou
definujici pojem “z kopce doli” je nerovnhomérnost v rozlozeni
koncentrace vody ve dievé (jedna ¢dst dieva ma vétsi vihkost
nez jind ¢ast) nebo nerovnomérnost v teploté (termodifuze,
Sorettuv efekt, transport vlhkosti vyvolany rozdilem teplot).
Vysledné proudéni vsak nemusi presné sledovat pokles
koncentrace vlhkosti. Napiiklad dievo vede podélné vlhkost
zpravidla vice nez desetkrat 1épe nez v jinych smérech a
chova se tedy, jako by v ném byly brazdy odklanéjici vodu
do podélného sméru.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtUU9LwzAUvxf6HQIe1nTPrd2mByGH7SIeCqV4K51kNXPR2FfSON0-vUk71ooN5JGX37_wcjyjPrEgjyAqII8vNbY1mt1BPLt3p663GPW9NfvkRsufIM8XLTuCReGATQ_EsJyvOmi-bEFzEIazWs6Xvpf2xBKboIXodgGNrC5N2N9bl9H7AXvr8skNqTW-i49S-F42lgC3veSPKwzSWiONhjsb39ujJgmRFcnXsIEUMsjCFNIwKx58j9iFO83PJ5Yn4VGUBnUgKXEi6URHN9uiIz4lj6xGWZmgkwApUaFmEy1eJ0AaeRZsFdFpjer0htU4i6v6wJn9GDpVshJjJNrH2T3tItuHXEOu_J36Ev8FXf5FspdKsWf9JQbho_rmgN8kSAZdYO2sqqntYF40NxJZTH8BrAC_iQ==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9UbFugzAU3JH4B492MQFDSSUkDyytOmTtYlkVSklricapQTTp1_fZJqQhqEgY37u75-dj-NHmxLFIaSqpYOPKYE1XBWWrtd15DBwJgxdryN-4gIISIFeCSYl22iCF1B4NlpcoQkIUSf6PJAzCYFP3attw8Vn3Rh2xsAO4EeBI-EpC0UT5kpsD5rmiLq4FKva2mCWZ3c94Wxl56iQ3fpZ0X6bHGTkPNuGFo84cNPLqq5I1uHvbKCobhQ-gDAMEj4uWi-puaLa9NliRS2Zj7BJZuxU_b574Qbend73HjhQl_Cu0U23LH-u2a4jXTR1cgBnN6b0czxvbRLM-aaTKLFIy8vABYAFvzJbaL_jX5Vzopd2H_sYV-QPATFHdHeC6rwaS0JwBPjbd6PwFZwa9tw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkc9Og0AQh-8kvMMkHspagmD8c9qz8dCbtw1ptjC2I3SH7AIK7-RT-GJuu02r0QObAb6Z78cwzmwnmag8zctUFaez8Gee3adF9nCowr1_J-JoJfe6t_SRqAOd5tljIHx1HyhPlwKuwHNUIXTsBjPEURzxxup5Wu94L1Wyuh6x6tkmipSXkvKOohQCXtkCARkYD9HKOLqCzlKt9whvWBuqmgHedMPQW-wJGt53bND0A2iYyTXaIHgFb9EYAseD1YcuhHEy2vGG_CAXwn19ntOFbFId09yQug2RjlV5yXT5hFMwHLFGP7FmaLTtcXbNVO0u2iyOnldPsmMyfRK6U6i4ZSsXFutFCo5mlHe5WHbcTls2_1O67XZa-h2LZUsG_4NEUPlrGXTHBZ4FZ3bTDvgbDt4T_kptK1_sgD-kf3rdjt8hWWUmqWlLvZO34vQ08SN9p-v8311bv2WWhfgGgVHIOg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkc9Og0AQh-8kvMMkHspagmD8c9qz8dCbtw1ptjC2I3SH7AIK7-RT-GJuu02r0QObAb6Z78cwzmwnmag8zctUFaez8Gee3adF9nCowr1_J-JoJfe6t_SRqAOd5tljIHx1HyhPlwKuwHNUIXTsBjPEURzxxup5Wu94L1Wyuh6x6tkmipSXkvKOohQCXtkCARkYD9HKOLqCzlKt9whvWBuqmgHedMPQW-wJGt53bND0A2iYyTXaIHgFb9EYAseD1YcuhHEy2vGG_CAXwn19ntOFbFId09yQug2RjlV5yXT5hFMwHLFGP7FmaLTtcXbNVO0u2iyOnldPsmMyfRK6U6i4ZSsXFutFCo5mlHe5WHbcTls2_1O67XZa-h2LZUsG_4NEUPlrGXTHBZ4FZ3bTDvgbDt4T_kptK1_sgD-kf3rdjt8hWWUmqWlLvZO34vQ08SN9p-v8311bv2WWhfgGgVHIOg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://cs.wikipedia.org/wiki/Grafick%C3%A9_transformace
https://en.wikipedia.org/wiki/Camera_matrix
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Matematicky prostredek, ktery umoziuje snadno
vektoru zménit velikost nebo i smér je pravé tenzor
(matice) a maticovy souéin.

Poznamka (tenzor). Pod pojmem tenzor si mizeme

predstavit veli¢inu, kterd figuruje v néjakém fyzikalnim

zdkoné spojujicim dvé vektorové veliciny (podnét a odezvu
na podnét) a ndsobeni tenzorem definuje vztah mezi nimi.
Pokud jsou podnétem a odezvou vektory, které maji stejny
smér, staci toto nasobeni provést pomoci skalarni velic¢iny.
Pokud vsak smér vektoru udavajictho odezvu neni stejny jako
smér vektoru udavajiciho podnét, je nutné pouzit postup,
ktery si s jinym smérem vektoru na vstupu a na vystupu
poradi. A timto postupem je pravé maticovy soucin. Zatimco
tedy napriklad tok tepla v izotropnich materidlech mtzeme
studovat pomoci skaldrnich materidlovych charakteristik,
tok tepla v anizotropnich materidlech uz musime popisovat
pomoci tenzorovych materidlovych charakteristik. Proto

napriklad u vedeni tepla ve dfevé udavame soucinitele vedeni
tepla A, Ag a Ar pro kazdy anatomicky smér samostatné a
z téchto veli¢in poté sestavujeme tenzor tepelné vodivosti

A 00
0 Ar O
0 0 Ar

Vlastni cisla a vlastni vektory

https://youtu.be/-vYq_TzC6jo

U zobrazovani vektort pomoci maticového nasobeni néas
velice zajima, které sméry se zachovavaji, tj. kdy bude
obrazem vektoru jeho nasobek.

Definice (vlastni vektor a vlastni hodnota matice).
Rekneme, 7Ze nenulovy vektor « je vlastnim vektorem matice
A prislusnym vlastni hodnoté A, jestlize plati

At = M.

Vlastni ¢isla se nazyvaji téz vlastni hodnoty matice. Kazdy
nenulovy vlastni nasobek vlastniho vektoru je vlastni vektor
prislusny téze vlastni hodnoté.

Poznamka (vlastni vektory a materidlové inZenyr-
stvi). Vlastni vektory jsou nesmirné dulezité, protoze
definuji sméry, podél nichz se zobrazeni chovd “pékné”.
Timto zobrazenim muze byt tfeba to, jak se pusobeni vnéjsi
sily na téleso projevi na deformaci tohoto télesa nebo jak
se gradient teploty nebo vlhkosti projevi na proudéni tepla
¢i vody ve dievé, pidé nebo jiném materidlu. Casto se
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v aplikacich maticové zobrazeni objevuje v konstitucnich
vztazich, vztazich mezi podnétem a materidlovou odezvou.
Vlastni sméry jsou tedy sméry, ve kterych ma odezva stejny
smér jako podnét.

Pro pravidelné rostlé drevo je snadné tyto sméry urcit, jsou
to anatomické sméry dieva. Pro zkroucené dievo nebo pri
studiu proudéni vody, vzduchu ¢i ropy v pudé to jiz tak
snadné neni a je nutné tyto sméry vypocitat. To se naucime
pozdéji.

Priklad. Matice rotace nemé zadnou vlastni hodnotu (pokud
tedy uvazujeme vlastni hodnoty v mnoziné realnych ¢isel),
protoze pooto¢enim se zméni smér vsech vektort. Vlastni
hodnoty existuji pouze pro oto¢eni o nasobky 180°.

Priklad. Matice (3 (trojndsobek jednotkové matice)

0
0 3
zobrazuje kazdy vektor na trojnasobek a vsechny vektory
jsou vlastnimi vektory této matice. Prislusna vlastni hodnota
je 3.

Piiklad. Matice mé vlastni vektor (1,0) prislusny

3 0
0 0
vlastni hodnoté 3 a vlastni vektor (0, 1) prislusny vlastni
hodnoté 0. Protoze vlastnimi vektory jsou i nenulové nasobky,
je vlastnim vektorem kazdy nenulovy vektor, ktery ma
nulovou druhou komponentu (vlastn{ hodnota je 3) nebo
prvni komponentu (vlastni hodnota je 0).

) - () -

m4é vlastni vektor (2,1) p¥fislusny vlastni hod-

Priklad. Plati (_31

-1 4
noté 2, protoze vektor (4,2) je dvojndsobkem vektoru (2,1).
Vlastnim vektorem je i kazdy nenulovy nasobek vektoru
(2,1).

Priklad. Stacionarni stav Markovova Tetézce je vlastnim
vektorem matice, ktera tento retézec reprezentuje. Prislusna
vlastni hodnota je 1. To plyne hned z rovnosti

Mq=4q.

Kromé toho mohou existovat i dalsi vlastni hodnoty, z prak-
tického hlediska méné zajimavé.

Priiklad. Vlastni hodnoty a vektory jsou jednim z hlavnich
stavebnich kamenu algoritmu, kterym Google provadi hodno-
ceni dulezitosti webovych stranek. Vlastni vektory se pocitaji
iteracné, odpovidé to vlastné modelu, kdy Markoviv fetézec
zacneme v libovolném vychozim stavu a postupnym iterova-
nim se dostaneme do stacionarniho stavu reprezentovaného
vlastnim vektorem.

Priklad. Leslieho matice ma jednu kladnou vlastni hodnotu.
Prislusny vlastni vektor definuje rozlozeni ¢etnosti zastoupeni
jednotlivych vékovych kategorii u populace ve stacionarnim


https://cs.wikipedia.org/wiki/PageRank
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stavu. (Toto neni tvrzeni patrné na prvni pohled, ale da se
dokézat.)

V aplikacich ¢asto byva matice “symetricka podle diagonaly”
a u takové matice vlastni vektory vzdy existuji. Co se presné
mysli pod pojmem “symetrickd matice” si uvedeme na
nasledujicim slidu.

Transponovana matice

https://youtu.be/Toqwz-Oxg-4

Definice (transponovana matice). Bud A = (q;5) €
R™*™ matice. Matice, kterd vznikne zdménou Fadkii matice
A za sloupce se nazyva matice transponovand k matici A.
Matici transponovanou oznacujeme symbolem AT Plati tedy
AT ¢ R™™

AT = (a ),

kde a;; jsou prvky matice A.

1 -2 3
Priklad. Matice transponovana k matici A= [0 1 3
2 1 9
1 0 2
jeAT =(-2 1 1
3 39
Piiklad. Skaldrni soucin sloupcovych vektort (chdpanych
1 2
jako matice) u= [ =2 | av = | —4 | je mozno zapsat jako
a 1
maticovy soucin
2
u'v=(1 -2 a)|-4] = (a+10).
1

Priklad. Matice, kterd se neméni transponovanim, tj. a;; =
a;; se nazyva symetricka. Matice, kterd spliuje a;; = —aj;
se nazyva antisymetricka. Pro libovolnou ¢tvercovou matici
A plati
A+ AT A AT

2 + 2
Prvni matice v tomto souctu je symetrickd a druhd antisyme-
tricka. Takto je mozné rozlozit matici na soucet symetrické
a antisymetrické matice. Naptiklad matice

a=(H D)

ma tento rozklad ve tvaru

R

A:
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Tento trik pouzijeme pro odvozeni tvaru tenzoru malych
deformaci, ze zobrazeni takto totiz dokazeme odfiltrovat Cast
souvisejici s pootocenim a ¢ést, kterd s pootoCenim nesouvisi.
Ta druha nas zajima, protoze popisuje deformaci.

Véta (souvislost transponovani matice a matico-
vého soucdinu). Pro cétvercové matice plati

(AB)T = BT AT,

Priklad. Pro Markoviv fetézec s matici a sloupcovymi
vektory ¢ dostaneme transponovanim vztahu

Q1 = Ay

vztah
T ST AT
Qo1 = G A

s fadkovymi vektory a matici, kterd ma soucet ¢isel v kazdém
radku roven 1. Takto jsou Markovovy fetézce také casto
zavadény, napiiklad na Wikipedii.

Tenzor malych deformaci

https://youtu.be/5AMXMQyx3jw

Zobrazeni roviny do sebe, které mize odpovidat deformaci té-
lesa puisobenim sily, je mozné popsat dvojici funkef uy (z1, z2),
us (21, 22). Linedrni aproximace téchto funkei v okoli bodu
(21, x2) dévaji (viz zévér prezentace z prednisky vénované de-
rivaci, kdy jesté vpravo pro struc¢nost vynechavame argument
(21,22)

ou ou
up(x1 + Az, o + Axs) = ug + —1A:171 + —1A:c2,
8x1 8%2
8uz 6UQ
UQ(.I‘l + A.’El,ajg + Aajg) ~ Uy + —Axq + 7A$2,
8x1 8x2
coz je mozné zapsat maticové jako
Oou;  Oug
u(x1 + Azq, 2 + Axg) ~ (U)o | 971 Oxo Azy
UQ(xl + Aaﬁ, Tro + AJ?Q) Uo % % AVZ Y
8m1 8x2

Clen (Zl) je posunuti, proto nas zajima az druhy clen,
2

obsahujici deformaci. Pokud matici

Our - Ouy
_ | 0z1 Oz
D= o o
(9{1,‘1 (91'2


https://cs.wikipedia.org/wiki/Markov%C5%AFv_%C5%99et%C4%9Bzec#Popis_Markovova_%C5%99et%C4%9Bzce
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rozdélime stejnym obratem jako na predeslém slidu na soucet
symetrické a antisymetrické matice, dostaneme

Dsym
Ouy 1 (0w | OQuy
oxq 2 Oxo oxq
D =
1 (0uy + Jua Odugy
2 \ 0z2 0x1 0x
0 1 (Ou1 _ Oup
+ 2 8902 Bwl
71 Bul _ 611,2 0
2 \ Oxa oz
Dasym

Druhé c¢ast reprezentuje pootoceni, coz snadno nahlédneme,
pokud tuto informaci se¢teme s identitou reprezentovanou

jednotkovou matici na
1 L(0m _ Ou
2 833‘2 8951

1 8u1 8U2 1

2 8932 (9!131
abychom méli celou ¢ast zobrazeni (ne jenom deformaci).
Porovnanim s matici malych rotaci

Dasym +1=

1 -0
R =

076 1
odvozenou na jednom z predchozich slidi ziskdme primo
pootoceni. V teorii deformace nas zajima spiSe symetricka
¢ast, tj. matice

ou L (0w Ou

D _ 8(E1 2 8:62 8;101
T L (0w Ouwe Oup
2 \ Oxg ory O

popisujici zménu tvaru a nazyvana tenzor malych deformaci.
Ten se jesté nékdy rozdéluje na soucet vhodného konstantniho
ndsobku jednotkové matice (souvisi se zvétSenim nebo
zmensSenim, tj. se zménou objemu) a devidtor (souvisi se
zmenou tvaru bez zapoéteni zvétSeni ¢i zmenseni).

Pro vyuziti v dfevaiskych tlohéch viz téz A. Pozgaj, Strukt-
Ura a vlastnosti dreva str 318 nebo P. Horéacek, Fyzikalni a
mechanické vlastnosti dieva I, str. 40. Analogicky, ale pro
rychlosti, je definovan tenzor rychlosti pretvofeni (deformacni
rychlost) pouzivany v hydrodynamice. Muzeme ji dostat jako
derivaci tenzoru malych deformaci (pfi studiu deformaci),
nebo jako symetrickou ¢ast matice vytvorené gradienty jed-
notlivych komponent rychlosti proudéni. Pro proudéni vody
viz J. Riha, Matematické modelovani hydrodynamickych a
disperznich jevt, kap. 3.3.

Obréazky a online vypocty, Sage.

69

RozlozZeni teploty na tepelné vodivé
desce

https://youtu.be/xV461YgdHSQ

Na zavér si ukazeme, ze pomoci linearni algebry a maticového
poctu je mozno popsat funkci dvou proménnych popisujici
rozlozeni teploty na tepelné vodivé desce. Postup je takovy, ze
budeme sledovat teplotu v referen¢nich bodech. Pozadavek, ze
teploty v okolnich bodech maji odpovidat nasim predstavam
o vedeni tepla vyjadiime kvantitativné pomoci vhodné
matice.

Obrazek 7.7: Rozlozeni teploty na tepelné vodivé desce je mozZné pri-
blizné zkoumat metodami linedrni algebry. A az na nékteré trividing
pripady jinou moznost vlastné nemdme, protoZe presné reseni rovnice
vedeni tepla je v prakticky zajimavych pripadech neredlné. Podobné
to je s mechanickym namdhdanim nebo transportem latek poréznim
prostredim.

Uvazujme c¢tvercovou desku, kterou si rozdélime siti na
12 uzlovych bodu (rohy zanedbdme) jak je uvedeno na
obrazku. V uzlovych bodech na okraji desky je teplota
zadana (okrajovd podminka), zajimé nas rozlozeni teploty
v ostatnich uzlovych bodech.

Uéinime (pomérné realisticky) pfedpoklad, ze teplota v kaz-
dém uzlovém bodé je diky tepelné vodivosti desky ovlivnéna
sousednimi uzlovymi body. Kazdy sousedni bod ma stejny
vliv, proto teplota v uzlovém bodé bude piiblizné rovna
aritmetickému primeéru teplot v sousednich bodech. Kvanti-
tativné zformulovano, plati

1
1(10 +20 4 z2 + x4)

xr1 =

1

4 (1)
T3 = Z(30+40+352+x4)

1
T4 = 1(10‘1‘304’.131 +$3)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace#Tenzor_mal%C3%BDch_deformac%C3%AD
https://en.wikipedia.org/wiki/Strain-rate_tensor#Symmetric_and_antisymmetric_parts
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtkk-OmzAUxveRcgeLWcQMDgHadFGNK9FWqmaRTZsdQpEDnsQasJFx0sId5gSzygHmFORgffwRk1GCBMLm977ve8_cId9Fv1X9nLEUqS1PJEdGM1k-KZ2zhCPJkDIq4VIghsoq50aL5FkdLikxndyh4F1nxK61RK2MVgWoJaw0IJnyo2BGaXgZxaaTY610RXHkES8mkT88fXh67pL47pf2rV_DN3s6CWnOwPIfjiIXcDdYdqy3JHM3iDtiTUO3i1OokmPY-b6BoBSHTri2F0G7Zv3GfNhotyAw7cC2NoG6RXAvUi6NMNVm8Aw6MeikJ-ddVVsOHaEVEhJFUUisHzxrTmOf3IKEvSWxQtAbpwbQ-aU5lYagQsHwzy9cNm-Ao6jTJ9afG2idn19hwObI9GFgIQWxHoeJN28D2pPVBxKyE-snHEVzujyL1jX-Op0guNRWs7qiEV5FXuxcj8C-P_IEirGwUdu3aPvuzjHuBR5Xv2ihhDS4lyIoUZnSdKZ5OiOoFDWnnz3bKVRW7ZS8TbGs2DMKP4HtZELyW5D9bge301t2QUaTkd9mBw6qOy3SVq6ks1xIpa81-kiDypPIMrrWB36R56PkUF_u1V-8N3mGrYd98M1yVpEfO9bDol3YFxDCspsrQanYCVPST5dfMWQAq7KAAW80M0JR_5aDbkX_A0uKQGY=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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anebo po tpravé

4xqy — 19 — x4 = 30
—x1 + 429 — 23 =60
—x9 +4x3 — x4 =70
—Tq —x3+4xy =40

Dostali jsme soustavu linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych.
Tuto dlohu je mozno zformulovat pomoci linedrni kombinace

4 —1 0 ~1 30
1 4 ~1 0 60
o [Tt P2t g [T 21T |0
1 0 1 4 40

nebo pomoci maticového nasobeni (s vynechanymi nulami
uvnitt matice)

4 -1 -1 1 30
-1 4 -1 zo | |60
-1 4 -1 I3 I (0]

-1 -1 4 T4 40

Uloha je tedy pievoditelnd na tlohu FeSeni soustavy line-
arnich rovnic. Pro podrobnéjsi popis pouzijeme stejnou

myslenku, ale mnohem vice uzlovych bod. Postup je stejny,
pouze vznikne soustava s vice nezndmymi a vice rovnicemi.

Poznamka. Rovnice popisujici vedeni tepla na zikladé
fyzikalnich principt je pomérné komplikované resitelna a
proto se zpravidla prevadi na problém linearni algebry. Mize
to znit prekvapivé, ale skon¢ime u néceho podobného jako
v nasem jednoduchouckém modelu. Vyse uvedeny postup
se nazyva metoda konecnych diferenci, ale jsou i dalsi
metody, napriiklad metoda kone¢nych prvki. Spole¢nym
znakem je rozdéleni oblasti naseho zajmu na velké mnozstvi
bodu a aproximace fyzikalnich zakont pro sledovany jev
v kazdém bodé pomoci linedrni rovnice. Tim vznikne tiloha
na feseni soustavy rovnic. Pouziva se k modelovani proudéni
tepla nebo vody, k modelovani mechanického namahéani od
jednoduchych nosnika po komplikované konstrukce nebo
stromy. Soustava vytvofend pomoci takovych modela je
velmi fidk4, ma hodné nul. Je proto mozné ji rychle vyftesit
i v pripadé tisicu rovnic. My se pozdéji napriklad nauc¢ime
chytfe vyuzit toho, Ze kazdy rfadek ma v hlavni diagonéale
veétsi ¢islo, nez je soucet zbylych ¢isel v tomto radku.

Poznamka (itera¢ni metoda). Soustavu (1) je mozno
vyresit iteracni metodou. Je mozno postupovat intuitivneé.
Vyjdeme z libovolného odhadu feseni a teplotu v kazdém
bodé budeme opakované nahrazovat prumeérem teplot v okol-
nich bodech, dokud se hodnoty neustédli. Kdy tento postup
funguje a jak se d4 zformalizovat si ukédZeme pozdéji (Jaco-
biho metoda).

Online vypocet maticove.

Online vypocet rovnicemi.

Shrnuti, hlavni myslenky

Seznamili jsme se s vektory. S objekty, které umoznuji
pracovat s veli¢inami majici kromé numerické hodnoty i
sSmer.

Seznamili jsme se s maticemi, s objekty, které umozni
pracovat se zobrazenim vektori na vektory, kdy smér
vzoru a obrazu nemusi byt (na rozdil od ndsobeni rel-
nym ¢islem) stejny. Diky tomu dokdZzeme popsat reakci
materidlu na podnéty v pripadé, kdy mé material v riz-
nych smérech rtzné vlastnosti.

Matice umoznuji kompaktni zapis soustavy libovolného
poctu linedrnich rovnic jedinou rovnici

AX = B.

V materidlovém inzenyrstvi pomoci matic (pfesnéji po-
moci tenzori) umime popsat materidly, majici v ruz-
nych smeérech rizné vlastnosti. V takovych materidlech
je ruzny smér vnéjsitho podnétu a odezvy na vnéjsi pod-
nét a bez matic jenom s pouzitim skalarnich veli¢in
neni mozné se zavislostmi takového typu pracovat. Po-
kud chceme zobrazeni, které méni smér vektoru (a mé
nékteré dalsi rozumné vlastnosti), pouzivime matice.
Presnéji, pouzivame tenzory, které maji v soutadnicich
podobu matic.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxljcEKgzAMhu-C75Cb6Ra2WMsGAw_6FAXx0IPbPGhHlS2PvzoYIoaEhD__l1Tl4ObQCzYNU06xWmp-nThOe61VaVKvUMF0YboymWV1moMbp5efOoy2twuYSQ6iQQoQk0XNrqjkJJqkIDE7dHr6DyBWB3us1dlsQc30zx149wF66EeI4qMD1KxuaQIxbDluDi4v0KovMJNFkw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxdj81qwzAQhO8Gv8NALlJtqPVzKvhhVEdJRM3KyKqr-Om7JiYxWZjDMszsfkW1RbfFtMWih-7ag4ATpji47AcKIDdnt3gKdXWJCQGBkBxdPYTu5Fddgaco6kmoT_shVNforim6KVZKbF3Lndt8BsXlPtyQ_TTGvOf0M8chyznVFCPl7pqnax7uo3V37fGmec--AHv-jheWYVnafvod48pMmFLE2Y0zY2Wf3MCUdTXf4p8Qh4YN5IQ1fie3hsxA8-jP_ucflI1XEg==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 8

Linearni algebra (inverzni matice a

determinanty)

Motivace.

e Chovani libovolného systému nezavisi na souradné sou-
staveé, ve které tento systém popisujeme. Opravdu, dievo
nevi, jak jsme si zvolili osy soustavy souradnic. Ani, zda
pouzivame pravouhlou soustavu ¢i jinou. Uz vibec drevo
nepozna, zda tlohu fesime v pravotocivé ¢i levotocivé
soustavé soufadnic. Vhodna volba souradné soustavy
prirozené neovlivni chovani systému. Muze ale znac¢né
usnadnit vypocty. Proto napriklad pri studiu obdélniko-
vého objektu volime osy ve sméru hran. Proto napriklad
pri studiu dieva volime souradné osy v anatomickych
smérech dieva. Tyto dva pozadavky jsou c¢astecné proti
sobé v pripadé, ze studujeme obdélnikovy material s hra-
nami jdoucimi jinym smérem, nez jsou anatomické sméry
dieva. Naucime se s timto probléme vyporadat. Naucime
se pouzivat matice k prechodu mezi souradnymi sou-
stavami. Nauc¢ime se transformovat fyzikalni vlastnosti
popsané maticemi z jedné soustavy do druhé.

o Ukazali jsme si, ze soustavu linedrnich rovnic je mozné
zapsat pomoci maticového nasobeni ve tvaru AX =
B. Pokud by veli¢iny v této rovnici byla redlna cisla,
Tesitelnost je znacné ovlivnéna nulovosti ¢i nenulovosti
veli¢iny A. Ukézeme si zobecnéni této vlastnosti i pro
matice a soustavy rovnic. K tomu si predstavime novy
pojem - determinant matice.

Inverzni matice

https://youtu.be/udDtFU4pxkY

U realnych c¢isel mame doplinkové operace ke scitani a

nasobeni. Jsou to odecitani a déleni. Odecitani matic mizeme
implementovat jako s¢itani matice s matici vyndasobenou
minus jednickou: A — B = A 4 (—B). Oproti tomu operace
déleni matic viibec neni implementovana. U realnych cisel 1ze

iz . P p v p a _
déleni nahradit nasobenim prevracenou hodnotou: 7= ab™ 1.
Tuto proceduru ¢asteéné rozsifime pro matice. Pfipomenme
jesté, ze roli neutralniho prvku pri nasobeni matic hraje
jednotkova matice. Napiiklad pro matice 3 x 3 je jednotkova
matice

1
I=10
0

o = O
_= o O

Definice (inverzni matice). Bud A € R™*" &tvercova
matice Fadu n. Jestlize existuje étvercova matice A~! ¥adu
n, spliujici vztahy

ATA=T=AA2,

nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Poznamka. Predchozi definice nezarucuje existenci inverzni
matice. K nékterym ¢tvercovym maticim inverzni matice
existuje, k nékterym ne. Pozdéji uvidime, ze existuje jed-
noducha charakterizace matic, ke kterym inverzni matice
existuje, pomoci determinantu matice.

Véta (inverze maticového souéinu). Inverzni matice
k soucinu dvou matic je soucinem jednotlivych inverznich
matic, ale v opacném poradi, tj.

(AB)™' =B7'A™%

Inverzni matice k matici popisujici rotaci
v roviné

Pro matici rotace

—sinf
cosf

71



KAPITOLA 8. LINEARNI ALGEBRA (IN VERZNI MATICE A DETERMINANTY)

z minulé prednasky plati

(Rg) ™' =R_y |
(@ )
— (et )

coz je prirozené pokud si uvédomime, ze inverzni operaci
k pootoceni roviny o thel 6 je pootoceni roviny o thel
opacny.

Odsud mimo jiné vidime, ze plati

—1_ [cosf —sinf) _;
“ \sinf cosf

cosf sind
—sinf cosf
cosf) —sinf\ r
sinf cosf
(R

tj. Ze inverzni a transponovana matice jsou v pripadé matice
rotace stejné. To je velkd ndhoda, ale presto matice s touto
vlastnosti hraji tak dilezitou roli, ze si vyslouzily vlastni
nazev predstaveny v nésledujicim odstavci.

Ortogonalni matice

Definice (ortogonalni matice). Ortogondlni matice je
matice, jejiz transponovand matice je soucasné matici in-
verzni.

Radky ortogonalni matice jsou tvofeny navzajem kolmymi
vektory jednotkové délky. Ma-li naptiklad symetricka ctver-
cova matice A fadu n celkem n linedrné nezavislych jednot-
kovych vlastnich vektord, potom matice vytvorena tak, ze
sloupce nebo radky matice jsou tyto vektory, je ortogonalni.

Matice prechodu

https://youtu.be/uOmV6DGMPbw

Ukazeme si, ze pomoci matic je mozné prepocitavat sourad-
nice mezi jednotlivymi souradnymi soustavami. Praktické
vyuziti je studium ortotropnich materidl v situace, kdy

pro matematicky popis jsou vyhodné sméry os, ale roviny
symetrie neodpovidaji souradnym rovinam. Naptiklad die-
vény kvadr je vhodné studovat tak, ze hrany kvadru jsou
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rovnobézné se souradnymi osami. Materidlové vlastnosti
jsou znamy v anatomickych smérech dreva. Pokud tyto
sméry nejsou nejsou rovnobézné s osami (kvadr je nafezany
nasikmo), je pot¥eba mezi soufadnymi soustavami piechézet.
To se da elegantné udélat pomoci maticového nasobeni a
inverzni matice.

Predpokladejme, ze v roviné jsou dany dveé kartézské soustavy
soufadnic B a B, které jsou vzajemné pootocené o tihel 6.
V téchto soustavich budou soufadnice (z,y)” a (z/,y")”

Je-li soustava B’ otodend oproti soustavé B o tihel § proti
sméru hodinovych ruci¢ek, ma (viz obriazek) jednotkovy

vektor ve sméru osy x’ v bazi B soufadnice (cos(f),sin(6))”
a jednotkovy vektor ve sméru osy ¥’ mé v bazi B soufadnice
(—sin(0),cos(0))T. Proto je vztah mezi soutadnicemi dan

maticovym soucinem
: /
—sinf\ (x
, :
cos 6 Y )

z\ _ [cosf

y)s \sinf
—sinf
cos 6

R (0959
sin 6

je matice, kterou jsme poznali jako matici rotace. Je to
matice, kterd svym pusobenim pootoci vektor ktery ji
néasobi zprava o thel 6 proti sméru hodinovych rucicek.
Ve vyse uvedenim kontextu se tato matice nazyva matici
prechodu mezi obéma uvazovanymi souradnymi systémy.
Matice prechodu umoznuje najit souradnice vektoru v jedné
souradné soustavé pomoci souradnic vektoru v souradné
soustaveé vzniklé pootocenim diky vztahu

0=

Tato matice m4 inverni matici a proto evidentné muzeme
mezi souradnicemi prechézet i v opacném sméru vztahem

()= (e

V inzenyrskych problémech je ¢astou aplikaci linearni algebry
transformace tlohy do vhodnych souradnic, ve kterych je
popis jednodussi. Zpravidla se jedna o prosté otoceni. Toto
se pouziva pri studiu dfeva, které ma anatomicky vyznacné
smeéry, pri studiu vrstvenych materiali, pii studiu chovani
vodorovné ulozenych geologickych vrstev. Nemusi vsak vzdy
jit jenom o material s charakteristickymi sméry. Transformace
mezi souradnicemi se pouziva napiiklad v letectvi, kdy je
jedna souradnd soustava spojena s trupem a dalsi dvé jsou
pootocené ve sméru kiidel sipovité pripojenych k trupu.

Matice

Matici transformace popisujici otoc¢eni souradnic budeme
zkrécené oznacovat R, pokud budeme potfebovat zduraznit
velikost thlu, pouZijeme R(6) a pokud budeme potiebovat
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matici rozepsat ve slozkach, budeme zkracovat vyrazy cosf
asinf na C a S a psat

c -S
R= ( ¢ ) |
Potom naptiklad plati

L (C s
R —<—s C)'

Zobrazeni v riznych soustavach sou-
radnic

Ukéazeme si dilezité vyuziti matice prechodu. Predpokla-
dejme, Ze mame zobrazeni f: X — Y, které je mozno
charakterizovat maticemi. Na vstupu i vystupu je tedy
vektor. Mtze se jednat tfeba o zobrazeni, které plisobicim
silam prifadi deformaci télesa, coz uvidime v Hookové zdkoné
pozdéji. Muze se jednat také o zobrazeni, které vektoru cha-
rakterizujicimu zménu tlaku v podzemni vodé nebo zménu
koncentrace vody ve dfevé pfifadi smér proudéni. (Smér
podnétu a vysledného proudéni si nemusi odpovidat, protoze
voda je pohdnéna rozdilem tlakt ve sméru nejvétsiho poklesu
tlaku nebo rozdilem koncentraci ve sméru nejvétsiho poklesu
koncentrace, ale souc¢asné si v anizotropnim prostredi hleda
cestu nejmensiho odporu).

Necht je nase zobrazeni vyjadieno v néjaké souradné soustavé
B matici A, tj.
Y =AX,

kde X a Y jsou soufadnice vzoru a obrazu v soufadné
soustavé B. Budeme chtit toto zobrazeni vyjadrit v jiné
soustavé. Napiiklad v soustavé B’ takové, ze plati X =
PX' aY = PY’, kde éarkovand pismena jsou soufadnice
v éarkované soufadné soustavé B'. Dosazenim ziskdme

PY' = APX'
a po vynasobeni inverzni matici
P YPY") = P71 (APX'),
t
Y = (P7'AP)X’.
V pootoéenych souradnicich B’ je tedy zobrazeni charakteri-
zovano matici P~ AP. Pro vhodné zvolenou matici P mtize

byt matice v nové bazi podstatné jednodussi nez matice
v bazi puvodni.

Castym tikolem je zapsat vztahy mezi veli¢inami tak, aby
byly co nejjednodussi a proto jeden z castych tkolu v line-
arni algebre byva takovou Sikovnou bazi nalézt. Nastinime

vvvvv
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zadrhelu je mozné najit v odborné literature. Zpravidla vyja-
dfujeme zobrazeni v bézi tvorené ortonormalnimi vlastnimi
vektory matice A. Sloupce matice P jsou vlastni vektory

matice A. Pokud je matice A symetrickd, je matice P navic
ortogondlni, jeji inverze je tedy matice transponovana. To-
muto procesu se Fikd diagonalizace matice, protoze P~1AP
vychézi diagondlni a v diagonale vychazi pravé vlastni ¢isla
matice.

Stejnym zpisobem se transformuji i fyzikalni veliciny velic¢iny
popisované maticemi, nazyvané tenzory.

Prakticka aplikace: transformace

tenzoru

https://youtu.be/70i3ruVNUzI

Obrazek 8.1: Uloha na transformaci tenzoru napéti do anatomickyjch
smeérd dreva. Zndzornend krychlicka je jenom reprezentujici element
vétstho télesa. Zdroj: A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti drevd.

Obréazek 8.2: Stejnd tuloha jako vyse (leta ve drevé jdou pod uhlem
80 stupriii o transformujeme do tohoto sméru) méné inZenyrskym
pristupem.

Obréazek 8.3: U sikmého lepeného spoje se pouzivd transformace do
roviny spoje k posouzeni inosnosti tohoto spoje. Lepidlo md definovanou
pevnost spoje pri normdlovém a smykovém namdhdni a transformace
ndm prozradi, jak se predpoklddané namdhdni projevi v téchto smerech
a zda lepidlo spoj udrzi.

V knize A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti dreva,
je nésledujici tuloha (str. 322, vydani 1997, ISBN 80-07-
00960-4). Dievo v konfiguraci podle obrazku je naméahano
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pouze tahovou silou svisle, tedy tenzor napéti ma jenom
jednu nenulovou slozku. Nasim cilem je pootocit souradnou
soustavu tak, aby byl tenzor napéti vyjadien v anatomickych
smérech dfeva. Uloha je v knize vyfeSena pomoci smérovych
kosinii. Ukazeme si alternativni zpusob, ktery je vyhodny
v tom, ze vyuzivad pouze zakladni aparat linearni algebry.
Puvodni soutadnice (z1,22) oznadime (z,y), osa x sméfuje
vodorovné vpravo (v obrdzku x3) a osa y nahoru (v obrdzku
0 0
0 10
osy y). Soufadnice je nutno pooto¢it o 30 stupiii po sméru
hodinovych rucicek, tj. v zadporném sméru. Novy tenzor
napéti (viz Sage nebo Python) je

—4.3

5

V novych soufadnicich je smér ¢’ podélny a proto orr = 2.5
a orr = 7.5. Mimodiagonalni slozka udavd komponentu
orr, = —4.3, smykové napéti. Tento vysledek je stejny, jako
vysledek ziskany jinym postupem v knize, pomoci smérovych
kosind. Pouzili jsme vsak jenom zakladni nastroje linearni
algebry.

x1). Tenzor napéti je A = ( (tah pouze ve sméru

2.5

R(30°)AR(—30°) = (_ s

Vyse uvedeny vypocet se pouzivd, kdyz chceme najit de-
formaci vyvolanou pusobicim napétim. Protoze konstanty
udévajici materidlovou odezvu mame zméfeny v anatomic-
kych smérech dreva, je nutno nejprve zjistit, jaké namahani
je v téchto smeérech, pomoci materidlovych konstant zjis-
time, jaka je deformace v téchto smérech a poté zpétnou
transformaci prepocitdme tuto deformaci do puvodnich
soutadnic.

Stejny vypocet pouzivame, pokud se snazime transformovat
pusobici napéti pri posouzeni, jaké smykové a jaké norméalové
napéti ptusobi na Sikmy lepeny spoj. Pokud je spoj pod
thlem 30 stupni a v ose y pusobi tahové napéti 10 MPa,
potom normalové napéti namahajici tento spoj je 7.5 MPa a
smykové napéti 4.3 MPa.

Obecné vzorce pro transformaci ten-
zoru

Uloha na transformaci tenzoru, kterou jsme Fesili v minulém
odstavci je v aplikacich velmi dulezita. Proto existuje rada
grafickych nebo inzenyrskych metod na feSeni tohoto ikolu.
Tyto metody jsou divtipné a nazorné, napiiklad metoda

Mohrovy kruznice, oproti linearni algebfe vSak maji zdsadni
nevyhodu: uzivatel se musi stale ucit néco nového a dostava
navod “jak”; nikoliv “proc¢”. Pouzitim aparatu linearni al-
gebry, stejné jako dokdzeme v pootocenych souradnicich

vyjadrit libovolné zobrazeni, dokdzeme vyjadrit v pootoce-
nych souradnicich i libovolny tenzor. Vzorce jsou stejné a
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navic pri otoceni v roviné je matice rotace ortogonalni, tj.

inverzni matice je matici transponovanou. Pro symetricky
ail a2 [ 1 .

tenzor A = dostavame v soutradnicich otocenych
a2 G22

o thel 0 proti sméru hodinovych rucicek

a'll Clllz o C S ail a12 c -5
a'12 0/22 - -S C aio a2 S C ’

kde po vypoctu
a’ll = C2a11 + S2a22 + 205&12,
a'22 = 526111 + 020,22 — 205&12,
a’12 = —-CSai; + CSaqs + (02 — Sg)alg.

()

Tento vztah je linedni vzhledem ke vSem komponentam a je
mozné jej zapsat pomoci maticového nasobeni

c* s?

a’u 2CS a1
ap | = 8% ©c* 208 a0
aly —-CSs ¢S c?*-8%) \ap

Tento vztah je uveden i v literatufe A. Pozgaj a kol., Strukt-
dra a vlastnosti dreva, a v e-opore Fyzikalni a mechanické
vlastnosti dreva. Zde je také uvedena jedna z aplikaci, trans-
formace tenzoru deformaci naméfenych pii bobtnani dreva.
V této tloze je nutno tenzor deformaci transformovat do

anatomickych sméru dreva. To je mozné udélat po zméreni
sklonu vlaken a pootoceni tenzoru o prislusny thel.

Inverzni operaci je pootoceni o tthel —6 a proto je snadné
najit inverzni transformaci: vzhledem k sudosti funkce cos a
lichosti funkce sin sta¢i zménit znaménko u ¢lenti s S, tj.

an c?  s? 208 ay,
a9 = 52 C2 QCS a’22
a1z cs —cs c?-5%) \d,

Poznamka. Pokud vypocteme derivaci ¢lent aj; a ab,
podle 6, dostaneme pouzitim

%CQ = % cos® § = 2 cos O(—sinf) = —2CS,

iC’S = —82 4+ C? derivace

a analogicky %5’2 =25C, 0

d /

;él = —2CSay1 +25Cass + 2(02 — 52)(112 = 20/127
9 _ 59Cay, — 20Saz +2(S? — CHars = —24
a0 - a1 a2 ai2 = A19-

To znamend, Ze lokalni extrémy diagonédlnich prvku nastévaji
v okamziku, kdy jsou prvky mimo diagonalu nulové. Toto
pozorovani perfektné ladi s vysledky, které zname v linedrni
algebie i bez hledani lokdlnich extrémt a bez derivaci.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9ULtuwzAM3A34HwhkiCzIrVwXQRcPSZYODVB4NTIorhArsSVDD6PJH_U7-mOVH6mRoQUX8ng83HEBb0JypqUAVh_5QTMCrVJWldxDClIKxrpWOo-Cabh28JqHQcc0WtqKW7aMwiDPGma1-ERFUSqDBjwisRFy6vekmAcyc_Z7f72brymhnkpJQoeNq3idxSl9TF4obkUYtFpIC0gilD8Yd5hksrgnRhHe4Xt8hCOv1NcC3tX1yE59wEaVYoijuktZwVl5e47ASUh2hmunai6_v0CZSxho9pG1orcQBuv7oGlKsV-PiVZj7_3309PzvIJf4pBq84_I7WxSWf0psp1FktvXxqdJtMZbvIl-AGVpkmc=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxVjj0OwyAMhXck7sBoIoioulXKEbKwogyooQpScRA_Unv7koih8fQ--z3bPsQ9FYY1xC-zmWGkhJK6ufeEcUx29RYzyLviR391L6ahbK5Y_qCEtUqu1IQtNwZbkv-AMU0_99xtQjbMHjsuwlxYXMzLcp6Zp_91SqiWUuKm-jgmjwU0yONNPsyDhlPxHzCvP64=&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyFUMGKgzAQvQv-Q_DSKImsHhc8FI8LPZi9qbukRWlAJxJTWfv1O7Fsa2WXDZkkvMl7M_MmaejOnhsriUwSjJTINCVHB-RE7ELf870i66U16ouWZc64qFkpWF7XmNs_Mkhnjo9ZPBmqLD98bzAKLKHBu5Ewttr0epIwE9vAVZvXCvivK0DuIaO0iK3jDXpsaBhG-6gI41H1Q6fa-bO9dB0N7yUOj2dQwZvuBw0N2HlTJFgxypca9xpIatybH8nzJBXcZ5EnUAQ9UKfmz1F4QHChwsJaefmRMoGRRiLKnan4dhj_AThezAWiHLNoqFO6N7LobWYGa3QniYKpMVfQo_2_vecmfe-mG4-X40hFxkUY3Qptff8GTrag5g==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178
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Néznak tohoto konceptu si predstavime na dalSich strankach. Transformace Symetrické matice na

Budeme pottebovat vlastni vektory matice.

Pozor. V pripadé tenzoru deformace se nékdy se namisto
mimodiagonalni komponenty bere jeji dvojnasobek, protoze
ten ma ndzorny vyznam jako thel smyku. Proto se nékdy
v literature uvadi transformacni vzorec pro deformace
v upraveném tvaru, kdy u slozek se soucinem C'S ve tietim
sloupci neni koeficient 2 a u odpovidajicich slozek ve tretim
radku tento koeficient naopak figuruje. Je proto potfeba
davat pozor na to, s jakymi komponentami je tenzor malych
deformaci uvazovan.

Role vlastnich vektora pri transfor-
maci matic

https://youtu.be/yqjaeqQuObE

Obrézek 8.4: Eigenvectors (red) do not change direction when a linear
transformation (e.g. scaling) is applied to them. Other vectors (yellow)
do. Zdroj: hitp://www.visiondummy.com.

~
=

Budeme zkoumat, kdy plati
P'AP=D

pro ¢tvercové matice P, A a diagondlni ¢tvercovou matici D.
Vynasobenim matici P zleva dostaneme

AP = PD.

Ve cviceni jsme néasobili ¢tvercovou matici s matici diagonalni
a neni tézké vidét obecny princip, ze matice PD ma za
sloupce nasobky sloupct matice P s odpovidajicim ¢islem
z hlavni diagonaly matice D. Napiiklad pro prvni sloupec
matice P a prvni ¢islo v hlavni diagonale matice D, které
oznacime p; a Ay, dostavame

Aﬁl = Alﬁl?

tj. (viz predchozi prednédsky) p; je vlastni vektor matice
A prislusny vlastni hodnoté \;. Podobny princip plati pro
vSechny sloupce. Je otdzkou, jestli vlastnich hodnot a vlast-
nich vektoru je tolik, kolik pro diagonalizaci “potfebujeme”.
Céstecné pozitivni odpovéd na tuto otdzku udavaji véty na
nasledujicim slidu.

diagonalni tvar

Véta (vlastni ¢isla symetrické matice). Symetrickd
ctvercovd matice A Tadu n md n redlngch vlastnich cisel
(pocitdino i s pripadnou ndsobnosti).

Véta (diagonalizace symetrické matice). Necht md
symetrickd ctvercovd matice A Tadu n celkem n redlnich
ruznych vlastnich cisel \;. Oznacme odpovidajici vlastni
vektory jednotkové délky ;.

e Matice P sestavend tak, Ze sloupce této matice jsou
tvoreny vektory v; je ortogondlni.
e Matice D definovand vztahem

D=PTAP

je diagondlni.

e Diagondlni prvky matice D jsou prdve vlastni ¢isla \; a
jsou ve stejném poradi jako odpovidajici vlastni vektory
v matici P.

Poznamka (diagonalni tvar materidlovych vlastnosti
dieva). Typickym ortotropnim materidlem je dfevo. Po-
kud transformujeme tenzor difuzni matice pro dfevo na
diagonalni tvar, jsou diagonalni prvky v poméru priblizné
Dy : D : Dy = 35 : 3 : 2 (P. Hordcek, Fyzikilni a
mechanické vlastnosti dfeva, 2008 , str. 65). Ortotropn{
charakter ma vSak nejenom transport tekutin, ale i sesychani
a bobtnani. V tomto piipadé vsak naopak v podélném sméru
dfevo bobtnéd nejméné a tenzor popisujici bobtnani ma po
transformaci na diagondlni tvar v diagonale prvky v poméru
priblizné ar : ag : ar = 20: 10 : 1 (P. Hordcek, Fyzikaln{ a
mechanické vlastnosti dfeva, 2008 , str. 38).

Matice transformace P z predchozi véty je ortogonalni (jeji
transponovand matice je soucasné jeji inverzni matice) a jejf
determinant (velic¢ina, se kterou se sezndmime vzapéti) je
roven 1 nebo —1. Pokud je determinant kladny, reprezentuje
matice pootocéeni soustavy souradnic. Pokud je determinant
zaporny, jedna se o pootoceni spojené se zrcadlenim jedné
osy. Protoze tento pripad vétsinou z fyzikalnich duvoda

nepreferujeme, sestavujeme matici transformace tak, aby
méla determinant kladny. V pripadé zaporného determinantu
staci prohodit dva vektory (sloupce matice transformace)
mezi sebou, nebo jeden vynasobit faktorem —1.

Pro kontrolu je zajimavé védét, ze determinant matice
se pootocenim neméni a je tedy stejny pro puvodni i
transformovanou matici. Totéz plati pro soucet prvka v hlavni
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diagondle (v linedrni algebfe se nazyva stopa matice), pro
charakteristicky polynom a pro vlastni hodnoty. Tenzor,

jak jej uvazujeme v tomto textu, je matice, kterd ma navic
fyzikalni vyznam a vzhledem ke své povaze pro ni plati

specidlni transformacni pravidla. Nicméné je to mimo jiné i
matice a proto vSe vyse uvedené plati i pro tenzory.

Transformace tenzort je uziteéna a dilezita ¢innosti. Bohuzel
vSak vzorce s touto transformaci spojené nejsou natolik
zapamatovatelné, aby bylo obvyklé s nimi pracovat. Moznosti
jsou v zasadé tri.

e Mit vzorce v psané podobé po ruce a pouze do nich
dosazovat.

e Mit k dispozici jednoduse zapamatovatelny postup, jak
s transformacemi pracovat. Takovy postup existuje, na-
zyva se Mohrova kruznice a po zapracovani se jedna
o efektivni grafickou metodu pro transforamci tenzort.
Zpravidla je v literature popsana pro tenzor napéti,
funguje vSak obecné.

e Pracovat pouze s elementarnimi prostiedky linedrni alge-
bry. Narozdil od predchozich bodti mame prehled o tom,
co a pro¢ délame (oproti vzorctim) a nemusime se ucit
dalsi metodu (oproti Mohrové kruznici).

Determinant matice

https://youtu.be/XMyzmN3cq-Q

Definice (determinant). Bud A € R™*" ¢tvercovd matice
radu n. Determinant matice A je redlné Cislo det A prirazené
matici A nasledujicim zpusobem:

e Je-li A matice faddu 1, tj. A = (a11), je det A = aq;.

e Méme-li definovdn determinant z matice fadu (n — 1)
oznacme symbolem M;; determinant matice fadu (n—1),
kterd vznikne z matice A vynechdnim i-tého radku a
J-tého sloupce. Definujme algebraicky dopinék A;; prvku
Qi jako soucin Aij = (—1)i+jMij.

e Konecné, definujme determinant radu n nésledovné: zvo-
lime libovolny index ¢ € {1,2,...n} a definujeme

det A = a;14i1 + aiplio + -+ + ainAin.

Uff. Zachazejme vyjimecéné s touto definici stejné jako

s definici limity: vezmeme na védomi, ze néjaka korektni
definice existuje, ale ucit se ji nebudeme. Neni to totiz
tak 1plné potieba. bude nam stacit naucit se nékolik mélo
specialnich pripadu.

Determinant matice A oznacujeme téz |Al. Je-li A = (a;;)
piSeme zkracené |a;;| misto |(a;;)]. K zdméné s absolutni
hodnotou muze dojit jediné v pifipadé, zZe matice A je fadu
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jedna. V praxi se vsak obvykle s maticemi fddu jedna
nepracuje.

Definice (regularni a singuldrni matice). Bud A ¢tver-
cova matice. Je-li det A = 0, fikdme, Ze matice A je singuldrnd,
v opacném pripadé fikame, ze je requldrni.

Determinant matice 2 x 2 (kiizové
pravidlo)

a b
d

‘:ad—bc

Tento determinant je roven nule pravé tehdy, kdyz je jeden
radek matice nasobkem druhého a to bude pravé tehdy kdyz
je jeden sloupec matice ndsobkem druhého.

Determinant matice 3 x 3 (Sarusovo
pravidlo)

c
k| = ajz + bkx + ciy — (cjx + biz + aky)
z

8 <. Q
N

Mnemotechnickd pomicka: opsat prvni dva fadky pod
determinant, vynasobit hlavni diagonalu a dvé diagonaly
pod tim, potom vynésobit vedlejsi diagondlu a dvé diagonaly
pod tim. Prispévky od hlavni diagonaly a dvou sikmych rad
pod ni se scitaji, prispévky od vedlejsi diagonaly a dvou
sikmych fad pod ni se odecitaji.

Determinant matice ve schodovitém
tvaru

Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je
ve schodovitém tvaru, jestlize pripadné nulové radky jsou
usporadany na konci matice a nenulové jsou usporadény tak,
ze kazdy néasledujici fadek zacéind vétsim poctem nul nez
radek predchozi.

Priklad. Matice

4 7 0
0 -2 1
0 0 5

je ve schodovitém tvaru.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Mohrova_kru%C5%BEnice
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Véta (determinant matice ve schodovitém tvaru).
Determinant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je roven
soucinu prvkd v hlavni diagondle.

Totéz plati zejména pro matice diagonalni, které maji
nenulové prvky jenom v hlavni diagondle a tedy jsou ve
schodovitém tvaru.

Priklad. Plati

4 7 0
0 —2 1|=4-(-2)-5=—40.
0 0 5

Souvislost nékterych pojmi

Pojmy linearni algebry spolu krasné souvisi.

Véta. Bud A ctvercovd matice radu n. Ndsledujici vjroky
jsou ekvivalentni:

1. K matici A existuje matice inverzni A1,
2. Matice A je reguldrni, tj. det A # 0.
3. Soustava linedrnich rovnic

AX =B

md pro libovolnou pravou stranu B jediné resent.
4. Homogenni soustava linedrnich rovnic

AX =0

md pouze nulové resend.

5. Kazdy vektor z R™ lze wvyjadrit jako linedrni kombi-
naci vektord tvorengch radky (sloupci) matice A, a to
jednoznacné, az na poradi.

Napriklad je-li ¢ vlastnim vektorem matice A prislusnym
vlastni hodnoté A, plati

A=)\
Odsud
AG—A7=0
AG— (M )g=0.
(A=X)7=0

Pokud chapeme posledni rovnost jako soustavu rovnic

s koeficienty (A — AI), nulovou pravou stranou a nenulovym
Fesenim ¢ (tj. bod 4 pfedchozi véty neplati), musi byt
determinant matice A — AI nulovy (tj. bod 2 predchozi véty
neplati). Tim je motivovéna nésledujici definice a dokdzéna
nasledujici véta.

7

Definice (charakteristickd rovnice, charakteristicky
polynom). Rovnice

det(A—X)=0

s neznamou \ se nazyva charakteristickd rovnice matice A.
Vyraz na levé strané této rovnice je polynom proménné A a
nazyva se charakteristicky polynom matice A.

Dusledek (vlastni ¢isla). Viastni ¢isla matice A jsou
prdveé reseni charakteristické rovnice. Viastni vektor @ pri-
slusny vlastnimu cislu A je nenulové reseni homogenni sou-

stavy rovnic
(A— M) = 0.

Hooktiv ziakon, matice tuhosti a pod-
dajnosti

V minulé prednéasce jsme odvodili tvar tenzoru malych
deformaci pro popis deformace télesa ve tvaru

9ur L(0u | Ouz
83:1 2 31‘2 6$1
1 (0w Ou Ouy
2 \O0xry O Oz

Obrézek 8.5: Slozky tenzoru napéti charakterizuji silu zpisobujici de-
formaci. Zdroj: Wikiepdie.

Toto muzeme zapsat symbolicky

1 8uZ 3uj
€ij = & + .
2 8xj (‘)xi
Pro deformaci v prostoru mame nikoliv dvé, ale t¥i souradnice
a tenzor deformaci je tedy 3 x 3 symetrickd matice, tj.
matice, kterd mé Sest nezdvislych komponent. (Zbylé tii
komponenty dostaneme ze symetrie.) Tyto komponenty

dostaneme postupnou volbou indexii ve vzorci (*) a miizeme
je sestavit do sloupcového vektoru

()

T
(611,622, €33, 523,613,612)
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Podobné, pusobici silu miuzeme rozdélit podle ptsobeni
v jednotlivych smérech a tim dostaneme tenzor napéti,
Sest veli¢in charakterizujicich napéti. (Zbylé tfi jsou dény
podminkou, Ze se deformované téleso nepohybuje.) Pro dalsi
uvahy slozky tenzoru napéti usporaddame do sloupcového
vektoru

T
(011,0227033,02370137012)

Nasledujici poucka je fyzikalné ovéreny fakt, ze vztah mezi
slozkami tenzoru napéti a tenzoru deformace je linearni.
To nés neprekvapi, protoze z prednasek o derivacich na

zaCatku semestru vime, ze jakakoliv funkéni zavislost se da
linearizovat. Podstatné zde vsak je, Ze interval, na kterém
ma linearizace smysl, neni prilis maly, tj. Ze tato linearizace
plati pro prakticky vyznamné pripady.

Hookuv zikon deformace (volna slovni formulace).
Do urcité hranice zatizeni je libovolna slozka tenzoru
deformace timérna libovolné sloZce tenzoru napéti.

K tomu si pridejme, ze prispévky k deformaci, zptisobené
ruznymi slozkami tenzoru napéti, se prirozené scitaji. Mate-
maticky vyjadfeno proto plati

€11 011
€22 099
€ o
33 - g 33 ’
€23 093
€13 013
€12 012
kde S je ¢tvercova 6 x 6 matice.
Fibre
Direction
Radial
\
Longitudinal ~ Tangential

Obrézek 8.6: Ortotropie dreva. Zdroj: researchgate.net, Mathew Legg.

Fyzikalni uvahy ukazuji, Ze matice S je urcité symetricka
a obsahuje celkem ne 36, ale jenom 21 nezavislych veli¢in.
Nazyva se matice poddajnosti. V obecném pripadé tedy
musime pro popis deformace mit celkem 21 materidlovych
konstant. Tento pocet se vsak vyrazné redukuje, pokud je
materidl napiiklad izotropni nebo ortotropni. Napriklad
ortotropni material jakym je dievo, mizeme umistit do
soustavy souradnic tak, aby byl invariantni vici symetrii
podle jednotlivych primeéten. Poté je mozné odvodit, ze

78

nejobecnéjsi mozny tvar matice S je

Si1 Sz Sz 0 0 0
Sig S Sz 0 0 0
g— Si3 Seg S3z 0 0 0
0 0 0 Sy O (O
0 0 0 0 S5 O
0 0 0 0 0 See

tj. tvar, obsahujici jenom devét materidlovych konstant.
Odsud vidime, ze v takovém materidlu se smykové napéti
projevi jenom na jedné komponenté tenzoru deformace,
protoze posledni tii sloupce, které udavaji slozky jednotlivych
deformaci zptisobenych napétimi os3, 013 a 012 maji jenom
jednu nenulovou slozku.

Pokud bychom pouzili k popisu obecnou soustavu soutadnic,
nebylo by mozné se na symetrii odvolavat. Matice S by
obsahovala vSechny prvky a bylo by nutné hledat bazi,
v niz je jeji vyjadieni nejjednodussi. U dieva je vSak snadné
rozpoznat vyznacné sméry. Kdyz soustavu souradnic zvolime
tak, aby byla v souladu s témito vyzna¢nymi sméry, docilime
tohot, ze obdrzime matici S jiz pfimo ve tvaru s co nejvice
nulami.

Nékdy je vhodné umét urcit napéti pomoci deformaci.
K tomu sta¢f Hookilv zakon vynéasobit matici S~! a obdrzime

011 €11
022 €22
033 | _ g1 €33
023 €23
013 €13
012 €12

Matice S™1 se nazyva matice tuhosti a oznacuje C.

Souvislosti vlastnich vektorti matice tuhosti a matice pod-
dajnosti (nebo obecnéji souvislosti vlastnich vektort matice
a matice inverzni) se budeme zabyvat na nésledujicim slidu.

Vlastni vektory matice a matice in-
verzni

Fyzikalni tivaha snadno vede k zavéru, ze matice a matice
inverzni maji stejné vlastni vektory. To proto, ze pokud
v nékterém sméru je materidlova odezva nasobkem podnétu,
je i opacné podnét nasobkem materidlové odezvy. To, ze
matice A a A~ maji stejné vlastni vektory plyne i z toho, Ze
pokud definiéni vztah pro vlastni vektor matice A, tj. vztah

Al = M\,


https://en.wikipedia.org/wiki/Orthotropic_material#Stiffness_and_compliance_matrices_in_orthotropic_elasticity
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1
vynéasobime zleva matici XA_l, dostaneme vzhledem k iden-

1

1
tité XAflAﬁz Id = Xﬁ rovnici

1

)
1
si=A',

ktera vyjadiuje, 7e @ je vlastnim vektorem matice A~}

s vlastnim ¢islem %

Shrnuti, hlavni myslenky

e Prestoze maticovy soucin neméa vSechny vlastnosti na
které jsme zvykli u souinu d¢isel, jedna vlastnost zi-
stava: existence “prevracené hodnoty”. V pripadé matic
je zobecnéni prevracené hodnoty reprezentovano inverzni
matici.

e Pomoci matic je mozné transformovat souradnice bodt,
vektoru a tenzoru z jedné soustavy souradnic do jiné.
Inverzni matice poté predstavuje zpétnou transformaci.

o Pri transormaci tenzoru se snazime o to, aby po trans-
formaci byl tenzor co nejjednodussi. Pokud pouzijeme
soufadnou soustavu s osami ve vlastnich smérech (jsou
kolmé a tedy je tato volba smysluplnd), je tento tenzor
je diagonalni s vlastnimi ¢isly v diagonéle.

e Pro identifikaci vlastnich vektori matice A je nutné resit
soustavu rovnic

(A= X)v =0,

ve které figuruje jistym i vlastni ¢islo A. Toto umoznuje
definovat podminku na vlastni ¢isla: uvazovana soustava
musi mit nenulové feseni.

o Existence nenulového feseni rovnice z predchoziho bodu
uzce souvisi s pojmem determinantu matice. Presnéji,
aby soustava z predchoziho bodu méla nenulové feseni,
musi mit matice A — A\l nulovy determinant.



Kapitola 9

Linearni algebra (soustavy linearnich
rovnic, transformace tenzori)

Motivace. Uvazujme nésledujici tii problémy:

e Pro popis prirodnich déju je idealni jazyk derivaci, pro-

toze umoznuje pracovat s okamzitymi rychlostmi zmén 1.

fyzikalnich veli¢in. Pokud mechanismus déje zname, je
snadné naformulovat pomoci derivaci prislusny matema-
ticky model, poté ovsem prijde faze feseni. Tady malo-
kdy vystacime s analytickymi metodami, které jsme si
ukazali v prednasce vénované diferencialnim rovnicim.
Casto se uchylujeme k numerickému feseni. V naprosté
vétsiné pripadu se toto feseni redukuje na FeSeni sou-
stav linearnich rovnic. Tyto soustavy ovsem byvaji ob-
rovské, radové obsahujici tisice rovnic a neznamych a
proto stfedoskolské metody nejsou pouzitelné (napiiklad
nejsou dostateéné rychlé, nebo mohou byt numericky
nestabilni). Z tohoto divodu je nutné se problematice
soustav rovnic vénovat podrobnéji.

Nalezeni vlastnich smért matice je zasadni pro zjednodu-
Seni popisu anizotropniho materialu, protoze diky tomu,
ze matice ma v soustavé respektujici vlastni sméry dia-
gonalni tvar, se redukuje pocet materidlovych konstant.
Hledéni téchto sméru je vlastné feseni soustavy linear-
nich rovnic. Situace je relativné jednoduché, protoze
soustava ma dimenzi dva nebo tii a k tomu nekonecné
mnoho TeSeni, coZz vypocty urychluje. (Napiiklad ve
dvourozmérném pripadé to znamena, ze jedna rovnice
je ndsobkem druhé a nemusime ji uvazovat.)
Podrobnéji viz zde. Numericky vypocet vlastnich ¢isel
zde

3.

Najdéte vSechna redlna cisla xq, xo, spliujici dvojici
rovnic

4501 +5I2 =7

x1—2x2:4

Najdéte vsechna redlna ¢isla 1, zo, splnujici vektorovou

rovnici
4 5 7
()z+ (%)== ()

Najdéte vSechna redlna cisla x1, x2, spliujici maticovou

(b 5= ()

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis
téhoz. Jednou vsak pouzivime soustavu rovnic, vektory a
jejich linearni kombinaci a jednou matice a maticovy soucin!

https://youtu.be/y AozKRIQBIs

Soustava linearnich rovnic
Varianty zapisu soustavy linearnich

rovnic
https://youtu.be/E1Ey_xz6_ig
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https://user.mendelu.cz/marik/mtk/soustavy_motivace.pdf
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVVbtu4zgU7Q34H4gEgaWBVhtnMY0BFe4WWGyQYpDGMRa0zNiMJZLDh2LpH_IBi6lSThHMF2Qb2f-194qS7HiSYgxDosjLc1-Hh-fkRktS0SUV0pGcWp5yUpRKptxSUmTUWMFJyk1GyeG7YBsrdRkPB-fkRlpGFIAIupZLwbrFA4qSS56RJcvYhsiFppVrbRxCVvBugL4wYWVr_MBIzioOD2E4WjEL7849-pFW-m235UYzk_GckTU3Vq40zYmWVSYrBrYNnosJmv6N6TEEN2XOrObpBrNSsuKWFxD6kt1zwcEFIA8HPFdSWyJcrkpCDRGqn4NCqUzajC9iVeII11VmewPD6EJqgdNGGESbJkLFVGtaBrPZVTSeR7Nx9Md8HhJyjg2on0X9cgis_u67wYaDx4gUJAH3ccYFzVYx46tgCvtgY1G_Krl7YrYtTv2SrsnuqX4xLGvqhnXe_8AAIDmyYvYfk1LAWQUumoaT4QBgyNR5fPCYuyyYRi70C5pZB1kEB99C6jyYuvD3kykXhujkOhlfwm84cOusBNDZ1ScwVByfmoqlzJtXEJJ7qQknXBD4XrHgOpxDOh2HTM50ORx0VAKco-LBMJUm4CGUEMaGCxzPQ_RhvmobnPo6coZhHTvqPJh2Bg4BEHUj3XDgmQiuT4vWoDlEa3cj4Dskb8mNZVGaCxuctQS8ExfmTpxdTMN-5fb4pE3IhTm7eGyY0bXVNxVOYc8Q1hPkLboBguP52EggR84P5xGWMulUihyZ3InGSdE4yX9hZ-_uLymslhARFwXTlZDG8g72wKUiKuIvoSerhXYYJYUsqKifO694HKXbPVEjdt86MEi4WYZ3AOJi4TCTB2AFKELGDzXoNetQyd8--p1hEKS3u2YPXl2W0lCQitK3cNLFT3PgVTPVRi_e33AM6GXqQ0C6PQV8bwMWRGm6gbQ2JShZwYTXv9x1CggjJEpDLTy6xWwSXc7JG7745hG1_xd54_YgL6-op_tnXOysvJTuvmEWcglNbkQz-UkoiKd4_QIcr7-_R_K2CjdNCngfvL0sgFy-eqci7utz5D3EJg0H93wVEbo1EAwIa2zcAnXWBOPoKiKwaHjFkmB8FX32ykO3YAn2s8s5fsR4GfhyR2TBBeJ8vgybJQPJWW4zFoz-7K8Mf1E0p788SW7UOGhCmXHAh_9BUToNGA7K1mD8kUEf4hg-4FqIocLWMo2JBdtkayJSJiU8144lbeiKZgxskpFh3OQ8Hf2Uwi2vHDSqonCWlHT7_7itX-EWgCOGNW7G3T1wtJsaxVIbjNhX2N3OZ2zFQDAb4GR0c9xvX4OmE2v5GIT_A0gl31s=&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Definice (soustava linearnich rovnic). Soustavou m
linedrnich rovnic o n nezndmych nazyvame soustavu rovnic

a1121 + a12%2 + a1373 + -+ + A1pTy = by
a21%1 + A22T2 + A23T3 + - -+ + A2p Ty = by

a3121 + azaTe + a33T3 + - + a3, Ty = b3

(1)

Am1%1 + Am2T2 + Q323 + - + QmnTn = by

Proménné zq, o, ..., x, nazyvame nezndmé. Redlna cisla
a;; nazyvame koeficienty levych stran, redlnd cisla b; koefici-
enty pravych stran soustavy rovnic. Resenim soustavy rovnic
rozumime usporddanou n-tici redlnych ¢isel [t1,ta, ..., t,] po
jejichz dosazeni za nezndmé (v tomto poradi) do soustavy
dostaneme ve vsech rovnicich identity.

Definice (matice soustavy). Matici

a1l a2 a3 Q1n
a1 Q2 @23 Q2n,
A =
Am1 Am2 Am3 Amn
nazyvame matici soustavy (1). Matici
ai1 a2 a3 ain | b1
a1 @22 az3 A2n by
A, =
Am1 Am2  Am3 Amn bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy (1).

Vektorovy zapis soustavy linearnich
rovnic

Soustavu (1) lze ekvivalentné piepsat do vektorového tvaru

an a2 a3 a1n by

asy a2 as3 a2n bo
1+ ZTo+ T3+t Tp =

Am1 Am2 am3 Amn bm

Vidime tedy, ze se vlastné jedna o problém, vyjadrit vektor
slozeny z cisel na pravé strané soustavy rovnic jako linearn{
kombinaci vektorti, které tvori sloupce matice soustavy.

Maticovy zapis soustavy linearnich
rovnic

Soustavu (1) 1ze ekvivalentné prepsat do maticového tvaru
pomoci maticového soucinu

a11 a12 A1n & b1
as1 G2 a2n T2 by
Am1 Am2 Amn Tn bm

Tento tvar se pouziva Casto v inzenyrskych vypoctech pro
uspornost. Symbolicky zpravidla piSeme soustavu linedrnich
rovnic ve tvaru

AT =b,
nebo

AX =B

kde A je matice soustavy a b resp. B je vektor pravych stran.

Vyuziti inverzni matice pro reseni
soustavy linearnich rovnic

https://youtu.be/YpbOWJ__6ZS4

7 tvodni prednasky o linearni algebfe vime, ze pomoci
maticového nasobeni je mozné soustavu linearnich rovnic
zapsat ve tvaru

AX = B,

kde A je matice soustavy, X je sloupcovy vektor nezndmych
a B je vektor pravych stran. Pokud méa matice A inverzni
matici, mizeme pomoci této matice soustavu vyresit. Po

vynasobeni rovnice inverzni matici zleva dostdvame

AN (AX)=A"'B
a po uplatnéni asociativniho zdkona
(AT'A)X = A7'B.

Protoze vyraz v zavorce je sou¢inem matice s matici inverzni,

je tento soucin roven jednotkové matici, ktera je neutralnim

prvkem pri ndsobeni a proto okamzité dostdvame Teseni
soustavy ve tvaru

X =A"'B.

ako prirozeny dusledek vidime, ze feSeni je urceno jedno-
znacné. Zname-li inverzni matici, mizeme reseni dokonce

ypocitat pro libovolnou pravou stranu velmi pohodlné
a rychle pomoci maticového nasobeni. Bohuzel, vypocet
inverzni matice je zpravidla velmi drahy (vyzaduje velké
mnozstvi operaci) a numericky mélo stabilni. Proto je
tento postup uziteénym teoretickym néastrojem, ale v praxi
postupujeme ponékud odlisné.
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Inverzni matice k diagonalni matici

Diagonalni matice (tj. matice, které majf nenulové prvky
jenom na hlavni diagondle) se vzhledem k nédsoben{ chovaji
velice hezky: soucinem je takova matice, kterd je diagonalni
a na hlavni diagonale mé prvky vytvorené jako soucin
odpovidajicich prvku ndsobenych matic.

2 0 0 5 0 0 10 0 O
0 3 0 07 0)]=10 21 0
0 0 12 0 01 0 0 12

Proto je snadné zafidit, aby v hlavni diagonéle vysly jednicky.
Stac¢i uvazovat podobné jako v nésledujicim prikladé.

1

S0 0
20 0\ [2 | 100
03 0|lo = ofl=[010
0012031 00 1
12
a tedy
1
[z 0 o0
2.0 0 2
03 0| =]o = o
00 12 031
12

Iteraéni metoda reseni soustav line-
arnich rovnic

Na predchozim slidu jsme vidéli, ze je jednoduché najit in-
verzni matici k matici diagonalni. Toho vyuzijeme pro reseni
soustavy linearnich rovnic iteracni metodou. Predstavime si
nejednodussi, presto vSsak velmi mocnou metodu, Jacobiho
metodu.

V tvodni pfednasce z linedrni algebry jsme modelovali
rozlozeni teploty ve dvourozmérné desce pomoci soustavy
rovnic

4 -1 0 -1 1 30
-1 4 -1 0 z2 | |60
0 -1 4 -1 z3 | | 70
1 0 -1 4) \ay 40
Pro
4 -1 0 -1 1 30
-1 4 -1 0 |z | 60
A= 0 -1 4 -1’ X= r3 |’ B= 70
-1 0 -1 4 T4 40
tedy
AX = B. (1)
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Rozdélime matici A na soucet diagondlni matice a matice
s nulami v hlavni diagonale, tj. na soucet matic

4 0 0 0 0 -1 0 -1
0 4 00 -1 0 —1 0
D=1o 0o a0 *T=| 0 -1 0 -1
0 0 0 4 -1 0 -1 0

Potom muzeme psat rovnici ve tvaru

(D+T)X =B

a odsud
DX+TX =B
DX =B-TX

a vyuzitim inverzni matice

X =DYB-TX). (2)

Definujme nyni iteracni vzorec

X1 =D YB-TX,). (3)
Podobné jako u Markovovych fetézcii muzeme najit postup-
nymi iteracemi z vhodného (nebo libovolného) poc¢atecniho
stavu stacionarni stav, kdy se X}, dalsimi iteracemi neméni
a tim dostaneme Teseni rovnice (2), kterd je ekvivalentni

rovnici (1). Protoze inverzni matici poéitdme pro matici

diagonalni, je tento vypocet velice rychly a levny. Vlastné
neni vibec nutné mit k dispozici maticovy pocet. Iterace

dostaneme tak, ze z prvni rovnice osamostatnime x1, z druhé
rovnice xo atd. Vychozi odhad dosadime do pravych stran a
obdrzime zpresnény odhad. Postup opakujeme, dokud nejsou
dvé nasledujici iterae dostatecné blizké.

Poznamka. Predchozi postup je mozné pouzit jenom
v piipadé, Ze itera¢ni proces (3) konverguje. Pokud by
nekonvergoval, neni mozné o feseni rovnice nic Fict, pouze
to, ze Jacobiho metoda nefunguje. Postacujici podminka,
kdy Jacobiho metoda konverguje, je aby kazdy rddek mél
v hlavni diagonadle ¢islo, které je v absolutni hodnoté vétsi
nez je soucet absolutnich hodnot zbylych ¢isel v tomto radku.
Matice, kterd splnuje tuto podminku se nazyva rddkové ostre
diagondlné dominantni matice a pro takovou matici Jacobiho
metoda konverguje. Podobné je mozné uvazovat sloupcové
ostre diagondlne dominantni matice porovnanim absolutnich
hodnot diagonélnich prvka se soucty absolutnich hodnot
ostatnich prvka v danych sloupcich a i pro sloupcové ostre
diagonalni matice metoda konverguje. I pres jednoduchost
tohoto kriteria se s diagondlné dominantnimi maticemi
setkavame v aplikacich pomérné ¢asto. Podivame-li se, jak
byla odvozena soustava popisujici rozloZeni teploty na tepelné
vodivé desce (posledni slajd minulé pfedndsky), neni to az
takové prekvapeni.

Online vypocet.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxtj8FqwzAMhu-BvIPoLk5wMnfzOij4kJDTTjv0EMjC8GK31aFycMzY3n5O03YMZozRL_3SJ1fqpIPHL9Z1khdrLuLT8y5Gi4zxnDqrJb_Ivs_SpL41Pwq-EfxZcCn6rAxe0zS6ybJoSpNGyRyNpYDh-_3SIWOlQfpU6_v_iztVFU2atDfEk-DX-xcBdzC6QQc7EIIzR23A28kSzuy984CABNF_sOxBZNs0gXhaRWxeIGd1scvbLCJHjxSArV704D7w6OBkgzN6C2-04m1JzOABw6Rkdv7W1f4aaWQvzMVMrCrjbOvn_fKaw2_nD3USakw=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

KAPITOLA 9. LINEARNI ALGEBRA (SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC, TRANSFORMACE TENZORU)

Podobnymi itera¢nimi metodami je mozné efektivné resit
soustavy o tisicich rovnic a neznamych. Vypocty probihaji
rychle a nejsou narocné na paméf jako u primych metod,
znamych napiiklad ze stfedni Skoly. Timto zptsobem se fesi
soustavy rovnic pfi modelovani namahani konstrukei, vedeni
tepla, proudéni vody apod.

Hodnost matice

https://youtu.be/HF-RDBZUenY

Iteracni metoda funguje pro soustavy s jedinym reSenim.
Pokud vsak hledame vlastni vektory, musime byt schopni
umeét resit i soustavy s nekoneéné mnoha resenimi.

Matice radu m x n obsahuje celkem m - n ¢isel. Jedna se

tedy o relativné komplikovany objekt. V matematice se ¢asto
pomoci objektl jednodussich, napf. pomoci ¢isel. Jedno uz
zname, determinant. Dal$im z téchto ¢isel je hodnost matice,
kterou si nadefinujeme nyni.

Definice (hodnost matice). Bud A matice. Hodnosti
matice rozumime maximalni pocet linearné nezavislych radka
matice. Hodnost matice A oznacujeme h(A).

Poznédmka: Hodnost je v anglické literatuie oznacovana jako
rank.

Schodovity tvar jsme si predstavili u determinantu. U ma-
tice ve schodovitém tvaru je urceni determinantu velmi
jednoduché. Podobny efekt vidime i u hodnosti.

Definice (schodovity tvar). Rekneme, ze matice A je
ve schodovitém tvaru, jestlize pripadné nulové fadky jsou
usporadany na konci matice a nenulové jsou usporadany tak,
ze kazdy nésledujici fadek zac¢ind vétsim poctem nul nez
radek predchozi.

Véta (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hod-
nost matice, kterd je ve schodovitém tvaru je rovna poctu
jejich nenulovych radki.

2 2 2 3 -1 5
" . oo 1 0 o 3}|.
Priklad. Matice A = 000 -1 2 1|1
000 0 0 O
ve schodovitém tvaru a h(A) = 3. Matice B =
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2 2 2 3 -1 5
0 01 O 0 3| neni ve schodovitém tvaru a
003 -1 2 1

,

jejl hodnost na prvni pohled nepozname.

Vypocet hodnosti

Vypocet hodnosti se provadi postupnym nahrazenim zadané
matice matici, kterda ma stejnou hodnost, ale postupné se
priblizuje schodovitému tvaru. Uvedeme si jenom zakladni
postup. Tento se sice d& vylepsit, pro néas je vsak dulezité,
Ze i bez jakychkoliv vylepSen{ vzdy vede k cili. (Alespon
teoreticky.)

Véta (fadkové operace zachovavajici hodnost ma-
tice). Ndsledujici operace neméni hodnost matice:

1. vynechani radku sloZeného ze samych nul, nebo vyne-
chani radku, ktery je totozny s jingm rddkem, nebo
vynechdni radku, ktery je ndsobkem jiného radku,

2. wvyndsobeni nebo vydeélent libovolného ridku nenulovym

cislem,

zamena poradi radki,

4. ponechdni jednoho radku beze zmény a opakované pri-
ctent libovolnich ndsobki tohoto Tadku k nenulovym
ndsobkum ostatnich rddki matice.

o

Libovolnou matici lze konecngm poctem téchto uprav prevést
do schodovitého tvaru.

Nasledujici véta udava, ze veskerd tvrzeni, uvedend v sou-
vislosti s hodnosti pro fadky matice, se daji preformulovat i
pro sloupce matice.

Véta. Transponovdni neméni hodnost matice.

Existence a jednoznacnost reseni sou-
stavy linearnich rovnic

V pripadé, ze matice soustavy je ¢tvercova jiz vime, ze
feSeni je urceno jednoznacné pravé tehdy, kdyz mé matice
soustavy matici inverzni. O poctu feseni v obecném pripadé
obdélnikové matice, kdy matici inverzni nema smysl uvazovat,
nam davaji informaci dvé nésledujici véty. Prvni se tyka
existence Teseni a druha identifikuje pripad, kdy feSeni je
urceno jednoznacné.
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Véta (Frobeniova véta, Kronecker-Capelliho véta).
Soustava linedrnich rovnic je resitelnd pravé tehdy, kdyz jeji
matice soustavy a rozsirend matice soustavy maji stejnou
hodnost.

Véta (jednoznacnost resSeni). Necht soustava linedr-
nich rovnic md reseni. Toto Teseni je prdve jedno, pokud je
spolecnd hodnost matice soustavy a rozsirené matice sou-
stavy rovna poctu mezndamych. V opacném pripade je spo-
lecnd hodnost matice a rozsirené matice soustavy mensi nez
pocet nezndmych.

Gaussova eliminace

Spociva v reprezentaci soustavy pomoci rozsifené matice
soustavy a prevodu této matice na schodovity tvar pomoci
radkovych operaci zachovavajicich hodnost. Tyto operace
zachovavaji i mnozinu feSeni soustavy. Jakmile je matice
ve schodovitém tvaru, zpétnou substituci postupné dopoci-
tdvame jednotlivé proménné. (Formélné to u ¢tvercovych
regularnich matic odpovida pouziti inverzni matice k matici,
kterd mé pod hlavni diagondlou nuly. Ale postup funguje
i pro obecnéjsi matice a da se realizovat jednoduchymi
prostiedky a postupnym dosazovdnim.)

Gaussova eliminace je velice flexibilni a univerzalni, umozni
nam Tesit i soustavy majici nekone¢né mnoho feseni. V tomto
pripadé dokazeme zapsat reseni pomoci parametru.

Priklad.

I1+2I2+21‘3+$4:O
Ty —To+x3—214 =1

To — 203+ x4 =2

Rozsitena matice soustavy je

V prvnim kroku prevedeme na tvar, kdy jednom jeden
radek zac¢ind nenulovym prvkem. Prvni rfaddek uz nijak
neupravujeme a opiseme jej. Misto druhého radku napiseme
jeho soucet s (—1)-ndsobkem prvniho fadku.

1 2 2 110
0 -3 -1 -3]1
o 1 -2 1|2

V dalsim kroku prevedeme na tvar, kdy z fadki zac¢inajicich
jednou nulou ponechame jenom jeden a ostatni upravime
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tak, aby zacinaly alespon dvéma nulami. K tomu je vhodné
nejprve prehodit posledni dva Fadky, abychom mohli pouzit
k vytvareni nul jednicku.

1 2 2 110
0o 1 -2 1|2
0 -3 -1 =3]1

Nyni provedeme pottebnou tpravu. Prvni dva fadky opiseme.
Misto tretiho fadku napiseme jeho soucet s trojnasobkem
druhého radku.

12 2 10
01 -2 1]2
0 0 =7 0|7

Nyni pfepisme do tvaru soustavy rovnic

1+ 2294+ 223 +24 =0
To — 203+ x4 =2

*7I3 =7

Z posledni rovnice mame snadno z3 = —1. Tuto hodnotu
pouzijeme ve druhé rovnici.
To —2x3+x4 =2
xro + 2 + x4 = 2
To+ x4 =0
Protoze vSak mame poradd dvé neznamé, jednu z nich zvolime
za parametr. Necht je napriklad x4 a nechf je parametr

oznacen jako t.
Xry4 = t

Rovnice mé poté tvar
ro +1t=0.
Odsud jiz snadno dostavame
xro9 = —t.

Vypoctené hodnoty dosadime do prvni rovnice a urcéime
zbyvajici neznamou x.
xr1 + 2094+ 2x3+24 =0
xr1 — 2t — 2 —+ t= O
1 =2+t
ReSeni je o1 = 2+ t, 29 = —t, 3 = —1, x4 = t, kde t je

libovolné redlné ¢islo. Vektorové (maticové) mame Feseni ve
tvaru

X1 2+t 2 1
i) o —t . 0 -1
s EET Bl B B
T4 t 0 1
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Gaussova-Seidelova iteracni metoda

https://youtu.be/KBgltllDhxM

Gaussova-Seidelova iteracni metoda je jakysi mezikrok
mezi Jacobiho iteracni metodou a Gausovou eliminaci.
Postupujeme jako v Jacobiho metodé, ale vSechny zpresnéné
hodnoty pouzijeme okamzité, kdyz jsou k dispozici. Nikoliv
az v dalsi iteraci jako u Jacobiho metody. Metoda konverguje
za stejnych podminek jako Jacobiho metoda, ale rychleji a
presto nevznikaji vyssi naroky na vypocetni vykon.

Pouzijeme ptiklad z Wikipedie. Soustavu

1024 —T2 +2x3 =6,
—xr1 +1lxe —x3 +3xry =25,
21’1 —T2 +10£C3 —Ty = 711,

329 —x3 +8x4 =15.

s diagonalné dominantni matici pfevedeme na iteracni tvar

x1 = x2/10 — x3/5 4 3/5,

xo = w1 /11 + 23/11 — 324 /11 + 25/11,
w3 = —21/5 + 2/10 + 24/10 — 11/10,
x4 = —3x9/8 + x5/8 +15/8.

Poté vyjdeme z pocatecniho odhadu feseni a dosazujeme do
pravych stran.

U Jacobiho metody pro pocatecni odhad vypocéteme nejprve
vSechny pravé strany a dosadime do proménnych na levé
strané jako zpresnéni pocatecni aproximace. Tento postup
opakujeme.

U Gaussovy-Seidlovy metody nejprve pomoci pocatecniho
odhadu vypocteme z prvni rovnice x1 a tuto hodnotu ihned
pouzijeme pii vypoctu zo z dalsi rovnice. Oboji, z1 i zo uz
vyuzijeme pri vypoctu xsz a tak dale. Po vypoctu x4 je prvni
iterace dokoncena a postup opét opakujeme, dokud dvé po
sobé jdouci iterace nejsou dostatecné blizké.

S nulovou pocatecni aproximaci dostdvame v prvnim pri-
chodu

x1 =3/5=0.6,

2o =0.6/11 + 25/11 = 2.3272,

23 = —0.6/5 + (2.3272)/10 — 11/10 = —0.9873,

x4 = —3(2.3272)/8 + (—0.9873) /8 4 15/8 = 0.8789.

Jak vidno, vypoctenou hodnotu z; ihned pouzijeme pro
vypocet x5. Obé tyto hodnoty ihned pouzijeme pro vypocet
3 a tak dale. V dalsich iteracich postup opakujeme. Mimo
jiné hodnoty v paméti primo prepisujeme a nemusime drzet
v paméti starou a novou hodnotu.

Shrnuti, hlavni myslenky

https://youtu.be/aeUs2y2QrRw

« Rada numerickych metod pro feseni modelfi zalozenych
na matematickém modelovani fyzikdlnich zédkoni se v né-
jaké fazi redukuje na FeSeni soustav linearnich rovnic.
Kromé toho se se soustavami linedrnich rovnic setké-
vame pti hledani vlastnich smért matic, coz je dullezité
pro matice reprezentujici materidlové charakteristiky.

o Ukézali jsme si tii rtizné formulace soustav lineadrnich
rovnic, klasickou pomoci rovnic, vektorovou pomoci
jedné vektorové rovnice a maticovou pomoci jediné ma-
ticové rovnice a jediné maticové operace, maticového
soudinu.

e Ukazali jsme si, ze v pripadé znamé inverze k matici
soustavy se feSeni redukuje na soucin inverzni matice
s matici pravych stran.

e Kromé moznosti vyuzit inverzni matici jsme si ukazali
dalsi tii metody feseni. Dvé ¢isté numerické metody
(Jacobiho a Gaussova-Seidelova metoda) a jednou uni-
verzalni (Gaussova elimina¢ni metoda).


https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss%E2%80%93Seidel_method#An_example_for_the_equation_version
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJytUMGKwjAQvRf6D0NPraakk6RShJ4X9rpXL3WtEpAorcLk73eyCYt4UJFNIC8z782DeefJuguUxefwfdrajevjKao8IxSkBGlBpm_E782z_WkCC9bBNLjDWGJTrfMM-HiEHkhJbKAG0rKFJYQXEq0CjRKR-0wz1qAXZGJHtYxJqVlZs5Rnl8mR0QTkGcTwSVITpOyiZAfRt2PAVnZRcLuCR-GV8Fp4E8lzXN0KV7IOdvZgL3O_qkKt7mp9V5ubmqNKVsXGfQzXea6_Rrsbj39pvhkpPY6UXo6UXo-UnkX6b6n9AO8SliU=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Kapitola 10

Vektorova pole, tok, zakony zachovani

https://youtu.be/DonzhFhcyQ4 o Pri aplikacich ¢asto pracujeme s gradientem, tj. s vekto-
rem sestavenym z parcialnich derivaci podle jednotlivych
prostorovych proménnych. Pro funkci t¥i proménnych x,
y a z a pro potreby matematické formulace fyzikalnich

PrlpomeHUtl derivaci zakonu gradient uvazujeme jako sloupcovy vektor
: S . y of
Derivace umoznuji studovat a popisovat zmény veli¢in, I
vyjadiovat kvantitativné jejich vzajemné souvislosti. vy of
=13y
of
‘e . d 9z
(Obycejna) derivace —f y
dt Pro tisporu mista jej nékdy piSeme v transponovaném
tvaru
¢ S touto derivaci se pracuje u funkce jedné proménné of of of T
f(t). Napi. f(t) = kt?, kde k je parametr (redlné ¢islo). Vf= 9z’ By’ 92 )

e Derivace je okamzita rychlost zmény veli¢iny f vzhledem
k ¢, tj. nartst veli¢iny f vyvolany jednotkovym néartstem
veli¢iny ¢. (Prakticky vSak veli¢inu ¢ zménime o malou
hodnotu a nérist prepoéitdme na jednotkovou zménu.)

o Jednotka derivace je stejnd, jako bychom veli¢iny f a ¢
delili. ..

e V modelech a pri praktickém vyuziti pracujeme s definici Transportnl Jevy
derivace jako s rychlosti zmény. Pfi vypoctu ale vyuzi-
vame dostupné vzorce pro vypocet derivace. Napriklad https://youtu.be/ULoUeHinchM

Gradient je vektor, ktery ma smér odpovidajici sméru
nejrychlejsiho rustu skalarni veli¢iny a velikost odpovida
zméné veli¢iny na jednotku délky.

pro funkci z prvniho bodu plati a 2kt. Pochopeni a modelovadni transportnich déju je dileZité pro
vétsinu technickych obori. Podstata téchto déju je Casto
odlisnd, presto maji navenek podobné chovani a tim je

e . of umoznén jednotny pristup pri matematickém modelovani.
Parcialni derivace —, —, .... » o o .
ot’ Ox Priklady veli¢in podléhajicich transportnim déjim

e povrchova voda
e podzemni voda
e teplo

e voda ve dfevé

e S touto derivaci se pracuje u funkce vice proménnych,
typicky f(z,y,2,t). Napi. f(x,y, z,t) = xt?

e Jednda se o obycejnou derivaci podle jedné proménné,
pricemz ostatni proménné povazujeme za parametry. Tj.

v pifpadé funkee z minulého bodu je 22 = 2z, ﬂ -2 Obecné bilance veli¢iny, kterd méa zdroje a spotiebice a je

af  of ot Oz prenasena tokem vypada nasledovné.

aiy 0 0. o Existuje veli¢ina, spojité rozlozena v prostoru, charak-
¢ Pro jednotku a vypocet plati totéz co u obycejné deri- terizujici stav systému. Tuto veli¢inu budeme nazyvat

vace. stavovou veli¢inou a jeji hustotu oznacime w.
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e Stavova veli¢ina se muze v prostoru premistovat tokem

T

e Stavova veli¢ina mutze vznikat a zanikat. Zdroje i spo-
trebice budeme uvazovat spolecné a jejich vydatnost
rozlisime znaménkem: spotiebice budou zdroje se zapor-
nou vydatnosti. Celkovou vydatnost zdroju a spotfebici
v daném misté, tj. mnozstvi veli¢iny vygenerované na
jednotku objemu (nebo plochy, nebo délky, podle po¢tu
dimenzi v tloze) za jednotku ¢asu, oznac¢ime o.

Zakon zachovani (se zohlednénim toku a zdroji) je vlastné
celkova bilance stavové veliCiny. Prirozenym jazykem je
mozno tuto bilanci formulovat nasledovné.

Prirtstek mnozstvi veliCiny je sou¢tem prirastku ze
zdroju a prirustku zpasobeného tokem.

Toto je jednoduchy, ale pritom neuvétitelné silny nastroj,
ktery umozni popsat radu zcela odlisnych déji. Pro pouziti
v matematickém modelu ale musime jednotlivé pojmy
kvantifikovat. Méfit rychlost, s jakou se méni mnozstvi
veli¢iny v daném misté umime pomoci derivace podle casu.
Mérit zmény v toku prenasejicim sledovanou veli¢inu jsme
se naucili jako jednu z aplikaci parcialnich derivaci: jedna
se o zaporné vzatou derivaci podle prostorové proménné
vynasobenou fyzikalni materidlovou konstantou. Jesté se
musime naucit mérit intenzitu toku a jeji zmény ve dvou
nebo tfech dimenzich.

Tok a gradient v konstitutivnich za-
konech

https://youtu.be/xUhAudBfGLo

Pozndmka (konstitutivni zdkony). V aplikacich ¢asto
formulujeme zdkony nebo vztahy mezi fyzikdlnimi veli¢inami
specifickymi pro danou latku nebo material a udavaji odezvu
tohoto materialu na externi stimul. Tyto zdkony se nazyvaji
konstitutivni zdkony a formulujeme je pomoci gradientu a
toku vektorového pole. Viz téz Wikipedie.

Napriklad vitr (tok molekul vzduchu) je vyvoldn nerovno-
meérnym rozlozenim vzduchu (jeho hustoty a tim i tlaku)
v prostoru a sméruje z mist s vyssim tlakem do mist s tlakem
nizsim. Vétsi rozdil tlaka zptsobi “vétsi vitr” a tim vétsi tok
vzduchu. Toto plati i pro jiné proudéni, jak ukazeme dale.

Nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni charakterizuje
gradient. V ustaleném stavu je pro Siroké rozmezi fyzikalnich
problémt zavislost intenzity toku na gradientu linedrni.
A protoze nulovému gradientu (nulovému stimulu) odpovida
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nulovy tok (nulovd odezva), bude tato linedrni funkce pfimou
dmérnosti.

V dalsim shrneme dtlezité praktické priklady, kdy je tok
umérny gradientu. Konstanta imérnosti je obecné pouze kon-
stantou pro dany problém a dané hodnoty parametru. Muze
se ménit s velikost{ studovaného objektu (napiiklad obsah
prufezu geologické vrstvy, kterou proud{ voda), s fyzikdlnimi
vlastnostmi proudici latky (napt. viskozita nebo hustota
tekutiny, stlacitelnost vzduchu), s fyzikdlnimi vlastnostmi
prostiedi (napf. velikost péra v poérovitém prostiedi nebo
vlhkost dreva). Proto je mozné tyto zakony najit v ruznych
tvarech, s riaznymi ¢leny a pripadnymi pridavnymi konstan-
tami, které napriklad odseparuji vliv vlastnosti proudici latky
a vliv vlastnosti prostfedi. Vzdy zalezi na konkrétni situaci,
zvyklostech v prislusném podoboru, nebo na pristupu autora.
Neni proto nasi ambici vést vyklad dopodrobna, vS§imejme si
jenom zakladnich myslenek.

Vicerozmeérné konstitutivni zakony

Zakony uvedené nize byly c¢asto odvozeny v jednorozmérném
pripadé a letmo zminény v prednasce Derivace [1. V moderni
formulaci pouzivame obecny vektorovy zapis, ktery zohled-
nuje i smér. Konstanta imérnosti potom zprostredkovava

vztah mezi dvéma vektory. Jedna se tedy z matematického po-
hledu o matici, kterda umozni nejenom zménit délku vektoru
a jeho jednotku, ale i smér. Tato matice se navic pii zméné
béze transformuje specidlnim zpusobem, tak jako vektory.
Takové objekty nazyvame tenzory. Nize budeme pojmem
tenzor rozumét matici 3 X 3 nebo 2 x 2, podle kontextu.

(Obecnéji je mozno povazovat skaldrni veliciny a vektory za
tenzory nizsich ¥dda, toto my vsak délat nebudeme.)

Vizualizace toku a vrstevnic pro anizotropni material, kdy
tok neni vzdy kolmy na smér maximalniho spadu stavové
veli¢iny.

Ficktv zdkon (difuze)

V roce 1855 némecky lékar A. Fick objevil, ze difuzni tok J
(mnozstvi latky které projde pii difuzi jednotkovou plochou
za jednotku Casu) je tmérny gradientu koncentrace ¢ této
latky. Matematicky vyjadfeno pomoci moderni terminologie
to znamena, ze plati

J = —-DVe.

Velic¢ina D se nazyva difuzni koeficient. Pokud méa J stejny
smér jako Ve, je D skalarni veli¢ina. Pokud smeéry nejsou
stejné, je D tenzor. Z fyzikalnich duvodu je tenzor D
symetricky.

Difuzi se napiiklad dfevo zbavuje vlhkosti pfi vysouseni.


https://en.wikipedia.org/wiki/Constitutive_equation
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlT89ugyAcvpv4DqSpEVvs1K2Xpexkeu5h2cV1hlmorCgN0E76TnuKvdhQu6zJOPwI34_vH4MdshHOZt1bNr-fWTc738txQ4ziHSyKJUq2qEhQut1GvmfkAcf5jC32iuw4bQ0sHL_fNPRCO-zU4sUSZYvlFbIYWhSnKHPvWjhOa_FD4nu6lp-wNo2Ak1WdPb0obei55RUFBDiT1Z0DwfrUHir6CKaAjTFBoMF0EgBBDO3gCLpzK6fCnLPTpf3-Aq4DH-g5DvQ0DEZW_o_wLA_uU5y_tuRdkF-vG4oL9GflextcydbIkyqPQhrI0NB9mBaB607ja12HNOSIww9qQgQYFwKvidA06oU2816iPNPKSFUyTsWud0NglBwuO5gOgTe9wF7zC8VpggDRR0cslespcRr9AMQpj4Y=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlT89ugyAcvpv4DqSpEVvs1K2Xpexkeu5h2cV1hlmorCgN0E76TnuKvdhQu6zJOPwI34_vH4MdshHOZt1bNr-fWTc738txQ4ziHSyKJUq2qEhQut1GvmfkAcf5jC32iuw4bQ0sHL_fNPRCO-zU4sUSZYvlFbIYWhSnKHPvWjhOa_FD4nu6lp-wNo2Ak1WdPb0obei55RUFBDiT1Z0DwfrUHir6CKaAjTFBoMF0EgBBDO3gCLpzK6fCnLPTpf3-Aq4DH-g5DvQ0DEZW_o_wLA_uU5y_tuRdkF-vG4oL9GflextcydbIkyqPQhrI0NB9mBaB607ja12HNOSIww9qQgQYFwKvidA06oU2816iPNPKSFUyTsWud0NglBwuO5gOgTe9wF7zC8VpggDRR0cslespcRr9AMQpj4Y=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlT89ugyAcvpv4DqSpEVvs1K2Xpexkeu5h2cV1hlmorCgN0E76TnuKvdhQu6zJOPwI34_vH4MdshHOZt1bNr-fWTc738txQ4ziHSyKJUq2qEhQut1GvmfkAcf5jC32iuw4bQ0sHL_fNPRCO-zU4sUSZYvlFbIYWhSnKHPvWjhOa_FD4nu6lp-wNo2Ak1WdPb0obei55RUFBDiT1Z0DwfrUHir6CKaAjTFBoMF0EgBBDO3gCLpzK6fCnLPTpf3-Aq4DH-g5DvQ0DEZW_o_wLA_uU5y_tuRdkF-vG4oL9GflextcydbIkyqPQhrI0NB9mBaB607ja12HNOSIww9qQgQYFwKvidA06oU2816iPNPKSFUyTsWud0NglBwuO5gOgTe9wF7zC8VpggDRR0cslespcRr9AMQpj4Y=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
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Darcyho zékon (proudéni podzemni vody)

V letech 1855 a 1856 francouzsky inzenyr H. Darcy pokusy
prokazal primou tméru mezi rozdilem tlakd na koncich
trubice naplnéné porézni zeminou (jednalo se vlastné o rozdil
vysek pro Sikmou trubici) a rychlost{ proudéni vody touto
trubici. Tok (mnozstvi vody, kterd protece jednotkovou
plochou za jednotku ¢asu) je ddn vztahem

(j: 7Kvp7

kde p je tlak a K je koeficient vodivosti (nékdy téz koeficient
filtrace), v obecném pripadé symetricky tenzor, v izotropnim
pripadé, kdy ¢ a Vp maji stejny smér, veli¢ina skaldrni.

Nékdy se tento zakon neformuluje pomoci gradientu tlaku,
ale pomoci gradientu jiné veli¢iny, kterou zavadime v hydro-
logii pro nazorné studium efekti, souvisejicich s proudénim
vody. Nejéastéji se jednd o vodni potencidl a hydraulickou
vysku ¢i piezometrickou hladinu. Piezometrickd hladina je
veli¢ina pouzivand k tomu, abychom do jednoho jednoduse
modelovatelného faktoru (mé rozmér stejny jako délka) zapo-
¢itali vSechny veli¢iny majici vliv na proudéni podzemni vody,
od rozdilu nadmoftskych vysek, pres kapilarni a osmotické
jevy az po vnéjsi sily vyvolané tlakem geologickych vrstev
a jiné. Jedna se vlastné o celkovou energii vody s tim, ze

nekteré casti povazujeme za zanedbatelné. Napiiklad casto
neuvazujeme kinetickou energii nebo osmoézu a kapilarni

jevy.

Fourieruv zakon (vedeni tepla)

Fourierav zédkon se tyka vedeni tepla a vyjadiuje, ze vektor
hustoty tepelného toku ¢ vyvolaného gradientem teploty VT
je dan vztahem

q= —kVT.

Je-li materidl anizotropni, coz je nejobecnéjsi pripad, je
veli¢ina k symetrickym tenzorem. Je-li material izotropni, je
k skalarni veli¢inou, pfipadné skalarni veli¢ina nasobend jed-
notkovou matici, pokud potiebujeme zachovat jeji maticovy
charakter.

Soretuv efekt (termodifuze)

Tok tepla je vyvolany nerovnomérnym rozlozenim teploty.
Difuze chemické latky je vyvoldna nerovnomérnym rozloze-
nim koncentrace této latky. Vétsinou je hybatelem procesu
nerovnomeérnost v rozlozeni latky, ktera se timto proce-
sem transportuje. Nemusi to vsak byt vzdy. Prikladem
je termodifuze, coz je pohyb prvku vyvolany nerovnomeér-
nym rozlozenim teploty. Naptiklad pri difuzi vody ve dievé
s nerovnomérnym rozlozenim teploty je tok dan vztahem

J = —DVec¢— sDVT,

38

kde s je koeficient termodifuze.

Rozezndvame kladny a zaporny Soretuv efekt. Pii kladném
dochézi k transportu ve sméru klesajici teploty, pri zdporném
naopak ve smeéru rostouci teploty. Te je v kontrastu s ostat-
nimi konstitutivnimi zdkony, kde tok proudi vzdy jenom do
mist s mensi hustotou stavové veli¢iny. Viz Wikipedia a heslo
Thermophoresis. Viz Wikipedia a heslo Thermophoresis.

Specialni pripady vztahu mezi gradi-
entem a tokem
Uvazujme vztah mezi gradientem a tokem ve tvaru

j: —KVu,

kde K je symetricky tenzor. Gradient mé ve trojrozmérném
ptipadé vyjadieni

ou ou ou \"
Vu = a 9 o
oxr’ Oy’ 0z
a ve 2D
ou Ou\"
Vu = (axay> !

kde horni index T znac¢i transponovanou matici, tj. jedné se
o sloupcovy vektor.

Obecny pripad (anizotropni)

Velicina K je matice

ki1 k12 ks
K = ko koo ko3
k31 ksa ka3
jejiz komponenty spliuji k;; = kj;. Casto jsou viechny

veli¢iny kladné a prvky v hlavni diagondle jsou dominantni.

Komponenty vektoru j = (Jas Jys 32)T jsou

ou ou ou
o = —k11— — k1a— — kiz3—,
J 11 o 12 dy 13 92

ou ou ou
jy = —ko1—— — kog— — koz——
Jy 215, 22 dy 2375,

ou ou ou
i, = —k3s1— — kso— — k3zs—,
J 315, 32 By 337,

coz zjistime prostym maticovym nasobenim. Prostor pro
dalsi apravu neni.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Hladina_podzemn%C3%AD_vody
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Ortotropni pripad, vhodné zvolené osy
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Budeme sledovat tok vektorového pole a bude néas zajimat,

o kolik se tok v daném misté méni.

V obecném pripadé je zpravidla mozné transformovat sou-
stavu soufadnic tak, aby tenzor K byl diagonalni. Pro .
praktické vypocty se toto vsak casto nevyplati. Pokud vsak

je studovany problém ortotropni, ma charakteristické sméry
(pfesnéji, ma t¥i roviny symetrie materidlovych vlastnosti),

je mozné zvolit souradnice v souladu s témito sméry a matice .
K je diagonalni.

ki1 O 0
K=|0 kyp O
0 0 k33

Komponenty vektoru j jsou

) ou
Jz = —kuafxa
ou
T S .
]y 22 8y7
. ou
Jz = —k33a- .

S diagonalni matici se pracuje velmi dobfre, protoze ma
v hlavni diagondle vlastni ¢isla. Tato vlastni ¢isla jsou
fyzikéalni charakteristikou tlohy. Naptiklad nejvétsi vlastni
¢islo a odpovidajici vlastni smér charakterizuji smér, ve
kterém je odezva materidlu na vnéjsi podnét maximalni
a vlastni ¢islo udava velikost této reakce. Tyto fyzikalni
charakteristiky nemohou byt zavislé na volbé souradné
soustavy, ve které tlohu popisujeme. Co se méni s volbou
soutadné soustavy jsou pouze soutadnice vlastniho vektoru.
Vlastni ¢isla jsou vSak skalarni a proto jsou invariantni pti
otoceni soustavy souradnic. Pokud bychom neméli moznost
zvolit soustavu soutradnic tak, aby matice byla diagondlni,
mame alespon jistotu, ze vlastni ¢isla zlistanou stejna.

Ortotropni pripad ve 2D

Stejné jako ve 3D, pouze chybi tfeti rovnice.

Izotropni pripad

Stejné jako ortotropni pripad, ale navic plati k11 = koo =
k33 = k. Potom 5 = —kVu, kde k je konstanta a vektory
toku a gradientu maji opacny smér.

Pro jednoduchost rozdélime tok na tii nezavislé c¢asti
ve sméru jednotlivych os a vztahneme vse k jednotkdm
Casu a prurezu, tj. budeme uvazovat hustotu toku néjaké
fyzikalni veli¢iny.

Je-li tato hustota toku popsana vektorovym polem
7= (P,Q, R) v jednotkéch kilogram na metr ¢tvereéni
za sekundu, znamend to, ze kolmym prurezem jednot-
kového obsahu projde za jednotku casu P kilogramu
sledované latky, jejiz tok popisujeme. Casto se pracuje
i s objemovym tokem, kdy mnozstvi nemérime v Kki-
logramech ale v metrech krychlovych a naptiklad pri
ustaleném proudéni v trubici (hydrodynamika) je tok
roven vektoru rychlosti a pfi proudéni poréznim ma-
teridlem (proudéni podzemni vody) je roven filtracni
rychlosti.

Derivace — udava, o kolik studovany tok v daném

ox

misté vzroste ve sméru osy x a tento narust je vztazeny
na jednotku délky.
Ve sméru osy y mame tok vyjadreny veli¢inou ) a proto

nas podobné zajimé v

Analogicky aa—R

Celkova zméng toku bude souctem vsech ti{ prispévki.
Pokud je kladna, znamena to, ze z daného mista vice
veli¢iny vytéka, nez kolik tece dovnitt. Pokud je zaporna,
je tomu naopak. Jestli se v pfipadé nerovnovahy v daném
misté muze proudici veli¢ina tvorit nebo spotfebovavat
nebo akumulovat nebo jestli v daném misté mtze uby-
vat z tohoto rozboru nezjistime. Zalezi na charakteru
proudici veli¢iny a na okolnostech s timto proudénim
spojenych. Tuto informaci ndm pro dal$i popis musi do-
dat externi véda (obecnd fyzika, fyzika materidlu, fyzika
Zivotniho prostiedi, hydrologie, pedologie, ... ).

Pr1i preciznéjsi argumentaci ddvajici do souvislosti par-
cidlni derivace jednotlivych komponent toku s tim, co
se realné s vektorovym polem déje, je nutné si pomoci
stejné jako u derivaci, tj. uvazovat ne dané misto, ale
jisty koneéné velky objem (viz obrézek), vztdhnout dané
veli¢iny na jednotku objemu a rozméry tohoto objemu
limitné stahnout k nule. Toto vsak jiz presahuje ambice
v nasem kurzu a jednd se o formalismus, kterému se
vyhneme pifimym predstavenim hotového vysledku.

Vyse uvedenymi tivahami je motivovana nasledujici definice a

véta. (Definice je malicko nepresnd, protoze nemame nastroje
pro peclivéjsi formulaci.)

Divergence

https://youtu.be/wrYpaPerg3M
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Definice (divergence). Divergence vektorového pole F
v daném bodé je pfevis toku vektorového pole z tohoto mista
nad tokem do tohoto mista. Tento tok se poc¢ita pres hranici
infinitezimalné malého referenc¢niho télesa a je vztazeny na
jednotku objemu. Divergenci vektorového pole F oznacujeme
V - F nebo div F.

Véta (vypocet divergence). Pro vektorovou funkci
F=(P,Q,R) = Pi+ Qj + Rk,

kde P, Q a R jsou funkce tri proménnyjch x, y a z vypocteme
divergenci vztahem
= . = OP 0Q OR
vVF=—+—+ —.
or Oy 0z

Pro vektorovou funkci dvou proménniych vypocteme diver-
genci analogicky, pouze chybi treti clen.

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence). Vek-
torové pole pouzivame k modelovani toku veli¢in, které nas
zajimaji (teplo v materidlu, tekutina nebo chemick4 latka
v materidlu, voda nebo plyn v ptidé a podobné). Divergence
vektorového pole udava tok z jednotkového objemu latky

v daném misté. Udava, jestli se v daném misté a case tok na-
byva na intenzité (kladnd divergence) nebo ustava (zdpornd
divergence). Tento efekt muze byt zptusoben tim, Ze veli¢ina
prendsend timto polem se v daném misté bud kumuluje,

nebo ubyva a také tim, ze dand veli¢ina v bodé muze vznikat
nebo zanikat.

Divergence je lokdlni veli¢ina. Udava informaci o daném
bodé. Pro méfeni vsak je nutné mit konecny objem a pro
stanoveni toku konec¢né velkou hranici. Vzajemny vztah
mezi lokalni veli¢inou a koneénym objemem je zalozeny na
predpokladu, ze podminky se neméni skokem a okoli kazdého
bodu jsou neprilis odlisné od podminek v okolnich bodech.

Poznamka (fyzikalni interpretace divergence v mé-
Fitelnych pojmech). Protoze tok pres hranici umime
mérit u téles, predstavime si okolo bodu ktery nés zajima,
téleso. Napriklad kouli nebo krychli. Poté ur¢ime tok pres
hranici. Tok hranici ven pocitdme kladné a dovnitt zdporné.
Celkovy tok hranici uré¢ime jako soucet pres vSechny casti
hranice. Podil celkového toku pfes hranici télesa a objemu
tohoto télesa je odhad pro divergenci v daném bodé.

Presnou divergenci ziskdme postupem uvedenym v predchozi
poznamce, pokud limitnim prechodem stdhneme rozmeéry
télesa k nule.
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Pokud se daném misté mnozstvi veli¢iny neméni s ¢asem,
tj. zadna veli¢ina se tam neakumuluje ani neubyva, mlu-
vime o stacionarnim proudéni a stacionarnim poli. Situace
se zjednodusi, protoze potom divergence souvisi jenom
s pritomnosti zdroju a spotfebicu.

Poznamka (prakticka interpretace divergence staci-
onarniho pole). Pokud pfi ustdleném proudéni je v né-
kterém misté divergence kladnd, znamena to, ze v tomto
misté musi byt zdroj této veli¢iny. Pokud je zaporné, je

v daném misté spotiebi¢. Pro pohodli pii popisu toku be-
reme spotiebice jako zaporné zdroje. Vektorové pole, jehoz
divergence je rovna nule, se nazyva neztridlové pole. To
proto, ze pokud toto pole popisuje ustaleny tok, tak se jedna
o tok v prostiedi bez zdroju a spotiebicu.

Ze stfedni skoly z fyziky umime modelovat vektorové pole
pomoci silocar. Silo¢ary neziidlového pole nikde nezacinaji
ani nekondi a jsou to uzaviené krivky. Napriklad stacionarni
magnetické pole je neziidlové. Absence zdroju magnetického
pole se projevuje tak, ze rozfiznutim tycového magnetu
vzniknou dva mensi plnohodnotné magnety. Nevznikne
samostatny jizni pol a samostatny severni pél magnetu.
To je rozdil oproti poli elektrickému, kdy rozdélenim tyce
s opa¢né nabitymi konci vznikne jedna kladné nabita a jedna
zaporné nabitd ty¢ poloviéni délky.

Vypocet gradientu a divergence

https://youtu.be/UzT_PDj5ukY

Viz ptednaska.

Rovnice kontinuity

https://youtu.be/_iHeE-9DJrA

o Prirastek stavové veliciny za jednotku ¢asu v jednotko-
vém objemu (nebo plose, nebo délce, podle dimenziona-
lity tlohy) je derivace hustoty u podle casu.

P
Pirtistek = o
ot

o Piirustek veli¢iny v jednotkovém objemu (nebo plose,
nebo délce) za jednotku ¢asu zpusobeny tokem 7 je
zaporné vzata divergence vektorového pole 7. Tento pri-
rustek je zpusobeny snizenim toku, proto ma predfazeno
zaporné znaménko.

—

Ptirastek zptsobeny tokem = —V - J
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Matematickou formulaci celkové bilance je rovnice konti-
nuity.

ou

Lo _-V-T

ot 7 J
Poznamka (fyzikalni interpretace ¢lent rovnice kon-
tinuity).

o Clen % udava, jak rychle se roste hustota stavové veli-
¢iny v v daném misté a Case.

o Clen ¢ udévi vydatnost zdroji stavové veli¢iny, pii-
¢emz spotiebice jsou uvazovany jako zdroje zaporné
vydatnosti. Tento ¢len tedy udava, kolik stavové veli¢iny
v tomto misté vznikd v jednotkovém objemu za jednotku
casu.

e Clen V - j udavad v daném bodé zménu ve velikosti
proudéni prenasejicim stavovou velicinu. Presnéji, udava,
o kolik vice veli¢iny z daného mista vytece ve srovnani
s mnozstvim veliciny, které do tohoto mista vtece. Jinak
feCeno, udava, o kolik zesili v daném misté tok 7. My
potfebujeme mit zachyceno zeslabeni (mnozstvi které
chybi v toku se “pouzije” na akumulaci veli¢iny v daném
misté) a proto uvazujeme zaporné vzatou divergenci, tj.
—-V.j.

e Pokud zdroje stavové veli¢iny neexistuji, jednd se o bez-
zdrojovou rovnici a klademe o = 0.

¢ Pokud studujeme systém v ustileném stavu, kdy se sta-

7 eV v 7 v . v u re v
vova veli¢ina neméni v case, je Clen 5 na levé strané

nulovy. V tomto piripadé mluvime o staciondrnim stavu
a staciondrni rovnici kontinuity. Staciondrni rovnice
kontinuity typicky popisuje systémy, které byly dosta-
tecné dlouhou dobu ve stabilnich podminkach a dosahly
rovnovazného stavu.

e Vidéli jsme, ze za urCitych podminek mohou nékteré
¢leny v rovnici kontinuty chybét. Naopak ¢len V - j
charakterizujici zmény v toku je v rovnici kontinuity
pritomen vzdy. Bez néj by rovnice kontinuity ztratila
smysl (resp. redukovala by se na trividlni pripad, kdy
veli¢ina v daném misté vznikd danou rychlosti a zustava
zde, tj. problém TeSitelny Cisté integrovanim).

V matematice Casto rovnici kontinuity uvazujeme ve vyse
uvedeném tvaru. Pri praktickém pouziti vétsinou preferu-
jeme nézornou interpretaci jednotlivych veli¢in a proto se
v rovnici mohou objevit dalsi konstanty tmeérnosti, které

umozni sladit jednotky a fyzikalni interpretaci ¢lent. Nékdy
se naopak snazime konstanty co nejvice redukovat metodami
transformace popsanymi v prednésce o diferencialnich rov-
nicich. Proto volime vhodné nasobky veli¢in vystupujicich
v matematické formulaci tak, aby se co nejvice konstant

eliminovalo, pripadné shluklo do jediné veli¢iny. Zkusenosti
ukazuji, ze je vhodné volit veli¢iny bezrozmérné. Naptiklad
v publikaci P. Horacek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti
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dieva I je zavedena bezrozmeérna vlhkost, bezrozmérny cas a
bezrozmeérna vzdalenost na strané 61 pro rovnici popisujici
difuzi a charakteristickd délka, Biotovo ¢islo (bezrozmérnd
tepelnd vodivost) a bezrozmérna teplota, bezrozmérny cas a
bezrozmérna vzdalenost pro rovnici popisujici vedeni tepla
na stranach 88 a 89.

V této rovnici neni zahrnut ptripad, kdy se veli¢ina prenasi
jesté i proudénim hmotného prostiedi (konvekce).

Rovnice mélké vody

Rovnici kontinuity miizeme pouzit pro popis vody v koryté.
Uloha je jednodimenziondlni a tok @ je skaldrni veli¢ina.
Divergence toku se diky jednodimenzionalnosti redukuje na

- . ., 0Q e
derivaci podle prostorové proménné e Zachovéavajici se

veli¢inou je mnozstvi vody. Hustota zacﬁovévajici se veli¢iny
je mnozstvi vody na metr délky toku, tj. prutocny prurez A
(obsah prufezu Fi¢nfho toku v daném misté). Zdroje zpravidla
neuvazujeme, tj. c = 0. Rovnice kontinuity mé potom tvar

9
- Oz

04

ot

a nazyva se Saint-Venantova rovnice nebo téz rovnice mélké
vody. Tato rovnice se pouziva pii popisu proudéeni v koryte
nebo pri modelovani vin tsunams.

V rovnici jsou dvé funkce, tok @ definujici pohyb stavové
veliciny a prufez A definujici mnozstvi stavové veli¢iny. Nekdy
je vhodnéjsi pracovat se stavovou veli¢inou h udavajici vysku
hladiny. Jak jsme zminili v ivodni pfednasce o derivacich,

je derivace 3 Tovma sitce hladiny. Abychom mohli celou
rovnici prevést na tvar pracujici jenom se stavovou velicinou

h, je nutné udélat néjaké dodatecné predpoklady, jako
napriklad pracovat s konkrétnim tvarem koryta.

Proudéni tekutiny v mechanice kon-
tinua

V mechanice kontinua podobné jako u vedeni tepla neuvazu-
jeme zdroje. Stavovou veli¢inou je hustota p, ktera popisuje
mnozstvi latky v daném misté. Tato latka je pfendsena to-
kem, ktery je roven soucinu rychlosti @ a hustoty p. Rovnice
kontinuity popisujici proudéni dané rychlosti ¥ mé poté tvar

kde p je hustota. Tato rovnice napsana pro vzduch je jednou
z rovnic pouzivanych pri modelovani vyvoje pocasi


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9182;lang=cz
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Weather_forecasts.html
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Pro nestlacitelnou tekutinu je hustota konstantni, coz elimi-
nuje nestacionarni ¢len a redukuje rovnici na

V-u =0.

Disledkem této rovnosti je zvyseni rychlosti molekul pohybu-
jici se nestlacitelné tekutiny pt¥i proudéni mistem s mensim
prurezem.

Stredoskolsky makroskopicky tvar jednorozmeérné rovnice
kontinuity pro proudéni nestlacitelné tekutiny je

Su = konst.

Difuzni rovnice

https://youtu.be/ MH8IzenZZCo

Difuzni rovnice je rovnice kontiuity s dosazenym konstitu¢nim
vztahem pro tok. Pouzijeme-li pro kvantifikaci souvislosti
toku a gradientu linedrni aproximaci, je mozné psat

7= —DVu,

kde D konstanta iimérnosti. Pokud tok 7 a gradient Vu

lezi v jedné primce, je D redlné cislo, jinak je D matice.
Napriklad pri studiu pohybu vody ve dfevé se voda ridi

nejen smérem maximalniho poklesu vlhkosti, ale staci se

soucasné do podélného sméru, ve kterém drevo vede vlhkost
nejlépe. V takovém piipadé je D matice. Spojenim rovnice
kontinuity

ou .

a vztahu pro tok stavové velic¢iny dostavame rovnici

o _ .

5 (—=DVu).

Tuto rovici je mozno upravit na tvar

@:UJrV'

- (DVu),

ktery se nazyva difuzni rovnice.
Poznamka (fyzikalni interpretace difuzni rovnice).

o Clen % udava, jak rychle se méni hustota stavové veli-
¢iny w. Je stejny jako v rovnici kontinuity.

« Clen 0 udavé vydatnost zdroji stavové veli¢iny. Je stejny
jako v rovnici kontinuity.

« Clen Vu udava nerovnomérnost v prostorovém rozlozen{
stavové veli¢iny. Pomoci difuzni matice D a konstitutiv-
niho zdkona tuto nerovnomérnost prepocitame na tok,
ktery se snazi uvazovanou nerovnomérnost vyrovnat.
Tento tok je reprezentovan vyrazem —DVu.
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e Zaporné vzatd divergence toku udava, jak tok v da-
ném misté ztraci na intenzité. Vzhledem k zadpornému
znaménku v konstitutivnim zdkoné ma zdporné vzata
divergence tvar

V - (DVu).

Predstavuje prirustek hustoty stavové veliciny v daném
misté za jednotku ¢asu, zpusobeny zeslabnutim toku.

e Rovnice jako celek vyjadiuje, ze navyseni hustoty sta-
vové veliiny (tj. mnozstvi stavové veli¢iny v jednot-
kovém objemu) je souCtem navysSeni diky zdrojum a
navyseni diky zeslabeni toku v daném misteé.

Vedeni tepla

Dilezitym specidlnim ptipadem difuzni rovnice je rovnice
vedeni tepla. Stavovou veli¢inou, ktera se zachovava v illohach
s vedenim tepla, je vnitini energie ve formé tepla. Zpravidla
nemd smysl uvazovat ¢leny vyjadrujici zdroje, tj. ¢ = 0.
Protoze teplo nemérime piimo, je vhodnéjsi model formulovat
pro teplotu T. Jsou-li ¢ a ¢ po rfadé hustota a mérna

tepelna kapacita materidlu, mé clen vyjadiujici zménu

hustoty energie v daném misté tvar pc—. Umérnost mezi

gradientem teploty a tokem tepla zprostiedkovava Fouriertdv
zdkon. Difuzni rovnice ma v tomto pripadé tvar
oT

ocoy = V- (DVT)

Poznamka (fyzikdlni interpretace rovnice vedeni
tepla).

e Veli¢ina 8—T udava rychlost ristu teploty télesa a koefi-
cient pc tuto hodnotu prepocitava na udaj, jak rychle
roste vnitini energie télesa (kinetickd energie molekul.)

o Vyraz DVT udévé (az na znaménko), jak se nerovnomer-
nost v rozlozeni teploty vyrovnavéa tokem tepla. Presnéji,
tok tepla je —DVT.

e Clen V - (DVT) udévi, kolik tepla z celkového toku
v daném misté zustava a podili se na zvyseni teploty.
Vzhledem k absenci zdroji je to také jediny mechanis-
mus, jak v daném misté mize vnitini energie pribyvat
¢i ubyvat.

e Rovnice jako celek vyjadifuje to, ze pokud z daného
mista vice energie odtékd, nez kolik do mista proudi,
dojde v tomto misté k odpovidajicimu snizeni teploty.
V tomto bodé je totiz divegrence toku V - (=DVT)
kladné a vyraz z rovnice V - (DVT) je proto zéporny.

Tato rovnice je zobecnéni rovnice vedeni tepla v jedné di-
menzi, kterou jsme odvodili primitivnimi prostfedky (jenom


https://cs.wikipedia.org/wiki/Rovnice_kontinuity#Rovnice_kontinuity_ve_st%C5%99edo%C5%A1kolsk%C3%A9_fyzice
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pomoci parcidlnich derivaci, bez gradientu a divergence) ve
tvaru
oT
(75)
ox

Rovnice vedeni tepla se pouziva napiiklad pti tepelné ochrané
budov, pti modelovani tepelngjch ostrovi v krajiné, pri tepelné
modifikaci dreva, nebo pri studiu permafrostu.

9T _ 9
Pt = bx

v uvodni prednésce.

V literature vénované problematice dreva se rovnice vedeni
tepla ve dfevé oznacuje jako Druhy Fourieruv zdkon (P.
Horécek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti dieva I, str. 88).

V nékterych piipadech nemusi byt ¢len charakterizujici
zdroje nulovy. Teplo mtze vznikat naptiklad pfi tfeni nebo
pri prichodu elektrického proudu transformaci z jiného
druhu energie. Déle teplo vznika napiiklad pri betonovani
po pridani vody do cementu, znamy je problém jak uchladit
Hooverovu prehradu pti stavbeé.

Voda v poréznim materialu

V poréznim materidlu voda prostupuje materidlem a zacho-
vava se jeji mnozstvi, coz bude stavova veli¢ina. Hustotu

tohoto mnozstvi, tj. obsah vody v jednotce objemu, oznac¢ime
¢ a pro tuto veli¢inu formulujeme matematicky model. Zdroje
neuvazujeme. Umérnost mezi gradientem koncentrace vody
a jejim tokem zprostiredkovava Fickuv zdkon. Modelem je

potom difuzni rovnice bez zdroju.

g _ V- (DVc)

ot
Tato rovnice se pouziva napriklad prfi modelovani procesu
suseni dreva v suSarnach nebo pfi modelovani dreva wve
vlhkém prostredi. Stejnad rovnice napsand pro vzduch se
pouziva k modelovani proudéni v atmosfére pti predpoviddni
pocast.

V literature vénované problematice dfeva se rovnice difuze
pouzita na modelovani vlhkosti ve dfevé oznacuje jako Druhy
Fickiiv zakon (A. Pozgaj a kol., Struktiira a vlastnosti dreva,
str. 202, P. Horacek, Fyzikalni a mechanické vlastnosti dreva
I, str. 60).

V praxi je dfevo Casto s jistou presnosti homogenni, ale
difuzni koeficient dfeva zavisi na vlhkosti, tedy vztah mezi
gradientem vlhkosti a difuznim tokem neni linedrni. Presto
i v tomto pripadé pouzivame Fickuv zakon, ovsem slozky
difuzniho koeficientu nepovazujeme za konstanty, jsou zavislé
na c a jejim prostiednictvim i na x.
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Rovnice podzemni vody

Proudéni podzemni vody je vlastné tloha s rekou se zasypa-
nym korytem. Takova voda tece ve srovnani s povrchovou
vodou velmi pomalu, protoze prosakuje pidou. Prostor, kde
se podzemni voda nachdzi, se nazyva zvoderi. Stejné jako feka
v koryté na povrchu, i voda v podzemni zvodni tece v jistém
smyslu “z kopce”. V tomto pripadé vsak kromé nadmorské
vysky muze hrat roli i rozdil tlak nebo dalsi efekty. Vliv
vSech téchto efektti shrnujeme do jediného pojmu piezome-
trickd vyska. Smér “z kopce” pro podzemni vodu je poté

smér poklesu piezometrické vysky. V daném misté se muze
voda hromadit, to pozndme narastem hladiny spodni vody.
Také muze z hlediska zvodné ¢ast vody zanikat, napriklad
pokud je zde Cerpand studna nebo prisak do jiné zvodné.
Voda mtze ve zvodni i vznikat, naptiklad zasakovacim vrtem
nebo prusakem destovych srazek. Pokud do celkové bilance
zapocteme rozdil mezi ptitokem a odtokem a vSechny zdroje
a spotiebice, mnozstvi vody se zachovava.

Podzemni zvoden je typickym poréznim materidlem, piesto
k modelovani vody v tomto prostiedi pristupujeme special-
nim zpusobem. Uloha se vétsinou uvazuje ve dvou dimenzich,
protoze horizontalni rozméry zvodné jsou mnohem vétsi nez
jeji hloubka. Zachovava se mnozstvi vody, ale stejné jako

u vedeni tepla je vyhodné formulovat model pro 1épe méri-
telnou velic¢inu, piezometrickou vijsku h. Priristek mnozstvi
podzemni vody za casovou jednotku na jednotkové plose

v daném misté zvodné mé tvar Sg a5 kde Sg je specifickd

zasobnost. Umérnost mezi gradientem piezometrické vysky
a filtracnim tokem zprostredkovava Darcyho zdkon. Difuzni
rovnice mé (s konstantou imeérnosti T, transmisivitou) tvar

Ss% =0+ V. (TVh).
ot

Tato rovnice se nazyva rovnice podzemni vody. Zdroje jsou
nejcastéji zasakovaci nebo odvodnovaci vrty, dale studny,
poldry, vykopy nebo zarezy. Informace ziskané z rovnice

podzemni vody se vyuzivaji napriklad k ochrané lomu, dola
a stavebnich jam pred zaplavenim, k hospodareni s pitnou
vodou, k ochrané pred sitrenim kontaminace z chemickych
provozu. Aplikace jsou dale v detekci zdroje kontaminace
pitné vody a odhadu rychlosti sifeni kontaminace, véetné
kontaminace slanou motskou vodou v primotskych oblastech.

U proudéni s napjatou hladinou (mezi dvéma nepropustnymi
vrstvami, angl. confined aquifer) transmisitiva zévisi pouze
na fyzikalnich vlastnostech zvodné. Napriklad pro homo-
genni izotropni materiél je konstantni. U proudéni s volnou
hladinou (bez horni nepropustné vrstvy, angl. unconfined
aquifer) je transmisivita tmérnd tloustce vrstvy obsahujici
vodu. Zpravidla nulovou hodnotu piezometrické hladiny

volime na dolni nepropustné vrstvé a potom plati T' = kh,
kde k zavisi pouze na fyzikéalnich vlastnostech ptidy. Proto se


http://www.ebeton.cz/pojmy/hydratacni-teplo
http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada
http://www.ebeton.cz/encyklopedie/hooverova-prehrada
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¢asto rovnice podzemni vody pro proudéni s volnou hladinou
zapisuje ve tvaru

Ssg—? =0+ V- (khVh).

Rovnice vedeni tepla ve 2D v rtiznych
podminkach

https://youtu.be/5hy61B104KQ

Uvazujme rovnici vedeni tepla ve dvou rozmérech a v pro-
stredi bez zdroju.
oT

pegr = V- (DVT)

(***)

Stacionarni stav

Stacionarni stav znamenad, ze stavové veli¢iny nezavisi na
case. Derivace podle Casu je v takovém pripadé nulova.
Rovnice (***) se redukuje na

V- (DVT) = 0.

Homogenni izotropni material a linearni ma-
terialové vztahy

Materidl ma ve vSech mistech (homogenni) a ve vSech
smérech (izotropni) stejné vlastnosti. Veli¢ina D je redlna
skalarni veli¢ina (konstanta).

Podle pravidla derivace konstantniho nasobku se rovnice
(***) redukuje na

or _
Pt ~

o%T 02T
—D(W+ay2)-

DV - (VT)
a ve slozkach

T
Pe ot

Dt
Pro 7 = — (zména jednotky casu) dostavime
or o0*r  0°T
or 0z oy’
Ortotropni material, nehomogenni nebo ne-
linearni
Material ma dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami

symetrie. Zvolime soustavu soufadnic tak, aby osy byly
orientovany ve sméru vlastnich vektort.
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Velicina D je diagondlni matice. Pro

D, 0
p=( )

je tvar rovnice (***) ve slozkéch
oT o) or
D, — — | Dy—=— |-
( ' 5m>+3y< Jay)

Homogenni ortotropni material a linearni
materialové vztahy

9T _ 9
A TR

Materidl ma dva charakteristické sméry souvisejici s rovinami
symetrie a materiadlové charakteristiky jsou ve vSech mistech
stejné a nezavisla na T'. Stejné jako predchozi pripad, ale D,
a Dy jsou konstanty. Podle pravidla pro derivaci konstantnfho

ndsobku se rovnice (***) redukuje na
oT 0T 0T
” _p,%t +p2:.
T R

Uméni identifikace predpokladia
7 tvaru difuzni rovnice

Jasnd kuchatka, jak identifikovat predpoklady vedouci ke
konkrétni formé difuzni rovnice muze vypadat nasedovné.
Obecny tvar v kartézskych souradnicich je
ou
“0z

ou 0 ou 0 ou 0

a pokud mate pred sebou podobnou rovnici, ve které néktery
¢len chybi, znamend to, Ze tato rovnice v sobé jiz obsahuje
jisté predpoklady. Ty se pokusime identifikovat. Néktery ¢len
muze byt lehce modifikovany, napriklad a levé strané mohou
figurovat dodateéné multiplikativni konstanty (napriklad
v pripadé rovnice vedeni tepla) nebo ¢len popisujici zdroje
muze byt nekonstantni (napfiklad p¥i studiu vyvoje populace
se zahrnutim prostorového rozlozeni pouzivame logisticky
rust o = ru (1 — ﬂ) ), zajimavé vSak pro nds jsou podstatné
odlisnosti shrnuté v nasledujicich odrazkach. Vzdy je to “néco
za néco”. Jednodussi rovnice se 1épe déle zpracovava, ale
neumi zachytit plnou skalu efektt, které jsou v obecné
rovnici.

Ju
e Je v rovnici ¢len — s derivaci podle casu? Pokud ano, je
rovnice nestactondrni a dokaze popsat casovy vyvoj déje.
Pokud ne, jedna se o staciondnrni rovnici popisujici déj
po dosazeni ustaleného stavu. Stacionarni rovnice je
jednodussi, ale nedokaze zachytit ¢asovy vyvoj.
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e Je v rovnici ¢len bez ¢asové a prostorové derivace? Tj. e Dokézeme dokonce s rozumnou interpretaci, ¢im prti-

v nasem oznaceni ¢? Pokud ano, popisuje tento ¢len
vydatnost zdroji nebo spotfebica a rovnice je schopna
zachytit situace, kdy stavova veli¢ina vznika nebo za-
nika. Pokud ne, jedné se o bezzdrojovou rovnici. Takové
rovnice popisuje stav, kdy se stavova veli¢ina muze je-
nom piemistovat nebo kumulovat. Bezzdrojova rovnice
je jednodussi, ale nedokaze modelovat vznik ¢i zdnik
stavové veliiny.

Jsou piitomny vsechny prostorové souradnice, nebo je-
nom nékteré? Pocet prostorovych souradnic defiuje di-
menzi problému, tj. urcuje, zda se jedna o tlohu v pro-
storu, v roviné nebo na primce.

Jsou vSechny difuzni koeficienty stejné (naptiklad D),
nebo jsou odliSeny (napfiiklad indexy D, D,, D.)? Po-
kud jsou stejné, jedna se o izotropni material a rovnice
dokaze popsat pouze materidl majici ve vSech smérech
stejné vlastnosti. Pokud jsou difuzni koeficienty odliseny,
jednd se o anizotropni nebo ortotropni material a doka-
zeme s ni popsat i materidly majici diky své strukture
jiné vlastnosti v jednotlivych smérech.

Jsou difuzni koeficienty uvnitt derivaci ve ¢lenech typu

0 ou
ox (Dwam)

nebo jsou difuzni ¢leny zjednoduseny do tvaru

8%u

T D2

s druhymi derivacemi? Pokud jsou zjednoduseny do dru-
hého tvaru se souc¢inem difuzniho koeficientu a druhé
derivace, znamen4 to, ze rovnice je sice jednodussi, ale
rovnice je schopna popsat pouze material, ktery je ho-
mogenni a konstitutivni zdkon v tomto materidlu je
linedrni. V opa¢ném pripadé (nehomogenita materidlu,
nelinearita materidlu, pfipadné oboji) nechdvadme difuzni
koeficienty uvnitr derivace, tak jak to je v obecném pfti-
padé. Rovnice je komplikovanéjsi, ale umoznuje praci
s obecnéjsimi materialy.

Shrnuti, hlavni myslenky

https://youtu.be/TjyB3kP2uXE

e Pomoci gradientu a aparatu linearni algebry miiZzeme
vyjadrit vztah mezi pohybem fyzikalni veliciny a mecha-
nismem, ktery tento pohyb iniciuje. Vétsinou se jedna
o vztah mezi vektorovym polem toku a gradientem jis-
tého skalarniho pole.

Pomoci parcidlnich derivaci a divergence dokazeme urcit,
jestli se v néjakém misté veli¢ina proudici timto mistem
“ztraci” nebo “pribyva”.

padné ubyvani prendsené veli¢iny muze byt zptsobeno
(zdroje a spotfebi¢e nebo akumulace v daném misté),
zformulovat rovnici, kterd dané proudéni plné popisuje.
Vysledkem jsou rovnice vedeni tepla, rovnice difuze, rov-
nice proudéni podzemni vody a jiné.

Obecné rovnice odvozend podle predchozich bodu je
obecna a pro praci na konkrétni tloze se ji snazime
néjak blize specifikovat. Napriklad zjednodusit, pokud
méme informaci o charakteru materidlovych vztaht (line-
arni/nelinearni) a materidlu (homogenni/nehomogenni).
Jinym zjednodusenim je, pokud se zajimdme o stacio-
narni stav, ktery se nastoli po dosazeni rovnovahy.
Poslanim siroké skaly priklada rtznych specifikaci rov-
nice kontinuity (veden{ tepla, proudéni povrchové a pod-
zemni vody a dals{) je, aby si student uvédomil siroky
zébér obecné formulace rovnice kontinuity. Na zkousku
se naucte obecnou rovnici a jenom informativné si pre-
Ctéte jeji specidlni pripady. Obory pracujici se dievem
(dfevarstvi, ndbytek, dfevostavby) si ulozte do paméti
rovnice popisujici modelovani tepla a vlhkosti ve drevé.
Budou se vam hodit ve studiu. Na krajinarstvi se zase
zamérte na modelovani vody, mélké i podzemni.

Shrnuti vice matematickou formou

Ukézali jsme si, Ze ma smysl zalozit model na bilanci,
ktera vyjadruje, ze rychlost rustu stavové veli¢iny je
souctem prispévku vygenerovaného zdroji a prispévku
pfineseného tokem.

Rychlost rustu je derivace podle ¢asu,

ou
ot
Prispévek prineseny tokem je roven zeslabeni toku v da-

ném misté. Zeslabeni toku vypocteme jako zdporné vzaté
zesileni toku, tj. zdporné vzatou divergenci toku,

-V -j.

Celkova bilance se poté nazyva rovnice kontinuity a mé
tvar

3u -
—=0—-V-j.

ot J

Tok 5 zpravidla vypocteme jako zaporné vzaty gradient
stavové veli¢iny vyndsobeny difuzni matici, tj.

j=—-DVu.

Spojenim predchozich vztaht dostdvame difuzni rovnici

Ju
E—U—&-V(DVu).
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To je rovnice popisujici obecné transport energie nebo
hmoty prostredim. Naptiklad vedeni tepla nebo difuzi
vody pii suseni dieva.

e Pro konkrétni vypocet je Casto nutné rovnici zapsat
v soutadnicich. Naptiklad pokud mame dvojrozmérny
model a smér souradnych os zvolime ve vlastnich smé-
rech matice D (potom matice D bude diagonalni s dia-
gondlnimi prvky napiiklad D, a D, ), mé difuzni rovnice

tvar
ou 1o} ou 0 ou

ot oz
¢ Pokud je materidl homogeni a ma linedrni materidlovou
odezvu, je dokonce mozné rovnici déle zjednodusit na
0%u
Yy ayg :

ou 8%u

(N)
Tato formulace je jednodussi nez predesla, protoze obsa-
huje druhé derivace misto kvaziderivaci.

e Pokud je rovnice napiiklad staciondrn{ (stavové veli¢ina
nezévis{ na case, derivace podle Casu je nulovd), bez-
zdrojova (neobsahuje zdroje ani spotiebice, veli¢ina o
je nulovd), z homogenniho a linedrniho materidlu (viz
predchozi bod) redukuje se rovnice (N) na

0%u

9%y

0=D,——
Oz?

+D (S)

Tato rovnice je jednoduSsi nez “plnd rovnice” (N) a
Néekdy napiiklad umime vyfesit nestacionarni rovnici
(N) a mame dynamiku jak rychle roste stavové veli¢ina,
naptiklad jak rychle roste teplota v materidlu. To je
nejlepsi scénar, nékdy vsak muze byt nerealizovatelny.
Nékdy ale umime vytesit jenom stacionarni rovnici (S)
a najdeme jenom rozlozeni stavové veli¢iny po dosazeni
rovnovazného stavu. To je také dobra a uzite¢nd infor-
mace sama o sobé. Navic muze slouzit jako odrazovy
mustek k Fesen{ nestacionarni rovnice (N) tak, Ze od
stacionarniho Feseni postupujeme zpétné v Case.

e Pokud je material z predchoziho bodu jesté navic izot-
ropni, tj. pokud ma stejné vlastnosti ve vsech smérech,
je Dy = D, a rovnici je mozno vydélit do tvaru

0%u
oy?

0— 0%u
~ Ox?
O této rovnici si ukdzeme (v roce 2021 jsme si ukdzali uz
na minulé pfednésce) ze zapojenim druhych diferenci pro
numerickou aproximaci druhé derivace (viz prednéaska
¢islo 2) se model redukuje na soustavu linedrnich rovnic,
jak jsme ji ponékud naivni metodou odvodili v prednasce
¢islo 7.
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Prakticka aplikace (zajimavost z jiné
oblasti nez nauky o materialu)

Jste frustrovani, Ze k rovnici neméme feseni? Bohuzel ho
neni obecné mozné najit. Rovnici dokdzeme presné vytesit
jenom ve velmi specialnich pfipadech. I bez vyTeseni vsak
z rovnice ziskdvame uzitecné informace. Navic rovnice muze

konkrétni piiklad zase na jiné (ale aktudln{) téma.

V ¢lanku A Local and Time Resolution of the COVID-19
Propagation—A Two-Dimensional Approach for Germany
Including Diffusion Phenomena to Describe the Spatial
Spread of the COVID-19 Pandemic je prostorové sifeni
epidemi COVID modelovéno difuzni rovnici (1) ve tvaru

dc

coz je presné rovnice, se kterou jsme pracovali zde. Je to
rovnice ve své neobecnéjsi formé, aby bylo mozno zachytit

e Casovy vyvoj (o ten ndm jde),

o nehomogenitu v Sifen{ (napiiklad ve méstech je jind
rychlost $ifen{ nez na venkové) a

o existenci zdroju (vir se umi mnozit).

Tato rovnice se Tesi pro Némecko, coz znemoznuje kvuli
slozité geometrii nalezeni analytického presného feseni. To
totiz umime v prakticky pouzitelné formé najit jenom pro
obdélnik a nékolik malo dalsich mnozin. Proto se tento
model fesi numericky. V prvnim odstavci podkapitoly 4
¢lanku je numericky model pro jednotlivé spolkové zemé
oznaden ¢islem (7) a redukee na soustavu linedrnich rovnic
(8). V nésledujicim odstavci je zminéna Jacobiho metoda pro
numerické feseni soustav linedrnich rovnic. S touto metodou
jsme se setkali v predchozi prednasce o soustavach rovnic.

Model je dokonce mozné doplnit dynamikou rtstu zahrnujici
narust nejenom vlivem difuze, ale i vlivem mnozeni viru
v daném misté. Presnéji, v odstavci 6 odkazovaného ¢lanku
se model dopliuje rovnicemi (9) az (11) ve tvaru

ds; I

@ TN

di; I

ditj = Hjﬁ]jsj nilj,
dR,

5 =l

Toto jsou jiz nasi stafi znami ze svéta derivaci funkce jedné
proménné. Naptiklad prvni rovnice vyjadruje, ze pocet

S; lidi zdravych a nachylnych k onemocnéni COVID19 ve
spolkové zemi s indexem j se snizuje rychlosti pfimo imérnou
soucasné mnozstvi nachylnych lidi a mnozstvi I; infikovanych
lidi a neprimo imérnou celkové velikosti populace v této


https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#kone%C4%8Dn%C3%A9-diference-a-numerick%C3%A1-aproximace-derivace
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/derivace_II/#kone%C4%8Dn%C3%A9-diference-a-numerick%C3%A1-aproximace-derivace
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/#rozlo%C5%BEen%C3%AD-teploty-na-tepeln%C4%9B-vodiv%C3%A9-desce
https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/matice/#rozlo%C5%BEen%C3%AD-teploty-na-tepeln%C4%9B-vodiv%C3%A9-desce
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
https://arxiv.org/pdf/2101.12011
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zemi N;. Konstanta imérnosti je x; a abychom se mohli

spolehnout na to, ze tato konstanta je kladnd, je ubytek

skupiny dosud zdravych lidi zachycen zapornym znaménkem
na pravé strané rovnice. Podobné je mozné interpretovat

dalsi rovnice, je to vlastné klasicky SIR model epidemie.

Prolistujete si vyse odkazovany anglicky ¢lanek o modelovani
epidemie v Némecku a vSimnéte si, Ze se nic ru¢né nemusi
pocitat. Rovnice se nasimuluji v pocitaci a clovek jenom

plni ty tlohy, které pocitace neumi a nikdy umét nemtzou:
sestavi model na zakladé své predstavy o fungovani procesu
a poté interpretuje vystup ze simulace.


https://www.matfyz.cz/clanky/matematika-koronaviru-matematicke-modely-sireni-epidemie

Kapitola 11
Dvojny integral

Motivace

V praxi pracujeme s fadou veli¢in, které se pocitaji tak, ze
se parametr systému nasobi obsahem.

e 7 plosné hustoty a obsahu nasobenim obdrzime hmot-
nost.

e 7 hloubky nadrze a obsahu obdrzime nasobenim objem.

e 7 tlaku a obsahu obdrzime nasobenim tlakovou silu.

Je vsak otazka, jak tento pristup pouzit v pripadé, ze dany
parametr neni po celé plose na které je rozlozen konstantni.
Deska muze byt nehomogenni, nadrz nemusi mit vodorovné
dno a ponorend deska nemusi mit vSechny své ¢asti ve stejné
hloubce.

Reseni této nesnaze je pouziti dvojného integralu, ktery si
nyni predstavime.

Dvojny integral

Uvazujme plo$ny materidl (desku) s danou plosnou hustotou.
Budeme se snazit vypocitat hmotnost.

o Pokud je deska homogenni, je jeji (plosnd) hustota desky
konstantni a jeji hmotnost je mozno ziskat jednoduse
jako soucin této hustoty a obsahu.

e Pokud deska neni homogenni, ale sklada se z kone¢ného
poc¢tu homogennich kouskd, uré¢ime postupem z minu-
1ého bodu hmotnost kazdého kousku a tyto hmotnosti
poté secteme.

e Zbyva pripad, kdy je hustota ddana néjakou obecnou
funkci. Pokud se hustota desky méni a v obecném bodé
(z,y) je ddna funkci f(z,y), muZeme myslenkové roz-
délit desku na malé kousky, v ramci kazdého malého
kousku hustotu aproximovat konstantou a postupovat
jako u desky z koneéného poctu (malych) homogennich
Casti.

o Ziskand veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti. Pro
jemnéjsi déleni se presnost aproximace zlepsuje.

V limitnim pfechodu kdy rozméry vsech kouskt na néz je
deska délena jde k nule dostavame dvojny integral

/ f(,y)dzdy,
Q

kde © je oblast v roviné (z, y) definovand uvazovanou deskou.
V aplikacich je casty téz zapis

//Q f(x,y)dA
//Q F(z,y)dS.

Linearita a aditivita

nebo

Dvojny integral je odvozen (tak jako vsechny integraly) pro
aditivni veli¢iny a proto se “dobfe snasi” se séitdnim (at uz
integrovanych funkei, nebo integra¢nich obort1) a s ndsobeni
integrované funkce konstantou. Presnéji, plati nasledujici
véty.

Véta (linearita dvojného integralu). Bud fi, fo
funkce integrovatelné v  a ci, co libovolnd redlnd cisla.
Plati

//9[01f1(337y) + o fo(z,y)|dzdy

— o / /Q fi(@,y)dedy + e / /Q fo(, y)dudy

Véta (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht
je mnozina § rozdélena na dvé oblasti Q1 a Qa, které maji
spolecné nejuyse hranicni body. Plati

//Q f(=,y)dzdy = //Q1 f(w,y)dmdyjt//m f(x,y)dzdy.
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Vypocet

Vypocet pro oblast mezi funkcemi proménné
x

a b

Obréazek 11.1: Oblast mezi funkcemi proménné x.

V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnozinu 2 de-
finujeme, muzeme pro vypocet dvojného integralu pouzit
nasledujici véty. Tyto véty udéavaji, jak je mozno dvojny
integral prepsat jako dvojnasobny integral. Maji nazev

Fubiniovy véty.

Véta (Fubiniova véta). Necht f je funkce spojitd v uza-
vrené oblasti

Q={(z,y) eR*:a<z <bap)<y<b@)

Potom
[ sy = [ / f()) f (2, )dy) e

Vypocet pro oblast mezi funkcemi proménné
)

x = ly)

Obréazek 11.2: Oblast mezi funkcemi proménné y.
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Véta (Fubiniova véta pro jiné poradi integrace).
Necht f je funkce spojitd v uzavrené oblasti

Q={(z,y) eR’:a<y<bap(y) <z <y}

J[ e vaa= [ / i(j)f(w,y)dm ay.

Potom

05 0.0 05 1.0 15 20 25

Obréazek 11.3: Oblast, pro kterou jsou moznd obé poradi integrace.

Problematika zamény poradi integrace

Casto je mozné oblast integrace zapsat pomoci obou moznosti
uvedenych na predchozich slidech. Naptiiklad oblast na
obrazku je mozno zapsat bud jako

0<z<?2

0<y<a?
nebo

0<y<4

Vy<a <2

Pro integral funkce f(x,y) pres takovou mnozinu tedy méame

dvé alternativy:
2 z?2
// f(z,y) dy dz
0o Jo

/04 /\;f(a:,y) dz dy.

Vsimnéte si, ze nestaci prosté prohozeni integralti. Je nutno
prepocitavat meze a hrani¢éni kfivky je nutno vyjadrit jednou
jako funkce proménné z a jednou jako funkce proménné

y. V disledku tohoto dochazi v pribéhu vypoctu dvéma

ruznymi zpusoby k tomu, Ze pracujeme se dvéma ruznymi
integraly. Vysledky jsou stejné, nemusi vSak byt dosazitelné
srovnatelnou namahou, jedna z cest mize byt snazsi.
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Vypocet pro obdélnikovou oblast Fyzikalni aplikace dvojného integralu

e Hmotnost mnoziny M je

dj--- m= // U(x,y)dxdy,
M

smsd kde o(z,y) je ploSna hustota (hmotnost vztazena na
jednotku povrchu).

e Linearni momenty hmotné mnoziny M vzhledem
k osam y a z jsou rovny

_TA"A’?M // zo(x,y)dzdy
M

Obréazek 11.4: Integrdl pres obdélnik.

a

VySe uvedené problémy se stanovenim a pripadnym prepoci- / / yo(z,y)dzdy.

tavanim mezi pri zaméné poradi integrace se nevyskytuji pri M

integrovani pres obdélnikovou oblast. e Moment setrvac¢nosti hmotné mnoziny M vzhledem

k ose je

Véta (Fubiniova véta na obdélniku). Necht R = J = // P (z,y)o(z,y)dzdy,

[a,b] X [c,d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce definovand M

a spojitd na R. Pak plati kde p(z,y) je vzdédlenost bodu (z,y) od osy otdceni.

b Napriklad pro osu z je p(z,y) = y a pro osu y je
// (2, y)dedy :/ [/ f(x,y)dy} da p(z,y) = x. Pro osu prochazejici kolmo pocatkem je
R a e plz,y) = Va2 +y>

_ /Cd [/abf(x,y)dx] dy.

Plati-li dokonce rovnost f(z,y) = g(x)h(y), pak

Techniké aplikace dvojného integralu

Y veyv

b d
// F(z,y)dady = / g(m)dx/ h(y)dy. momentl a celkové hmotnosti mnoziny.
R ’ . . o Kvadraticky moment prifezu (coZ je moment setr-

vacnosti pro o(z,y) = 1, anglicky second moment of
area) je veli¢ina, kterd hraje podstatnou roli v mechanice

Aplikace dvo jl’léhO integrélu (nabytek, stavby) pfi dimenzovani (polic, nosnych tydi,
nosniku).
e V technické praxi zpravidla neuvazujeme nekonstantni
Matematické aplikace dvojného integralu plosnou hustotu. Potom je mozné je bez tijmy na obec-
nosti nahradit jednickou. Vzorce pro obsah, x-ovou sou-
« Obsah 4(§2) mnoZiny Q vypocteme jako integrél fadnici té7isté (xq), y-ovou soufadnici tézisté (yo), kva-
draticky moment vzhledem k ose z (I,;) a kvadraticky
w() = // dzdy. moment vzhledem k ose y (I,) (pro mnozinu M s plos-
@ nou hustotou 1) jsou
o Integralni stfedni hodnota funkce f(x,y) definované 1 )
na mnoziné 2 je To=g // zdzdy, I, = // y“dzdy,
M M
Mo f(x,y)dady Yo = 1 // ydady, I, = // r2daxdy,
p) S S m M
kde () = / dady je obsah mnoiny €. kde S = u(M) je obsah mncziiny M. Poloha té&zisté je
Q tedy stredni hodnotou funkci = a y.
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Praktické aplikace dvojného integralu - tu-
host nosniki, stabilita stromu
Tuhost (odolnost viuéi deformaci) pro nosnik obdélnikového

prifezu o vysce b a Sitce a je ddna kvadratickym momentem
obdélnikového prufezu vzhledem k vodorovné ose prochézejici

-

—a
2

y? dzdy

_b b
22

££
272

dx/ 24 *alsg *iabg’
gy y= 3y L, 12

b
2

vl
wlo =

Odsud méme okamzité nékolik pozorovani

o Pokud sitka vzroste dvakrat, tuhost vzroste také dvakrat.
Pokud ale dvakrat vzroste vyska, tuhost vzroste dokonce
osmkrat. Pro nosnik s pomérem stran 1:2 je pomér
tuhosti pii poloze naplacato a nastojato roven 1:4.

o Pro nosnik ¢tvercového prutfezu (a = b) roste tuhost se
¢tvrtou mocninou rozméri. Obsah (a tedy i hmotnost)
roste s druhou mocninou. Pokud tedy u nosniku se ¢tver-
covym prurezem zdvojnasobime mnozstvi materialu, tu-
host vzroste ¢tyrnasobné. Toto si mtizeme predstavit
tak, Ze jsme puvodni nosnik obalili trubkou vyrobenou
ze stejného mnozstvi materidlu. Protoze spole¢nd tu-
host je ¢tyrndsobnd, znamend to, Ze pridana trubka méa
trojnasobnou tuhost nez ptvodni ty¢. Proto se v kon-
strukcich nepouzivaji tyce, ale trubky nebo analogické
struktury (I-¢ka apod). I pfiroda zna tyto zakonitosti a
kosti tvorici opérny aparat zivocichia jsou trubkovitého
tvaru.

e Pro ¢tvercovy prurez roste tuhost se ¢tvrtou mocninou
délky strany .

4
I, = 12@ .

Stejnd zavislost (pfima imérnost mezi kvadratickym
momentem a ¢tvrtou mocninou rozméru) musi byt u kaz-
dého prurezu jednoparametrického tvaru, naptiklad pro
kruh. To plyne napriklad z véty nazyvané Buckinghamiiv
IT teorém. Jako aplikaci uvazujme strom modelovany
jako nosnik s kruhovym prurezem. Naptiklad strom, ve
kterém je dutina o velikosti poloviny priuméru kmene
vétsinou vyvola obavy ze stability. I kdyz takova du-
tina vypadd obrovska, tuhost se snizi o puvodni tuhost
vynasobenou koeficientem

(0.5)* = 0.0625 ~ 6%.

Vidime, Ze i s hrozivé vypadajici dutinou méa kmen porad
tuhost 94% puvodni tuhosti (za predpokladu dutiny
uprostied kmene). Z hlubsiho fyzikdlniho rozboru, ktery
je nyni nad ramec naseho popisu, pevnost roste jenom
s tfet{ mocninou a proto odolnost viuci zlomeni klesne
0 néco vice nez tuhost.

101
Aplikace dvojného integralu - tézisté sloze-
ného obrazce

Uvazujme mnozinu M s jednotkovou plosnou hustotou,
rozdélenou na dveé disjunktnl’ éésti My a Ms. Tyto mnoziny

1
To; = g// x dzdy, S; = // dzdy,

Vv

i=1,2.

aditivni veli¢inou je. Plati

// :z:dxdy:// xdfz:der// x dxdy
M My Mo

= S1x01 + S2x02

1
= — zdzd
51+S2//M Y

(S1zo1 + Sazo2)

Zo

_ 1
N S1+ 52
_ S1mo1 + Sawo
- S1+ 5

Totéz je mozné provést pro y-ovou souradnici, nebo pro
libovolny kone¢ny pocet ¢asti. Podobné je mozné odvodit
vzorec s obecnou nekonstantni ploénou hustotou Poloha
Jednothvych slozek, kde vaha kazdé slozky je urcena jeji
hmotnosti. Protoze se jedna o vazeny prumeér, tj. vlastné
o} lineérni kombinaci bodﬁ kdy souéet koeﬁcientﬁ je roven

Yvev

Usecce mezi tézistmi Jednothvych casti.

Zobecnéni vyse uvedenych myslenek na mnozinu rozdélenou
na vice ¢asti je jiz snadné.

Aplikace dvojného integralu - Steinerova
véta

Necht’ je dzina mnozina M s ploénou hustotou O’(:L’ y)

Vv

Nyey

vyjadrlt momenty setrvacnosti i k libovolnym rovnobéznym
osam. Pro jednotkovou plosnou hustotu dostavame jako
specialni pripad vzorce pro kvadraticky moment, duilezité ve

statice.
—// yo(z,y) dady

Necht m = // o(z,y)dzdy, yo =
(y — yo)?o(x,y) dzdy jsou hmotnost, y-ova

a[TT—
M


https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
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vvev

vvev

k ose z je

I0 = //yza(:r,y) d$dy

Plati (piSeme zkracené o misto o(zx,y))

L= // (y — yo)?o dady
M
= // (v* — 2yyo + y2)o dady
M

:// yzadxdy—Qyo// yadxdy+y§// o dady
M M M

= Lo — 2yomyo + yom
= 1x0 — myg
Odsud dostavame
IzO = ImT + myga

coz lze interpretovat tak, ze moment setrvacnosti vhledem
k ose o je souctem momentu setrvacnosti vzhledem k ose
prochazejici téZistém rovnobéiné s o a momentu setrvacnosti

vvoeyv

jako je hmotnost mnoziny vzhledem k ose o.

Aplikace dvojného integralu - tlak na svislou
plochu

Vzorec pro tlakovou silu F' = pS neni mozné pouzit naptiklad
pro vypocet celkové sily pusobici na svislou sténu nebo hraz,
protoze tlak p se méni s hloubkou a neni tedy konstantni

na celém prurezu o obsahu S. Pro obdélnikovou sténu jsme
tlohu vyfesili (viz Mojzisuv most) pomoci integrélu, pro

sténu obecného tvaru pouzijeme integral dvojny.

Uvazujme svislou rovinnou hrédz M. Hrazi je pritom mys-
lena rovinna mnozina s jednotkovou plosnou hustotou, ne
postaveny trojrozmérny objekt. Poc¢atek kartézské soustavy
soutadnic volime u hladiny, osa y sméfuje doll, osa =
vodorovné. Tlak v hloubce y je roven p = ypg, kde p je
hustota vody a g tihové zrychleni. Na plochu o rozmérech
AS v hloubce y ptsobi tlakova sila

AF = ypgAS.

Tato tlakova sila ma ve vSech bodech hraze stejny smér a
celkovou silu na hraz je mozno zjistit sectenim sil v jednot-
livych bodech. Podobna myslenkova tvaha jako v tvodu

pro hmotnost desky, nebo presny matematicky popis, nas
dovedou k tomu, ze celkova sila na hraz je dana integrélem

F:// ypg dzdy.
M
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Protoze g a p jsou konstanty, je mozno psat

F:pg// ydady.
M

F = pgyoS,

vvev

sledny vztah tvar

kde S je obsah hraze. Formélné tento vztah odpovida vzorci

F :pOS, (Hl)

vvvvvvvv

M, neni tento poznatek nijak vazédn na konkrétni tvar hréze.
Musi byt vsak splnéna podminka, ze vsechny body hraze
lezi v jedné roviné.

Ve vypoctu vyse jsme uvazovali svislou rovinu, ale zobecnéni
na Sikmou rovinu je snadné. Staci opravit vztah pro hloubku,
protoze kdyz svislou mnozinu i s kartézskymi souradnicemi
pootocime okolo osy prochéazejici hladinou, hloubka vsSech
bodu se snizi faktorem sin «, kde « je tithel mezi vodorovnou
hladinou a rovinou hraze. Formélné tato operace dopadne
stejné, jako kdybychom tekutinu nahradili tekutinou s hus-
totou sin a-krét nizsi. Protoze vSak vztah (H1) nezdvisi na
hustoté, nic se na ném nezméni. Také zobecnéni na nékolik

a vyzaduje jiny typ integralu.

V predchozim textu jsme proménnou veli¢inu popisujici tlak
na hraz jako funkci hloubky nahradili konstantni veli¢inou,
To je pfesné smysl stfedni hodnoty. V matematickych
pojmech je mozno Tici, ze stfedni hodnota tlaku na svislou
spiSe rovinnou plochu, tak by presnéjsi terminologie méla
pouzivat radéji pojem geometricky stfed. Budeme se vSak
drzet ustalené terminologie.)

Nikde ve vypoctu jsme nepouzili konkrétni meze pro integraci.
Vysledek tedy plati nejenom pro hraz dosahujici k hladiné,
ale naptiklad i pro poklop vypusti, ktery je cely pod vodou.

Aplikace dvojného integralu - pusobisté tla-
kové sily

Budeme pokracovat v predchozim prikladé a hledat pusobisté
vysledné tlakové sily.

Tlakova sila pusobici na svislou hrdz ma celkovy nulovy
moment vzhledem k ose prohazejici pusobistém. Je-1i hraz
definovana mnozinou M a je-li y. pusobisté vysledné tlakové
sily, je v hloubce y tlak na plosku o velikosti AS roven
ypgAS a soulin (y. — y)ypgAS je prispévek k otécivému


http://user.mendelu.cz/marik/mt/mat-slidy/integraly/index_h.html#aplikace-ur%C4%8Dit%C3%A9ho-integr%C3%A1lu-tlakov%C3%A1-s%C3%ADla
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momentu vzhledem k ose, prochézejici vodorovné pusobistém
tlakové sily. Soucet vSech téchto prispévku se nuluje, tedy

musi platit
// (Ye — y)ypg dzdy = 0.
M

Odsud po vydéleni konstantami pg dostavame

//M(yc —y)ydrdy =0

a po roznasobeni zavorky, rozdéleni integrdlu na dva a
vytknuti konstanty

yc// ydxdy:// y? dzdy.
M M

Nyni jiz snadno dostaneme vysledny vztah

yo = P ¥ drdy
© I vdady

Pokud je mnozina M obdélnik, je mozné ji (po vhodné
zméné jednotek) brat jako jednotkovy ¢tverec. Protoze plati

1 1
// ydxdy = =, // yzdxdy:f,
(0,1]x[0,1] 2 0,1]x[0,1] 3

2
=3 a pusobisté na obdélnikovou hraz je

(H2)

dostavame y. =

l\')\»—l‘wh—l

v hloubce odpovidajici dvéma tfetinam celkové hloubky:.

vvev

vy

je zalozena metoda nalezeni pusobisté tlakové sily pomoci
zatézovaciho obrazce.

Kvadraticky moment v ¢itateli zlomku (H2) vyjadiujictho
Y. je ¢asto vyhodnéjsi rozepsat pomoci Steinerovy véty. Ve

vvev

vvev
vvev

vy

vvew

Shrnuti, hlavni myslenky

e Mnoho veli¢in, které nas zajimaji, pocitame jako sou-
¢in obsahu plochy s néjakou jinou veli¢inou. Zpravidla
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veli¢ina kterou takto pocitdme souvisi v objektem jako
s celkem a veli¢ina, kterou nasobime s plochou, souvisi
se situaci v jednom konkrétnim misté. Napiiklad hmot-
nost desky z plosného materidlu (vlastnost objektu) je
soucinem plosné hustoty (charakteristika materidlu) a
obsahu. Celkova tlakova sila na hraz (vlastnost objektu)
je soudinem tlaku (vlastnost v daném bodé) a obsahu.
Problém vsSak nastane, pokud vlastnosti nejsou vsude
stejné. Napftiklad plosny materidl miize mit v riznych
mistech rizné vlastnosti, nebo tlak mtze byt v kazdém
misté hraze jiny, protoze hraz je napri¢ vice hloubkami.
V takovych ptipadech je potfeba soucin né¢im nahradit.
Prislusna ndhrada je dvojny integral.

Vidite dvojny integral a potfebujete promyslet, co vy-
jadfuje? Predstavte si, ze integrovana veli¢ina je kon-
stantni. Potom se integral redukuje na soucin a ten uz
zpravidla je snadné vyjadrit slovné. Napiiklad dvojny
integral hloubky jezera vypocitany pies celé jezero. Pro
konstantni hloubku se tato veli¢ina redukuje na soucin
hloubky a obsahu hladiny. To je ale objem jezera. Proto
dvojny integral hloubky jezera vyjadiuje objem vody
v jezete.

Dvojny integral pocitdme prevodem na dvojnasobny in-
tegral, tj. dva integraly, z nichz jeden je uvnitt druhého.
V nékterych situacich (integral funkce sestavené jako
soucin funkci jedné proménné a pocitany pres obdél-
nik) se dokonce muze situace redukovat na soucin dvou
integralu funkce jedné proménné.

Dvojny integral je také odpovéd na problém, jak sescitat
veli¢inu rozlozenou v plose (kvadraticky moment ob-
razce, veli¢ina dilezitd pro posuzovani tuhosti a pevnosti
nosniki) nebo jak ji zprumérovat (integralni stfedni hod-
nota funkce dvou proménnych).


https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_prism
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Vybrané postupy numerické matematiky

Numerické reseni diferencialnich rov-
nic

Jiz v prvnim tydnu jsme se pfi zdiraznéni role derivace

dostali k formulovani modelt pouzitim derivaci, k diferencial-
nim rovnicim. Tyto rovnice je mozné pro konkrétni hodnoty
parametri a konkrétni pocatecni podminku fesit numericky.

Naésledujici prehlidka znovu pripomene nékteré modely a

odkaz za témito modely vede na interaktivni nastroj pro nu-
merické Teseni. Timto nastrojem mizeme vizualizovt feseni
napriklad vizualizace rtuznych rovnic (napfiklad pro rizné
nastaveni parametrii) by bylo nutné pouzit néjaky neinterak-
tivni nastroj, kde se ve specialnim jazyce naformuluje model,
nastavi parametry, spusti resi¢ a vykresli feseni.

e Model ochlazovani kavy

dT

— = —k(T - T,

= KT - Ty)

e Model rastu populace v prostredi s omezenou nosnou
kapacitou

Neinteraktivni model, ktery vypocte 1000 feseni pro
1000 kombinaci hodnot r a K je zde. Podobné analyzy se
délaji, pokud jsou koeficienty v rovnici zatizeny chybou
a chceme védét, jak se tato chyba projevuje na reseni.
V takovém pripadé nestaci “klikaci” pristup, ale je mozné
udélat dostatecny pocet simulaci s vhodné nastavenymi
paraemtry a tyto statisticky vyhodnotit.
e Model ristu vodni kapky v atmosféie

v s
T kV

o Model ristu ledu podle Stefanova zakona

dh _ k

dt  h

Vsimnéte si, ze v numerickém modelu je prostym pohledem
prakticky nerozlisitelny model ristu vodni kapky od modelu

rustu tmérného velikost populace (zmérite si mocninu 3 na

1), ale modely se chovaji principidlné zcela jinak, protoze
v jednom je zarucena jednoznacnost feSeni a ve druhém je
tato jednoznacnost porusena. Dédle si vSimnéte, ze model
rustu ledu mé pri prodluzovani feSeni zpét v Case evidentné
problémy s nulou ve jmenovateli. Abychom rtzné parazitni
vystupy numerickych algoritmt jako je zde dokézali odchytit
a eliminovat, nesta¢i “umét rovnici naklikat do programu”,
ale znalost teorie a kvalitativnich vlastnosti feseni je témér
nezbytnd pro jakoukoliv zdvaznéjsi praci.

Numerické reseni diferencialnich rov-
nic ve 2D a 3D

Pokud méame v zasobé zkusenosti s modelovanim diferencial-
nich rovnic, muzeme se pustit do odvaznéjsich aplikaci, jako
tfeba nasledujici modely.

Konkurence dvou populaci

Dynamika rozvoje jedné populace miize byt ovlivnéna pii-
tomnosti druhé populace. Naptiklad pokud se dvé populace
navzdjem brzdi v ristu, je vhodnym modelem soustava

rovnic
dx 1 T
— =1, ——— —a
dt T Kr Yy,

dy y

— = 1———-bx ).

a Y ( K,
V chovani této soustavy je mozno podle nastaveni parametru
pozorovat vSechny mozné situace pozorované v prirodé, coz
zahrnuje dominanci jednoho z druhi, slabou konkurenci

druht nebo silnou konkurenci druha. Vice viz ucebnice
z populacni ekologie.

Model
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https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=0&ODE=t,x&dydx=-0.2*(x-20)&x=0,20,20&y=0,100,15&method=rk4&h=0.1&pts0=%5B0.29233511586452765,79.38571428571429%5D,%5B0.3493761140819964,8.51674641148324%5D,%5B0.14336917562724016,20.71770334928229%5D
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=0&ODE=t,x&dydx=0.2*x*(1-x/50)&x=0,20,20&y=0,100,15&method=rk4&h=0.1&pts0=%5B0.29233511586452765,79.38571428571429%5D,%5B0.3493761140819964,8.51674641148324%5D,%5B0.14336917562724016,20.71770334928229%5D
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=0&ODE=t,x&dydx=0.2*x*(1-x/50)&x=0,20,20&y=0,100,15&method=rk4&h=0.1&pts0=%5B0.29233511586452765,79.38571428571429%5D,%5B0.3493761140819964,8.51674641148324%5D,%5B0.14336917562724016,20.71770334928229%5D
https://gist.github.com/robert-marik/6b2667e26c09d1b047efab66ace3a58d
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=0&ODE=t,x&dydx=x%5E(2/3)&x=0,20,20&y=0,100,15&method=rk4&h=0.1&pts0=%5B0.29233511586452765,79.38571428571429%5D,%5B0.3493761140819964,8.51674641148324%5D,%5B0.14336917562724016,20.71770334928229%5D,%5B12.473118279569894,26.45683453237409%5D,%5B18.06451612903226,23.032374100719423%5D
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=0&ODE=t,x&dydx=1/x&x=0,10,20&y=0,8,15&method=rk4&h=0.01&pts0=%5B0.09285714285714286,0.11719570405727919%5D,%5B1.4788732394366197,2.1809352517985605%5D,%5B2.9401408450704225,1.2514388489208628%5D
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=2&dxdt=3*x%20-%20x%5E2%20-%20x*y&dydt=2*y%20-%20y%5E2%20-%200.5%20*%20x%20*%20y&x=0,4,20&y=0,3,15&method=rk4&h=0.1&pts1=%5B0.3,0.28328571428571436%5D,%5B0.20714285714285716,0.6434928229665071%5D,%5B2.664285714285714,2.158851674641148%5D,%5B3.1714285714285713,0.7533014354066987%5D,%5B1.7785714285714285,0.2115789473684213%5D
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Model dravce a koristi

Dynamika rozvoje ineragujicich populaci dravce a koristi
muze byt vyjadrena Lotkovym Volterrovym modelem

de
dt

= ar —

V chovani této soustavy je mozno pozorovat oscilace obou
populaci presné tak, jako to vidame v prirodé. Dalsi pozo-
rované situace model nevysvétluje, protoze je jednoduchy.
Jedné se vSak o zdkladni stavebni kdmen, ktery je mozno
dale zptesnovat a modelovat situaci blize konkrétni aplikaci.

Model

Model epidemie

Populaci rozdélime na tii skupiny.

e Skupina S (angl. susceptible) obsahuje tu ¢dst po-
pulace, které je nachylnd k onemocnéni. Tito jedinci
netrpi chorobou, mohou vsak byt infikovani pfi styku
S nemocnymi.

o Skupina I (angl. infected) obsahuje ¢4st populace tvo-
fenou infikovanymi jedinci. Tito jedinci vykazuji zndmky
onemocnéni a rozsiruji nemoc mezi ¢leny skupiny S.

o Skupina R (angl. removed) obsahuje tu ¢ast populace,
kterd je tvorena jedinci, kteri byli diive infikovani, ale
nyni jiz nemohou §ifit chorobu.

Velikosti skupin S, I a R budeme oznacovat S, I a R. Predpo-
klady, ze pocet osob které onemocni za jednotku ¢asu souvisi
s poc¢tem nachylnych a infikovanych a ze pocet osobn, které
jsou izolovany souvisi s po¢tem infikovanych vede k soustaveé

diferencidlnich rovnic (Kermack-McKendrik(1927))

ds

=2 _aST
i aSlI,
dl

—_— = I — B
a eS8k
dR

ey §

de¢ B

Matematicky je mozno choviani modelu studovat i bez
explicitni formulace diferencidlnich rovnic, pouze vyuzitim
takzvaného kompartmentového modelu. Timto zptsobem
je mozno relativné snadno pridavat do modelu skupinu
bepriznakovych, vakcinovanych, skupinu v inkubac¢ni dobé a
podobné.

Model
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Nondimenzionalizace a bezrozmeérné
veliciny

Rovnice vedeni tepla v jedné dimenzi (prostup tepla sténou,
vedeni tepla ty¢i) mé tvar (viz minuld prednaska)

oT 0 oT
(Dax> ’

ot T br
kde T'(z,t) je teplota v misté x a Case ¢, p je hustota, ¢
je mérnd tepelna kapacita, D je teplotni vodivost. Pro
homogenni sténu nebo ty¢ a linearni materialovou odezvu
je D konstanta a muzeme ji vytknout z derivace na pravé
strané a psat

Pro tplnou formulaci lohy na nalezeni teploty v jednotlivych
mistech stény musime zadat polohu stény, teplotu na vnéjsim
a vnitinim okraji stény a pocatecni rozlozeni teploty ve sténé.
Necht tedy okraje jsou x = 0 a x = L, a teploty na okrajich
a pocatecni rozlozeni teploty jsou

T(0,t) = Tp
T(L,t) =T,
T(2,0) = f(z)

Analogicky jako u obdobného prikladu s chladnutim télesa
podle Newtonova zdkona (viz pfedndska o diferencidlnich
rovnicich) zavedeme bezrozmérnou teplotu tak, aby se
podminky na okrajich redukovaly na konstanty. Zavedeme-li
bezrozmérnou teplotu

T(l‘, t) - TO

§(x7t): T, — T,

x
a bezrozmérnou vzdalenost y = —, redukuje se model podle

stejnych pravidel, jakd jsme poznali u oby¢ejnych rovnic, na

o¢ 1 9%¢
Pca: ﬁ@Tﬂ’
£(0,1) =0,
§(1,1) =1,

(1) = fe(p),

kde fe(u) je poCateéni rozlozeni teploty transformované do
novych veli¢in. Prepiseme-li rovnici na tvar

1 9¢ 0%
D 3 7,2’
oo ot Ju
e ] NP Dt
vidime, Ze zavedeni bezrozmérného casu vztahem 7 = 2
pe

redukuje tlohu z puvodniho tvaru (kde kazdy ¢len méa svij


https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/slopefields.html?flags=2&dxdt=0.1*x%20-%200.025*x-0.01*x*y&dydt=-0.1*y+0.05*x*y&x=0,10,20&y=0,40,15&method=rk4&h=0.1&pts1=%5B0.7894736842105263,10.577142857142857%5D,%5B1.795774647887324,12.09377990430622%5D,%5B0.7394366197183099,22.830622009569378%5D
https://homepages.bluffton.edu/~nesterd/apps/compartmentalanalysis.html?C&S,999,T,45,189;I,1,T,303,84;R,0,T,593,192&S,I,0.003*S*I;I,R,0.5*I
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fyzikdlni vyznam a piimou interpretaci)

oT 02T
ror = Par
T7(0,t) = T,
T(Lvt) = T17
T(z,t) = f(x),
na tvar
o€ B 825
ar o2’
5(077-) = 07
£1,7)=1,
§(1,0) = fe(p),

ktery je mnohem jednodussi pro naslednou numerickou ana-
Iyzu nebo analytické studium. Mimo jiné je tim ukazano, ze
pro danou tlohu nemaji podstatny vyznam jednotlivé veli¢iny

samy o sobé, ale veli¢ina 7 = definujici bezrozmeérny

cL?’
cas. Tato veli¢ina se nazyva Foﬁrierovo ¢islo. Obdobnym po-
stupem ziskame jina ¢isla dilezita pro popis jinych procest,
jako jsou Biotovo ¢islo (vedeni tepla), Reynoldsovo ¢islo
(proudéni tekutin), Froudeho ¢islo (proudéni tekutin) apod.
Podobné nondimenzionalizace pro vlhkostni pole ve dfevé je
v publikaci Horacek P., Fyzikalni a mechanické vlastnosti
dfeva. Viz té7 eopora, rovnice (144) a rovnice nésledujici.

Metoda konecnych diferenci

Vratme se s apardtem matematického popisu vedeni tepla
k tloze hledani rozlozeni teploty na ¢tvercové desce, kterou
jsme predstavili v prednasce o linearni algebie: Je dana

deska ctvercového tvaru, jejiz okraje udrzujeme na kon-

statnich teplotach (kazdy okraj obecné na jiné teploté) a
hledame rovnovazné rozlozeni teploty. Dvourozmérna rovnice
vedeni tepla pro homogenni izotropni desku s materidlovymi
charakteristikami p, c a D mé tvar

o1
0x2

or

or T
P ot

=D .
Oy

+ D
Ve stacionarnim stavu se teplota neméni s ¢asem a proto je
leva strana nulova a rovnice se redukuje na

o*Tr  0°T
— + = =0.

ox?  Oy?

Pouzijeme stejnou myslenku jako v linearni algebte: rozdélime
desku ¢tvercovou siti na malé oblasti a budeme studovat
teplotu v bodech této sité, tj. v rozich jednotlivych ¢tverct,
na které je deska ¢tvercovou siti rozdélena.
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7 prednasky o derivacich a aproximaci vime, Ze funkci mi-
zeme aproximovat v okoli ndmi zvoleného bodu Taylorovym
polynomem a v kapitole o diferencialnich rovnicich jsme tuto
aproximaci pouzili pro aproximaci druhé derivace konec¢nymi
diferencemi ve tvaru

F(e) & [+ B) = 2 () + flz — B

Podobné pro parcialni derivace funkce dvou proménnych
f(z,y) dostavame

62
L~ Lt hoy) ~ 2 () + £z h,y)
o%f 1
G gy ) =20 (w.9) + Floy— )
a odsud
2 2
L S~ LU+ b+ o = b+ oy +1)
+ flx,y — h) —4f(x,y)].
7, rovnice
O*f O ~0
022 9y

popisujici rozlozeni teploty vyplyva, ze vyraz v hranaté
zavorce musi byt nulovy, tj.

F(sy) = 31 h )+ Fo= )+ (o g+ b+ F =)

To vsak znamend, zZe teplota v kazdém uzlovém bodé je
prumérem teplot v okolnich uzlovych bodech. Presné, jak
jsme se (mozné ponékud naivné) domnivali pfi predstaveni
tlohy v prednasce z linearni algebry. Nyni tento postup
stavime na solidni védecky zaklad, zaloZeny na rovnici popi-
sujici fyzikalni proces (rovnice vedeni tepla) a na numerické
aproximaci, kterd prevede parcidlni diferencidlni rovnici na
soustavu linearnich rovnic.

Vyse popsana myslenka je zdkladem metody konecnych
diferenci. Bohuzel je tato metoda pomérné omezena nut-
nosti, mit ekvidistantni rozlozeni uzli. Proto se v praxi
pouzivaji vyspélejsi metody, metoda koneénych prvki nebo
metoda kone¢nych objemi. Zéakladni myslenka je stejnd (par-
cidlni diferencialni rovnice se prevede na soustavu linedrnich
rovnic) a praktické provedeni zpravidla matematicky trivi-
alni, protoze vse potiebné pro vypocty je predprogramovano
v softwaru uré¢enému pro danou tlohu. Mame takto software
umoznujici simulovat vedeni tepla, tepelné tniky, tepelné
nebo mechanické namahéani, tok podzemni i povrchové vody
a dalsi dulezité praktické aplikace. Uzivatel jenom zadé
geometrii, typ problému a okrajové a poc¢atecni podminky a
program vypocte potiebna reseni a dle pozadavki je riznym
zpusobem interpretuje.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180

KAPITOLA 12. VYBRANE POSTUPY NUMERICKE MATEMATIKY

Ukazka programu FlexPDE

Existuje siroka skdla programt pro feSeni diferencialnich
rovnic. V mnoha jsou predpripravené modely, preddefinované
fyzikalni dlohy a nékdy dokonce databaze materidlovych
vlastnosti. V jinych programech je feSend rovnice plné
pod kontrolou autora modelu a je mozné snadno fesit i
multifyzikaln{ tlohy (napriklad souc¢asné modelovat teplotu
a vlhkost v materidlu). Zastupce druhé skupiny je FlexPDE
firmy PDE Solutions Inc. Uloha s rozlozenim tepoty na
¢tvercové desce se zadanymi teplotami na okrajich, na kterou
jsme nékolikrat jako na motivaci narazili v linearni algebie a
pripomnéli na predchozim slidu, by méla nasledujici zapis a
vystup.

TITLE 'Stacionarni teplota pro ctvercovou desku se
VARIABLES T

EQUATIONS T: div(grad(T))=0

INITIAL VALUES T=10

BOUNDARIES

REGION 1
START(0,0) VALUE(T)=30 LINE TO (1,0)
VALUE(T)=40 LINE TO (1,1)
VALUE(T)=20 LINE TO (0,1)
VALUE(T)=10 LINE TO CLOSE

PLOTS
CONTQUR(T)
SURFACE(T)

END

Rovnice je v popisu modelu zadana jako divergence gradientu,
coz v kartézskych souradnicich ve 2D vede pravé na rovnici
0*T  0°T _0
0x2  oyr

Jind forma zépisu je primo pomoci druhych parcidlnich
derivaci ve tvaru DXX(T)+DYY(T)=0.

Obrézek 12.1: Teplota zndzornénd pomoct izoterm.

Posledni model je model podzemni vody s konstantnimi

piezometrickymi hladinami podél dvou rovnobéznych stran
(mohou byt napiiklad dvé feky) a s rovnomérné rozlozenymi
zdroji (naptiklad nad oblast{ jsou rovnomérné srazky a voda
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Obrazek 12.2: Teplota zndzornénd pomoct barev a 3D grafu.

ok mezi dvema konstantnimi piezometrickymi hladinami

zadanou teplc

Obréazek 12.3: Model podzemni vody mezi rovnobéznymsi rekami.

rovnomérné zasakuje). Resenim modelu vidime odkud tece
voda do které reky. Tim je mozno napriklad usuzovat, kde
po pripadné kontaminaci provadét sanacni prace.


https://www.pdesolutions.com/
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