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Motivace.

e Chovani libovolného systému nezavisi na soutradné soustave,
ve které tento systém popisujeme. Opravdu, drevo nevi, jak
jsme si zvolili osy soustavy soutadnic. Ani, zda pouzivame
pravouhlou soustavu ¢i jinou. Uz vitbec dfevo nepoznd, zda
tlohu fesime v pravotocivé ¢i levotocivé soustavé sourad-
nic. Vhodna volba soutadné soustavy prirozené neovlivni
chovani systému. Muze ale znacné usnadnit vypocty. Proto
napiiklad pfi studiu obdélnikového objektu volime osy ve
sméru hran. Proto napiiklad pri studiu dfeva volime sou-
fadné osy v anatomickych smérech dreva. Tyto dva poza-
davky jsou castecné proti sobé v pripadé, ze studujeme
obdélnikovy material s hranami jdoucimi jinym smérem,
nez jsou anatomické sméry dreva. Naucime se s timto pro-
bléme vyporadat. Nauc¢ime se pouzivat matice k prechodu
mezi souradnymi soustavami. Naucime se transformovat
fyzikalni vlastnosti popsané maticemi z jedné soustavy do
druhé.

o Ukéazali jsme si, ze soustavu linearnich rovnic je mozné
zapsat pomoci maticového nédsobeni ve tvaru AX = B.
Pokud by veli¢iny v této rovnici byla realna ¢isla, resitelnost
je znacné ovlivnéna nulovosti ¢i nenulovosti veli¢iny A.
Ukéazeme si zobecnéni této vlastnosti i pro matice a soustavy
rovnic. K tomu si predstavime novy pojem - determinant
matice.

Inverzni matice

https://youtu.be/udDtFU4pxkY

U realnych ¢isel mame doplnkové operace ke s¢itani a nasobeni.
Jsou to odecitani a déleni. Odecitani matic mizeme implemen-
tovat jako s¢itani matice s matici vyndsobenou minus jednickou:
A—B = A+(—B). Oproti tomu operace déleni matic vitbec neni
implementovana. U realnych ¢isel lze déleni nahradit ndsobenim
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prevracenou hodnotou: 7= ab™". Tuto proceduru castecné
rozsifime pro matice. Pfipomenme jesté, ze roli neutralniho
prvku pii nasobeni matic hraje jednotkova matice. Naptiklad
pro matice 3 x 3 je jednotkova matice
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Definice (inverzni matice). Bud A € R™*" ¢tvercova matice
fadu n. Jestlize existuje étvercova matice A~! fadu n, spliujici
vztahy

AT'A=T=4471,

nazyvame matici A~ inverzni matici k matici A.

Poznamka. Predchozi definice nezarucuje existenci inverzni
matice. K nékterym ¢tvercovym maticim inverzni matice exis-
tuje, k nékterym ne. Pozdé&ji uvidime, ze existuje jednoducha
charakterizace matic, ke kterym inverzni matice existuje, pomoci
determinantu matice.

Véta (inverze maticového souéinu). [Inverzni matice
k soucinu dvou matic je soucinem jednotlivych inverznich ma-
tic, ale v opacném poradi, tj.

(AB)"' =B7'A™ %

Inverzni matice k matici popisujici rotaci v ro-
viné

Pro matici rotace
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coz je prirozené pokud si uvédomime, ze inverzni operaci
k pootoceni roviny o thel 6 je pootoceni roviny o thel opacny.



Odsud mimo jiné vidime, ze plati
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tj. Ze inverzni a transponovana matice jsou v pripadé matice
rotace stejné. To je velkd ndhoda, ale presto matice s touto
vlastnosti hraji tak dulezitou roli, zZe si vyslouzily vlastni nazev
predstaveny v néasledujicim odstavci.

Ortogonalni matice

Definice (ortogonalni matice). Ortogondlni matice je ma-
tice, jejiz transponovana matice je soucasné matici inverzni.

Radky ortogonalni matice jsou tvofeny navzijem kolmjmi
vektory jednotkové délky. Ma-li naptiklad symetrickd ¢tvercova
matice A fadu n celkem n linedrné nezavislych jednotkovych
vlastnich vektorid, potom matice vytvorend tak, ze sloupce nebo
radky matice jsou tyto vektory, je ortogondlni.

Matice prechodu

https://youtu.be/uOmV6DGMPbw

Ukazeme si, ze pomoci matic je mozné prepocitavat souradnice
mezi jednotlivymi souradnymi soustavami. Praktické vyuziti je
studium ortotropnich materialu v situace, kdy pro matematicky
popis jsou vyhodné sméry os, ale roviny symetrie neodpovidaji
souradnym rovinam. Napriklad dfevény kvadr je vhodné studo-
vat tak, ze hrany kvadru jsou rovnobézné se souradnymi osami.
Materialové vlastnosti jsou znamy v anatomickych smérech
dfeva. Pokud tyto sméry nejsou nejsou rovnobézné s osami
(kvédr je nafezany nasikmo), je potfeba mezi souradnymi sou-
stavami prechazet. To se dé elegantné udélat pomoci maticového
néasobeni a inverzni matice.

Predpokladejme, ze v roviné jsou dany dvé kartézské soustavy
soufadnic B a B', které jsou vzajemné pootocené o tihel 6.
V téchto soustavich budou souiadnice (x,y)” a (z',y")". Je-li
soustava B’ otodend oproti soustavé B o tihel 6 proti sméru
hodinovych rucicek, mé (viz obréazek) jednotkovy vektor ve
sméru osy @’ v bazi B soufadnice (cos(),sin(6))” a jednotkovy

vektor ve sméru osy ¢’ mé v bazi B soutadnice (— sin(), cos(9)) .

Proto je vztah mezi souradnicemi dan maticovym soucinem
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je matice, kterou jsme poznali jako matici rotace. Je to matice,
ktera svym puisobenim pootoci vektor ktery ji nasobi zprava
o uhel 6 proti sméru hodinovych rucicek. Ve vyse uvedenim
kontextu se tato matice nazyva matici prechodu mezi obéma
uvazovanymi souradnymi systémy. Matice prechodu umoziuje
najit souradnice vektoru v jedné souradné soustavé pomoci
souradnic vektoru v souradné soustavé vzniklé pootocenim diky
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Tato matice mé inverni matici a proto evidentné mizeme mezi
soutadnicemi pfechazet i v opacném sméru vztahem

()= ()

V inzenyrskych problémech je ¢astou aplikaci linearni algebry
transformace tlohy do vhodnych souradnic, ve kterych je popis
jednodussi. Zpravidla se jedna o prosté otoceni. Toto se pouziva
pri studiu dfeva, které ma anatomicky vyznac¢né sméry, pri
studiu vrstvenych materiala, pri studiu chovani vodorovné
ulozenych geologickych vrstev. Nemusi vSak vzdy jit jenom
o materidl s charakteristickymi sméry. Transformace mezi
soufadnicemi se pouziva napfiklad v letectvi, kdy je jedna
souradné soustava spojena s trupem a dalsi dvé jsou pootocené
ve sméru kiidel sipovité ptfipojenych k trupu.

Matice

Matici transformace popisujici otoceni souradnic budeme zkré-
cené oznacovat R, pokud budeme potirebovat zdiraznit velikost
uhlu, pouzijeme R(6) a pokud budeme potiebovat matici roze-
psat ve slozkdch, budeme zkracovat vyrazy cosf a sinf na C a

S a psat
c -S
R:(S C).

Potom naptiklad plati
_ c S
1 _
= (—S c>'
Zobrazeni v rtznych soustavach sou-
radnic

Ukéazeme si duilezité vyuziti matice prechodu. Predpokladejme,
ze mame zobrazeni f: X — Y, které je mozno charakterizovat



maticemi. Na vstupu i vystupu je tedy vektor. Muze se jednat
tfeba o zobrazeni, které pusobicim silam prifadi deformaci
télesa, coz uvidime v Hookové zdkoné pozdéji. Muze se jednat
také o zobrazeni, které vektoru charakterizujicimu zménu tlaku
v podzemni vodé nebo zménu koncentrace vody ve drevé priradi
smér proudéni. (Smér podnétu a vysledného proudéni si nemusi
odpovidat, protoze voda je pohanéna rozdilem tlakt ve sméru
nejvétsiho poklesu tlaku nebo rozdilem koncentraci ve sméru
nejvétsiho poklesu koncentrace, ale soucasné si v anizotropnim
prostiedi hledd cestu nejmensiho odporu).

Necht je nase zobrazeni vyjadieno v néjaké souradné soustave
B matici A, tj.
Y = AX,

kde X a Y jsou soufadnice vzoru a obrazu v soutadné soustave B.

Budeme chtit toto zobrazeni vyjadrit v jiné soustavé. Napiiklad
v soustavé B’ takové, Ze plati X = PX' a Y = PY’, kde
¢arkovana pismena jsou soufadnice v ¢arkované souradné
soustavé B’. Dosazenim ziskdme

PY’' = APX'
a po vynasobeni inverzni matici
P YPY') = P 1(APX'),

tj

Y' = (P'AP)X'.
V pootoéenych soufadnicich B’ je tedy zobrazeni charakteri-
zovano matici P~*AP. Pro vhodné zvolenou matici P muize
byt matice v nové bazi podstatné jednodussi nez matice v bazi
puvodni.

Castym tikolem je zapsat vztahy mezi veli¢inami tak, aby byly
co nejjednodussi a proto jeden z ¢astych kol v linearni algebre
byva takovou Sikovnou bazi nalézt. Nastinime neoptimistic¢téjsi
variantu postupu, pripadné detaily a feseni zddrheld je mozné
najit v odborné literature. Zpravidla vyjadiujeme zobrazeni

v bézi tvofené ortonormélnimi vlastnimi vektory matice A.

Sloupce matice P jsou vlastni vektory matice A. Pokud je matice
A symetricka, je matice P navic ortogonélni, jeji inverze je tedy
matice transponovana. Tomuto procesu se rika diagonalizace
matice, protoze P~ AP vychézi diagonalni a v diagondle vychazi
pravé vlastni ¢isla matice.

Stejnym zptisobem se transformuji i fyzikalni velic¢iny veli¢iny
popisované maticemi, nazyvané tenzory.

Prakticka aplikace: transformace ten-
zoru

https://youtu.be/70i3ruVNUzI

V knize A. Pozgaj a kol., Struktira a vlastnosti dreva, je

nésledujici tloha (str. 322, vydan{ 1997, ISBN 80-07-00960-4).
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Obrazek 1: Uloha na transformaci tenzoru napéti do anatomickyjch smér
dreva. Zndzornénd krychlicka je jenom reprezentujici element vétsiho télesa.
Zdroj: A. PoZgaj a kol., Struktira a viastnosti drevd.

Obrézek 2: Stejnd loha jako vyse (leta ve drevé jdou pod thlem 30 stuprid
a transformujeme do tohoto sméru) méné inZenyrskym pristupem.

Obréazek 3: U sikmého lepeného spoje se pouzivd transformace do roviny
spoje k posouzeni unosnosti tohoto spoje. Lepidlo md definovanou pevnost
spoje pri normdlovém a smykovém namdhdni a transformace ndm prozradi,
jak se predpoklidané namdhdani projevi v téchto smeérech a zda lepidlo spoj
udrzi.



Drevo v konfiguraci podle obrazku je namahéno pouze tahovou
silou svisle, tedy tenzor napéti ma jenom jednu nenulovou

slozku. Nasim cilem je pootocit souradnou soustavu tak, aby byl
tenzor napéti vyjadien v anatomickych smérech deva. Uloha
je v knize vyTesena pomoci smérovych kosinu. Ukdzeme si

alternativni zpusob, ktery je vyhodny v tom, Ze vyuziva pouze
zédkladni apardt linedrni algebry. Pivodn{ soufadnice (z1,2)
ozna¢ime (x,y), osa x sméfuje vodorovné vpravo (v obrazku xs)
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(tah pouze ve sméru osy y). Souradnice je nutno pootocit o 30
stupni po sméru hodinovych rucicek, tj. v zdporném sméru.
Novy tenzor napéti (viz Sage nebo Python) je

—4.3
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V novych soufadnicich je smér 4’ podélny a proto crr = 2.5 a
orr = 7.5. Mimodiagonalni slozka udava komponentu ogry, =
—4.3, smykové napéti. Tento vysledek je stejny, jako vysledek

ziskany jinym postupem v knize, pomoci smérovych kosinii.
Pouzili jsme vSak jenom zakladni nastroje linedrni algebry.

a osa y nahoru (v obrdzku z1). Tenzor napét{ je A = <0 0)

2.5
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Vyse uvedeny vypocet se pouziva, kdyz chceme najit deformaci
vyvolanou ptisobicim napétim. Protoze konstanty udavajici
materialovou odezvu mame zméfeny v anatomickych smérech
dfeva, je nutno nejprve zjistit, jaké namahani je v téchto smérech,
pomoci materidlovych konstant zjistime, jaka je deformace
v téchto smérech a poté zpétnou transformaci prepocitame tuto
deformaci do puvodnich souradnic.

Stejny vypocet pouzivame, pokud se snazime transformovat
pusobici napéti pri posouzeni, jaké smykové a jaké normélové
napéti pusobi na sikmy lepeny spoj. Pokud je spoj pod thlem
30 stupnu a v ose y pusobi tahové napéti 10 MPa, potom
normalové napéti namahajici tento spoj je 7.5 MPa a smykové
napéti 4.3 MPa.

Obecné vzorce pro transformaci ten-
zoru

Uloha na transformaci tenzoru, kterou jsme fesili v minulém
odstavci je v aplikacich velmi dulezita. Proto existuje rfada gra-
fickych nebo inzenyrskych metod na feseni tohoto iikolu. Tyto
metody jsou divtipné a nazorné, napiiklad metoda Mohrovy
kruznice, oproti linearni algebie vsak maji zdsadni nevyhodu:
uzivatel se musi stdle ucit néco nového a dostava navod “jak”,
nikoliv “proc¢”. Pouzitim aparatu linearni algebry, stejné jako do-
kazeme v pootocenych souradnicich vyjadrit libovolné zobrazeni,
dokazeme vyjadrit v pootoc¢enych souradnicich i libovolny tenzor.
Vzorce jsou stejné a navic pri otoceni v roviné je matice rotace
ortogonalni, tj. inverzni matice je matici transponovanou. Pro
a1

symetricky tenzor A =
a2

ai2 ‘s - .,
a ) dostavame v souradnicich
22

otocenych o thel # proti sméru hodinovych rucicek
a’ll a’12 . C S ailp  ai2 c -S
CL/12 CLIQQ o -S C a2 a2 S C ’

kde po vypoctu
alll = C2a11 + 52a22 + 2050,12,
by = S?ay; + C%agy — 2CSays,
aiy = —CSayy + CSass + (C? — S%)ars.
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Tento vztah je lineani vzhledem ke vSsem komponentam a je
mozné jej zapsat pomoci maticového nasobeni

a’ll CQ 52 2CS ail
a/22 = 52 02 -2CS as2
iy —Cs 0S8 C*-8%) \an

Tento vztah je uveden i v literatufe A. Pozgaj a kol., Struktira
a vlastnosti drevd, a v e-opore Fyzikdlni a mechanické vlastnosti
dreva. Zde je také uvedena jedna z aplikaci, transformace
tenzoru deformaci namérenych pri bobtnani dreva. V této loze
je nutno tenzor deformaci transformovat do anatomickych sméru
dreva. To je mozné udélat po zméreni sklonu vldken a pootoceni
tenzoru o pifslusny uhel.

Inverzni operaci je pootoceni o tthel —6 a proto je snadné najit
inverzni transformaci: vzhledem k sudosti funkce cos a lichosti
funkce sin sta¢i zménit znaménko u ¢lent s S, tj.

a1 02 52 -2CS a/ll
az2 | = 52 02 2C8 a’22
a1 cs -cs ¢*-52) \al,

Poznamka. Pokud vypocéteme derivaci ¢lenil a}; a ab, podle
0, dostaneme pouzitim

dC2

d e
30C = 3 s 6 =2cosf(—sinf) =

-2
0 CS,

: d oo _ d 2 2 s
a analogicky @S =25C, @CS = —S5“ 4+ C* derivace

d /
£1:—m%mn+2ﬂmm+2mﬂ—s%m2=2¢%
daj, 2 2 /
a0 =25Caq1; — 2CSag + 2(5 - C )a12 = —2a7,.

To znamend, ze lokdlni extrémy diagondlnich prvka nastavaji
v okamziku, kdy jsou prvky mimo diagonalu nulové. Toto
pozorovani perfektné ladi s vysledky, které zname v linearni
algebfe i bez hledani lokalnich extrémi a bez derivaci. Naznak
tohoto konceptu si predstavime na dalsich strankach. Budeme
potfebovat vlastni vektory matice.

Pozor. V pripadé tenzoru deformace se nékdy se namisto
mimodiagonalni komponenty bere jeji dvojnasobek, protoze ten


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9ULtuwzAM3A34HwhkiCzIrVwXQRcPSZYODVB4NTIorhArsSVDD6PJH_U7-mOVH6mRoQUX8ng83HEBb0JypqUAVh_5QTMCrVJWldxDClIKxrpWOo-Cabh28JqHQcc0WtqKW7aMwiDPGma1-ERFUSqDBjwisRFy6vekmAcyc_Z7f72brymhnkpJQoeNq3idxSl9TF4obkUYtFpIC0gilD8Yd5hksrgnRhHe4Xt8hCOv1NcC3tX1yE59wEaVYoijuktZwVl5e47ASUh2hmunai6_v0CZSxho9pG1orcQBuv7oGlKsV-PiVZj7_3309PzvIJf4pBq84_I7WxSWf0psp1FktvXxqdJtMZbvIl-AGVpkmc=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxVjj0OwyAMhXck7sBoIoioulXKEbKwogyooQpScRA_Unv7koih8fQ--z3bPsQ9FYY1xC-zmWGkhJK6ufeEcUx29RYzyLviR391L6ahbK5Y_qCEtUqu1IQtNwZbkv-AMU0_99xtQjbMHjsuwlxYXMzLcp6Zp_91SqiWUuKm-jgmjwU0yONNPsyDhlPxHzCvP64=&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyFUMGKgzAQvQv-Q_DSKImsHhc8FI8LPZi9qbukRWlAJxJTWfv1O7Fsa2WXDZkkvMl7M_MmaejOnhsriUwSjJTINCVHB-RE7ELf870i66U16ouWZc64qFkpWF7XmNs_Mkhnjo9ZPBmqLD98bzAKLKHBu5Ewttr0epIwE9vAVZvXCvivK0DuIaO0iK3jDXpsaBhG-6gI41H1Q6fa-bO9dB0N7yUOj2dQwZvuBw0N2HlTJFgxypca9xpIatybH8nzJBXcZ5EnUAQ9UKfmz1F4QHChwsJaefmRMoGRRiLKnan4dhj_AThezAWiHLNoqFO6N7LobWYGa3QniYKpMVfQo_2_vecmfe-mG4-X40hFxkUY3Qptff8GTrag5g==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178
https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9178

mé nazorny vyznam jako tthel smyku. Proto se nékdy v literatute
uvadi transformacni vzorec pro deformace v upraveném tvaru,
kdy u slozek se soucinem C'S ve tretim sloupci neni koeficient
2 a u odpovidajicich slozek ve tretim Fadku tento koeficient
naopak figuruje. Je proto potfeba ddvat pozor na to, s jakymi
komponentami je tenzor malych deformaci uvazovan.

Role vlastnich vektori pri transformaci
matic

https://youtu.be/yqjaeqQuObE
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Obrazek 4: Figenvectors (red) do mot change direction when a linear
transformation (e.g. scaling) is applied to them. Other vectors (yellow) do.
Zdroj: hitp://www.visiondummy.com.

Budeme zkoumat, kdy plati
P'AP=D

pro ¢tvercové matice P, A a diagondlni ¢tvercovou matici D.
Vynésobenim matici P zleva dostaneme

AP = PD.

Ve cviceni jsme nasobili ¢tvercovou matici s matici diagonalni a
neni tézké vidét obecny princip, ze matice PD ma za sloupce
nasobky sloupcu matice P s odpovidajicim ¢islem z hlavni
diagondly matice D. Naptiklad pro prvni sloupec matice P a
prvni ¢islo v hlavni diagondle matice D, které oznacime p; a
A1, dostavame

Apr = A\ipi,
tj. (viz predchozi prednésky) p; je vlastni vektor matice A
prislusny vlastni hodnoté A\;. Podobny princip plati pro vSechny
sloupce. Je otazkou, jestli vlastnich hodnot a vlastnich vektori je
tolik, kolik pro diagonalizaci “potfebujeme”. Casteéné pozitivni
odpovéd na tuto otdzku udavaji véty na nésledujicim slidu.

Transformace symetrické matice na di-
agonalni tvar

Véta (vlastni éisla symetrické matice). Symetrickd ctver-
covd matice A Tddu n md n redlngch vlastnich cisel (pocitdno i
s pripadnou ndsobnosti).

Véta (diagonalizace symetrické matice). Necht md sy-
metrickd ctvercovd matice A rdadu n celkem n redlnyjch rizngch
vlastnich cisel \;. Oznacme odpovidajici vlastni vektory jednot-
kové délky v;.

e Matice P sestavend tak, Ze sloupce této matice jsou tvoreny
vektory v; je ortogondlni.
e Matice D definovand vztahem

D=PTAP

je diagondlni.

e Diagondlni prvky matice D jsou prave vlastni cisla \; a
jsou ve stejném poradi jako odpovidajici vlastni vektory
v matici P.

Poznamka (diagonilni tvar materidlovych vlastnosti
dreva). Typickym ortotropnim materidlem je dfevo. Pokud
transformujeme tenzor difuzni matice pro dfevo na diagonalni
tvar, jsou diagonalni prvky v poméru priblizné Dy, : Dg :
Dy =35:3:2 (P. Horacek, Fyzikdlni a mechanické vlastnosti
dreva, 2008 , str. 65). Ortotropni charakter ma vsak nejenom
transport tekutin, ale i sesychani a bobtnani. V tomto ptipadé
vsak naopak v podélném sméru dievo bobtnd nejméné a tenzor
popisujici bobtnani ma po transformaci na diagondlni tvar
v diagondle prvky v poméru priblizné ap : ag :ap, =20:10: 1
(P. Horacek, Fyzikdlni a mechanické vlastnosti dfeva, 2008 , str.
38).

Matice transformace P z piedchozi véty je ortogonélni (jeji
transponovand matice je soucasné jeji inverzni matice) a jeji
determinant (veli¢ina, se kterou se sezndmime vzapéti) je roven
1 nebo —1. Pokud je determinant kladny, reprezentuje matice
pootoceni soustavy souradnic. Pokud je determinant zdporny,
jedné se o pootoceni spojené se zrcadlenim jedné osy. Protoze
tento pripad vétsinou z fyzikalnich divodu nepreferujeme,
sestavujeme matici transformace tak, aby meéla determinant
kladny. V pripadé zaporného determinantu staci prohodit dva
vektory (sloupce matice transformace) mezi sebou, nebo jeden
vynasobit faktorem —1.

Pro kontrolu je zajimavé védét, ze determinant matice se pooto-
¢enim neméni a je tedy stejny pro puvodni i transformovanou
matici. TotéZ plat{ pro soucet prvka v hlavni diagondle (v li-
nedrn{ algebfe se nazyva stopa matice), pro charakteristicky
polynom a pro vlastni hodnoty. Tenzor, jak jej uvazujeme
v tomto textu, je matice, kterd m4 navic fyzikalni vyznam a
vzhledem ke své povaze pro ni plati specialni transformacni
pravidla. Nicméné je to mimo jiné i matice a proto vse vyse
uvedené plati i pro tenzory.



Transformace tenzoru je uzitec¢na a dulezita ¢innosti. Bohuzel
v8ak vzorce s touto transformaci spojené nejsou natolik zapa-
matovatelné, aby bylo obvyklé s nimi pracovat. Moznosti jsou
v zésadeé tii.

e Mit vzorce v psané podobé po ruce a pouze do nich dosa-
zovat.

e Mit k dispozici jednoduSe zapamatovatelny postup, jak
s transformacemi pracovat. Takovy postup existuje, nazyva
se Mohrova kruznice a po zapracovani se jedna o efektivni
grafickou metodu pro transforamci tenzora. Zpravidla je
v literatufe popsana pro tenzor napéti, funguje vsak obecné.

e Pracovat pouze s elementarnimi prostiedky linedrni algebry.
Narozdil od predchozich bodi méame piehled o tom, co
a pro¢ déldme (oproti vzorctim) a nemusime se ucit dalsf
metodu (oproti Mohrové kruznici).

Determinant matice

https://youtu.be/XMyzmN3cq-Q

Definice (determinant). Bud A € R"*" ¢tvercovd matice
radu n. Determinant matice A je redlné ¢islo det A prifazené
matici A nasledujicim zpusobem:

o Je-li A matice fadu 1, tj. A = (a11), je det A = aq;.

e Mdame-li definovdn determinant z matice fadu (n — 1)
oznacme symbolem M;; determinant matice fadu (n — 1),
kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce. Definujme algebraicky doplnék A;; prvku a;; jako
soucin Aij = (—1)z+jMZJ

¢ Konecné, definujme determinant fadu n nasledovné: zvolime
libovolny index i € {1,2,...n} a definujeme

det A = ain A + aipAia + - + ainAin.

Uff. Zachézejme vyjimecné s touto definici stejné jako s definici
limity: vezmeme na védomi, ze néjaka korektni definice existuje,
ale ucit se ji nebudeme. Neni to totiz tak tiplné potieba. bude
nam stacit naucit se nékolik malo specidlnich piipadu.

Determinant matice A oznacujeme téz |A|. Je-li A = (a;;) piSeme
zkrécené |a;;| misto |(ai;)|. K zaméné s absolutni hodnotou
muze dojit jediné v pfipadé, ze matice A je faddu jedna. V praxi
se vSak obvykle s maticemi fddu jedna nepracuje.

Definice (regularni a singuldrni matice). Bud A ¢tvercovd
matice. Je-li det A = 0, tikdme, Ze matice A je singuldrni,
v opacném priipadé fikame, ze je requldrni.

Determinant matice 2 x 2 (kfizové pra-
vidlo)

a b
d

‘zad—bc

Tento determinant je roven nule pravé tehdy, kdyz je jeden
radek matice nasobkem druhého a to bude pravé tehdy kdyz je
jeden sloupec matice nasobkem druhého.

Determinant matice 3 x 3 (Sarusovo
pravidlo)

= ajz + bkx + ciy — (cjx + biz + aky)

8 = Q
NS N~
NI O

Mnemotechnickd pomicka: opsat prvni dva fadky pod deter-
minant, vynésobit hlavni diagonalu a dvé diagonély pod tim,
potom vynésobit vedlejsi diagonalu a dvé diagonaly pod tim.
Prispévky od hlavni diagondly a dvou sikmych fad pod ni se
sCitaji, prispévky od vedlejsi diagonaly a dvou sikmych fad pod
ni se odecitaji.

Determinant matice ve schodovitém
tvaru

Definice (schodovity tvar). Rekneme, Ze matice A je ve
schodovitém tvaru, jestlize pripadné nulové fadky jsou uspora-
dény na konci matice a nenulové jsou usporadany tak, ze kazdy
nasledujici fadek zacind vétsim poctem nul nez fadek predchozi.

Priklad. Matice

4 7 0
0 -2 1
0 0 5

je ve schodovitém tvaru.

Véta (determinant matice ve schodovitém tvaru). De-
terminant matice, kterd je ve schodovitém tvaru je roven sou-
¢inu prvkd v hlavni diagondle.

Totéz plati zejména pro matice diagonalni, které maji nenulové
prvky jenom v hlavni diagondle a tedy jsou ve schodovitém
tvaru.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Mohrova_kru%C5%BEnice

Priklad. Plati

4 7 0
0 —2 1/=4-(-2)-5=—40.
0 0 5

Souvislost nékterych pojmi

Pojmy linearni algebry spolu krasné souvisi.

Véta. Bud A ctvercovd matice radu n. Ndsledujici vijroky jsou
ekvivalentni:

1. K matici A existuje matice inverzni A=
2. Matice A je reguldrni, tj. det A # 0.
3. Soustava linedrnich rovnic

AX =B

md pro libovolnou pravou stranu B jediné resent.
4. Homogenni soustava linedrnich rovnic

AX =0

md pouze nulové resend.

5. Kazdj vektor zR"™ lze vyjddrit jako linedrni kombinaci vek-
tori tvorenygch tddky (sloupci) matice A, a to jednoznacné,
aZ na poradi.

Napriklad je-li ¢ vlastnim vektorem matice A prislusnym vlastni
hodnoté A\, plati

Odsud

Pokud chapeme posledni rovnost jako soustavu rovnic s koefici-
enty (A — AI), nulovou pravou stranou a nenulovym FeSenim
q (tj. bod 4 predchozi véty neplati), musi byt determinant
matice A — AI nulovy (tj. bod 2 pfedchozi véty neplati). Tim je
motivovana nasledujici definice a dokazana nasledujici véta.

Definice (charakteristicka rovnice, charakteristicky po-

lynom). Rovnice
det(A—AI)=0

s neznamou A se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Vyraz
na levé strané této rovnice je polynom proménné \ a nazyva se
charakteristicky polynom matice A.

Disledek (vlastni ¢isla). Viastni ¢isla matice A jsou pravé
resent charakteristické rovnice. Viastni vektor i prislusny vlast-
nimu cislu X je nenulové reseni homogenni soustavy rovnic

(A— M) =0.

Hooktiv zakon, matice tuhosti a pod-
dajnosti

V minulé prednasce jsme odvodili tvar tenzoru malych deformaci
pro popis deformace télesa ve tvaru

our 1(0wm  Ou
85[}1 2 axQ 3%1
L (0w Ou Oup
2 \ Oxo o1 O

Obrézek 5: Slozky tenzoru napéti charakterizuji silu zpusobujici deformact.
Zdroj: Wikiepdie.

Toto mlzeme zapsat symbolicky

1 8ul au]'
Eij = & + .

2 8l‘j 83:1
Pro deformaci v prostoru mame nikoliv dvé, ale tfi souradnice
a tenzor deformaci je tedy 3 x 3 symetrickd matice, tj. matice,
kterd ma Sest nezavislych komponent. (Zbylé tii komponenty
dostaneme ze symetrie.) Tyto komponenty dostaneme postupnou

volbou indext ve vzorci (*) a mizZeme je sestavit do sloupcového
vektoru

)

T
(511,5227533752375137612)

Podobné, plisobici silu mtzeme rozdélit podle ptisobeni v jed-
notlivych smérech a tim dostaneme tenzor napéti, sest velicin
charakterizujicich napéti. (Zbylé tfi jsou ddny podminkou, Ze se
deformované téleso nepohybuje.) Pro dalsi ivahy slozky tenzoru
napéti uspordddme do sloupcového vektoru

T
(011,022, 033,023,013,012)

Nasledujici poucka je fyzikdlné ovéreny fakt, ze vztah mezi
slozkami tenzoru napéti a tenzoru deformace je linedrni. To



nas neprekvapi, protoze z prednések o derivacich na zacatku

semestru vime, ze jakakoliv funkéni zavislost se da linearizovat.
Podstatné zde vsak je, ze interval, na kterém ma linearizace

smysl, neni prili§ maly, tj. ze tato linearizace plati pro prakticky
vyznamné pripady.

Hookuv zdkon deformace (volna slovni formulace).
Do urcité hranice zatiZzeni je libovolna slozka tenzoru
deformace imeérna libovolné sloZce tenzoru napéti.

K tomu si pridejme, ze prispévky k deformaci, zptisobené riiz-
nymi slozkami tenzoru napéti, se prirozené scitaji. Matematicky
vyjadieno proto plati

€11 011
€22 022
€33 | _ g 033
€23 o923 |’
€13 013
€12 012

kde S je ¢tvercova 6 x 6 matice.

Fibre
Direction
Radial /

Tangential

Longitudinal

Obrézek 6: Ortotropie dreva. Zdroj: researchgate.net, Mathew Legg.

Fyzikédlni avahy ukazuji, Zze matice S je urcité symetricka a

obsahuje celkem ne 36, ale jenom 21 nezavislych veli¢in. Nazyva
se matice poddajnosti. V obecném pripadé tedy musime pro

popis deformace mit celkem 21 materidlovych konstant. Tento
pocet se vSak vyrazné redukuje, pokud je material napiiklad
izotropni nebo ortotropni. Naptiklad ortotropni material jakym
je drevo, muzeme umistit do soustavy souradnic tak, aby byl
invariantni vaci symetrii podle jednotlivych praméten. Poté je
mozné odvodit, ze nejobecnéjsi mozny tvar matice S je

St Sz Siz 0 0 0
Sia Sa2 Saz 0 0 0
g— S13 Seg Szz 0 0 0
0 0 0 Su O 0 ’
0 0 0 0 Ss5 O
0 0 0 0 0 Sgs

tj. tvar, obsahujici jenom devét materidlovych konstant. Odsud
vidime, Ze v takovém materidlu se smykové napéti projevi jenom
na jedné komponenté tenzoru deformace, protoze posledni tii

sloupce, které udavaji slozky jednotlivych deformaci zptso-
benych napétimi o23, 013 a 012 maji jenom jednu nenulovou
slozku.

Pokud bychom pouzili k popisu obecnou soustavu souradnic,
nebylo by mozné se na symetrii odvolavat. Matice S by ob-
sahovala vSechny prvky a bylo by nutné hledat bézi, v niz je
jejl vyjadreni nejjednodussi. U dieva je vSsak snadné rozpoznat
vyznacné sméry. Kdyz soustavu souradnic zvolime tak, aby

byla v souladu s témito vyznaénymi sméry, docilime tohot, ze
obdrzime matici S jiz pfimo ve tvaru s co nejvice nulami.

Nékdy je vhodné umét urcit napéti pomoci deformaci. K tomu
sta¢i Hooktiv zakon vynésobit matici S~! a obdrzime

011 €11
022 €22
033 | _ g1 €33
023 €23
013 €13
012 €12

Matice S™! se nazyva matice tuhosti a oznacuje C.

Souvislosti vlastnich vektori matice tuhosti a matice poddaj-
nosti (nebo obecné&ji souvislosti vlastnich vektorti matice a
matice inverzni) se budeme zabyvat na nésledujicim slidu.

Vlastni vektory matice a matice in-
verzni

Fyzikalni tivaha snadno vede k zavéru, ze matice a matice
inverzni maji stejné vlastni vektory. To proto, ze pokud v nékte-
rém sméru je materidlova odezva ndsobkem podnétu, je i opacné
podnét nasobkem materidlové odezvy. To, Ze matice A a A"
maji stejné vlastni vektory plyne i z toho, ze pokud defini¢ni
vztah pro vlastni vektor matice A, tj. vztah

Al = i,

1
vynésobime zleva matici —A ™!, dostaneme vzhledem k identité
1 1 1
—A YAt = —I @ = ~ rovnici

A A A

i=A"tq

)

> =

ktera vyjadiuje, Ze @ je vlastnim vektorem matice A~! s vlastnim
Cislem —.

fslem +
Shrnuti, hlavni myslenky

e Pfestoze maticovy soucin nema vsechny vlastnosti na které
jsme zvykli u soucinu ¢isel, jedna vlastnost zistava: exis-


https://en.wikipedia.org/wiki/Orthotropic_material#Stiffness_and_compliance_matrices_in_orthotropic_elasticity

tence “prevracené hodnoty”. V pripadé matic je zobecnéni
prevracené hodnoty reprezentovano inverzni matici.
Pomoci matic je mozné transformovat souradnice bodt, vek-
tora a tenzort z jedné soustavy soutadnic do jiné. Inverzni
matice poté predstavuje zpétnou transformaci.

Pfi transormaci tenzori se snazime o to, aby po transfor-
maci byl tenzor co nejjednodussi. Pokud pouzijeme soutrad-
nou soustavu s osami ve vlastnich smérech (jsou kolmé a
tedy je tato volba smysluplnd), je tento tenzor je diagonalni
s vlastnimi ¢isly v diagonéle.

Pro identifikaci vlastnich vektora matice A je nutné resit
soustavu rovnic

(A— M) =0,

ve které figuruje jistym i vlastni ¢islo A. Toto umoziuje
definovat podminku na vlastni ¢isla: uvazovand soustava
musi mit nenulové feseni.

Existence nenulového feSeni rovnice z predchoziho bodu
uzce souvisi s pojmem determinantu matice. Presnéji, aby
soustava z predchoziho bodu méla nenulové feseni, musi
mit matice A — AI nulovy determinant.
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