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https://youtu.be/nvagZcCVm4ak

Naucili jsme se integrovat pomoci neurcitého a urcitého inte-
gralu. Neurcity integral vyjadiuje funkéni hodnotu vypocéitanou
z akumulace okamzitych zmén. Z principidlnich duvoda neni
mozné, pokud je zaddana pouze rychlost zmény, urcit celou
veli¢inu, ale jenom jeji zménu. Proto je neurcity integral dan
jednoznacné az na aditivni konstantu. Velikost zmény na za-
daném intervalu je dana urcitym integrdlem, ke kterému je
mozné dospét i geometricky a fyzikalné ndzornym zptisobem
predstavenym v definici Riemannova integralu. Ten otevira
moznost rozsitit platnost mnoha fyzikalnich vzorca na pripad,
kdy parametry tlohy nejsou konstantni. Dokdzeme tak poci-
tat drahu pohybu proménnou rychlosti, tlak vody na plochu
ponofenou napii¢ ruznymi hloubkami a podobné.

V nésledujicim textu rozvineme nékteré poznatky o integralu,
odvodime si nékteré pokrocilejsi metody pro vypocet, ukazeme
si, ze kazda spojita funkce mé primitivni funkci a také otevieme
cestu k definovani funkei, které nejsou elementarni.

Nejprve si pripomeneme jednu ze zakladnich aplikaci integralu:
nascitani prispévki od spojité se ménici velic¢iny.

Priklad: proc¢ trubky praskaji podélné?

Uvazujme natlakovanou valcovou nadobu s tlakem p, vyskou L,
polomérem podstavy r a sténou o tloustce t.

Vypocéteme namahéni silou v ose, tj. naméhéni fezu A. Obsah
fezu (vysrafovdno ¢ervené) je 2mrt. Na dno a viko pusobi sila
F = prr? a v fezu A kolmém na osu vélce je tahové napéti
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Smérem radidlné od osy se tlakova sila rozklada na celou plochu
plasté valce a v tomto sméru je tahové napéti minimalni.

Vypocteme posledni slozku pfispivajici k namahani plasté valce,
obvodové napéti. K tomu musime vypocitat silu, kterd ptisobi
po obvodé valce, tj. kterd se snazi vilec roztrhnout v fezu B.
Tento Fez m4 obsah (Cervené vyznadeno) 2Lt. Nejtézsi bude

najit celkovou silu, kterd od sebe oddaluje dvé poloviny plaste.

To je misto, kde zapojime integral.

Obrazek 1: Schema vdlcové nddoby pod tlakem a rezy, v nichz pocitame
namahdnyi.



Kousek plasté valce odpovidajici ihlu Aa mé obsah rLA« a
tlakova sila na tento kousek je soucin tlaku a obsahu, tj.

AF = pS = pLrAc.

Smér je kolmy k plasti valce a s vodorovnou osou svirad thel a.
Priamét této sily do vodorovného sméru je

AF, = pLrAacosa

T
a tyto prispévky musime poscitat na intervalu a € [75, 5}
Celkova sila, ktera se snazi nadobu roztrhnout podélné je
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Povrch na ktery tato sila pusobi odpovidd dvéma podélnym
hrandm (Cervené na fezu B), tj. mé& obsah 2Lt a napéti je tedy
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Vidime, zZe toto napéti je dvojnasobkem napéti v podélné ose.
Jesté je vhodné ovérit, ze svisly prameét, tj .

AF, = pLrAasina
k namahani neprispiva, protoze
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To vsak je mozné ocekavat i ze symetrie.

Pokud se chcete dozvédét vice, zkuste Google a heslo “hoop
stress”.

Vlastnosti integralu

https://youtu.be/uyiQAbYZVRU

Z minulé prednasky vime, Ze integral (uréity i neurcity) je
linedrni, tj. zachovava soucet funkci a nasobeni konstantou.

Nésledujici dvé véty nejsou prekvapivé. Vyjadruji dvé intuitivné
ziejmé fakta.

o Pokud se velicina méni rychleji, vyslednd zména je vétsi.

foy .

/ c
1l//// /7! | :-=\£-rg£

| I o (A

& I 'S

Obrazek 2: Monotonie a aditivia vzhledem k mezi pro urcity integrdl.

e Pokud sledujeme zménu veli¢iny za urcity ¢as, muzeme
sledovat zménu do néjakého mezi¢asu a poté od mezicasu
do konce a obé ¢dstecné zmény poté secist.

Je vsak dulezité védét, ze tyto myslenky plati pro libovolné
integrovatelné funkce a proto zformulujeme nasledujici véty.

Véta (monotonie vzhledem k funkci). Je-li f(z) > g(z)
na intervalu [a, b, plati

[ ez [ g

Dusledek. Integrdl nezaporné funkce je nezdporny. Presnéji,
je-lia<ba f(xz) >0 na la,b], plati

/abf(x)dx > 0.

Véta (aditivita vzhledem k integraénimu oboru). Plati

/abf(m) dz — /acf(x)dx—i—/cbf(a:)dx.

Véta o aditivité vzhledem k integracnimu oboru je napiiklad
pro Newtonovu definici integralu disledkem ziejmého vztahu

pro libovolnou primitivni funkci F. Graficky i fyzikalné je
nazorny piipad, kdy c lezi v intervalu [a, b]. Vzorec vSak plati
pro libovolné usporddani mezi podle velikosti.



Stredni hodnota

https://youtu.be/8QcORI4T5LI

Urcitou souvislost s monotonii vzhledem k funkci ma otézka, zda
je mozné funkci definovanou na intervalu [a, b] nahradit funkei
konstantni tak, aby obé funkce mély stejny integral. V praxi
to znamend, ze bychom napiiklad pri pohybu télesa casovy

prubéh rychlosti nahradili jednou hodnotou takovou, ze draha
za dany ¢as bude stejné. To je presné to, co zname z bézného
zivota jako definici primérné rychlosti. Je to soucasné i navod
pro nasledujici rozsifeni pojmu prumeérnd rychlost na libovolné
integrovatelné funkce. Jedna se vlastné o jakousi primeérnou
hodnotu, pri které ale nepocitame prumér z konec¢ného poctu

hodnot, ale z hodnot rozlozenych spojité na zadaném intervalu.

Definice stiedni hodnoty je snadnym disledkem toho, Ze hledame
hodnotu p s vlastnosti

/abf(x)dxz/abudw:u/abdx:,u(b—a).

Definice (stfedni hodnota). Necht f je funkce definovand a
integrovatelnd na uzavieném intervalu [a, b]. Cislo p definované

vztahem
1 b
' a /a f(z)dz

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].
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Obrazek 3: Stredni hodnota linedrni a obecné funkce.

Geometricky je stfedni hodnota vyska obdélnika, ktery ma jednu
stranu tvofenou intervalem [a,b] a obsah je roven integrdlu

b
/ f(x)dz. Pokud je funkce f(x) kladnd a linedrni, je tento

integral roven obsahu lichobéznika o zdkladndch f(a) a f(b) a

vysce b — a. Tedy

b
/ f(l’)dw:(bfa)w

a stfedni hodnota linedrni funkce je tedy primérem hodnoty na
zacatku a na konci intervalu.

Poznamka (stfedni hodnota materidlové konstanty). Te-
pelnd vodivost materidlu podobeného analyze tepelné-izolac¢nich
vlastnosti nemusi byt konstantni v celém rozsahu teplot, ale
mize se ménit s teplotou. Pokud je zndma funkce k(T), je
stredni hodnota tepelné vodivosti v tepelném rozsahu od T; do
T, dana vztahem (viz Cengel, Ghajar: Heat and Mass Transfer)

1 &
kopg = ———— k(T)dT
wo= 7y [ KD
V praxi neméme analyticky pfedpis pro funkei k(7'), ale funkce
je dana v nékolika bodech tabulkou. Takové funkce miizeme
integrovat numericky, coz bude ukdzano v dalsi ¢asti této
prednasky.

Piiklad. Stfedn{ hodnota funkce y = 222 — 1 na intervalu [0, 2]

Je
1 /2 1[2 12 5
— | 22 —lde=- |2 —2| =-|58-2-0| =-.
2/0 v . 2{333 40 2{3 } 3

Online vypocet.

Vypocet prace pomoci integralu

https://youtu.be/Z8wDZxap794

Priklad: prace pri vytahovani retézu

Ze stfechy budovy o vysce 50 metra visi fetéz dlouhy 30
metri. Jeden metr fetézu vazi dva kilogramy. Vypocitame praci
potfebnou pro povytazeni fetézu o deset metru a poté praci
potfebnou pro iplné vytazeni fetézu.

7 fyziky vime, ze na téleso o hmotnosti m pusobi sila F' dany
vztahem
F =myg,

kde g je tihové zrychleni a ze prace W konana silou F' po draze
s je rovna soucinu
W = Fs.

Pokud z budovy visi h metri fetézu o linearni hustoté 7 =
2kg/m, je nutné pii vytahovéni Fetézu zvedat téleso o hmotnosti
hT, tj. vyvinout silu

F =hrg.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwz1DfSyswrSU0vSixJ1TDSqogz0jXU0ajQMdAx0tQEAIuACEI=&lang=sage

Pri vytahovani fetézu se délka visici ¢asti zkracuje a zména
délky Ah je zdpornd. PTi povytazeni fetézu o délku |Ah|= —Ah
je nutné vykonat praci

AW = F|Ah|= —hTgAh.

P1i povytazeni o 10 metri fetéz vytahujeme spojité od hy = 30
po he = 20. Celkova prace je

h2 hl 1 hl
W = —hrgdh = Tg/ hdh=Tg {hﬂ
h1 ha 2 ha
1 1 1
—rg |31 - 308| = grat - 13
1

= iTg(hl — hg)(hl + hz)

Pro7 =2kgm™! a g = 9.81kgms~2 dostavame W = 4905 J.
Formalné je tento vysledek stejny, jako bychom hmotnost
dolnich h; — ho metru fetézu soustredili do stfedu tohoto tseku

1
(tedy do trovné §(h1 + hs2) metrt pod stfechu) a poté tento
1
hmotny bod premistili konstantn{ silou po dréze §(h1 + hs) na
stfechu.

Préci pro vytazeni celého retézu dostaneme volbou he = 0. Tedy
1

a numericky W = 8829 J. Protoze vytdhnout prvni tfetinu

vvvs

fetézu bude mensi nez trojnasobek prace nutné pro povytazeni
o tietinu. Toto se prirozené potvrzuje porovnanim numerickych
hodnot.

Online vypocet.
Poznamka (prace konana silou proménné velikosti).

Préce vykonand silou F'(x) pfi pfemisténi télesa z polohy z = a
do polohy = = b je

W:/abF(:Jc)dx.

Jako specialni pripad dostavame pro konstantni sélu F' stiedo-
skolsky vzorec
W = Fs,

kde s = b — a je posunuti.

Priklad: prace pri ¢erpani vody

Pokud potfebujeme vycerpat vodu z rezervoaru, nadrze, rybnika
nebo jezera, musime ji dopravit za sténu (za hrdz, dostat na
breh, ... ). Pfedstavme si, Ze po opadnuti vody v okoli MojziSova

mostu, se kterym jsme se sezndmili na minulé prednasce, zlstane
uvnitt voda. Tu je potreba vycerpat. Tim se most promeénil
v nadrz o hloubce H. Povrch hladiny ve chvili, kdy je voda x
jednotek délky pod okrajem mostu oznac¢me S. (Pro nadrz ve
tvaru kvadru by S bylo konstantni a rovno obsahu dna.)

1. Pro vyzvednuti télesa o hmotnosti m o vysku h musime
vykonat praci W = mgh, abychom vykompenzovali narust
potencialni energie.

2. Vodu v nddrzi rozdélime na vodorovné vrstvy o vysce Az.
Hmotnost vrstvy o vysce Az v hloubce z pod okrajem
nadrze bude Am = SAzp a abychom vodu dostali pfes
okraj, musime vykonat préaci

AW = Amgzr = SAzpgzr.
3. Celkova prace na vycerpani vody se vypocte jako soucet
jednotlivych prispévki. Spojité se ménici veli¢inu s¢itdme
integralem, coz vede na vztah

H H
W = / Spgrdr = pg/ Sz dx.
0 0

4. Pro nadrze ve tvaru kvadru by veli¢ina .S byla konstantni a
integral by vychazel

H
W:Spg/ rdz
0

1
safi]

1
= ZH?
Spgs

H

0

1
= (SHP)9§H-

Vyraz SHp je celkovd hmotnost. Prace je tedy stejna, jako
kdybychom téleso o stejné hmotnosti jako je hmotnost vodni
masy zvedli z polovi¢ni hloubky pod hladinou na troven
hladiny. Je to stejné prace, jakou bychom vykonali, kdyby

vvev

zvedli na troven okraje nadrze.

Numericka aproximace urcitého inte-
gralu

https://youtu.be/7jo_pZJjgRA

Nésledujici myslenka se si tykd vyluéné urcitého integralu, ale
dale v dnesni pfednasce si predstavime ndstroj, ktery umozni ji
pouzit i pro integral neurcity.

Nékdy se stane, ze neumime nebo nepotiebujeme urcity integral
vypocitat presné. Nebo Ze ani nemdme dostatek informaci

pro presny vypocet, naptiklad funkce muze byt znama jenom
v nékolika bodech, které jsou vysledkem méfeni a mimo tyto


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9JLFVIV8hQyDBUyDBS1-TlKs7IL9fIzCtJTS9KLElV0NDN0AKq0UrX0cjQyTDUyTDS1CROlUaGka0BsWqBArZGOum2lnoWQBFDW2MDoLitEYX6wdoBxXNBdg==&lang=sage

body nejsou zaddné informace o funkénich hodnotach. To je
presné situace pro numerickou aproximaci urcitého integralu.
Mechanicky model zakladnich myslenek aproximace je shrnut
v nékolika nésledujicich bodech.

o Predstavme si, Ze mame urcit drahu pohybu, ale v zadaném
¢asovém intervalu mame pouze nékolik zdznami hodnoty
rychlosti z tachometru.

e Mimo tyto zaznamy se mohlo dit v podstaté cokoliv. Bu-
deme vsak doufat, Ze rychlost se ménila spise pozvolna.

e Zakladni taktika odhadu drahy muze byt takova, Ze mezi
kazdymi zaznamenanymi hodnotami rychlosti na tacho-
metru nahradime pohyb rovnomérnym pohybem rychlosti,
ktera je primérem krajnich hodnot.

e Predchozi postup aplikovany na libovolnou funkci odpovida
tomu, ze mezi kazdymi dvéma hodnotami nahradime funkci
funkei linedrni a poté integral vypocitame pro tuto linedrni
funkci. Tento postup (lichobéznikové pravidlo) je mozné
modifikovat nebo vylepsit. Napfiklad je mozné pouzit pro
aproximaci ¢dsti parabol misto piimek (Simpsonovo pravi-
dlo). U funkce, kterd je rostouci, je mozné napiiklad pouzit
funkéni hodnotu v dolni mezi a tim dostaneme dolni odhad
pro vysledny integral.

Priklad. Zahradnicka firma vytahla pafez a malotraktorem
jej odtahla o 20 metrid bokem. Vzhledem k nepravidelnému
tvaru a tazeni po ritiznych druzich povrchu po cesté se sila
ménila. Pracovnikovi se podarilo odhadnout silu béhem pohybu.
Zavislost sily na draze zachycuje nasledujici tabulka.

s/m 0 5 10 15 20
F/KN 23 15 21 31 20
Odhadneme celkovou vykonanou praci.
23+1.5 1.5+21 21+3.1 3.1+2.0
W =5 5 +5 5 5 >
=44.25kNm
= 44.25kJ

Poznamka. V predchozim prikladé byla funkce dana v pravi-
5
delnych intervalech. Proto se ve vSech ¢lenech objevuje faktor >

ktery je mozné vytknout. Po vytknuti zlistane v zavorce soucet,
kde se hodnoty funkce v dolni a horni mezi objevi jednou a

ostatni dvakrat. To v obecném ptipadé vede k nésledujicimu
vZorci.

Véta (lichobéznikové pravidlo). Necht je funkce f spo-

jitd na intervalu [a,b]. Rozdélme interval [a,b] na n intervali

stejné délky h, tj. plati h = ;a' Krajni body téchto intervali
n

., Tn a jim odpovidajici funkcni

s Yn- Plati

oznacme po Tadé Tg, 1, - -
hodnoty funkce f po tadé yo, y1, - - -

b
h
/ f(ﬂc)dw%§(yo+2y1+2y2+~~+2yn71 +yn).

Poznamka (slovni interpretace lichobéZnikového pravi-
dla). Pokud ve vzorci pro lichobéznikové pravidlo dosadime za

—a . vz 1z
a preusporadame

hodnotu h odpovidajici délku intervalu

¢leny, dostaneme

Yo+ 2y1 +2y2 + -+ 2Yp_1 +Yn
2n

/abf(x)dm(b—a)

1 /bf(m)dx%yo+2y1+2yz+~-~+2yn_1+yn
b—a /, 2n '

Toto je odhad pro veli¢inu, kterou jsme vyse nazvali stfedni
hodnotou. Lichobéznikové pravidlo je tedy mozné chapat tak,
ze vezmeme funkéni hodnoty v pravidelnych intervalech a
vypocteme vazeny prumeér téchto hodnot, kdy vSechny funkéni
hodnoty ve vnitfnich bodech se berou s dvojnasobnou vahou
nez funkéni hodnoty v krajnich bodech. To je odhad stfedni
hodnoty, ktery staci vynasobit délkou intervalu a dostaneme
odhad integralu.

Integrace substituéni metodou

https://youtu.be/tdK-zoglcv0

Substitu¢ni metoda je metoda odvozend z derivace slozené

funkce
[u(v(@))]" = ' (v(@))v'(z),
coz dava

1mm»=/wwwwwmn (1)

Ozna¢me u'(z) = f(x), tj. u(z) = /f(x) dz. Oznacime-li dale
v(z) = t, plati

u(v(e)) = u(t) = [ F(O)at.

Pfeznacme jesté v(x) na (). Potom mé (1) po zdméné levé a
pravé strany tvar uvedeny v nasledujici véte.



Véta (substitu¢ni metoda pro neurcity integral). Plat{
[ @@= [ o, @)

kde po vgpoctu integrdlu napravo dosazujeme t = ().

Formélné vyraz napravo ve (2) prejde ve vyraz nalevo a naopak
dosazenim rovnosti

o(r) =t, ' (z)dz = dt.

Toto je soucasné i ndvod, jak substitué¢ni metodu pouzit prak-
ticky.

Priklad. Substituce 22 = ¢ vede na vztah mezi diferencidly ve
tvaru 2z dz = df. Odsud

1 1 1
/me‘T2 de == /etdt = et = %
2 2 2

Piiklad. Substituce f(x) =t vede na vztah mezi diferencidly
ve tvaru f’(z)dz = dt. Odsud

/5

()

+c.

1
dzr = / . dt = In|t|= In|f(z)|+c.
Napriklad
T 1 2x
/x2+1dx_§/x2+1dx
B 1/ (22 + 1)
2

d
22+l

1 2

§1n|z + 1]4-c.

Priklad. Substituce ax + b = t vede na vztah mezi diferencialy
ve tvaru adx = dt. Odsud je mozné odvodit vzorec, ktery jiz
zname pro integral funkce s linedrni vnitini slozkou. Vskutku,
plati

/f(aac—kb)dx:/éf(t)dt:éF(t)zéF(ax—i-b)—l-C,

kde F(x) = /f(:z:) dz.

Vztah (2) je zékladni vztah pro substituci v neuréitém integréalu.
Pouzivame jej ve vhodnych pripadech zprava doleva i zleva
doprava. Variantu pro urcity integrdl jsme vidéli ve specidlnim
pripadé ve cvic¢eni, kdy vnitini funkce reprezentovala konstantni
néasobek. Vidéli jsme prirozenym zptisobem, ze pii substituci
(vyjadteni v jinych jednotkéch) se s integrovanou funkei se
méni i meze. Obecny vzorec pro integrovani ur¢itého integralu
substitucni metodou je v nasledujici véte.

Véta (substituéni metoda pro urcity integral). Plati

@ (b)

[ e = [

Meze tedy podléhaji stejné transformaci, jako integrovana
proménnd. Pokud pouzivime substituci ¢ = ¢(z), potom v dolni
mezi pro x = a plati ¢ = ¢(a). Podobna situace je i v mezi
horni.

£(t) dt.

Integral jako funkce meze

https://youtu.be/qUwPJKkVBFOQ

Integral miize byt soucasti definice funkce. Tim se muzeme
dostat mimo mnozinu elementarnich funkci a znacné tak rozsirit
t¥idu funkci, se kterymi umime pracovat.

Véta (integral jako funkce horni meze). Bud f spojitd
funkce na intervalu I a a € 1. Funkce F(x) definovand vztahem

F(z):= /m f()dt

md na intervalu I derivaci a plati F'(x) = f(x), tj. F(x) je

primitivnd funkci k funkci f(x).

Pi¥iklad. Pro funkci f(z) = 2? plati

x t3 z 3
/ 2dt = [] =
0 3 0 3

coz je skutetné jedna z primitivnich funkei k funkei 22, jak jiz
vime z prednasky o neurcitém integralu.

Véta o integralu jako funkci horni meze dokonce udava tvar
primitivni funkce pro libovolnou spojitou funkci. Tim dostavame
okamzité nasledujici tvrzeni.

Diisledek (postacujici podminka existence primitivni
funkce). Ke kazdé spojité funkci existuje neurcity integrdl.

Bohuzel, ne vzdy neurcity integral dokazeme efektivné najit.
Zatimco problém nalezeni derivace funkce slozené z funkci, které
umime derivovat, spociva pouze ve spravné aplikaci vzorct
pro derivovani, problém nalézt neurcity integrdl i k funkci
tak jednoduché, jako je naptiklad e™* je nefesitelny ve tridé
elementarnich funkci. Totéz plati pro dalsi “nevinné vyhlizejici”
sinz

IZ

funkce jako [ sin(z?)dz nebo dz. Véta o integrilu

jako funkci horni meze nabizi moznost zapsat primitivni funkci



vztahem

/e_'162 dz =c+ / et dt.
0

Funkéni hodnoty takové funkce muzeme urcovat napiiklad tak,
ze integral aproximujeme numericky.

Nésledujici ukazka demonstruje, ze i s funkci definovanou
pomoci integralu je mozné jistym zptisobem pracovat, aniz
bychom méli k dispozici analytické vyjadieni této funkce.

Ukazka funkce definované pomoci integralu

Uvazujme funkci definovanou vztahem

f(x)/lxidt.

Ukézeme si, ze tento tvar umoznuje odvodit nékteré vlastnosti
funkce f. Dokéazeme napriiklad, Zze funkce f méni nasobeni na
s¢itani, tj. ze plati

*)

flab) = f(a) + f(b).

ab
f(abd) :/1 %dt.

Podle aditivity vzhledem k integra¢nimu oboru plati

f(ab):/la1dt+/aab1dt=f(a)+/aab1dt.

Ve druhém integralu bychom potfebovali dostat jednicku v dolni

Podle definice je

(**)

mezi, abychom dostali integral stejny jako v definici funkce f.

Proto zavedeme substituci — = s, t = sa, dt = ads. S pouzitim

a
této substituce se (**) transformuje na
b1 1
flab) = f(@) + [ ads= 1@+ [ S ds=fl@)+ )
1 Sa 1 S

Pokud si vSimneme, Ze integral (*) v definici funkce f je mozné
vypocitat a ze funkce f je vlastné funkce In x, neni vlastnost, ze
funkce méni nasobeni na s¢itani nijak prekvapiva. Pro nas vsak
bylo dtlezité, ze v dikaze jsme pouzili jenom definici funkce
f pomoci integralu a pravidla pro praci s integraly. Nemuseli
jsme nijak pouzivat ani vlastnosti logaritmu, ani vlastnosti
funkce k logaritmu inverzni, coz byva zakladem stredoskolského
odvozeni tohoto vzorce. Vidime, ze integrdl je mozné pouzit
k definici funkce a s touto funkci je mozné déle pracovat.
Substituce ¢+ = s, t = s", dt = rs" " ds napiiklad ukéze, Ze
plati

“ 1 1 1
fa™) :/ fdt:/ —rsr71d5:r/ —ds=rf(a).
1t 1 8" 18

Priklad: retéz jinak (pomoci zmény po-
tencialni energie)

Vypocitame priklad z praci pri vytahovani retézu tak, ze urcime
zménu potencialni energie fetézu. Praci W vykonanou pri
vyzvednuti télesa o hmotnosti m o vysku h vypocteme jako
zménu potencidlni energie v tthovém poli Zemé, tj.

W = mgh.

Komplikace v tomto ptipadé je, ze kazdou ¢ast Tetézu vyta-
hujeme z jiné hloubky. Cést fetézu délky Ah vz m = 7Ah
kilogramu a pri vytazeni z hloubky h na tGroven strechy je zména
potencidlni energie (a vykonand préce)

AW = mgh = TAhgh.
Soucet téchto prispévki pro dolni tretinu fetézu, od hy = 20m
po hy =30m je
hl hl

Tghdh = 7g
ho ho

W = hdh.

Tim vypocet prechazi ve stejny integral jako v predchozim
pristupu a vysledky jsou tedy stejné. Praci pro cely Tetéz
ziskame opét volbou hs = 0.

Ze prace vykonana pii vytazeni celého Fetézu je stejnd jako
zména potencidlni energie celého fetézu je zfejmé. Za zminku
jesté stoji tvaha, proc je povytazeni fetézu o 10 metrt ekviva-
lentni zméné potencidlni energie dolnich 10 metri pii vytazeni
této Casti Tetézu na stifechu. Staci uvazit, ze bychom fetéz
pretodili vzhiru nohama, povytahli o 10 metri, rozpojili a visici
¢ast znovu otocili vzhiru nohama. Otoceni vzhuru nohama
neni spojeno s konanim prace, stejné tak rozpojeni a pripadné
opétovné napojeni. Prace se tedy kond jenom tak, ze retéz vyta-
hujeme o 10 metri. Vysledek vsak je stejny, jako kdybychom
fetéz nepretaceli, jenom odpojili dolnich 10 metru a tuto ¢ast
zvedli nahoru.

Shrnuti, hlavni myslenky

e Naucili jsme se nékteré triky pro integraly: urcity integral se
d& numericky aproximovat a neurcity integral se da pfevést
metodou per-partés nebo substituci na jiny integral, v opti-
malnim pripadé na integral vhodny pro aplikaci vzorcu.

e Integral, resp. stfedni hodnota funkce, slouzi jako nahrada
aritmetického priméru v situacich, kdy pocitame prameér
z nekonec¢né mnoha veli¢in a vzorec pro klasicky aritmeticky
prumeér selhdva.

o Integral je také nastrojem, ktery nis dokdze vymanit ze
svéta elementarnich funkci a mizeme pomoci tohoto inte-
gralu definovat funkce, které nejsou elementarni. Zakladnim



prostiedkem je integral jako funkce horni meze. Toto se
vyuziva napriklad ve statistice. Vedlejsim produktem je
véta zarucujici existenci primitivni funkce pro libovolnou
spojitou funkci.
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