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https://youtu.be/w2qT173Csnl

Naucili jsme se pracovat s derivacemi, tedy s rychlosti zmény.
Zname-li funkci a zderivujeme ji, dostaneme rychlost zmény.
Pokud potom puvodni funkei “ztratime” a zustane ndm jenom
derivace, je otézka, jestli dokdzeme puvodni funkci z této
derivace najit. Odpovéd je zni, Ze v jistém smyslu ano. Spojeni
“v jistém smyslu” naznacuje, ze souvislost nebude tak snadna
jako je souvislost u navzajem inverznich funkci. Derivovanim
totiz mizeme ztratit aditivni konstanty, které v derivaci davaji
nulu a zpétné neni mozné rekonstruovat, derivovanim jaké
konstanty jsme tuto nulu dostali. A protoze problém uchopime
ponékud obecnéji, uvedeme si dokonce hned tii rizné “protijedy”
na derivovani.

Jeden predstavime jako opak derivace (neurcity integral),
druhy jako zménu funkce vypoctenou ze zadané rychlosti zmény
(Newtonuv urdity integral) a tfeti jako ndhradu soudtu pro
pripad, kdy potiebujeme sc¢itat nekoneéné mnoho prispévkii,
z nichz kazdy mé v podstaté nulovou hodnotu (Riemanntv
urcity integral).

Intervalem I budeme rozumét otevieny interval.

Motivace: Jak z derivace krivky ziskat rovnici
krivky?

Na této tloze si pripomeneme dalsi roli derivace (smérnice
tecny) a predstavime si izasny druh mostit — mosty zavéSené na
nosnych lanech, které mohou preklenout obrovské vzdalenosti.

U zavéseného mostu lano nese prostiednictvim svislych lan
hmotnost rovnomérné rozlozenou ve vodorovném sméru. Je
potieba zvolit vhodnou délku svislych lan tak, aby sila ptisobici
na nosné lano byla vzdy ve sméru tohoto nosného lana. Potom
je systém nejstabilnéjsi a nejpevnéjsi.

Diky symetrii staci uvazovat jenom pilku mostu. Na cast lana
nad intervalem [0, z] ptisobi nésledujici sily.

o Tahova sila lana v minimu (z = 0) o velikosti T' doleva.

e Gravitacni sila o velikosti G = pxg smérem dola, kde u je
linedrni hustota (hmotnost jednotkové délky mostu) a ux
je hmotnost ¢4sti mostu, odpovidajici intervalu [0, z].

e Tahova sila F' doprava nahoru na pravém konci. Protoze
je most v klidu, velikost a smér této sily jsou takové, aby
soucet vsSech sil ptisobicich na uvazovanou ¢ast mostu byl

roven nule. Jako stavitelé mostu chceme, aby smér sily
souhlasil se smérem lana, tj. aby sila byla te¢na k nosnému
lanu.

Vektorovy soucet sil musi byt nulovy a proto vSechny tfi sily
x
tvo¥i pravothly trojihelnik. Pomér odvésen 225 udévé smérnici
prepony. Kiivka udavajici smér nosného lana tedy musi mit tvar
funkce, ktera splnuje
r_ Mg z,

Yy = T
kde p, g, a T jsou pro danou tlohu konstanty.

Z rozboru vidime, ze mame danu kiivku danou pomoci derivace
a tuto kiivku musime najit. Formalné to je stejny problém,

jako kdyz méame rychlost zmény funkce a chceme najit casovy
prubéh této funkce. Mechanickym modelem muze byt napriklad
pohyb zadanou rychlosti a tiloha uréit drahu tohoto pohybu.
Tento problém se na zakladni Skole redukuje na pripad pohybu
konstantni rychlost{ (s = vt) a na stfedni skole rozsifuje na

1
rychlost, kterd se méni jako linedrni funkce (s = ~at?). Nyni

stojime pred tkolem, jak si poradit v pripadé obecné rychlosti,
ménici se libovolné. Presné to je tikol pro neurcity integral.

Neurcity integral

https://youtu.be/lfg_yle8TNQ

Predstavime néastroj, ktery ndm umozni odpovédét na nasledujici
otézky.

o Je zndm smér kiivky v kazdém bodé (tj. smér teény, deri-
vace). Jaka je rovnice kiivky?

e Je znama rychlost, s jakou se méni velicina f. Jaka je
rovnice udavajici zavislost veli¢iny f na case?



Definice (neuréity integral). Rekneme, Ze funkce F je pri-
mitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize plati

F'(z) = f(x)

na intervalu I. Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f se
nazyva neurcity integrdl funkce f a znaci

/ f(w) da.

Otézkou existence primitivni funkce se budeme zabyvat na dalsi
prednédsce. Otdzku (ne-)jednoznacnosti fesi nasledujici véta.

Véta (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni
funkce je dana jednoznacné, az na aditivni konstantu.

o Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati
totéz i pro funkci G(x) = F(x) + ¢, kde c € R.

e Jsou-li F a G primitivni funkce k tézZe funkci f na intervalu
1, existuje c € R takové, Ze

na I.

1
Priklad. Funkce 2 mé primitivni funkce napiiklad §x3, nebo

1 1
§x3 + 7, nebo gx?’ + m, protoze derivace vsech téchto tii funkci
je x2. Plati
1
/dem:§x3+c, ceR.

Vzorce.

1. /cdx:cx—i—C
n+1

2. z"dx = z +C
n+1
1
3. [ =dz =In|z|+C
T
4. efde=e"+C
5. sinxdx = —cosx + C

cosrdxr =sinz + C

L S L

7. s—dr =tga +C
COS“ X
1
8. —— dr = —cotgz +C
Simm- T
1 1 x
9. m dx = Zarctgz —+ C
1
10. ﬂ dx = arcsin% + C

11. /f(ax—i—b)dx:éF(ax—i-b)—i—C, kde F(w):/f(x)dm

Véta (linearita neuréitého integralu). Neurcity integral
zachovdvd soucet a masobeni konstantou. Tedy pro libovolné
funkce f, g a libovolnou konstantu c plati

/f+gdx:/fd:c+/gdx,
/cfdx:c/fdx.

Priklad.

1 2 1
/23:4 —el 4 Zdr = Za® — —e' 4 In|z|+C
T 5 4

Funkéni predpis z rychlosti zmény a vychoziho
stavu

Uvazujme téleso, jehoz teplota klesd zndmou rychlosti. Derivace
dT
teploty podle casu je pr —0.1e7 %9 °C/min. Cilem je najit

teplotu jako funkci casu. Dodatecnd informace je, Ze pocdtecni
teplota je 28°C.

Pouzijeme skutecnost, ze integral konstantniho nésobku je
konstantni nasobek integrilu a vzorec

1
/e(”C de = —e** +c.
a

Teplota jako funkce ¢asu je ddna integrdalem

T = /—0.1e—0-01t dt

— —_00611 e 001t 4
=10e” " 4 C.

Hodnota C' souvisi s pocatecni teplotou. Protoze pocatecni
teplota je 28°C, dosadime do vztahu pro T hodnoty T' = 28°C a
t = 0 a ze vzniklé rovnice uréime C. Dostavame takto podminku

28 = 10e° + C,

kterd implikuje C = 18°C. Funkce udavajici zavislost teploty
mistnosti na case je

T = (18 + 10e~7%1) °C.
Poznamka (vlhkost dfeva elektrickou metodou). Po-

dobny vypocet se vyuziva u méreni elektrického odporu dreva
pro stanoveni vlhkosti. Protoze elektricky odpor dreva je velky,



neni vhodné pro urceni elektrického odporu pouzit Ohmiv

zakon a zméreny proud a napéti. Jedna z moznosti je méreni
¢asu nutného k nabiti nebo vybiti kondenzatoru pres odpor.
V pfipadé nabijeni proud exponencidlné klesi (zduvodnime

pozdéji v prednédsce vénované diferencidlnim rovnicim) a proto
(diky elektrickym vlastnostem kondenzatoru) exponencidlné

klesa i rychlost, s jakou roste napéti na kondenzatoru. Toto
napéti je nutné pro vypocet odporu. Pokud zndme rychlost,
s jakou se napéti méni, ur¢ime napéti integrovanim a znalosti
napéti na zacatku nabijeni.

Poznamka (veli¢ina vypoétena z rychlosti své zmény).
Pokud se veli¢ina f(t) méni v ¢ase rychlosti r(¢), plati

pricemz prava strana je dana jednoznacné az na aditivni
konstantu. To koresponduje s pozorovanim, ze rychlost zmén
k jednoznac¢né identifikaci ¢asového prubéhu meénici se veli¢iny
nestaci. Je potifeba mit zadan jesté vychozi stav.

Priklad. V tvodu prednésky je popsano, ze kiivka, kterd je
prirozena pro nosné lano zavéseného mostu, splnuje rovnici

=B,

vy=7

Pouze za této podminky bude lano naméhéno ve sméru své
nejvyssi pevnosti, tj. v podélném sméru, ve sméru své osy.
Integraci ziskame

y:/ﬂ—ﬁxdx:%:ﬁ—i—a

Lano tedy bude v kazdém bodé naméhéno ve sméru své osy
pokud mé tvar paraboly. Prohnut{ paraboly (koeficient u 2?) je
dano hmotnosti mostu a tahem napinajicim lano.

Urcity integral (Newtonav)

https://youtu.be/t30JxxPZxkY

Predstavime si mirnou modifikaci neurcitého integralu. Rychlost
zmény nebudeme pouzivat k hledani predpisu funkce, ale budeme
hledat zménu funkce na zadaném intervalu.

Definice (Newtontuv uréity integral). Bud f funkce a F
jejl primitivni funkce na intervalu I. Bud [a, b] C I podinterval
v I. Urcitym integrdlem funkce f na intervalu [a,b] rozumime
veli¢inu oznacenou a definovanou vztahem

b
/ f(x)dx := F(b) — F(a).

Oznaceni. Vyraz F(b) — F(a), tj. zménu funkece F(x) na
intervalu [a, b], oznacujeme také [F(z)]%. Tento zapis se Gasto
pouziva jako mezivypocet pri vypoctu urcitého integralu.

1

/01 2 de = [;m?’h = L) S0P =4

Véta (linearita urcitého integralu). Urcity integrdl zacho-
vavd soucet a ndsobeni konstantou. Tedy pro libovolné funkce
f, g a libovolnou konstantu c plati

b b b
/f—l—gd:c:/fd:c—i—/gdx,
a , ab a
/cfdx:c/ fdz.

Snadnym dtsledkem definice urcitého integrdlu je nésledujici
véta.

Véta (zAdména mezi a rovnost mezi v uréitém inte-
gralu). Plati

/aaf(x)dx 0,

/abf(x)dx = —/baf(m)da:.

Zména funkce z rychlosti zmény (Casova zména
teploty)

Uvazujme téleso, jehoz teplota klesd zndmou rychlosti. Derivace
—0.1e7%9 °C/min. Chceme urcit

pokles teploty za prvni hodinu a pokles teploty za druhou hodinu.

. .dr
teploty podle casu je i

Neurcity integral
/—0.1e—0-0” dt = 10e 90 4 ¢

jsme vypocitali v podkapitole s neurc¢itym integralem. Potte-
bovali jsme jesté znat pocatecni hodnotu teploty a nasli jsme
teplotu jako funkci casu.

Nyni zapojime urcity integral. Nepotfebujeme informaci o poca-
tecni teploté, ale zato jsme schopni uréit jenom zménu teploty
za dany Casovy interval. Za prvni hodinu bude zména teploty

60
—0.01t —0.01¢760
/0 —0.1e dt = [10e 1

~ —4.5°C.

10670.0160 o 10670.01-0



Za druhou hodinu bude zména teploty

120 120
—0.01t —0.01¢
/60 —0.1e~ %01 4t = [10e001]

10670.01120 _ 10670.01-60

~ —2.5°C.

Online vypocet.

Poznamka (zména veli¢iny vypoctenia pomoci rych-
losti). Pokud se veli¢ina f(¢) méni v ¢asovém intervalu od
t = a do t = b rychlosti (t), je zména veli¢iny f za tento ¢asovy
okamzik rovna

b

Af = f(b) ~ f(a) = / r(t) dt.

a

Zmeéna funkce z rychlosti zmény (prostorova
zména teploty)

Meéjme ustdlené proudéni tepelnou izolaci mezi dvéma soustred-
nymi valcovymi plochami. Délka izolace je L, vnitrni a vnéjsi
polomer jsou r a R. Teploty uwvnitr a vné jsou Ty a Ts. Izolact
prostupuje teplo rychlosti Q, tj. kazdou myslenou vdlcovou
plochou o polomeéru x projde za jednotku casu teplo Q. Cilem je
najit vztah ddvajici wvedené veliciny do souvislosti. Odvodime
vztah, ktery jsme pouzili v predndsce o lokdlnich extrémech a
slibili dokdzat pozdéji.

7 Fourierova zédkona plyne, ze teplo, které projde jednotkovou
plochou za jednotku ¢asu, je imérné zaporné vzatému gradientu
prostorové zméné teploty, tj.

Q 7kd—T
orxl dz’

kde k je tepelnd vodivost. Tento zakon definuje rychlost, s jakou
se méni teplota v prostoru a my jej pouzijeme ke stanoveni
vztahu mezi tokem tepla a teplotnim rozdilem mezi vnéjsi a
vnitrni stranou izolace. Snadnou tupravou dostdavame

dr Q

de  2kmzL

R R
_ Q __ @ / 1
AT = / kel T " on | 70

Protoze plati

a odsud

R
1
/ —dxr = [lnx}f‘:lanlnrzlnE,
S r

dostdavame po dosazeni a vynasobeni minus jednickou vztah
Q R
——In—,
2knL 1
ktery jsme pouzili v prednasce o lokalnich extrémech a slibili
dokazat pozdéji.

AT =T, —T, =

Stejny princip funguje pro libovolné ustalené proudéni radidlnim
smérem pii konstantni materidlové charakteristice. Stejny
pristup je mozné pouzit pro proudéni podzemni vody popsané
Darcyho zédkonem (namisto Fourierova zdkona) pro zvodern
namisto izolace (zvoden je prostor kde se nachdzi a tece
podzemni voda, tj. néco jako podzemni rybnik nebo feka
zasypand piskem naséklym vodou) a piezometrickou vysku
h namisto teploty (piezometrickd vyska uddvd, jak vysoko
vystoupd voda ve zkuSebnim vrtu). Pokud méme zvoden

s napjatou hladinou (voda je pod tlakem seviena mezi dvéma
nepropustnymi vrstvami), je vodivost konstantni. Rovnice
popisujici tuto situaci ma tvar

- 2T 1o

a nazyva se Thiemova rovnice.

hehg= - m "

Pokud sledujeme prostup tepla izolaci, jejiz teplotni vodivost
se méni s teplotou, neni veli¢ina k konstantni a proto vyse
uvedeny postup neni mozné realizovat a odvozeny vzorec pro
takovy pripad neplati. Stejna situace nastava u podzemni vody
a proudéni s volnou hladinou (nenif horni nepropustna vrstva
zvodné). Takové tlohy vedou na jinou problematiku, kterou se
naucime Tesit v kapitole s diferencidlnimi rovnicemi.

Poznamka (zména veli¢iny vypoétend pomoci gradi-
entu). Pokud se veliina f méni podél piimky v zavislosti na
veli¢iné x na intervalu od z = a do = b rychlosti r(x) (tj.

df(z)

r(z) = W), je zména veli¢iny f na intervalu [a, b] rovna

b
Af = f0) - @) = [ r()de.

Dalsi motivace
Ze stiedoskolské fyziky dobie zndme vzorce pro drahu, praci a
tlakovou silu. Ovsem jenom v extrémné péknych pripadech.
e Driaha rovnomérného pohybu je urcena vzorcem
s = vt.

(1)

Tento vzorec neni pouzitelny pro pohyb proménnou rych-
losti. Z kapitoly o neurcitém integralu vime, ze obecny

vzorec je
s = /vdt. (2)

Pokud je v konstantni, vzorec (1) je disledkem vzorce (2).


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUC9R1-TlStMo0VSwVdA10DNU0FJIrSjQADINDLVKgHIFRZl5JQoaQCI1vSixJFUDpFhHo0THQMfMQFMTnwozAx1DI5AaANtfHHM=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://en.wikipedia.org/wiki/Aquifer_test#Steady-state_Thiem_solution

e Hydrostaticka tlakova sila F' pusobici ve vodé v hloubce h
na plochu o velikosti S se urci podle vztahu

F = Shpyg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni. Tento vzorec
vSak neni mozné pouzit, pokud ruzné ¢asti plochy jsou
v riznych hloubkach. Napriklad neni mozné pomoci tohoto
vzorce urcit celkovou silu na svislou sténu reprezentujici
hraz prehrady.

e Préce vykonana konstantni silou F' po draze s je

W = Fs. (3)

Co kdyz se ale sila nebo draha méni? Pokud nas zajimé
prace nutna k navinuti visiciho fetézu na rumpaél, sila se
béhem namotavani plynule zmensuje, protoze visici kus
fetézu se pri namotavani zkracuje. Pokud nés zajima prace
nutnd k vycéerpani vodni nadrze, musime kazdy litr vody,
ktery je na dné, “tahat” po delsi draze nez kazdy litr vody,
ktery je na hladiné a proto se méni drédha. Vzorec (3) selhdava
v obou pripadech. Jednou kvili nekonstantni sile, podruhé
kvili draze.

e Obsah obrazce mezi konstantni funkci f a osou z nad inter-
valem [a, b] se vypocte snadno, protoze se jednd o obdélnik
se stranami f a Az = b — a. Proto

S=f- Az

Tento pristup vsak neni mozné pouzit, pokud se funkce f
na intervalu [a, b] méni. Formalné je tato tloha stejnd jako
ostatni tlohy vyse, ma vsak snadnou geometrickou inter-
pretaci. Pravé tuto interpretaci vyuzijeme v nasledujicim
k definici druhého typu urcitého integralu (Riemannova).

Urcity integral (Riemanniiv)

https://youtu.be/iIKG-4g864Q4
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Obréazek 2: Obsah pod funkci po cdstech konstantni.
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Uloha 1. Snadnym dtsledkem vzorce pro obsah obdélnika je
obsah obrazce mezi grafem konstantni funkce a osou .

S = fAx

Uloha 2. Obsah pod funkei sloZené ze dvou konstantnich
funkci napojenych na sebe se vypocte jako soucet obsaht dvou
obdélniku.

S = flAJ?l + ngxg

Toto se d& snadno zobecnit na libovolny pocet intervalt a pro
libovolnou po ¢astech konstantni funkei.

Prostredky matematické analyzy je mozné “zjemnovat déleni do
nekonecna”, presnéji, miuzeme pouzit limitni prechod podobny
limitnimu prechodu, ktery v definici derivace prevedl podil
(primeérnou rychlost) na derivaci (okamzitou rychlost). Diky
tomu neni nutné se omezovat na po ¢astech konstantni funkce,
ale postup bude fungovat i pro velmi obecné funkce. Vyslednym
produktem je Riemannuv integral.

Riemanntiv integral je velmi ndzorny, ale pomérné obtizné se
pocita, pokud postupujeme piimo podle definice. Pokud vsak
je funkce v uréitém smyslu péknd (mé primitivni funkei na

intervalu, ktery uvnitf obsahuje interval [a,b]) jsou Riemanntv
a Newtonuv integral stejné. Proto mezi nimi nerozliSujeme,

pouzivame jeden pojem urcity integral a pocitame jej pomoci
definice Newtonova integralu. Obsah obrazce pod k¥ivkou f(z)
je roven

b
S = / f(z)dx.
a
V teorii Riemannova integralu ma vzorec

b
/ f(2)de = [F(2)]% = F(b) — F(a)

postaveni véty nazyvané Newtonova—Leibnizova véta a je to

véta udavajici, jak vypocteme urcity integral pomoci neurcitého.

Zajimavé je, ze v nékterych pripadech je vhodné postupovat
naopak a uréit neurcity integral pomoci integralu uréitého, coz
si ukdzeme v nasledujici prednasce.

Nascitani prispévku k celkové draze

1. Téleso pohybujici se po dobu At konstantni rychlosti v po
primce urazi drahu

s = vAL.

2. Téleso pohybujici se po dobu Aty konstantni rychlosti vq
po primce a poté po dobu Aty rychlosti vy urazi celkovou
drédhu

s = ’UlAtl + UQAtQ.

Toto je mozné zobecnit na libovolny pohyb skladajici se
z kone¢ného poctu usekt, kdy se téleso pohybuje konstantni
rychlosti.

k
s = 1 At] +vaAtg + - - + v Aty = Z'UiAti

=1

Prispévek za kazdou ¢ast pohybu, kdy je rychlost konstantni,
je
As = vAt,

kde v a At jsou prislusné rychlost a doba pohybu, po kterou
je rychlost konstantni.

3. Pokud se rychlost méni spojité a a a b jsou pocatecni a
koncovy okamzik pohybu, plati

s = /abv(t) dt.

Nascitani prispévku k celkové sile na prehradu

Mojzistuv most (Holandsko, pevnost Fort de Roovere) je v celo-
svetovém méritku unikatnim mostem. Je postaveny ze dreva a
zanoreny do vodniho prikopu okolo pevnosti tak, aby splyval
s krajinou. Predstavme si zjednodusené, ze vodni masu drzi
svisla drfevénd sténa a budeme se snazit najit celkovou silu
pusobici na tuto sténu tlakem vodni masy. (Ve skutecnosti most
lezi na dné a dno se zvedd smérem ke sténdm mostu. Google
umi najit stavebni pldn mostu.) Délku mostu oznadime L, vysku
stény (presnéji vzdalenost ode dna po hladinu vody) oznacime
H.

1. Tlakova sila na rovinnou plochu o obsahu S vyvolana tlakem
p je rovna
F =pS.

Tlak v hloubce h je dan vzorcem

p = hpg,

kde p je hustota vody a g tihové zrychleni.

2. Myslenkové rozdélime celou sténu na casti. Tlakova sila
na celou sténu je rovna souctu tlakovych sil, které ptisobi
na jednotlivé ¢asti. Ma smysl volit ¢asti tak, aby na nich
byl tlak konstantni. Myslenkové tedy sténu rozrezeme na
vodorovné pasky.

3. Na mysleny vodorovny pés, ktery ma vysku Az a je
v hloubce z, ptsobi tlak p = xpg. Obsah péasu je podle
vzorce pro obsah obdélnika AS = LAx. Celkova sila ptiso-
bici na tento péas je

AF = pAS = LpgzAz.

4. Celkovou silu na celou sténu najdeme sectenim vsech pii-
spévku. Formalné

F= Z LpgxAzx.


http://www.netherlands.cz/mkportal/modules/wiki/index.php/Moj%C5%BE%C3%AD%C5%A1%C5%AFv_most

Protoze téchto prispévki je nekoneéné mnoho, secteme je
integralem

H
F:/ Lpgx dzx.
0

5. Po vypoctu dostavame
H
F:/ Lpgxdz
0

H
= Lpg/ rdz
0

1 H

= Log | =22
pg|:2x]0
1 1
= Lpg |=H? — =0?
pa |51 5]

1
= —LH?pg.
5 LH Py

Tento vztah je stejny, jako kdyby na celou plochu o velikosti
1
L H pusobila tlakova sila vyvoland tlakem §H pg, tj. tlakem

v polovi¢ni hloubce.

Nascitani prispévka k celkovému toku po-
trubim

V predchozim prikladé jsme “krajeli” prehradu na vodorovné
pasy, protoze ve vodorovném sméru byl konstantni parametr,
ktery jsme potiebovali mit konstantni pro vypocet k celkovému
prispévku. V nésledujicim ptipadé je obdobny parametr kon-
stantni na kruznicich a proto budeme délit a sc¢itat prispévky
pomoci mezikruzi.

V potrubi o poloméru R tece viskozni tekutina tak, ze uprostred
mé maximalni rychlost a u stén nulovou. Rychlost ve vzdéalenosti
7 od osy potrubi je ddna vztahem

R2 _ ,,,2
U(T) T

Stredni rychlost dostaneme jako celkovy tok potrubim déleny
obsahem S = mwR?. Tok v pfipadé konstantni rychlosti je
souCinem rychlosti a obsahu priarezu. V pripadé rychlosti
nekonstantni rozdélime prufez na ¢asti AS, na kazdé ¢ésti
urc¢ime prispévek k celkovému toku a poté vse seCteme, tj.

Q= Z’UT‘AS

prufrez

= Umax

Protoze rychlost zavisi na r, je stejnd na kruznicich a proto se
jevi vhodné rozdélit prurez na mezikruzi a secist pres polomeér
téchto mezikruzi. Budeme tedy integrovat pfes proménnou 7.
Vyjadreni ) prepiseme do tvaru

Q:Zvr—

prufez

a limitnim pfechodem se zméni suma na integral a podil zmén
na derivaci, tj.

o= [

Odsud pomoci S = 7r?

R
—7r2dS
*dr—/o a5

ds
S 27r dostéavame po vytknuti
r

konstant, roznasobeni zavorek a integraci

27Tvmaa; /
R
4

rdr

_ 27T’Uma1 L 7;
2 4
2T Vmag
R2
Umazx
= A% R2,
5 T

Tok je tedy formalné stejny, jako by voda tekla v celém prifezu
rychlosti polovi¢ni ve srovnani s maximalni rychlosti ve stredu

v
trubice. Proto je Y nazyvana stiedni profilova rychlost

prufezu.

(Volné podle Dana Rihova a Jana Markové, Poznamky k pred-
naskam z Hydrauliky, predndska ¢. 3.)

Nascitani prispévki k celkovému momentu se-
trvacnosti tyce

o Kinetickd energie télesa o hmotnosti m pohybujiciho se po-

2

suvnym pohybem rychlosti v je dana vztahem E = —muo~.

Kineticka energie télesa o momentu setrvacnosti J pohy-
bujiciho se otacivym pohybem thlovou rychlosti w je dana

vztahem F = §Jw2. Odsud vidime, Ze energie potiebna

k vyvolani rotaéniho pohybu je imérnd momentu setrvac-
nosti. Moment setrvac¢nosti je tedy jakousi mirou odolnosti
télesa vuci silam, které se jej snazi uvést do rotacniho po-
hybu. Zjednodusené, vétsi moment setrvacnosti znamena,
ze téleso je stabilnéjsi.

o Moment setrvacnosti hmotného bodu o hmotnosti m vzhle-
dem k ose ota¢eni vzdalené r od tohoto bodu je J = mr?.
Pro soustavu hmotnych bodu staci prispévky secist. Pro
pripad télesa se spojité rozlozenou hmotnosti bychom mu-
seli “secist nekoneéné mnoho nekonecné malych prispévki”
a proto s¢itame integralem.

Budeme studovat rotaci ty¢e o hmotnosti m a délce L okolo osy
kolmé k ty¢i. Necht je ty¢ poloZena podél osy x a rotuje okolo

x
osy y. Kousek tyce o délce Az ma hmotnost T ma pokud



je jeho vzdalenost od osy y rovna z, prispévek k celkovému
momentu setrvacnosti je

A, om o,
AJffmx ffx Ax.

Celkovy moment setrvacnosti je dan integralem, ale zavisi na
poloze tyce vzhledem k ose otéceni.

1. Pro ty¢ umisténou levym koncem v pocatku dostavame
moment vzhledem k ose prochazejici koncem tyce ve tvaru
L L
m m |1 m 1 1
J= —2?de = — |=2°| = —-L®=_-mL*
/0 L L [3 ]0 L3 3
2. Pro ty¢ umisténou stfedem v pocatku dostdvime moment
vzhledem k ose prochézejici stfedem ve tvaru
7
m 2
= —z°d
J /_ LT - dx
2
m |1 2
= —_— 7%‘3
Al
2
m[1L3 1 L3
=TT - s
L |38 3 8
1
= —mL>%
12
Zavér.

¢ Na roztoceni tyce okolo konce je potieba vice energie, nez

na rozto¢eni okolo sttedu. Ctyiikrat vice. (Z praxe vime, ze
s dlouhym zZebfem se manipuluje nejlépe, pokud jej drzime
uprostied.)
Ty¢ o konstantni délkové hustoté 7 (dané pouzitym pru-
Fezem a materidlem) ma hmotnost m = 7L a moment
setrvacnosti vzhledem ke stiedu
L3

J = 127’L .
Vidime, ze moment setrvacnosti roste dramaticky pii zvét-
Sovani délky, s tfeti mocninou. Proto provazochodci nosi
na lané dlouhou ty¢ a proto pii extrémnich vykonech, jako
je prechod Grand Canyon, byva pouzita extrémné dlouhd
ty¢ (pro Grand Canyon 9.1 metri a 20 kilogrami, viz Nik
Wallenda).

Shrnuti, hlavni myslenky

¢ Nékdy méame zadanu rychlost, s jakou se méni velicina

a potrebujeme znat funkéni predpis pro tuto veli¢inu, tj.
hodnotu v libovolném case. To je uloha inverzni k derivaci
a Tesi ji neurcity integral.

e Prti zadané rychlosti zmény neni mozné bez zadani vycho-

ziho stavu urcit hodnotu veli¢iny, ktera se méni. Je mozné
vypocitat jenom zménu této veli¢iny za urcity Casovy usek
(Newtonuv urcity integral) anebo je FeSeni ddno aZ na po-
Catecni stav vyjadreny integracni konstantou v neurcitém
integrélu.

Nékdy potrebujeme veli¢inu, kterd nas zajima, najit posci-
tanim nekone¢né mnoha piispévkt. Toto je v situaci, kdy
se “za béhu” méni parametry tlohy, napriklad se béhem
pohybu méni rychlost pohybu. V tomto pfipadé pouzivime
Riemanniiv urcity integral, ktery je definovany jinak nez
Newtontiv, ale v prakticky zajimavych tlohach se pocita
stejné.

Dalsi aplikaci procesu opac¢ného k derivovani je tloha, kdy
jsou vlastnosti kiivky popsany pomoci derivace a hleddame
rovnici pro tuto k¥ivku. Prikladem jsou tlohy ve stavitelstvi
a studiu materidlu (ohybova ¢ara nosniku).


https://en.wikipedia.org/wiki/Nik_Wallenda#Canyon_walk
https://en.wikipedia.org/wiki/Nik_Wallenda#Canyon_walk
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