Dvojny integral

Robert Marik
2019-2021

Motivace

V praxi pracujeme s fadou velic¢in, které se pocitaji tak, ze se
parametr systému nasobi obsahem.

e 7 plosné hustoty a obsahu nasobenim obdrzime hmotnost.
e 7 hloubky nadrze a obsahu obdrzime nasobenim objem.
e 7 tlaku a obsahu obdrzime nasobenim tlakovou silu.

Je vsak otazka, jak tento pristup pouzit v pripadé, ze dany
parametr neni po celé plose na které je rozlozen konstantni.
Deska miuze byt nehomogenni, nadrz nemusi mit vodorovné
dno a ponorend deska nemusi mit vSechny své Casti ve stejné

hloubce.

Reseni této nesnéze je pouziti dvojného integralu, ktery si nyni
predstavime.

Dvojny integral

Uvazujme plo$ny materidl (desku) s danou ploSnou hustotou.
Budeme se snazit vypocitat hmotnost.

o Pokud je deska homogenni, je jeji (plosnd) hustota desky
konstantni a jeji hmotnost je mozno ziskat jednoduse jako
soucin této hustoty a obsahu.

e Pokud deska neni homogenni, ale skladd se z kone¢ného
poc¢tu homogennich kouskd, ur¢ime postupem z minulého
bodu hmotnost kazdého kousku a tyto hmotnosti poté
seCteme.

e Zbyva pripad, kdy je hustota ddna néjakou obecnou funkci.
Pokud se hustota desky méni a v obecném bodé (z,y) je
déna funkel f(z,y), miZzeme myslenkové rozdélit desku na
malé kousky, v ramci kazdého malého kousku hustotu apro-
ximovat konstantou a postupovat jako u desky z konecného
poctu (malych) homogennich ¢asti.

o Ziskand veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti. Pro jem-
néjsi déleni se presnost aproximace zlepsuje.

V limitnim prechodu kdy rozméry vsech kouskii na néz je deska
délena jde k nule dostavame dvojny integral

/ /Q f(a, y)dady,

kde Q je oblast v roviné (z,y) definovand uvazovanou deskou.
V aplikacich je casty téz zapis

/ /Q f(z, y)dA
//Q f(z,y)dS.

Linearita a aditivita

nebo

Dvojny integral je odvozen (tak jako vSechny integraly) pro
aditivni veli¢iny a proto se “dobfe snasi” se s¢itdnim (at uz
integrovanych funkci, nebo integracnich obort1) a s ndsobeni
integrované funkce konstantou. Presnéji, plati nasledujici véty.

Véta (linearita dvojného integralu). Bud fi, fo funkce
integrovatelné v Q a c1, co libovolnd redlnd cisla. Plati

//Q[lel (z,y) + cafo(z,y)|dzdy

—e / /Q f1(2,y)dady + c3 / /Q fo(,y)dudy

Véta (aditivita vzhledem k oboru integrace). Necht
je mnozina ) rozdélena na dve oblasti 2y a Qs, které maji
spolecné nejuyse hranicni body. Plati

//Q f(z,y)dedy = //Ql f(x,y)d:cdy+//ﬂ2 f(z,y)dzdy.

Vypocet

Vypocet pro oblast mezi funkcemi proménné x

V zéavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnozinu §2 definujeme,
muzeme pro vypocet dvojného integralu pouzit nasledujici véty.
Tyto véty udavaji, jak je mozno dvojny integral prepsat jako
dvojnasobny integral. Maji ndzev Fubiniovy véty.
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Obrazek 1: Oblast mezi funkcemi promeénné x.

x=@y) x =Py

. L. . . y . Obréazek 2: Oblast mezi funkcemi promeénné y.
Véta (Fubiniova véta). Necht f je funkce spojitd v uzavrené

oblasti

Q={(z,y) eR*:a<z<bap()<y<y()
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Véta (Fubiniova véta pro jiné poradi integrace). Necht
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= . . . ; v . Obrazek 3: Oblast, pro kterou jsou moznd obé poradi integrace.
Casto je mozné oblast integrace zapsat pomoci obou moznosti P J P g

uvedenych na predchozich slidech. Naptiklad oblast na obrazku



je mozno zapsat bud jako

nebo

Pro integral funkce f(z,y) pres takovou mnozinu tedy mame

dvé alternativy:
2 z?
// f(z,y) dy dz
o Jo

A4 /\; f(z,y) dx dy.

Vsimnéte si, ze nestaci prosté prohozeni integrala. Je nutno

prepocitavat meze a hrani¢ni kiivky je nutno vyjadrit jednou
jako funkce proménné z a jednou jako funkce proménné y.

V disledku tohoto dochézi v pribéhu vypoc¢tu dvéma ruznymi
zpusoby k tomu, Ze pracujeme se dvéma ruznymi integrély.

Vysledky jsou stejné, nemusi vSak byt dosazitelné srovnatelnou
namahou, jedna z cest miuze byt snazsi.

Vypocet pro obdélnikovou oblast
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Obrazek 4: Integrdl pres obdéinik.

Vyse uvedené problémy se stanovenim a pripadnym prepoci-
tavanim mezi pii zdméné poradi integrace se nevyskytuji pii
integrovani pfes obdélnikovou oblast.

Véta (Fubiniova véta na obdélniku). Necht R = [a, b] x
[c,d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce definovand a spojitd
na R. Pak plati

J[ sy =[] i)
- [ sy

Plati-li dokonce rovnost f(x,y) = g(z)h(y), pak
/ f(z,y)dedy = / da:/ h(y
R

Aplikace dvojného integralu

Matematické aplikace dvojného integralu

e Obsah £() mnoziny  vypoéteme jako integral

= / dzdy.
Q

o Integralni stfedni hodnota funkce f(z,y) definované na

mnoziné Q je
N f(z,y)dady
1(52) ’

kde p(Q2) = // dzdy je obsah mnoziny {.
Q

Fyzikalni aplikace dvojného integralu
e Hmotnost mnoziny M je

m = //M o(z,y)dzdy,

kde o(x,y) je ploSna hustota (hmotnost vztazend na jed-
notku povrchu).
e Linearni momenty hmotné mnoziny M vzhledem k osdm

Y a x jsou roviy
// zo(z,y)dzdy
M

J| vota.mazay,



¢ Moment setrvacnosti hmotné mnoziny M vzhledem
k ose je

J = //M p(z,y)o(z,y)dzdy,

kde p(x,y) je vzdalenost bodu (x,y) od osy otdceni. Napii-
klad pro osu z je p(z,y) = y a pro osu y je p(x,y) = x. Pro

osu prochézejici kolmo pocatkem je p(x,y) = /22 + y2.

Techniké aplikace dvojného integralu

¢ Souradnice téziSté mnoziny jsou podilem linedrnich mo-
mentl a celkové hmotnosti mnoziny.

o Kvadraticky moment priafezu (coZ je moment setrvac-
nosti pro o(x,y) = 1, anglicky second moment of area) je
veli¢ina, kterd hraje podstatnou roli v mechanice (nabytek,
stavby) pfi dimenzovéni (polic, nosnych ty¢i, nosniki).

e V technické praxi zpravidla neuvazujeme nekonstantni plos-
nou hustotu. Potom je mozné je bez jmy na obecnosti
nahradit jednickou. Vzorce pro obsah, z-ovou souradnici
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ment vzhledem k ose z (I,;) a kvadraticky moment vzhledem
k ose y (I,) (pro mnozinu M s plosnou hustotou 1) jsou

1

To= — // rdxdy, I, = // y2dady,
S M
1

Yo = — // ydady, I, = // z2dzdy,
S M

Vv

kde S = u(M) je obsah mnoziny M. Poloha tézisté je tedy
stfedni hodnotou funkci z a y.

Praktické aplikace dvojného integralu - tuhost
nosniki, stabilita stromt

Tuhost (odolnost viuéi deformaci) pro nosnik obdélnikového
prurezu o vysce b a Sifce a je ddna kvadratickym momentem
obdélnikového priifezu vzhledem k vodorovné ose prochézejici

Vvew

Iz:// y? dady
[-%.3]x[-3:3
s 4 R
S 2dy—a|iy?| = —ab?
/_g LT a[Sy]g 12°

Odsud méme okamzité nékolik pozorovani

e Pokud sitka vzroste dvakrat, tuhost vzroste také dvakrat.
Pokud ale dvakrat vzroste vyska, tuhost vzroste dokonce
osmkrat. Pro nosnik s pomérem stran 1:2 je pomér tuhosti
pri poloze naplacato a nastojato roven 1:4.

o Pro nosnik ¢tvercového prufezu (a = b) roste tuhost se
¢tvrtou mocninou rozmérti. Obsah (a tedy i hmotnost)
roste s druhou mocninou. Pokud tedy u nosniku se ¢tverco-
vym prurezem zdvojnasobime mnozstvi materialu, tuhost
vzroste Ctyrndsobné. Toto si muzeme predstavit tak, ze
jsme puvodni nosnik obalili trubkou vyrobenou ze stejného
mnozstvi materidlu. Protoze spolecnd tuhost je ¢tyfnasobna,
znamena to, ze pridand trubka ma trojnasobnou tuhost nez
pavodni ty¢. Proto se v konstrukcich nepouzivaji tyce, ale
trubky nebo analogické struktury (I-cka apod). I pfiroda
znd tyto zékonitosti a kosti tvorici opérny aparat zivocichi
jsou trubkovitého tvaru.

e Pro ¢tvercovy prufez roste tuhost se ¢tvrtou mocninou
délky strany

L4

Izzﬁa.

Stejnd zdvislost (pFfimd tmérnost mezi kvadratickym mo-
mentem a ¢tvrtou mocninou rozméru) musi byt u kazdého
prifezu jednoparametrického tvaru, naptiklad pro kruh.
To plyne naptiklad z véty nazyvané Buckinghamiiv I teo-
rém. Jako aplikaci uvazujme strom modelovany jako nosnik
s kruhovym prufezem. Napiiklad strom, ve kterém je dutina
o velikosti poloviny priméru kmene vétSinou vyvola obavy
ze stability. I kdyz takova dutina vypada obrovské, tuhost
se snizi o puvodni tuhost vynasobenou koeficientem

(0.5)* = 0.0625 ~ 6%.

Vidime, Ze i s hrozivé vypadajici dutinou ma kmen po-
fad tuhost 94% puvodni tuhosti (za predpokladu dutiny
uprostied kmene). Z hlubsiho fyzikdlnfho rozboru, ktery je
nyni nad rdmec naseho popisu, pevnost roste jenom s treti
mocninou a proto odolnost vici zlomeni klesne o néco vice
nez tuhost.

Aplikace dvojného integralu - tézisté slozeného
obrazce

Uvazujme mnozinu M s jednotkovou plosnou hustotou, rozdé-
lenou na dvé disjunktni casti M; a M,. Tyto mnoziny maji

Vv

1
To; = *// x dxdy, S; = / dxdy, 1=1,2.
Si M; M;

Poloha tézisté neni aditivni veli¢inou. Dvojny integral vsak
aditivni veli¢inou je. Plati

// xdwdy:// xdxdy—I—// r dzdy
M M, Mo

= 51201 + S2x02


https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem
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_ S1zo1 + S2T02
S1+ 5,

Totéz je mozné provést pro y-ovou souradnici, nebo pro libovolny
konecny pocet ¢asti. Podobné je mozné odvodit vzorec s obecnou

vy

je tedy wvdzZengm primeérem tézist jednotlivych slozek, kde vaha
kazdé slozky je urcena jeji hmotnosti. Protoze se jedna o vazeny
prumér, tj. vlastné o linearni kombinaci bodt, kdy soucet

obrazce je na tseCce mezi tézistmi jednotlivych c¢asti.

Zobecnéni vyse uvedenych myslenek na mnozinu rozdélenou na
vice Casti je jiz snadné.

Aplikace dvojného integralu - Steinerova véta

Necht je ddna mnozina M s plosnou hustotou o(z,y). UkdZeme,

vvev
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setrvacnosti i k libovolnym rovnobéznym osdm. Pro jednotkovou
plosnou hustotu dostavame jako specialni ptipad vzorce pro
kvadraticky moment, dilezité ve statice.

1
Necht m = // o(x,y)dedy, yo = —// yo(z,y)dzdy a
mJJm

(y — yo)?o(x, y) dedy jsou hmotnost, y-ova poloha
M

IwT =

vvvvvvvv

rovnobézné s osou x. Moment setrvacnosti vhledem k ose x je

Lo = // y?o(z,y) dedy.

Plat{ (piSeme zkrdcené o misto o(z,y))

Ly = // (y — yo)*o dady
M

= //M(y2 — 2yyo + y2)o dady

:// yQdednyyO// yadxderyg// o dxdy
M M M

= Lo — 2yomyo + ygm
= Ix0 — myg

Odsud dostavame
Ipo = Ipr + myg7

coz lze interpretovat tak, ze moment setrvacnosti vhledem k ose
o0 je souctem momentu setrvacnosti vzhledem k ose prochdzejici

vyvev

mnoziny vzhledem k ose o.

Aplikace dvojného integralu - tlak na svislou
plochu

Vzorec pro tlakovou silu F' = pS neni mozné pouzit napriklad
pro vypocet celkové sily ptsobici na svislou sténu nebo hraz,
protoze tlak p se méni s hloubkou a neni tedy konstantni
na celém prurezu o obsahu S. Pro obdélnikovou sténu jsme
tlohu vyfesili (viz Mojzistuv most) pomoci integrélu, pro sténu
obecného tvaru pouzijeme integral dvojny.

Uvazujme svislou rovinnou hraz M. Hrazi je pfitom myslena
rovinnd mnozina s jednotkovou plosnou hustotou, ne postaveny
trojrozmérny objekt. Pocatek kartézské soustavy souradnic
volime u hladiny, osa y sméfuje dolu, osa x vodorovné. Tlak
v hloubce y je roven p = ypg, kde p je hustota vody a g tithové
zrychleni. Na plochu o rozmérech AS v hloubce y pusobi tlakova
sila
AF = ypgAS.

Tato tlakova sila ma ve vSech bodech hraze stejny smér a
celkovou silu na hraz je mozno zjistit se¢tenim sil v jednotlivych
bodech. Podobna myslenkova tvaha jako v ivodu pro hmotnost
desky, nebo presny matematicky popis, nds dovedou k tomu, ze
celkova sila na hraz je ddna integralem

F:// ypg dzdy.
M

Protoze g a p jsou konstanty, je mozno psat

F:pg// ydxdy.
M

F = pgyoS,

vy

vztah tvar

kde S je obsah hraze. Formalné tento vztah odpovida vzorci

F =pyS, (H1)

vvvvvvvv
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neni tento poznatek nijak vazan na konkrétni tvar hraze. Musi
byt vSak splnéna podminka, ze vSechny body hréaze lezi v jedné
roviné.

Ve vypoctu vyse jsme uvazovali svislou rovinu, ale zobecnéni

na Sikmou rovinu je snadné. Staci opravit vztah pro hloubku,
protoze kdyz svislou mnozinu i s kartézskymi souradnicemi


http://user.mendelu.cz/marik/mt/mat-slidy/integraly/index_h.html#aplikace-ur%C4%8Dit%C3%A9ho-integr%C3%A1lu-tlakov%C3%A1-s%C3%ADla

pootocime okolo osy prochazejici hladinou, hloubka vSech bodu
se snizi faktorem sin a, kde « je thel mezi vodorovnou hladinou
a rovinou hraze. Formalné tato operace dopadne stejné, jako
kdybychom tekutinu nahradili tekutinou s hustotou sin a-krat
nizsi. Protoze v8ak vztah (H1) nezavisi na hustoté, nic se na ném
nezméni. Také zobecnéni na nékolik rovin je snadné. Zobecnéni

na zakiivenou plochu je naro¢néjsi a vyzaduje jiny typ integralu.

V predchozim textu jsme proménnou veli¢inu popisujici tlak
na hraz jako funkci hloubky nahradili konstantni veli¢inou,

je presné smysl stfedni hodnoty. V matematickych pojmech je
mozno fici, ze stfedni hodnota tlaku na svislou hraz je rovna
tlaku v tézisti hraze. (ProtoZe hrdz{ myslime spiSe rovinnou

plochu, tak by pTesnéjsi terminologie méla pouzivat radéji pojem
geometricky stfed. Budeme se vSak drzet ustdlené terminologie.)

Nikde ve vypoctu jsme nepouzili konkrétni meze pro integraci.

Vysledek tedy plati nejenom pro hraz dosahujici k hladiné, ale
napriklad i pro poklop vypusti, ktery je cely pod vodou.

Aplikace dvojného integralu - ptisobisté tlakové
sily

Budeme pokracovat v predchozim prikladé a hledat ptsobisté
vysledné tlakové sily.

Tlakova sila ptsobici na svislou hraz mé celkovy nulovy moment
vzhledem k ose prohazejici ptisobistém. Je-1li hraz definovana
mnozinou M a je-li y. plsobisté vysledné tlakové sily, je
v hloubce y tlak na plosku o velikosti AS roven ypgAS a soucin
(Ye — y)ypgAS je prispévek k otdcivému momentu vzhledem
k ose, prochazejici vodorovné pusobistém tlakové sily. Soucet
vSech téchto prispévku se nuluje, tedy musi platit

// (Ye — y)ypg dady = 0.
M

Odsud po vydéleni konstantami pg dostavame

//M(yc —y)ydady =0

a po roznéasobeni zavorky, rozdéleni integralu na dva a vytknuti

konstanty
Ye // ydaxdy = // y? dzdy.
M M

Nyni jiz snadno dostaneme vysledny vztah

o = ffMydedy
[y ydady

Pokud je mnozina M obdélnik, je mozné ji (po vhodné zméné
jednotek) brat jako jednotkovy ¢tverec. ProtoZe plati

1 1
// ydaxdy = =, // dexdy:f7
[0,1]x[0,1] 2 [0,1]x[0,1] 3

(H2)

1
3 2
dostavame y. = % =3 a pusobisté na obdélnikovou hréz je

v hloubce odpovidajici dvéma tretinam celkové hloubky.

vvev

vvev

je zalozena metoda nalezeni puisobisté tlakové sily pomoci
zatézovaciho obrazce.

Kvadraticky moment v ¢itateli zlomku (H2) vyjadiujiciho
Yo je Casto vyhodnéjsi rozepsat pomoci Steinerovy véty. Ve

vy

Tim dostaneme

_ I +Sy8 _ Izo
Yo=—og — =
Syo
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Shrnuti, hlavni myslenky

e Mnoho veli¢in, které nas zajimaji, pocitame jako soucin
obsahu plochy s néjakou jinou veli¢inou. Zpravidla veli¢ina
kterou takto pocitadme souvisi v objektem jako s celkem
a veli¢ina, kterou nasobime s plochou, souvisi se situaci
v jednom konkrétnim misté. Napiiklad hmotnost desky
z plo$ného materialu (vlastnost objektu) je soucinem plosné
hustoty (charakteristika materidlu) a obsahu. Celkova tla-
kova sila na hraz (vlastnost objektu) je souéinem tlaku
(vlastnost v daném bodé) a obsahu. Problém vsak nastane,
pokud vlastnosti nejsou vsude stejné. Naptiklad plosny ma-
teridl mize mit v riznych mistech rizné vlastnosti, nebo
tlak mtze byt v kazdém misté hraze jiny, protoze hraz je
napri¢ vice hloubkami. V takovych pfipadech je potieba
soucin né¢im nahradit. Prislusnd nahrada je dvojny integral.

e Vidite dvojny integral a potfebujete promyslet, co vyja-
druje? Predstavte si, ze integrovand veli¢ina je konstantni.
Potom se integrél redukuje na soucin a ten uz zpravidla je
snadné vyjadrit slovné. Napiiklad dvojny integral hloubky
jezera vypocitany pres celé jezero. Pro konstantni hloubku
se tato veli¢ina redukuje na soucin hloubky a obsahu hla-
diny. To je ale objem jezera. Proto dvojny integral hloubky
jezera vyjadruje objem vody v jezere.

e Dvojny integrél pocitame prevodem na dvojndsobny in-
tegral, tj. dva integraly, z nichz jeden je uvniti druhého.
V nékterych situacich (integral funkce sestavené jako soucin
funkei jedné proménné a poéitany pres obdélnik) se dokonce
miuze situace redukovat na souc¢in dvou integrali funkce
jedné proménné.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_prism

e Dvojny integrél je také odpovéd na problém, jak sescitat
veli¢inu rozloZenou v plose (kvadraticky moment obrazce,
veli¢ina dulezitd pro posuzovani tuhosti a pevnosti nosniki)
nebo jak ji zprumérovat (integralni stfedni hodnota funkce
dvou proménnych).



	Motivace
	Dvojný integrál
	Linearita a aditivita
	Výpočet
	Výpočet pro oblast mezi funkcemi proměnné x
	Výpočet pro oblast mezi funkcemi proměnné y
	Problematika záměny pořadí integrace
	Výpočet pro obdélníkovou oblast

	Aplikace dvojného integrálu
	Matematické aplikace dvojného integrálu
	Fyzikální aplikace dvojného integrálu
	Techniké aplikace dvojného integrálu
	Praktické aplikace dvojného integrálu - tuhost nosníků, stabilita stromů
	Aplikace dvojného integrálu - těžiště složeného obrazce
	Aplikace dvojného integrálu - Steinerova věta
	Aplikace dvojného integrálu - tlak na svislou plochu
	Aplikace dvojného integrálu - působiště tlakové síly

	Shrnutí, hlavní myšlenky

