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https://youtu.be/va5-0hR4tdQ

Parita funkce

https://youtu.be/5vRoVIXUbvE

V nasledujici definici se budeme zajimat o to, jestli existuje
néjaky vztah mezi funkéni hodnotou v bodé x z defini¢niho
oboru a v bodé opa¢ném.

Definice (parita funkce). Necht funkce f spliiuje nasledujici
podminku: z € Dom(z) = (—z) € Dom(f).

« Rekneme, 7e funkce f je sudd pokud plati f(—z) = f(z).
« Rekneme, 7e funkce f je lichd pokud plati f(—z) = —f(x).
o Rekneme, 7e funkce f ma paritu, je-li suda nebo liché.

Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y. Graf liché
funkee je stfedové soumérny podle bodu [0, 0].

U sudé funkce stac¢i mit algoritmus nebo tabulky pro kladné
argumenty. Napiiklad kosinus je suda funkce a plati

cos(—x) = cos(x).
Analogicky pro funkci sinus jako pro lichou funkci plati

sin(—z) = —sin(x).

Poznadmka (vyuziti sudosti v materidlovém inZenyr-
stvi). Funkéni hodnoty sudé funkce jsou rozlozeny symetricky
podle osy y. Pokud vime, ze tloha bude mit osové symetrické
feSeni, miizeme tuto znalost pouzit a hledat reseni mezi sudymi
funkcemi. Napriklad pfi feSeni prostupu tepla deskou, kdy stejny
fyzikalni proces probihd na obou stranach desky, je pfirozené
modelovat jenom polovinu desky a uprostred nastavit podminku,
kterd umozni sudé prodlouzeni do druhé poloviny. Vétsinou to
byva nulovost derivace. Proto se naptiklad pfi nestacionarni di-
fuzi pouzivd v definici bezrozmérného ¢asu, ktery charakterizuje
fyzikéalni proces, polovina tloustky materialu. Viz P. Horacek,
Fyzikalni a mechanické vlastnosti dieva I nebo odpovidajici
e-opora.

Sudé a liché funkce jsou, diky svym vlastnostem, v jistém
smyslu pékné. V matematice se ¢asto snazime zapsat néjaky

objekt pomoci podobnych péknych objektid. Uvidime to pozdéji
napriklad pii popisu deformace. Jako ukazku piistupu si muzeme
uz ted ukédzat nésledujici snadnou vétu. Véta je ted asi malo
uzitecna, ale nauc¢ime se na ni trik, kterym pozdéji rozdélime

objektt (soucet symetrické a antisymetrické matice).

Véta (o rozkladu funkce na souéet sudé a liché funkce).

Plati
fla) = f(z) +2f(—x) RAC) —2f(—1?)'

Kazdou funkci definovanou na (—oo, 00) je mozné takto rozlozit
na soucet sudé a liché funkce.

Priklad. Pro funkci f(x) = e” dostavame

Dvé funkce na pravé strané maji vyznam v aplikacich a nazyvaji
se hypebolicky kosinus, cosh x, a hyperbolicky sinus, sinh x.

Pfiklad. Je-li funkce f(x) polynom, potom rozkladem na
sudou a lichou ¢ast dostaneme polynomy, které jsou tvoreny
¢leny puvodniho polynomu tak, ze suda ¢ast obsahuje pravé
Cleny se sudym exponentem a licha ¢ast pravé c¢leny s lichym
exponentem.

Vyuziti parity pri technickych vypoctech

Model tfibodového namahani nosniku vykazuje dvé roviny
symetrie: uprostied (levd ptlka je zrcadlem pravé) a uprostied
podélné podle svislé osy. Staci tedy modelovat jenom Ctvrtinu
nosniku. To je vyhoda. Protoze dfevo je anizotropni material
s nelinearnimi materidlovymi vlastnostmi, trva feseni modelu i
na nejrychlejsich pocitacich dlouho a vyuziti symetrie dokéze
znacné zkratit cas vypoctu. Na obrdazku nahore je tiibodové
namahani nosniku modelované i s podporami pouzitymi pro
deformaci. Dole je zjednodusend situace, kdy nas zajimé jenom
¢ast mezi levou dolni a prostfedni horni celisti zkusebniho stroje.
Protoze se jedna jenom o vytez, konci prava strana ponékud
neprirozené. Po zrcadlovém doplnéni chybéjici ¢asti nosniku se
vsak obé poloviny spoji a vysledek bude odpovidat modelovani
celého nosniku.


https://is.mendelu.cz/eknihovna/opory/zobraz_cast.pl?cast=9180
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Obrazek 1: Tribodovy ohyb nosniku. Sleduje se velic¢ina symetricky rozloZend
vzhledem ke stredu (napéti ve sméru nosniku).
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Obréazek 2: Tribodovy ohyb nosniku s vyuzitim symetrie. Pocitd se jenom
cturtina telesa.
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Obréazek 3: Tribodovy ohyb nosniku. Sledovand veli¢ina (smykové napéti
v Tovniné boéni stény) je symetrickd, ale vlevo i vpravo se lisi znaménkem.

Na dvou obrazcich je barevné napéti ve vodorovném sméru.
Pokud bychom na predni stranu nakreslili vodorovné ¢arecky,
souvisi toto napéti se silou, ktera se snazi tyto ¢arecky natdhnout
(kladnéd hodnota, ¢ervend barva) nebo stlacit (zdpornd hodnota,
modra barva). Z popisu je jasné, Ze situace je symetricka.
7 obrazku naptiklad vycCteme, kterd ¢ast je podél nosniku
namdhana tahem a ktera tlakem a jak velka jsou tato tahova a
tlakova napéti. Co je vsak dulezité, prava polovina je zrcadlovou
kopii levé poloviny a proto neni nutné zde vypocty opakovat.
Vysledna funkce bude sudou funkei proménné z, pokud pocatek
soustavy umistime do stfedu nosniku a osu z orientujeme ve
sméru nosniku.

Tteti obrazek znazornuje smykové napéti v roviné xz, tj. v roviné
bocni stény. Pokud bychom si na bo¢ni sténé nakreslili ¢tverecky,
sledujeme timto silu, snazici se tyto ¢tverecky deformovat.
Situace je opét symetrickd, jako v zrcadle. Ale v tomto ptipadé
plati, Ze co se zkosi doprava se v zrcadle zkosi doleva a naopak.
Proto se sledovand velicina 1isi v levé a pravé ptlce znaménkem.
Bude popséana funkci, kterd je lichou funkci proménné z. Staci
vypocitat levou pulku a podle ni doplnit pilku pravou.

Pro zajimavost: u dfeva jako nelinedrniho anizotropniho materi-
alu je nutné pred vypoctem rozhodnout, na kolik elementu se
béhem vypoctu téleso rozdéli a pii vypoctu postupné zvysovat
zatizeni, sledovat poméry v kazdém kousku télesa a rozhodovat,
kdy se dostaneme mimo platnost Hookova zdkona pro deformaci
a prepneme v daném misté na nelinearni chovani. Proto vypocet
trvd cca 20 minut nebo 40 minut (podle velikosti elementti, na
které se téleso rozdéli). Oproti tomu vypocet napiiklad s oceli
trva fadové vteriny, protoze uloha je linearni, izotropni, da
se vypocitat hned konec¢ny stav a je mozné béhem vypoctu
zmensovat velikost elementi jenom v mistech, kde to je nutné.
U dieva vypocet jedné ¢tvrtiny modelu vyrazné pomuize, zavis-
lost doby vypoctu na slozitosti dokonce neni linedrni. Vypocet
¢tvrtinového modelu trva vyrazné kratsi dobu nez je ¢tvrtina
doby pro vypocet celého modelu.

Lokalni extrémy

https://youtu.be/E1Xx0QDtto0

Motivace: Jak najit minimum potencialu?

V piikladé s aproximaci potenciadlu pomoci Taylorova polynomu
se nam povedlo potencidl aproximovat pomoci kvadratické
funkce v okoli vrcholu paraboly. To je Casta tloha, protoze
systémy s potencidlni energii se ¢asto nachézeji ve stavu blizkému
minimu této energie. Otazka je, jak toto minimum najit. Budeme
reSit ponékud obecnéjsi dlohu, jak hledat nejenom miniméalni
hodnotu, ale i maximéalni hodnotu. Zaméiime se na minima,
a maxima, kterd jsou lokélni (s funkei pracujeme pouze na
ur¢itém intervalu, tfeba i kratkém).



Lokalni extrémy spojitych funkci

Nasledujici definice si vS§imaji bodu které maji tu vlastnost, ze
v okoli neni mozné najit body bud s vyssi funkéni hodnotou
(potom se jedné o lokaln{ maximum, nikde v okoli mi funkce
neukéze vice) nebo s nizsi funkéni hodnotou (analogicky, lokaln{
minimum).

Definice (lokalni extrémy). Necht f:R — R.

o Rekneme, ze f ma v bodé xq lokdini mazimum, pokud plati

f(x) < f(xo)

pro vsechna z z néjakého okoli bodu z.
e Rekneme, ze f mé v bodé xqg lokdlni minimum, pokud plati

f(@) = f(xo)

pro vSechna x z néjakého okoli bodu x.
¢ Rekneme, ze f ma v bodé xg lokdini extrém, pokud v tomto
bodé ma bud lokalni maximum nebo lokalni minimum.

Pfimo z definice lokdlnich extrémil a rostouci a klesajici funkce
plyne, ze funkce nemuze mit lokalni extrém v bodé, kde je
rostouci nebo kde je klesajici. Tuto skute¢nost vyjadiuje pomoci
derivaci nasledujici véta.

Véta (Fermatova o lokilnim extrému, nutnd pod-
minka pro lokalni extrém). Md-li funkce f v bodé x
lokdlni extrém, potom je derivace funkce f v bodé xg nulovd,
nebo neexistuge.

Predchozi véta predstavuje nutnou podminku pro lokalni extrém.
V bodé kde neni splnéna (tj. pokud je derivace v tomto bodé
kladnd nebo zdpornd) extrém nemuze nastat. Tim je eliminovédno
obrovské mnozstvi bodt z defini¢ntho oboru funkce. V prakticky
vyuzitelnych pripadech ndm po této eliminaci ¢asto ztistane
jenom jediny bod, podobné jako v nésledujici tloze.

Priklad: Nosnik maximalni tuhosti

Priklad. Z kulatiny o prameéru d chceme ziskat nosnik obdél-
nikového prirezu, ktery se pri zatizeni co nejméné prohyba.
Z fyzikalnich dvah vime, Ze musi byt maximaln{ sou¢in wh?,
kde w je sitka a h vyska nosniku.

Trik 1: Budeme mérit jednotky v ndsobcich pruméru. Proto je
d = 1. Mtzeme tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze
kulatina mé jednotkovy prameér.

Z Pythagorovy véty (nakreslete si prufez, tj. obdélnik vepsany

do kruznice) plyne w = v/1 — h? a snazime se tedy Fesit ilohu

wh?® = h*y/1 — h2 — MAX,

kterd mé fyzikaln{ smysl na intervalu (0, 1).

Trik 2: Protoze wvazujeme jenom kladné délky, je funkce kladnd
a bude maximdlni tam, kde bude mazimdini jeji druhé mocnina.
Je tedy mozné studovat ekvivalentni tlohu

(wh®)? = h®(1 — h?) = h® — h® — MAX

na intervalu (0,00). Vyhoda je zfejma: misto sou¢inu dvou
funkci, z nichz jedna je navic slozend, studujeme dvouclenny
polynom. Pro funkci

Fh) = b~ 1®
dostavame d
<T£ = 6h° — 8h" = 2h5(3 — 4h?).
Tato derivace je nulova pro
B =3
4

tj.

Pro tuto vysku bude mit nosnik maximalni hodnotu tuhosti.
Sitka nosniku bude

3 I 1
= 1— 2: 1—7: - = —=.
w=VI=ht=y 17 \/; 2

Pomeér vysky a sitky u nosniku maximélni tuhosti tedy bude
V3 : 1 a §fika bude rovna poloviné priiméru.

Online vypocet.

Postacujici podminka pro lokalni ex-
trém

https://youtu.be/W7Kf-waoHQE

Pokud fesime tlohu s praktickym zadanim, je z povahy tlohy
Casto zfejmé, ze lokalni extrém pozadovaného typu existuje a
casto to byva jediny bod, kde je derivace nulova. V takovém
pripadé pro identifikaci lokalniho extrému sta¢i nutnd podminka.
Pokud bodu vyhovujicich nutné podmince mame vice, nebo
pokud je situace méné zretelnd, mizeme existenci lokalniho
extrému posoudit pomoci nésledujici véty. Ta predstavuje
dostatecnou (postacujict) podminku pro lokdlni extrém. Staci
aby tato podminka byla splnéna a muzeme s jistotou usoudit,
ze v bodé je extrém a jaky.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUM9QSFHX5OVK08jQtM2IM9YqLiwq0UiJM9LNiDMCihdn5JdrpOmlZKaBVGAI6BXn55SlgmQAYWkWzQ==&lang=sage

Véta (postacujici podminka pro lokalni extrémy). Je-li
f spojitd v bode xy a méni-li se v bodé xq funkce f z rostouci na
klesajict, md funkce f v bodé xq lokdlni mazimum. Analogicky,
lokdlni minimum nastdvd pri zméne z klesajici na rostouct.

Podle této véty jsou intervaly monotonie zasadni informaci pro
nalezeni lokalnich extrému. Vzhledem k souvislosti monotonie
s derivaci je tedy nutné se vénovat nalezeni intervala, kde ma
funkce kladnou derivaci a intervali, kde mé funkce zapornou
derivaci.

Bolzanova véta

N

L _
~

Obréazek 4: Bolzanova véta je jedna z téch, které cloveéka neprekvapi. Pokud
se md funkce spojité prehoupnout z jedné strany osy na druhou, musi tuto
osu nekde protnout.

Pro nalezeni intervall, kde je vyraz zavisly na jedné proménné
kladny a kde zaporny je vynikajicim néstrojem Bolzanova véta
predstavena v nasledujicich odstavcich. Hodi se naptiklad pro
nalezeni intervali, kde ma funkce kladnou a kde zapornou
derivaci, coz vyuzijeme pTi nalezeni intervalli, kde je funkce
rostouci a kde klesajici.

Bolzanova véta je pomérné nazorné tvrzeni. Hlavnim prinosem
prazského matematika Bernarda Bolzana bylo, ze si uvédomil,
7e toto tvrzeni neni snadnym dusledkem definice spojitosti a ze
pres nazornost tohoto tvrzeni je nutno podat jeho presny dukaz,
ktery rozhodné neni jednoduchy. Jina, zdédnlivé nevinna tvrzeni,
vsak pravdiva byt nemusi. Zde se nabizi souvislost se spojitosti
funkce a nakreslitelnosti jednim tahem. Bolzano naptiklad nasel
funkci, kterd je spojitd, ale jeji graf je tak komplikovany, ze se
nedé nakreslit.

Podminka f(a)f(b) < 0 v nasledujici vété znamend, ze funkéni
hodnoty funkce f v bodech a a b se lisi znaménkem.

Véta (Bolzanova véta). Necht f je spojitd funkce na inter-
valu [a,b] a f(a)f(b) < 0. Potom existuje ¢ na intervalu (a,b)
takové, Ze plati f(c) = 0.

Dusledek.

e Na intervalu, kde je funkce spojitd a rizna od nuly, se
zachovava znaménko funkce, tj. funkce je zde bud porad
kladnd nebo porad zaporni. Mezi obéma variantami se
muzeme rozhodnout testovanim znaménka funkce v jednom
libovolném bodé intervalu.

e Na intervalu, kde méa funkce spojitou a od nuly rtznou
derivaci, se zachovava monotonie funkce, tj. funkce je zde
bud potad rostouci nebo porad klesajici. Mezi obéma vari-
antami se muZzeme rozhodnout testovidnim monotonie (tj.
znaménka derivace) v jednom libovolném bodé intervalu.

Poznamka. Lokalni extrém nastava tam, kde je funkce spojita
a kde se méni monotonie. Nenastava tam, kde se monotonie
spojité funkce neméni. Pfirozené nenastdva ani tam, kde funkce
neni definovana.

Priklad. Najdéte lokalni extrém funkce y = — e Derivace
x
CET ()
(z2 +1)2

Piiklad. Najdéte lokalni extrém funkee y = i
X
;o 2(x + 3)a?
(2 +2)2

5" Derivace je

Priklad: kriticka tloustka izolace trubky

Nasledujici priklad je ponékud prekvapivy. Predstavme si, ze
potirebujeme obalit horkou trubku izolaci, abychom snizili
tepelné ztraty. Izolace se zahfeje od trubky a vyzaruje teplo do
okoli. Vyzarené teplo je imérné rozdilu teploty povrchu izolace
a teploty vnéjsiho okoli a také plosnému obsahu povrchu izolace
(vétsi plocha vice vyzaif). Roli hraje i kvalita povrchu, to je
skryto v prislusné konstanté imeérnosti. S danym materidlem
potiebujeme tedy u izolace dosdhnout toho, aby jeji teplota
a povrch byly co nejmensi. Teplotu snizime, pokud udélame
izolaci silnéjsi, to ovsem zvysi jeji povrch. A z vétsiho povrchu
se vyzari vice tepla. Pridavani izolace by tedy mohlo byt
kontraproduktivni. Zd4 se to byt proti logice, ale logika nés
nékdy muze zavést na zcesti a stoji za to jev prozkoumat.

Nejprve ukézeme, ze pridavani izolace opravdu muze zvysit
tepelné ztraty, ale potom se uklidnime tim, ze v praktickém
zivoté, napriklad pri izolovani topendaiskych trubek, tento
problém neméme. Potfebujeme dva vzorce, které dodé fyzika,
poté jiz budeme pracovat ¢isté matematicky.

Teplo Q, které projde za jednotku casu pfi ustdleném vedeni
tepla povrchem trubky délky L o vnitinim poloméru r, vnéjsim



poloméru R je dano vztahem

O . R
m= =T, —T
onLk Ly T

)

kde T} je teplota uvnitt, T5 teplota na vnéjsim okraji a k je
tepelna vodivost materidlu. Tento vzorec odvodime pozdéji
v prednésce o integralu.

Teplo @, které za jednotku ¢asu vyzari plocha trubky o poloméru
R a teploté T, do okoli o teploté T, vztazené na jednotku

povrchu trubky, je pfimo tmérné rozdilu teplot a povrchu, tj.
plati

Q
e RL — MTy — Too).
Odsud
Q T, —T (%)
h2nrRL o
Sectenim ohvézdickovanych vztaht dostaneme
Q (1. R 1
m <kln7’+hR) :T1 —Too.

Tento vzorec popisuje tepelné ztraty pri izolaci trubky o vnitinim
poloméru r a teploté Tj izolaci o vnéjsim poloméru R ve
vnéjsi teploté T,. Parametry izolace jsou tepelna vodivost k a
s koeficient prostupu tepla h. Budeme sledovat, jak se chova
veli¢ina @ (tepelné ztraty) jako funkce proménné R.

Tl—TOO
1 R 1
Eln +ﬁ

s

Q(R) =2nL

Pokud chceme minimalizovat tepelné ztraty ), musime maxi-
malizovat jmenovatel

1. R 1 1 1 1
R=-ln—+-—=-InR- -1 —R7
JB) =gt g = gli- gty
Ostatni velic¢iny jsou totiz konstantni. Plati
df 11 1 o Rh—Ek
—— =——4 —(-1 = —.
dR kR h( )R khR?

Derivace je nulova pro

k
R=—
h
a v okoli tohoto bodu méni znaménko ze zaporného na kladné.
Proto ma funkce f(R) v tomto bodé minimum. To odpovida

maximu funkce Q). Hodnota R = — tedy odpovidd maximu

funkce tepelnych ztrat Q). Pro mensi polomér izolace pridavani
dalsi izolace paradoxné zvysuje tepelné ztraty. Nazyva se kriticky
polomér izolace.

Online graf funkce
Pti pouziti béznych materialu pro izolaci vodovodnich a tope-
narskych trubek je kriticky polomér tak maly, ze pii praktické

realizaci s nim nemusime pracovat a material se chova dle
ocekavani, tj. vice izolace znamend mensi ztraty.

InzZenyr, ktery ma navrhnout izolaci elektrického vodice ovsem
vidi problém trochu jinak. Potfebuje naopak tepelné ztraty ma-
ximalizovat aby se vodi¢ zbavoval tepla vytvoreného prichodem
elektrického proudu. Proto by izolace neméla prekrocit kriticky
polomeér.

Odbocka: triky pro praci s funkcemi 1

1. Vhodnou volbou jednotek dokdzeme eliminovat nékteré
parametry. Presnéji, vhodnou volnou jednotek dokazeme
nékterym parametrim dat konkrétni numerickou hodnotu.
Vysetfovana funkce je potom casto jednodussi. Videéli jsme
v prikladé s vytesanim nosniku maximélni tuhosti z kula-

tiny.
2. Je-li g rostouci, potom z definice rostouci funkce plynou
ekvivalence
f(x) < flzo) <= g(f(x)) < g(f(x0)),

<
f(@) > f(zo) = g(f(x)) > g(f(z0))

a proto funkce f(z) a g(f(x)) maji lokdlni extrémy ve
stejnych bodech. Toho je mozné vyuzit, pokud vidime, ze
pri vhodné volbé funkce g by byla funkce g(f(z)) vhod-
néjsi pro hledani lokalnich extrémi. Vidéli jsme v prikladé
s vytesanim nosniku maximalni tuhosti z kulatiny.

3. Podobné jako v pfedchozim bodé je mozné uvazovat i kle-
sajici funkce g. Ale protoze klesajici funkce obraci smér
nerovnosti, méni se lokdlni maximum na lokdlni minimum
a naopak.

f(x) < flxo) <= g(f(2)) = g(f(20)),
f(@) =z f(xo) <= g(f(2)) < g(f(x0))

Videéli jsme v prikladé s tepelnymi ztratami tepelné izolova-

2
<

1
nych trubek. Zde jsme vyuzili toho, ze zizeni funkce — na
x

kladna ¢isla je klesajici.

Buckinghamiiv II-teorém

https://youtu.be/C4_3IbbLpil

Naucime se, ze nékteré vztahy mezi veli¢inami se daji urcit
z fyzikdlnich jednotek téchto velic¢in.

Existuji télesa, kterd jsou zavisla jenom na jednom délkovém
parametru a pokud tento délkovy parametr zvétSime k-krat,
povrchy a obsahy na tomto télese se zvétsuji k2-krat a objemy
k3-krat. To je princip zndmy z elementdrni matematiky jako
podobnost. Proto objem koule o poloméru r je objem koule
o jednotkovém poloméru vynasobeny faktorem r* a analogické
tvrzeni plati i pro krychli. Podobnost nachdzime i v zivé

piirodé. Vyrazna je napiiklad u ryb, kdy velka ryba je casto


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJw1jkuOgzAQRPdI3KGlLGIzngDZc4JkM4h91CGOaOzYlmMswemnmc-upH6vqg8w6KCt07CliGmFEAlo89ZndAQpLnezwozGw3NxZtSQnZ7fNHkIDL10XH5wHPWpLA5wyWgpYaLMdmBbTwoccqux-ICkg_UJYdbAqnYIma9vfx9pnCD67UF2gb3ol1z_P0DwxlvijbIYbq0abuSeae1a1ZRFVFcObVkYNXXnPWSM4tgfZVl8iV525ypQda0Em59_pqxFW5vKOtHXUX60tZiqXrKwz4rdUqJXzYnrGqnWF7mukd96J18r&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

tvarové blizkd zvétSené malé rybé (viz S. Vogel, Comparative
biomechanics, kap. 3). V technickych aplikacich najdeme stejny
princip u skladovéni sypkého materidlu (pisek nasypany na
hromadu zaujme tvar kuzele, tihel u vrcholu je dany vlastnostmi
pisku) nebo vyprazdiovdni nddrze ve tvaru trychtyie (tekutina
ma tvar kuZele s thlem u vrcholu danym trychtyfem).

Rozsifeni myslenky podobnosti je rozmérova analyza. Ta je

zalozend na poznatku, ze fyzikdlni zakony je mozno vyjadiovat
v ruznych jednotkach. Formalni postup umoznuje napriklad

nasledujici véta.

Véta (Buckinghamav Pi-teorém). Rownici

FQ(LUl,ZL’Q, 000 ,Zl'n) = O,
resp.

x1 = F(xa,...,2,),

kterd vyjadruje fyzikdlni zdkon a obsahuje n velicin (vcetné
fyzikdlnich a materidlovjch konstant) vyjddrengch pomoci m
zakladnich jednotek je mozno zapsat jako rovnici vyjadrenou
pomoct (n —m) bezrozmérnych parametri, tj.

fo(ﬂhﬂ.Qv e 77rnfm) — 07

nebo

T = f(may ..o s Tnem)-

Formalni tvar a metoda vybéru bezrozmérnych parametrii
jsou v tuto chvili pro nds pomérné komplikované a proto bude
nejjednodussi si problematiku ukézat na prikladech. Jejich hlav-
nim smyslem je to, ze vztah mezi veli¢inami odhalime (az na
detaily typu multiplikativn{ konstanta) jenom z fyzikalnich jed-
notek, bez hlubsi znalosti fyzikdlniho pozadi. Staci identifikovat
relevantni parametry.

Pfiklad (vztah mezi rychlosti, drdhou a dobou u po-
hybu konstantni rychlosti). U pohybu konstantni rychlost{
jsou relevantni parametry rychlost v v kilometrech za hodinu,
doba t v hodinach a drdha s v kilometrech. To jsou tii veliciny
vyjadirené pomoci dvou zdkladnich jednotek. Existuje tedy
jedind bezrozmérnd veli¢ina, pomoci které je mozno zapsat sou-
vislost mezi parametry pohybu. Tu je mozno sestavit jedinym
moznym zpusobem (aZ na pripadné mocniny) a to ve tvaru

vt
T = —.
s
Podle Buckinghamova teorému tato veli¢ina musi byt konstantni,
. . ., vt o [
tj. musi platit — = k pro néjakou konstantu k. Prozkoumanim

S
modelového ptipadu, kdy rychlost, drdha i ¢as jsou jednotkové,
vidime, Ze konstanta musi byt rovna jedné a proto plati

— =1
S

Loy S v .
Odsud jiz snadno nalezneme v = — a dalsi variace vzorce pro

rovnomeérny pohyb tak jak je zname ze zakladni skoly.

Priklad (vztah mezi objemem a povrchem koule). Pro
nalezen{ pfepo¢tu mezi objemem koule V' (v metrech krych-
lovych) a povrchem koule S (v metrech ¢tvere¢nich) mame

n = 2 (veli¢iny S a V) a m = 1 (jedind zékladni jednotka

metr). Tedy plati n — m = 1 a vztah se dd zapsat pomoci jedné
bezrozmérné veli¢iny. Pro tuto veli¢inu existuje jenom jedina
mozné varianta: m; = V2S73. Potom je funkce f konstantni a
pro néjakou hodnotu k plati

V2873 =k

a odsud
V? =ES3.

Tedy vhodné mocniny objemu a obsahu jsou si timérné. Tento

vysledek je mozné ziskat i kombinaci vzorcu V = §7rr3 a
S = 4mr?, ovSem je nutnd znalost téchto vzorc a provedeni
netrivalniho mnozstvi matematickych vypoctu. Jako vysledek
takové detailnéjsi analyzy bychom navic védéli, jakéd je hodnota
konstanty timeérnosti k. My jsme si vsak chtéli ukazat dosazeni
vysledku s minimalni ndmahou a s minimalnimi vstupnimi
znalostmi, abychom podobny postup mohli pouzivat i v jinych
ptipadech, kdy alternativni postup nemame k dispozici.

Pfiklad (tuhost nosnika ¢tvercového a kruhového pri-
Fezu). Veli¢inou ovliviiujici tuhost nosniku pfi daném materia-
lovém slozeni je kvadraticky moment prifezu I v jednotkach
metr na ¢tvrtou. Pokud je prifez nosniku dany jenom jednim
délkovym parametrem a (napiiklad ¢tvercovy nebo kruhovy
prufez), mame stejny piipad jako vyse, kdy pocet parametri
o jednicku prevysuje pocet zdkladnich jednotek: n =2 a m = 1.
Vztah mezi kvadratickym prifezem I a rozmérem a se da
vyjadrit pomoci jedné bezrozmérné veliciny a mame vlastné
jenom jedinou moznost jako tuto veli¢inu sestavit:

1

T = —.
a?

Stejné jako v predchozim prikladé existuje konstanta k takovi,

ze — =k, tj.
at ]

I =ka.

Po sezndmeni se s dvojnym integralem uvidime, ze pro ¢tvercovy
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Priklad (tuhost nosniki obdélnikového prufezu). Bu-
deme pokracovat v predchozim prikladé. Pro obdélnikovy
prufez o rozmérech w krat h je m = 3 (tfi veli¢iny w, h, I) a
n = 1 (jedind zékladni jednotka metr). Pokud vsak vime, 7e dva
nosniky vedle sebe se prohybaji stejné, jako by byly spojeny,
vime, ze mezi I a w musi byt pfima imérnost. Proto miizeme
misto kvadratického momentu priarezu pracovat s kvadratickym

prifez o strané ctverce a je k =



I
momentem na jednotku sitky — v jednotkdch metr na treti

w
a potom stejné jako v minulém pripadé existuje konstanta k

I
takova, ze — = kh>, tj.
w
I = kwh3.

To je presné v souladu s tvrzenim, které jsme pouzili v prikladu
s maximalizaci tuhosti nosniku obdélnikového prifezu, kdy jsme
tvrdili, Ze mirou tuhosti je sou¢in wh?.

Pokud vice nosnikii pokladame na sebe nebo vedle sebe, tuhost
se scita. Pokud nosniky vedle sebe slepime bo¢nimi hranami, nic
se nezméni, protoze na spoji neni zadné tahové napéti. Tuhost
tedy roste linearné s sitrkou. Pokud tri nosniky polozime na sebe,
vzroste tuhost na trojndsobek jednoho nosniku. Tuhost nosniku
vsak také roste se tfeti mocninou vysky. Nosniky polozené na
sebe a slepené se chovaji jako jediny nosnik. Pokud t¥i nosniky
slepime nebo spojime hiebiky, vzroste tuhost 33-krat, tj. 27-krét
v porovnani s jedinym nosnikem. TFi spojené nosniky maji
tedy devitindsobnou tuhost v porovnani se tfemi na sobé volné
polozenymi.

Vektorové funkce, gradient

https://youtu.be/trdMQ6WOGIlk

Vystupem vektorové funkce je vektor. Vstupem je bud realné
¢islo (funkce jedné proménné), nebo vektor. V prvnim piipadé
se jednd o parametrickou kfivku v roviné nebo v prostoru,
ve druhém pripadé byva zpravidla na vstupu stejny pocet
veli¢in jako na vystupu a jednd se o vektorové pole (kazdému
bodu v roviné je pritazen rovinny vektor nebo kazdému bodu
v prostoru je pfifazen prostorovy vektor). Vektory zapisujeme
pomoci jejich komponent nasledovneé.

F=(P,Q,R) = Pi+ Qj + Rk = P&, + Q& + Rés

Gradient

Pokud nerovnomérnost v prostorovém rozlozeni skalarni veliciny
iniciuje néjaky déj, je nutné znat smér, ve kterém tato veli¢ina
roste nebo klesa. To jsme vidéli naptiklad u rovnice vedeni tepla,
kde nerovnomeérnost v prostorovém rozlozeni teploty dava vznik
toku tepla. V jednorozmérném pripadé byla situace jednoduché
a stacdi se ridit znaménkem derivace. Ve dvourozmérném nebo
trojrozmérném pripadé je bohuzel situace slozitéjsi ale i zde

mame nastroj pro detekci smért ve kterém veli¢ina roste nebo
klesa a také intenzity tohoto rustu nebo poklesu.

Definice (gradient). Bud f(z,y) funkce dvou proménnych,
kterd ma parcidlni derivace. Gradientem funkce f rozumime

vektor of of

Poznamka. Formalné téz Casto piseme
g 0
- | [
ox’ Oy

0
kde V = ( je operator, se kterym pracujeme jako

9 9
ox’ Oy

s vektorem. Nazyva se nabla nebo Hamiltonuv operdtor.

Poznamka (fyzikdlni vyznam gradientu). Gradient ska-
larni veli¢iny f je vektorova veli¢ina, kterd vyjadiuje smér a
intenzitu maximalniho rustu veli¢iny f. Presnéji, vysledkem gra-
dientu je vektor ve sméru maximéalniho ristu veli¢iny f. Délka
tohoto vektoru je nartst veli¢iny f na intervalu jednotkové délky.
Pro rovnomérné rozlozenou veli¢inu v prostoru (konstantni)
je gradient nulovy. Proto je mozné gradient chépat jako miru
nerovnomérného rozlozeni veli¢iny v prostoru. Rada fyzikalnich
déju probiha tak, Ze tato nerovnomérnost vyvold proudéni,
které se snazi tuto nerovnomeérnost vyrovnat, napriklad vedeni
tepla nebo difuze. V praxi nas proto vétsinou zajiméa smér
maximélniho poklesu, tj. =V f.

Linearni aproximace rovinné transformace

—>
_ Guy dL
Jy Y
u,(x, y+dy) T
C D
AY
dy T
u,(x y)
A dx B
e way ——
I(— u(x+dx, y) ————>

X

N
>

Obrazek 5: Pusobenim sily se element materidlu miZe posunout,
rotovat, deformovat. Tuto zménu potrebujeme zachytit. Zdroj:
hitps://physics. stackexchange.com/questions/311716/geometric-
derivation-of-the-infinitesimal-strain-tensor/311744


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVghILErMTS0pykzOrlSoSkxJzEtUyC7KLMtO5OXi5SqxLUss0lAvUdfk5SqAq4wvyMkv0YhOzi_WKNHUUSjOzAPSsToKGgY6BZmamgDCkhs_&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVghILErMTS0pykzOrlSoSkxJzEtUyC7KLMtO5OXi5SqxLUss0lAvUdfk5SqAq4wvyMkvMU7RiC7RSs4v1ijR1FEo0SrOzAOxSmJ1FDQMdMy0CjI1NQHngx4S&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyr0KnUqbItSyzSUK9QqFSoUtfk5SrIyS-JL0tNLskvik_LTM1J0dDQrdSp0NRR0KjQ0TXUMQSxKqGsxOICoMr4osSSzHxbQ00A7BcYPA==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

Nasledujici pasaze jsou motivaci pro tematicky celek, kterému
se za¢neme vénovat na dalsi pfednésce.

Rozsituji linedrni aproximaci na pripad, kdy chceme popsat

transformaci roviny. Protoze v tomto pripadé pracujeme se

dvéma souradnicemi, je nutno uvazovat dvé funkce (pro kazdou
soufadnici jednu funkci) a kazdéd funkce zavisi na dvou pro-

ménnych (na obou souradnicich). Popis, ktery si predstavime,
vyuzijeme pri popisu matematického namahani pti odvozeni

veli¢in, na nichz je zalozen obecny Hookuv zakon davajici do
souvislosti deformaci materidlu a pusobeni vnéjsi sily.

Linedrni aproximaci funkce jedné proménné muzeme zapsat ve
tvaru
df

Az) ~ —A
Jla+ A~ [+ LA,

kde na pravé strané pro stru¢nost nevypisujme zavislost na z.

Podobné muzeme zapsat linedrni aproximaci pro funkci dvou
proménnych x; a xo ve tvaru
of of

f($1—|—Ax1,x2)%f+a—m, f(a:l,xg—s-A@)zf-s-aTCQ,

Uvazujme nyni mechanické namahéani, kdy se téleso posunuje,
rotuje a deformuje vlivem ptisobeni vngjsi sily a bod (z1, z2) se
posune o (u1(z1,x2), us(x1, z2)). Pomoci linedrnich aproximaci

ou ou
w1 (w1 + Azmq, m2 + Az) & uy + Az, + 2L A,
o0y 0o
ou ou
up (1 + Azy, 19 + As) ~ ug + —Azy + —

—A
81‘1 8$2 2

dostdavame aproximace této transformace. Pri transformaci
ve 3D je situace podobnd, jenom jsou zde dalsi ¢leny od
tretich souradnic. Aby se situace nestala neprehlednou, je
klasicky zpusob zapisu neudrzitelny. Nastroj pro prehlednou
formulaci linearni aproximace dostaneme k dispozici pozdéji
po probrani maticového poc¢tu a maticového nasobeni. Poté
budeme diky linearni aproximaci schopni zformulovat souvislost
mezi deformaci a ptisobenim vnéjsi sily.

Za vyse uvedenou linearni aproximaci vsak platime jistou
dan. Linearni zobrazeni mimo jiné transformuje pfimky na
primky, rovnobézky na rovnobézky, stied tisecky na stred
tsecky. Deformaci, kterd tyto podminky nespliuje, tim padem
nemuzeme podchytit. Linearni aproximace je presna jenom pro
relativné malé deformace. Proto se také vysledny produkt, ke
kterému se v pribéhu semestru dopracujeme, nazyva tenzor
malych deformaci.

Shrnuti, hlavni myslenky

e Derivace dokaze detekovat rist a klesani funkce a diky
tomu dokazeme také detekovat body, kde se rust zastavi
a zmeéni na klesani nebo naopak. Tyto body nas pfirozené

zajimaji, protoze v téchto bodech je studovand veli¢ina
maximélni nebo miniméalni a to ma dopad pfi minimalizaci
naklad, maximalizaci pevnosti ¢i zisku a jinych tlohach
z praktického zivota.

Silnym nastrojem dokazi byt i jednodussi postupy, jako
naptiklad rozmérova analyza reprezentovana Buckinghamo-
vym II teorémem.
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