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Aplikace derivaci 3: Jak citlivé? (reakce
na zmeénu)

https://youtu.be/uKO6IZwraOQ

Derivace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska citlivosti reakce
funkce na zménu vstupnich dat, udava, jaky vliv ma jednotkova
zména ve vstupnich datech na zménu funkéni hodnoty funkce.
Pokud zména ve vstupnich datech neni jednotkova ale nasobek
jednotkové zmény, je i odezva nasobna.

Pozndmka (derivace jako méritko citlivosti funkce na
zménu vstupnich dat). Bud f: R — R funkce takova, zZe
mé derivaci. Pokud se veli¢ina x zméni z hodnoty xy o hodnotu
Az (tj. novd hodnota je z¢ + Ax), potom se f méni pfiblizné
o f'(xo)Aw, tj.

Af = f(zo)Az

neboli

df(zo)

Az.
dx .

Af =~

Tato aproximace je pouzitelnd pro malé hodnoty Az.

Co se rozumi malou hodnotou Ax zavisi na vice faktorech, na-
priklad i na tom, jak se funkce “vzpird” tomu, byt aproximovana
vyrazem umérnym Ax. Pfesnéji tuto podminku zformulujeme
po probrani Taylorova polynomu, kdy se pouzije o néco obecnéjsi
postup.

Priklad. Nosnik vysky h, sitky a a délky L je uprostied zatizeny
silou F'. Pruhyb s uprostred nosniku je dan vztahem

FL?

* T 1Eah?’ (1)

kde E je materidlova konstanta. Pro h = 20cm je prihyb

s = 10cm. Zjistéte, jak se prithyb méni pfi zménéich vysky

nosniku. Odhadnéte, jak se prihyb zméni, pokud se h snizi na
18 cm?

Reseni. Relevantnimi veli¢inami jsou s a h a vzorec je tedy
mozno shrnout do tvaru

kde k je konstanta charakterizujici danou situaci. Pro zadané
hodnoty vysky a pruhybu vychazi konstanta

k = sh® =10 x 20° = 80000.
Vzorec (1) tedy redukujeme na
s = 80000h°.

Derivovanim obdrzime

ds = 80000 x

~ 3 x80000
dh '

(_3)h_4 = hA

Zména vysky nosniku je
Ah=18-20=—2cm

a tomu odpovida zména prihybu

3 x 80000

As = 2077

(—=2) =3cm.
Prihyb se tedy zvétsi o 3 cm.

Poznamka (smysl pfedchoziho pfikladu). Pro¢ nepodi-

tdme presné? Stacila by selska logika a zména funkce s = 7
by byla
k k

(h+Ah)> b3
Odpovéd je prekvapiva: pomoci derivaci je vyjadireni zmény
v naprosté vétsiné pripadu jednodussi. V tomto nasem pripadé
mame

As = (2)

3k
Tond
coz je na dalsi praci mnohem prijemnéjsi vyraz, nez rozdil dvou
zlomku (2). Skutec¢nost, Ze plati pouze pro malé Ah néds nijak
neomezuje. Vétsinou se tento aparat pouziva tam, kde se chyba
limitnim pfechodem “stdhne na nulu”. Navic, ukazujeme koncept.
Dulezité je si z prikladu odnést, Ze derivace umozni analyzovat,
jak vypocitané veliciny reaguji na zmeéeny ve vstupnich datech.
Viysledkem maize byt napriklad mazximdlni teoretickd presnost
se kterou je mozné vypocitat vyslednou velicinu pri vstupnich
datech zatiZengjch chybou nebo néjakym zpiusobem nejistych
(zdkon siTent chyb).

As Ah,



Linearni aproximace

https://youtu.be/-3h53Ivl_Pc

V nasledujicich pasazich se budeme vénovat linedrni aproximaci
funkce. To je nahrazeni funkce s jakkoli slozitym funk¢nim pred-
pisem funkef s tim nejjednodussim moznym predpisem: linedrni
funkci. Tim se pochopitelné dopoustime jisté nepresnosti a je to
néco za néco: k popisu tlohy mame poté k dispozici jednodussi
funkce, ale vypocty jsou zatiZzeny chybou. Nékdy tato chyba
muze byt tak velkd, ze je idea linearni aproximace naprosto
nepouzitelna. Ale jindy se jednad o nastroj, ktery prakticky
neresitelnou tlohu prevede na tlohu snadno zvladnutelnou. Li-
nearizace nelinearnich 1loh je jednim ze zakladnich inzenyrskych
postupid. V mnoha pripadech dava samotna dobré vysledky a
fesi zadany problém, v jinych ptipadech slouzi jako odrazovy
mustek ke zvladnut{ nelinedrniho problému.

Linearni aproximace v 1D

Pokud se funkce méni, mizeme odhad zmény z predchoziho

odstavce pric¢ist k funkcni hodnoté a tim mame odhad funkéni
hodnoty po zméné. Toto je principem linedrni aproximace, neu-
véritelné jednoduché a pritom velice mocné techniky pouzivané
inzenyry k tomu, aby se popis problémi a feSeni tloh viibec

daly efektivné zvladnout.

Véta (linearni aproximace). Bud f : R — R funkce, kterd
md derivaci. V okoli bodu xq plati priblizny vzorec

f(@) = f(zo) + f'(z0)(x — 20)

neboli

fz) =

Poznadmka (slovni interpretace vzorce pro linearni
aproximaci). VySe uvedeny vzorec neni tézké rozsifrovat.

e Veli¢ina f(x) je funkéni hodnota v bodé z, tu chceme
odhadnout.

o Veli¢ina f(x¢) je zndmd funkéni hodnota v bodé zg, to je
vychozi bod pro odhad.

o Veli¢ina f'(zo) je odhad zmény veli¢iny f zpiisobeny jed-
notkovou zménou vstupnich dat (zvyseni hodnoty xg o jed-
notku). Tento faktor jesté v dalsim kroku musime pfizpu-
sobit tomu, ze zména vstupnich dat neni jednotkova, coz
udélame s vyuzitim primé timérnosti.

o Veli¢ina f'(zo)(x — x¢) je odhad zmény veli¢iny f vyvolané
zménou veli¢iny x z zg o Ax = x — xg tak, jak jsme jej
pouzivali v minulé prednasce.

Poznamka (alternativni vzorec pro lineirni aproxi-
maci). Vzorec pro linedrni aproximaci se ¢asto piSe v ekviva-
lentnim tvaru

fl@+h) = f(z) + f'(2)h,

coz ziskame dosazenim = + h za = a x za xg.

Priklad (riast stromu). Strom méa v roce 2019 vysku 3 metry
a roste rychlosti 0.5 metru za rok. V roce x je jeho vyska dana
vzorcem

h(x) =34 0.5(z — 2019).

Priklad (aproximace dulezitych funkci v okoli nuly). Ve
cviceni ukazeme platnost nasledujicich pribliznych vzorci, které
plati pro x blizké k nule.

sinz ~x, cosz~l1, (1+2)" =1+ nz.

Prvni dva vzorce vyuzijeme pozdéji pti popisu malych rotaci
v roviné. Mnoho dulezitych aplikaci téchto vzorcu ve fyzice
je na webu fyzikalni olympiady v dokumentu Aproximace ve
fyzikéalnich tlohach.

Linearni aproximace v nékterych fyzikalnich
zakonech

Priklad (gravitaéni potencidl v malych vyskdch nad
zemi). Gravitadni potencidl V' ve vzddlenosti  od stiedu koule
o hmotnosti M je dan vztahem

M
V(r)=-G— = -GMr},
r

kde G je gravitacni konstanta. Najdeme linearni aproximaci
v bodé R.

Dosazenim obdrzime
V(R) = -GMR™!

a derivovanim

dv

dr

dV (R
dr

~

=GMr—?, =GMR™>.

Odsud poté ziskdme linearni aproximaci
V(r)~ -GMR™*+GMR*(r — R)

Pro Zemi jako kouli o poloméru R je r — R vyska nad Zemi h a
aproximaci je mozno po preznaceni napsat ve tvaru

V(r) ~ Vo + gh.

V tomto oznadeni je Vj = —GMR™! konstanta souvisejici
s volbou nulové hladiny potencidlu a vzhledem k libovolnosti
volby nulové hladiny je tato hodnota nepodstatna. Veli¢ina


http://fyzikalniolympiada.cz/studijni-texty
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf

g = GMR™? je tihové zrychleni vyjadfené pomoci gravitaéni Linearni aproximace a jednorozmérné
kor}stan/ty G a para}metru Zer-rf). Veh/cma g]h je potenciél materiglové vzt ahy
v tthovém poli Zemé. Tuto veli¢inu zname lépe ze vzorce pro

potencialni energii télesa o hmotnosti m, ktery ma tvar

https://youtu.be/yX6azlYcEs0O
E = mgh.

V inzenyrské praxi ¢asto potfebujeme modelovat odezvu mate-
Online vipoéet tthového zrychleni ridlu reagujicitho na vnéjsi podnét. Mize se jednat napiiklad

o zménu délky pri mechanickém naméhani, tok tepla materia-
Priklad (potencidlni a kinetickd energie). V predchozim o pfi tepelném naméhdni, tok tekutiny poréznim materidlem
prikladé je mozné vyuzit vztah (dfevo, puda) pri difuzi nebo rozdilu tlak a podobné.

(1+z)"~1+nz, promaléz. Pokusime se modelovat funkci davajici do souvislosti velikost

Prepsanim gravitacniho potencidlu V' do tvaru obsahujiciho podnétu a reakei materialu.

vysku nad zemi h a vyuzitim linedrni aproximace ziskdme e Je ptrirozené, ze pri nulovém podnétu neni zadna odezva a
proto funkce prochazi pocatkem.
M - . " .
V=_—G—"" e S velikosti podnétu odezva na tento podnét roste a proto
R+h ) funkce v okoli pocatku mé kladnou derivaci a roste.
B 7G% 14 h\ e Z linedrni aproximace vidime, ze pro zo =0 a f(0) = 0 se
- R vzorec pro linedrni aproximaci redukuje na
M h
MG (1 + (—1)R> f@) = f'(0),
M M . r L
=-G=+G=h tj. na primou amernost.
R R?

o Ukazuje se, ze v fadé praktickych iloh je uvedend aproxi-
mace dobrd na dostatecné dlouhém intervalu a podle typu
ulohy ma tato aproximace povahu fyzikalniho zdkona a

V = Vy+ gh, svij vlastni ndzev. Nejcastéji se setkdme se s Hookovgm

zdkonem pro deformaci materidlu (relativni prodlouzeni je

a po zavedeni novych konstant

kde g = G%. umérné normdalovému napéti), Darcyho zdkonem pro tok
tekutiny pudou (filtracni rychlost je imeérna zaporné vza-
Podobné aproximaci presnych vztaha plynoucich z Einsteinovy tému hydraulickému gradientu), Fickovijm zdkonem pro
teorie relativity ziskdme slozku energie souvisejici s pohybem, difuzi (hustota difuzniho toku je imérna zaporné vzatému
tj. kinetickou energii gradientu koncentrace) a Fourierovym zdkonem pro vedeni
tepla v materidlu (hustota tepelného toku je tmérnd za-
porné vzatému gradientu teploty). Pozdéji, v prednédsce
/ 72 o zdkonech zachovani ve vektorovém poli ke konci semestru,
1/ si tyto zavislosti naformulujeme ve vicerozmérném prostredi
— moc? <1 ) a hlavné ve tvaru, ktery umozni zohlednit praci s neizot-
ropnimi materidly (rtzné fyzikaln{ vlastnosti v rtznych
02 smérech)
~ moc <1 + ( 2) (_02)> e Matematicky je tedy povaha primé timérnosti v materialo-
, 1 ) vych vztazich zrejma a experimentalné je mozné ovérit, pro
= moc” + 5o jaké oblasti plati. Toto ndm vSak mnohdy nestaci a sna-
zime se tyto vztahy jesté odvodit ze zakladnich fyzikalnich
pro v mnohem mensi nez c¢. Snadno rozsifrujeme, ze s rychlosti vztahtl a z piedstavy jak dany proces funguje. To otevird
souvisi jenom druhy sc¢itanec a ze se jedna o klasicky vzorec pro moino/sti POtVrdit si, Ze nase predstava o chovani materialu
9 je spravna.

kinetickou energii §mv ' e V nékterych velmi specidlnich pripadech dokonce umime

urcit materidlovou charakteristiku vypoctem namisto mé-

Ac¢ se jedna “jenom” o linearni aproximaci, je vzorec F = §m02 feni. Pro praktické vyuziti tato dovednost neni vyznamna
dokonce mnohem pouzitelnéjsi, protoze vypocet kinetické energie (muzeme vypocitat napriklad koeficient filtrace pro pudu
pomoci univerzalné platného relativistického vzorce pii malych sloZzenou z Castic ve tvaru stejné velkych kulicek, v praxi
rychlostech v praxi obvykle zhavaruje na zaokrouhlovacich se vSak s takovym materidlem setkdme nanejvys pri spe-
chybach. cidlnich aplikacich v laboratofi), ale ddvd ndm to dulezity


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNjrEKgzAUAPdA_uFBB6Ngmlir7fDGji4OjoVHRQ22Rp6p31916nhwHDfSPBMWuihzc0usearU2hjgBD3T6oLzE73h5acl0BSkqLG4lNYYsytMrfsu4Dt4EIdBigqv-l5mRyfLj8yHln-DcSVWEUexFI3iGNNxP0iq8wYgRY-Nbl3XbaQY683qf4UjLIo=&lang=sage
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kinetick%C3%A1_energie
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVUb1OwzAQ3iv1HU7t4lSkSQwFOmQMCwNSH6CS45yIG_-UOLVIn55LCm0YGJA8nO8-fT93Js2zDSyhNq6zznfgygM23Wk-kznfbp-2_GHzDARoe1nrAeADdlpAALPyexZn0XwWcp4m9-vHKeybB46u7svTQUlVO_B4BSjgKTQmqV0FxxYDVmgF0LvRzmfHVtkO2OJVWeyUbASgxfZdITRaeGr0BsLZtRINkTgwQk8UFtGVIUv4yqSrsOe33i-FtxKl7UcylCOXVqULTtup5co1zkqkHLoWgZagrDvBWbimdSfCBCGVrEFS5EG8yHISlXtOJc_ZpU6Y_2g7lsVkJqF_FBFyCRcjRQaTD19bdvPLCh4XWTT0fpr_TnAHw4Y84GfXoqHJOfQehxB0A2_HkKGnm1gnKY0dd7iDHHYo9ItCXbEsTceT79jl6DeDO8b-zhhfJlR9AXtJxZs=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyVUb1OwzAQ3iv1HU7t4lSkSQwFOmQMCwNSH6CS45yIG_-UOLVIn55LCm0YGJA8nO8-fT93Js2zDSyhNq6zznfgygM23Wk-kznfbp-2_GHzDARoe1nrAeADdlpAALPyexZn0XwWcp4m9-vHKeybB46u7svTQUlVO_B4BSjgKTQmqV0FxxYDVmgF0LvRzmfHVtkO2OJVWeyUbASgxfZdITRaeGr0BsLZtRINkTgwQk8UFtGVIUv4yqSrsOe33i-FtxKl7UcylCOXVqULTtup5co1zkqkHLoWgZagrDvBWbimdSfCBCGVrEFS5EG8yHISlXtOJc_ZpU6Y_2g7lsVkJqF_FBFyCRcjRQaTD19bdvPLCh4XWTT0fpr_TnAHw4Y84GfXoqHJOfQehxB0A2_HkKGnm1gnKY0dd7iDHHYo9ItCXbEsTceT79jl6DeDO8b-zhhfJlR9AXtJxZs=&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

prostor pro ovéreni fyzikalnich hypotéz a matematickych
postupt.

Derivace a te¢na

Linearni aproximace funkce je vlastné aproximace te¢nou. Pro-
toZe pojem tec¢na ze stiedni skoly chapeme jenom intuitivneé,
miizeme nyni pomoci derivace te¢nu dokonce definovat. Z geo-
metrického pohledu je teéna pfimka bodem [z, f(zo)], kterd méa
smérnici f’(zo). Proto se o derivaci ¢asto mluvi jako o smérnici
teény.

Definice (te¢na). Necht f je funkce, kterd ma v bodé zg
derivaci f(z¢). Pfimka

y = f(xo) + f'(z0)(z — x0)

se nazyva tecna ke grafu funkce f v bodé zg.

Diky souvislosti derivace s tecnou je derivace jedinecnym
nastrojem pri popisu vlastnosti krivek. Prislusnd oblast se nazyva
diferencidlni geometrie a je to jakasi oblast mezi geometrii a
diferencidlnim poctem.

Aproximace vyssiho radu

https://youtu.be/PyZcNSio8J0

Motivace: Je mozné chtit vice nez je linearni
aproximace?

Linedrni aproximace vychézi z predpokladu, ze rychlost rustu
(nebo poklesu) se prili§ neméni. Nékdy muzeme mit dodateénou
informaci o tom, jak se tato rychlost zméni. Napriklad pokud se
bude rychlost zpomalovat, bude skuteénd hodnota funkce mensi
nez linedrni aproximace.

Je otézka, zda a jak je mozné informaci o tom, jak rychle roste
rychlost, pripadné jak rychle roste rychlost rastu rychlosti,
vyuzit. To znamena ze budeme studovat derivaci derivace,
derivaci derivace derivace atd.

Aproximaci funkce cosz = 1 zminénou vyse (odvodime ve
cviceni), kdy aproximujeme vlastné konstantni funkei, je mozné
také chapat jako selhdni linearni aproximace. Nasledujici slidy
a pojem Tayloriv polynom nadm umozni najit prostiedek pro
aproximaci i v téchto pripadech.

Derivace vyssich radu

¥,

Definice (druha a dalsi vyssi derivace).
e Druhou derivaci rozumime derivaci derivace. Oznacujeme
dazf
1" (x) nebo

—5.
T
o Podobné k-tou derivaci rozumime derivaci (k — 1)-nf deri-

dk
. . (k) ary
vace. Oznacujeme f'*/(z) nebo s
Plati tedy
ef _ddfy dbf o d fdely
dz?2 7 da \dz /)’ dzF T dz \ dak1
aneb
f// = (f/)/> f-/// — (f//)/7 f(k) — (f(k_l))/.

Oznaceni derivaci pomoci ¢arek se nazyva Lagrangeova notace,
oznaceni pomoci podilu diferencidli Leibnizova notace. Jesté se
nékdy pouzivé i Eulerova notace, pouzivajici Df, D2f a D¥f
pro prvni, druhou a k-tou derivaci.

Priklad.

o Exponencidlni funkce ¢” mé vSechny derivace stejné.

e U mocninné funkce se kazdym derivovanim snizi exponent.
Je-1li exponentem prirozené ¢islo, po koneéném poctu krokt
se exponent snizi na nulu, funkce tedy bude konstantni a
vSechny dalsi derivace budou nulové.

e Polynomy maji vSechny derivace od jistého radu rovny nule.

Podobné je mozné pracovat s parcidlnimi derivacemi parcialnich
0 f

derivaci. Napriklad
*r _ 0 (oF
0x2 " Ox \ Ox
oy _ 9 (of
oy oy \ dy
o°f _ 0 (of
0xdy = Oy \Ox )’

Druha derivace a deformace nosniku

nebo

Derivace hraji ustiedni roli v teorii studujici tuhost, deformaci
a odolnost proti selhdni u nosniki. Mame-li nosnik podepreny
na koncich a zatiZzeny silou kolmo na podélnou osu nosniku
(napiiklad vodorovny nosnik se svislym zatiZzenim) a je-li v(x)
. (v, v . v
vychylka od rovnovazného stavu v bodé x, potom derivace —
x
vyjadruje tihel pootoceni svislého prirezu nosniku vlivem defor-

v
mace a druha derivace T2 pri malych deformacich vyjadiuje
x



kiivost nosniku. Z fyzikalnich tvah a ze vztahu mezi kfivosti a
momentem M (z) sily, kterd nosnik deformuje, je mozné odvodit
rovnici

d2v

dz?’

kde konstanta E souvisi s materidlem (Younguv modul pruz-
nosti) a I s prufezem nosniku (kvadraticky moment prifezu).
Podobné, pro nosnik namdhany v ose (napifklad svisld vzpéra)
silou F plati vztah

M(z) = EI

d?v
El— + Fv=0.
da? +
Aplikace jsou, jak bylo uvedeno, pri dimenzovani nosniku
(angl. beam buclinkg). Odvozeni vyse uvedenych rovnic neni
komplikované, ale vyzaduje dodateéné fyzikalni znalosti a proto
zde neuvadime.

Nékdy je vhodné mit moment M (x) sily deformujici nosnik mit
vyjadfeny pomoci zatizeni nosniku. To souvisi s druhou derivaci
momentu a proto je nutno rovnici jesté dvakrat derivovat. Proto
se ohybova rovnice nosniku nékdy uvadi jako vztah obsahujici
dokonce ctvrtou derivaci.

Taylortv polynom a polynomialni aproximace
v 1D

Definice (Taylorav polynom). Tayloriv polynom stupné n
pro funkci f v bodé x( je polynom

T(x) = f(zo) + f'(x0)(z — xo) + %f”(xo)(x — x0)2

1
+oet Ef(n) (zo)(z — x0)",

tj.
2
T(@) = fao) + LV @ gy 4 LGN (2
TR %LL(:O) (@ — o)™

Tayloruv polynom je nejlepsi aproximace funkce f polynomem.

Je mozné ukazat, ze rozdil
flx) =T(x)

je blizky k nule, pokud je n dostateéné velké, x dostatecné
blizko k zp a (n + 1)-ni derivace funkce f je relativné mald.
V téchto pripadech je

f(@) = T(x).

V tomto piipadé dostavame nésledujici vétu. V ni O((x—xq)
je takzvané Landauovo velké O. Timto zapisem je vyjadien

n+1)

¢len, ktery je pro x blizka k zg v absolutni hodnoté mensi nez
nasobek funkce (z — x0)" ", tj. v bodé z¢ konverguje k nule
stejné rychle nebo rychleji jako mocninna funkce s exponentem
n+ 1.

Véta (Taylorova aproximace v okoli nuly) Plati
fz) =T(2) + O((z — xo)"*1),

resp. prox =xg+ h

Flao -+ h) = f(@o) + /(o) + o " (zo)?

1
o [ o)+ O(R™ Y,

pokud existuji spojité derivace funkce f do radu n + 1.

Casto pouzivame aproximaci v nule. Potom dostaviame pro
aproximaci v okoli nuly

f(@)= f(0)+f/(0)a:+%f”(0)a;2+- : -+%f(n) (0)a" +0 (™),

Priklad.
1+2x 2 4 245 2, 24
1 ~2r 4 = - - -
nl—a: x+3:v +5x —|—7x —l—gx
1+ 3
1n2:1n1 T~ 0.69314604
-3

Po tomto vypoctu je prvnich pét cifer aproximace In 2 spravné.
Tady vidime i jeden zajimavy trik. Pokud bychom se snazili
napsat Taylortiv polynom funkce In(z + 1), kterd vypada
prijemnéji, chyba aproximace by byla mnohem veétsi.

Online vypocet.

Konecné diference a numericka aproxi-
mace derivace

https://youtu.be/U93Q3XaDnDA

Pro numerické feseni rovnic obsahujicich derivace je vhodné
umét nahradit derivace veli¢inami, se kterymi se lépe pracuje
v numerickych vypoctech.

Zakladnim pristupem je vynechéni limitniho prechodu v definici

derivace
of L fath) — f@)
dz h—0 h


https://cs.wikipedia.org/wiki/Landauova_notace
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx1jrsKwkAQRfuF_YcBmxmMidHKws4_0E4sloQ8IJkJMYm7fr2bNSAErGY4F869BVo6N4yYbi0lmO4skVblQmeolVYbuEwGbsY10svkoJPGsbROqyIeAkUb7aMTxc9KXjgb_vDZdfUONlxDJTnL4MA3HQgM5JOMYLpebN2arPY1rfjTj292WfXr9_-yYNQqmO9BETNStFqEaXL8BuU6CPhBH7pTT2k=&lang=sage

Tedy

df  fl@+h) - f(z)

de h '
Okamzita rychlost je nahrazena priimérnou rychlosti na intervalu
(z,z + h). Tento podil se nazyva doprednd pomérnd diference.
Analogicky je definovana vztahem

df  f(z)—flz—h)

dz = h
zpétnd diference.

Lepsi aproximace derivace vychazi z Taylorova polynomu
druhého Faddu napsaného pro f(z + h) a f(z — h), tj. ze vztahi

Fla+h) & @)+ @)t 3 f /@,

1
fla=h)~ f@) = f'@@)h+ S f" (),
e Pokud tyto vztahy odecteme, dostaneme
Fla+h) = fa —h) ~ 2f'(@)h.
a odsud dostdvame aproximaci prvni derivace pomoci cent-
ralni diference ve tvaru
dz 2h '
Protoze pouzivame aproximaci kvadratickym polynomem,
je aproximace derivace pomoci centralni diference presnéjsi
nez aproximace pomoci dopredné diference.
o Pokud tyto vztahy seéteme, dostaneme

fl@+h) + f(x —h) = 2f(x) + f"(x)h?
a odsud dostdvame aproximaci druhé derivace

df:f//(m)zf(m_h)_2f(m)+f(x+h>

dz? h2

Odbocka: od vazeb mezi atomy k ma-
teridlovym vlastnostem

Vyraz

1 2
2 6
je (aZz na konstanty, které pro pohodli volime pevné) Lennard-
Jonesuv potencial ¢asto pouzivany pro interakci mezi atomy
nebo molekulami. Napiseme Taylortv polynom druhého stupné
v bodé r = 1. K tomu potfebujeme znat funkéni hodnotu a

hodnotu prvnich dvou derivaci v tomto bodé.

Vil)=1-2=-1

V(r) = =12 2p6

d

d—‘: = 12713 —2(—6)r~ " = 12+12=0

2
% =12-13r % —-2.6-778 =12-13-12-7=172
dT r=1

1
V(r)~ =14 572(r = 1)

Konstanta —1 je nezajimava, souvisi s nulovou hladinou poten-
cidlu a nulovou hladinu potencidlu si muzeme volit libovolné.

Linearni ¢len chybi a kvadraticky clen je analogicky potencidlni
energii pruziny o tuhosti k ve tvaru

1
U= 5]{1’2

Molekuly ¢i atomy popsané timto potencidlem se chovaji jako
télesa na pruziné o tuhosti £ = 72 kmitajici okolo rovnovazné
polohy odpovidajici » = 1. Pro atom o hmotnosti m tedy

k
napiiklad plati vzorec pro thlovou frekvenci oscilaci w = {/ —,

m
odvozeny ptivodné pro téleso na pruziné. Analogicky se chovaji
pruzné konstrukece. V klidu jsou ve stavu s minimalni potencialni
energii a pti vychyleni z tohoto stavu o malou hodnotu zac¢inaji
kmitat.

¢ Pokud aproximujeme potencidl pomoci Taylorova polynomu,
z koeficientu u kvadratického ¢lene mizeme urcit frekvenci
oscilaci.

o Daéle muzeme timto zptusobem urcit pevnost vazby a tim
pro dany material ur¢it Youngtv modul pruznosti, tj. kon-
stantu imeérnosti mezi deformaci materialu a tahovym nebo
tlakovym napéti v materialu.

e Poloha rovnovazné polohy, resp. jeji zavislost na teploté
(pokud bychom do matematického modelu dodali skuteéné
parametry i s jejich teplotni zavislosti) zase definuje koefi-
cient teplotni roztaznosti materidlu.

Takovym zplsobem mizeme u materialu se znamou strukturou
odhadnout fyzikalni vlastnosti vypoctem. To je dilezité, protoze
teoretické predpovidani vlastnosti materidlu otevira cestu
k navrhovani novych materidli s vyhodnéjsimi vlastnostmi.
material muzeme prozkoumat jesté diive, nez jej vyrobime a
dostaneme na stul.

ResSeni rovnic

https://youtu.be/1DxpXDSYEYY

V praxi se setkdvame s pripady, kdy je znam vysledek po
aplikovani funkce na vstupni data a je nutné rekonstruovat tato
vstupn{ data. Resfme tedy rovnici, kde neznama je argumentem
funkce a je zndma funkéni hodnota. Pojmy nutné pro korektni
formulaci a jednu z velmi rychlych pfibliznych metod feSeni
rovnic si predstavime v nasledujicich pasazich.

Nejprve se budeme zabyvat tim, jestli se k funkéni hodnoté daji
vstupni data rekonstruovat jednoznaéné (prostd funkce). Pokud
ano, predstavime si pravidlo, které toto prifazeni vstupnich
dat k vysledku po aplikaci funkce dokaze realizovat (inverzni
funkce). A na zavér si ukdzeme metodu, jak p¥i feSeni rovnic
(resp. pocitat funkéni hodnoty inverznich funkei) vyuzit derivaci.
To vede k velmi rychlé a velmi obecné metodé numerického
feseni (Newtonova metoda).



Prosta funkce

Neékdy jsme v situaci, ze zname vysledek po piisobeni néjaké
funkce a potifebujeme zrekonstruovat vstupni hodnotu. Resime
tedy pro zadanou funkci f a hodnotu yg rovnici

f(x) = vo.

Reseni této rovnice, pokud existuje, nemusi byt urceno jedno-
znacné. Pro funkce, pro které je ur¢eno jednoznacné, zavadime
nasledujici pojem.

Definice (prosta funkce). Necht f je funkce a M C Dom(f)
podmnozina definiéniho oboru funkce f. Rekneme, Ze funkce
f je prostd, jestlize kazdy obraz ma jen jediny vzor, tj. pro
kazdé yo € f(M) existuje jediné € M s vlastnosti f(z) = yo.
Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, Ze uvedend
vlastnost plati na celém defini¢nim oboru funkce f.

Véta (rovnice s prostou funkci). Pokud je f prostd funkce
a plati

potom plati x = a.

Priklad. Vlastnost byt ¢i nebyt prostd je zdsadni pro vysloveni
odpovédi na otazku, zda rovnice ma jediné reseni, ¢i zda Teseni
muze byt vice.

1

1 1
e Funkce — je prostd a proto z rovnosti — plyne z = 5.
x T

2

ot

« Funkce 2% nenf prosta a proto z rovnosti 2> = 72 neplyne
x = 7. Ve skutecnosti pro kazdou rovnici ve které neni
prosta funkce, potfebujeme specidlni metodu. Proto mame
specialni vzorec pro feseni kvadratické rovnice, nebo napri-
klad specidlni postupy pro reseni goniometrickcyh rovnic.

Inverzni funkce

Inverzni 1loha je tak trosku jako reverzni inzenyrstvi. Méame
vysledek a potfebujeme znat vstupni data. U funkci to je
supersnadné, u konstrukci superslozité. Uzitecné je ale oboji.

Definice (inverzni funkce). Necht funkce f : A — B je
prostéd. Pravidlo, které kazdému z z mnoziny f(A) pfitadi to
(jediné) y, pro které plati f(y) = z se nazyvé inverzni funkce
k funkeci f, oznacujeme f71.

Pozndmka (inverzni funkce pf¥i feSeni rovnic). Jinak
zapsano, je-li

fly) ==

a f mé inverzni funkci, plati

y=f""(2).

Jednd se o zobecnéni poucek jak “prevadét vyrazy na druhou
stranu rovnice”.

Symbol f~!(z) lze tedy chapat bud jako hodnotu inverzni
funkce k funkci f v bodé x, nebo jako prevracenou hodnotu

1
k ¢islu f(z), tj jako [f(z)] ™' = T Nebude-li z kontextu

zfejmé, o kterou variantu se jedna, musime toto upfesnit.

Priklad. Funkce y = 22 neni prostd na R a proto zde nem4
inverzni funkci. Pokud defini¢ni obor funkce y = z? ztZime na
nezdporna ¢isla, tj. pozadujeme x > 0, je takova funkce prosta
a ma inverzni funkci. Protoze tato tloha ma prakticky vyznam,
vyplati se pro tuto inverzni funkci zavést specidlni oznaceni.
Jak dobre vime, inverzni funkci je druhd odmocnina, tj. funkce

y =

Newtonova metoda

Newtonova metoda (téz Newtonova Raphsonova metoda) je

metoda pro numerické feSeni rovnic. To pouzivame v pripadé,
7e neni mozné (nebo neni celné) fesit rovnici presné a snazime
se najit priblizné reseni. Napriklad nezname inverzni funkci,

nebo s touto funkci neumime pracovat.

Budeme hledat reseni rovnice

f(z) =0.

Budeme postupovat tak, ze vyjdeme z néjaké aproximace reseni
(ziskdme napiiklad graficky nebo zkusmo hrubou vypocetni
silou) a tuto aproximaci budeme postupné zptesiiovat. Postup
zpresnovani je takovy, ze v dosazené aproximaci funkci nahra-
dime linedrni funkci a dal$i aproximace (zpfesnéni predchozi
aproximace) bude v nulovém bodé této linedrni funkce. Za
pomérné snadno splnitelnych predpokladi (zaéneme dostateéné
blizko nulového bodu a funkce mé v nulovém bodé nenulovou
derivaci) postup konverguje ke kofeni studované rovnice a to
velmi rychle: kazdym krokem se priblizné zdvojnésobi pocet
mist, kterd méame spravne.

7Z linearni aproximace funkce f v bodé zg
f(@) = fzo) + f'(z0)(z — o)
Pro o = Tp, T = Tpt1, f(Tnt1) = 0 dostéavame
0= f(zn) + f' (@) (@n41 — Tn)
a po osamostatnéni x, 1 piimo iteracni vzorec

Tp4+1 = Tn — f/(l‘ )
n




Tento vzorec pouzivame opakované az do dosazeni pozadované
presnosti. Obvyklym testem pro ukonceni vypoctu je porovnani
dvou po sobé jdoucich iteraci. Pokud se v ramci pozadované
presnosti shoduji, vypocet konc¢i a zname priblizné feseni zadané
rovnice.

Priklad. Zkusme najit Cislo takové, jehoz kosinus je stejny jako
toto ¢islo. Rovnici
T =cosw

nejprve prepiSeme do tvaru
x—cosx =0

a hleddme vlastné feseni nulovy bod funkce f(z) =z — cosz.

Po dosazeni f'(z) = 1+ sinz ziskdvdme iteraéni vzorec

Ty — COS Ty

Tn+l = Tn — s
1 +sinx,

a jednotlivé iterace s pocateénim odhadem xy = 1 a s aproximaci

na 60 desetinnych mist davaji postupné nasledujici hodnoty.

0.7503638678402438930349423066821768532469930658553590309665831
0.7391128909113616703605852909048902340028928367356569073234079
0.7390851333852839697601251208568043328895331231701889796312306
0.7390851332151606416617026256850263723252232625296426915134025
0.7390851332151606416553120876738734040134207763670352584051590
0.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806
0.7390851332151606416553120876738734040134117589007574649656806

Vidime, ze proces opravdu neuvétitelné rychle konverguje
k feseni rovnice. Rychlost konvergence je dulezitd, pokud je
vypocet funkéni hodnoty “drahy”. Naptiklad pri modelovani
namahani dfevéné konstrukce s nelinearni charakteristikou
aproximujeme rovnici pomoci koneénych diferenci soustavou
rovnic, kterd mé desitky tisic proménnych. Kazdé kolo iteracni
metody vyzaduje mnoho vypocti a rychlost konvergence je
zéasadni.

Python skript

Poznamka (ad hoc iterace). Newtonovu metodu je mozné
chapat také tak, ze rovnici

flz)=0
prepiseme do ekvivalentniho tvaru

_ f(=)
f'(x)

r =2

a poté hledame iteracemi

o =an = £

takové x, kdy se leva strana rovnd pravé. Nékdy je mozné

pouzit analogickou iterac¢ni techniku, kdy vSak zadanou rovnici
prevedeme do jiného tvaru, nez (*). Zpravidla snizime Sance, ze
proces konverguje a snizime rychlost konvergence, ale i tak to

mize byt vyhodné, protoze nemusime pocitat derivaci funkce.

Ad hoc iterace pouzijeme napriklad pri odvozeni Jacobiho
metody pro iteracni feSeni soustavy linearnich rovnic.

Priklad (ad hoc iterace). Napriklad rovnici
et T -7=0

muzeme piepsat do tvaru
1 4
r=-(T—2
(71— at)

a iteraéni vzorec

1
Tpt1 = ;(7 — )

s pocatecnim odhadem x = 1 dava po deseti iteracich tii
desetinnd mista shodna.

.857142857142857
.922889272327007
.896366455780602
.907775917517455
.902989981267125
.905019667139163
.904162819564782
.904525248412642
.904372074163256
.904436833065177

© 00 ~NO O WN +~- O
O O O OO OO oo

o

Vidime konvergenci a itera¢ni vzorec jsme nasli s minimélnim
usilim. Rychlost konvergence vsak neni nijak velka a riziko, ze
vypocet nebude konvergovat roste se slozitosti rovnice a silné
zavisi na zkusSenostech uzivatele s touto technikou. Newtonova
metoda

A R I

X 1 =Ty —
nr " 4da3 + 7

je jistéjsi a se stejnym pocatecnim odhadem konverguje mnohem
rychleji, coz ukazuje nasledujici vypocet.

0 0.909090909090909
1 0.904428379310109
2 0.904417592410086
3 0.904417592352745
4 0.904417592352745

Shrnuti, hlavni myslenky

e Derivace udava trend ve zménach veli¢in a diky tomu umoz-
nuje za urcitych okolnosti nahrazovat komplikované funkéni
vztahy pomoci vztahti linedrnich. Toto nazyvame linearni
aproximace a je to jedna za zasadnich metod, jak si inZzenyri
zjednodusuji ulohy, které by byly jinak nefesitelné.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyrsDXk5UrLL1LIVMjMUyhKzEtP1TDXtOLlUgCCCluNCl0gSs4v1qjQ1NTXMNQuzswDMTX18jRSMtMzS4ptLQw0IaoLijLzShSAsgDDoBas&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://gist.github.com/robert-marik/7eb864d3bc5d995772164baf13299e79
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVqiIM9E2r9A1tzXg5VJWqLA11DdX0DDXBQpr8nLxcgEFeLnS8osUMhUy8xSKEvPSUzVMDTSteLkUgKDCNk8DqEELqkETIlpQlJlXoqCRqVOhCQAgthZa&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTVqiIM9E2r9A1tzXg5VJWqLA11DdX0DDXBQpr8nLxcgEFeLnS8osUMhUy8xSKEvPSUzVMDTSteLkUgKDCNk8DqEELqkETIlpQlJlXoqCRqVOhCQAgthZa&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwljDEKgDAMAPdA_hBwSdTSikpA6FcEB5UuVYpDnm_RG4_jGrJ16tScxoDQkMXBK7G6qgUBoQqE4yqUKGUqWz53noMsCFSxmNkcf4-2TsTz1No6diryF3dJ-SFOvckLTdwZiw==&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

e Derivace dokaze detekovat rust a klesani funkce a diky
tomu dokazeme také detekovat body, kde se rust zastavi
a zméni na klesani nebo naopak. Tyto body nas pfirozené
zajimaji, protoze v téchto bodech je studovana veli¢ina
maximalni nebo miniméalni a to ma dopad pfi minimalizaci
nakladl, maximalizaci pevnosti ¢i zisku a jinych tlohach
z praktického zivota.

o Pokud trend (rychlost zmény, derivace) nestaéi k podchycen{
zésadnich vlastnosti veliiny (nastava v lokdlnim extrému
nebo v pripadé, ze potfebujeme lepsi aproximaci, nez je
aproximace linearn{), mame k dispozici néstroje i v tomto
pripadé: derivace vyssich radu a Tayloriav polynom.
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