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Motivace.

¢ Sezndmime se s pojmem derivace funkce. Tento pojem
umoznuje u ménici se veliciny urcovat, jak rychle se tato
veli¢ina méni. Zatimco v pripadé rovnomérné zmény je
problematika rychlosti trivialni a fesitelna stiedoskolskymi
prostredky, v pripadé zmény jejiz rychlost akceleruje nebo
klesa je nutné zapojit zcela novy apardt, nazyvany infini-
tezimalni pocet. Derivace je jeho prvnim predstavitelem.
S dalsim, integralem, se setkdme pozdéji.

e Ze stredni skoly je student zvykly na to, Ze si méa osvojit
dovednosti, jak se to pocita. Pro nas je vsak uz dulezité
si uvédomit, ze vibec néjak dokdzeme zachytit rychlost
zmény. Ze s tim dokazeme pracovat, ze napiiklad dokazeme
pomoci téchto pojmu naformulovat fyzikalni zdkony pra-
cujici s rychlostmi zmén. A véfte ¢i ne, takové jsou skoro
vsechny. V podstaté celd stredoskolska fyzika je postavena
na studiu veli¢in, ménicich se konstantni rychlosti. S tim
se d4 modelovat mnoho déji okolo nas, ale pro hlubsi po-
znani svéta je to zalostné malo. Derivace umozni pracovat
s libovolnymi rychlostmi zmén. Nesoustiedte se proto na po-
Citani, soustfedte se na vyznam a vyuziti. Soustiedte se na
rozpoznani kontextu, ve kterém problematiku studujeme.

o Po precteni prednasky byste méli mit v hlavé vybudovanou
spojnici mezi derivaci a rychlosti. Pokud se ve slovnim
popisu déje mluvi o rychlosti, v matematickém modelu tato
rychlost figuruje prostfednictvim derivace.

https://youtu.be/yMcaw_ JOMKE

Funkce

https://youtu.be/eNOiuvZ8sas

P1i hlubsim nez povrchnim studiu libovolného systému nés
zajimaji veliiny spojené se studovanym problémem a vztahy
mezi témito velicinami. Tyto vztahy jsou zprostfedkovavany
funkcemi. Jako priklad si predstavme nosnik vetknuty do zemé
a na konci zatiZzeny vodorovnou silou F'. Deformace nosniku
0 na konci (skalarni veli¢ina) souvisi s velikost{ zatézujici
sily (skaldrni veli¢ina). Pro studium problému je vhodné mit
prevodni pravidlo, které pro kazdé zatizeni udava deformaci.
Toto pravidlo bude z matematického thlu pohledu funkce

(funkce jedné proménné). Muze mit napiiklad formu
1
0=—F
k )

kde k je konstanta pro dany nosnik (tuhost).

Na tadu pouziti staci intuitivni chapani funkce i jejich vlastnosti.
Nékdy je vsak potieba si myslenky zpresnit a plné formalizovat.
V nasledujicim predstavime definici funkce, rozdélime funkce
na rostouci, klesajici a ostatni a ukdzeme si vyuziti téchto
vlastnosti.

Funkce jedné proménné

Definice (funkce jedné proménné). Budte A a B neprazdné
podmnoziny mnoziny realnych ¢isel. Pravidlo f, které kazdému
prvku mnoziny A prifadi jediny prvek mnoziny B se nazyva
funkce (presnéji: redind funkce jedné redlné proménné). Zapisu-
jeme f: A — B. Skutecnost, ze prvku a € A je prifazen prvek
b € B zapisujeme f(a) = b. Ptitom f{kdme, Ze b je obrazem pruku
a pIi zobrazeni f, resp. ze a je vzorem prvku b pri zobrazeni f.

Poznamka (terminologie). MnozZina A z definice funkce
se nazyva definicni obor funkce f. Oznacujeme D(f) (resp.
Dom(f)). Je-li M podmnozina definiéniho oboru, definujeme
mnozinu f(M) jako mnozinu vSech obraz bodd mnoziny M.
Mnozina f(Dom(f)) = b se nazyva obor hodnot funkce f.
Oznacujeme H(f) (resp. Im(f)).

Je-li y = f(x) nazyvame proménnou x téz nezdvislou proménnou
a proménnou y zdvislou proménnou. Grafem funkce rozumime
mnozinu viech usporadanych dvojic [z,y] € R? s vlastnosti

y = f(x).

Prima a nepfima timérnost

Je to az k nevife, ale k popisu obrovského mnozstvi déju staci
¢tyti zakladni operace: s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni.
Vzhledem k pozadavku na konzistenci fyzikalnich jednotek se
nejCastéji setkdvame s nasobenim a délenim a proto funkce
pracujici s témito operacemi maji vysadni postaveni. Takovy, ze



si vyslouzily pojmenovani bézné uzivané i mezi nematematiky:
primé a nepriméa tmeérnost. Je to formalni popis situace, kdy
souvislost mezi dvéma veli¢inami je zprostredkovana nasobe-
nim konstantou (pfima dmérnost), nebo kdy je ndsobenim
konstantou zprostiredkovana souvislost mezi jednou veli¢inou a
prevracenou hodnotou druhé veli¢iny.

Definice (pfima a nepfima tmeérnost). Velic¢ina y je primo
umeérnd veli¢iné x jestlize existuje konstanta k takova, ze plati

y = kx.
Veli¢ina y je neprimo umeérnd veli¢iné x jestlize existuje kon-

stanta k takova, ze plati

y=—.
T

Poznamka. Je-li veli¢ina y imérna veli¢iné x, piSeme
y ~ x nebo y o« x.

Je-li navic konstanta imérnosti blizka jednicce, tj. = a y jsou
blizké, piseme
TSR
” - . . 1 1
Pro nepfimou timérnost piseme podobné y ~ e YyxX —ay~ p
s vyuzitim toho, ze nepfimé imérnost je vlastné prima tmeérnost
pro prevracenou hodnotu.

Priklad.

e Pri pohybu konstantni rychlosti je draha s imérna casu t.
Prislusnou konstantou imérnosti je rychlost v, tj. s = vt.
Pro t = 1 je draha s pfimo rovna konstanté timérnosti
v. Proto muzeme konstantu imérnosti reprezentovat jako
drahu za jednotku ¢asu. Takto rychlost i chapeme a v tomto
smyslu ¢teme i jeji jednotku. Necteme “kilometrt lomeno
hodin” ale “kilometru za hodinu”.

e Pri pohybu po predem stanovené draze s je Cas nepiimo
tmérny rychlosti v. Plati t = f. Konstantou imérnosti

je draha s. Pro v = 1 je cas pfﬁno roven draze. Proto je
mozno konstantu timérnosti slovné vyjadrit tak, ze udava
Cas, ktery je nutny pro projeti prislusné drahy jednotkovou
rychlosti.

e Pri periodickém pohybu je frekvence f neprimo ameérna
perioiié T. Prislusnou konstantou imérnosti je jednicka, tj.
f=7z

¢ Objem V koule o poloméru r je pfimo timérny tieti moc-
niné poloméru. Existuje tedy konstanta k takova, ze plati
V = kr®. Pro r = 1 je objem V piimo roven konstanté
k. Konstanta proto k vyjadiuje objem koule jednotkového
poloméru. Protoze objem koule jednotkového poloméru je

§7r uci se Zaci v matematice rovnou vzorec V = §7r7“3.

e Dynamickd odezva stromi ve vétru je ¢astym ndmétem
mnoha védeckych praci. Souhrnna studie Jackson, T. et al
(2021) The motion of trees in the wind: a data synthesis.
Biogeosciences. tvrdi, ze v nékterych pripadech (zpravidla
listnace v lese) je zakladni frekvence vlastnich kmitt stromu
nepiimo tmérna odmocniné vysky, coz je vztah znamy pro
kyvadlo.

f=mm o
vH

U jinych stromt (zpravidla jehli¢naté stromy) je zdkladn{

frekvence primo iimérnd priméru d a neptimo imérna druhé

mocniné vysky H, tj.

1 d

f=7~ 5

Tento vztah je zndm pro nosniky. To ukazuje, Ze pro né-
které stromy je pro dynamické vlastnosti dominantni hmota
v koruné, pro jiné stromy hmota podél kmene.

« Sila pusobici na téleso ve vzdalenosti r od planety je ddna

vztahem F = 7%, kde k je konstanta imérnosti (zavisld na
hmotnosti planety i télesa). Toto muzeme slovné vyjadrit
tak, Ze sila je neprimo tmérna druhé mocniné vzdalenosti.
Pro r rovno jedné je sila F' pfimo rovna konstanté k. Kon-
stanta amérnosti k& proto udava silu ptsobici na téleso
v jednotkové vzdélenosti od planety.

Monotonie funkce

vvvvvv

klesajici funkce. Nazorné feceno, jsou to funkce které zachovavaji
(rostouci) nebo obraceji (klesajici) smér nerovnosti pii aplikaci
funkce na obé strany nerovnice.

Definice (monotonie funkce). Necht f je funkce a M C
Dom(f) podmnozina defini¢niho oboru funkce f.

« Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M rostouct jestlize pro
kazdé x1,xe € M s vlastnosti x1 < xa, plati f(z1) < f(x2).

« Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M klesajici jestlize pro
kazdé 1, 2o € M s vlastnosti 21 < xo, plati f(x1) > f(x2).

« Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M (ryze) monotonni
je-li bud rostouci, nebo klesajici na M.

Nespecifikujeme-li mnozinu M, mame na mysli, ze uvedena
vlastnost plati na celém definicnim oboru funkce f.

Poznamka (monotonie z hlediska resitelnosti nerovnic).
Je-li funkce f rostouci nebo klesajici, je i prostd a nerovnice
uvedené v predchozi definici jsou dokonce ekvivalentni. Muzeme
tedy na obé strany nerovnice aplikovat tutéz rostouci funkci,
nebo rostouci funkci z obou stran nerovnice vynechat.


https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/
https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/
https://bg.copernicus.org/preprints/bg-2020-427/

e Je-li f rostouci, plati

1 < a2 = f(z1) < f22).
o Je-li f klesajici, plati

1 < a2 = f(21) = f(22).

e Stejné vztahy plati i pro ostré nerovnosti.

Tyto poucky pouzijeme vzdy, kdyZ rozvazujeme, zda muzeme
k obéma strandm nerovnice pricist stejné ¢islo (muzeme), zda
miuzeme obé strany nerovnice vynasobit stejnym nenulovym

¢islem (muZeme, ale pokud ndsobime zadpornym ¢islem, obraci se
smér nerovnosti), zda muzeme obé strany nerovnice logaritmovat
logaritmem o stejném zakladé (muzeme, ale v pfipadé logaritmu
a zékladé mensim nez 1 se obraci smér nerovnosti), umocnit
(nemuzeme, leda bychom méli dodatecnou informaci napiiklad
o tom, Ze obé strany nerovnice jsou kladné nebo obé strany

nerovnice jsou zdporné) apod. Takovych situaci je mnoho a

protoze neni v lidskych silach si vSechny pamatovat, staci je

mist spojeny s definici rostouci a klesajici funkce.

Piiklad (uZiteénost monotonie p¥i praci s nerovnicemi).
Funkce In x a v/ jsou rostouci a proto z nerovnic

Inz >1n6

Vi >V6

plyne
x> 6.

Zejména v druhém pripadé je nutné si uvédomit, ze pouzivame
definici rostouci funkce a skutecénost, Ze nezapornost obou
stran nerovnice zajistuje, ze pracujeme na intervalu kladnych
hodnot z, kde je druhé mocnina rostouci funkce. Nestaci fict, ze
umocnujeme obé strany nerovnice, jak by nékdo mohl tento krok
dezinterpretovat. Umocnénim obou stran nerovnice se obecné
miuze zménit obor pravdivosti, proto tato operace u nerovnic
neni povolena. Na celém svém defini¢nim oboru totiz druhé
mocnina rostouci neni.

Priklad (nerovnice obsahujici nemonotonni funkce).

2 nejsou ani rostouci ani klesajici a proto

Funkce — ay ==«
T
7 z8dné z nerovnosti

<

8=
Ut =

2% <52

neplyne ani x < 5 ani > 5. Tento ptiklad ukazuje, ze nerovnice
protoZe nemuzeme specidlnich vlastnosti monotonnich funkei.
Neékdy vsak neni nutné pracovat na celém definiénim oboru,
ale je mozno defini¢ni obor zUzit na mnozinu, kde funkce jiz

monotonni je. Napiiklad funkce v/z nabyva nezapornych hodnot

a funkce — je klesajici na (0, 00). Proto z nerovnosti
x

<

Sl -
G| =

plyne

VI >5=+/25.

Druhd mocnina je na intervalu (5, co) rostouci a proto odsud
plyne déle
T > 25.

Pripravné tivahy pro zavedeni derivace

https://youtu.be/e4dbnDYi5nke

Primeérna rychlost a okamzita rychlost

Primérnou rychlost urcujeme tak, ze zménu sledované veli¢iny
prepocteme na jednotku ¢asu (u zdvislosti na ¢ase), délky
(u zdvislosti na poloze) nebo obecné na jednotku velic¢iny, na
které sledovand veli¢ina zavisi.

Prumérnd rychlost s jakou se mén{ funkce f na intervalu [z, x+h]
je dana vztahem

flz+h) - f(z)
- .

Primérna rychlost pracuje jenom s informaci v koncovych
bodech intervalu a proto bohuzel neobsahuje informaci, co presné
se déje uvnitl intervalu, pres ktery priamérujeme. Pocitame-
li ale pramér pres stale kratsi interval, nevyhoda prumérné
rychlosti mizi. Cilem je pocitat priumeér pres interval prakticky
nerozlisitelny od nuly. To by dalo okamzitou rychlost. Numericky
experiment ukazuje, ze u nékterych funkei toto funguje pékné,
u nékterych bohuzel ne.

Pokud primérujeme za stédle kratsi cas, citatel i jmenovatel se
blizi k nule a jsou potize s interpretaci zlomku. Nulou totiz neni
mozné délit. Musime vytvorit koncept, ktery umozni sledovat, co
se déje s funkénimi hodnotami funkce, pokud se vstupnimi daty
jdeme “na krev” ke kraji definiéniho oboru. K tomu pouzijeme
pojem limita. Budeme se (zatim) soustfedit na tzv. vlastni
limitu ve vlastnim bodé. Tim se oproti obecnému postupu
mnohé usnadni. Zejména pojem limity muzeme opfit o pojem
spojitost, ktery je prece jenom intuitivneéjsi.

Spojitost

Definice spojitosti zavadi jakousi tridu funkci, které jsou v jistém
smyslu pékné a mtizeme pro né pouzit postupy, které pro obecné


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNksFunDAQhu9IvMOIIAUXd7ebHipV4hWqHNpeyCYy9iBYwKbG3pqt-iBVT32AKg-R5r06sE2q3orEYA98M_8_-ALeCYV1q_0BBwRlJiccSj2DxdGgdUZYqL3uZMvBQydOCsFb2dLHo_UDWm082Fk2PaFwGpBQLaDVDu1R9B4U9t0MDcTRBQgYjVu7CLVUaIpXnFKdV-AMHBRu4OM89aiwA9dOnV40HcGJyvcSN3EUR0fSk10GKiigAgn6ksWRNZ-noiyTtM4CSxOeXNvH--HXd6sffvwVR7LSMvCQN_uUgztsIL25qa2QXwjLG_Zyob82xENy_fgNlWzM6eEnTL3xI0ryayAlyWmy38dRbWgw5BOywMWLkFc83F4tq9urvKK9pP1rut9w2G0D322px47x6ZN11IbD1Or1Gc4v2Ns4ArrISlHWPMtITPGkqgiMbRu2mdph7Nt6vqt932dsf0acnf_Aa4Ei-y-YEr6aMvLDzjAGiaP7p1LyQa-HA1XyrG4qlpCXFCksk6Df02O2ZDk0SMfJ3i0u3luPHGi-A65r9hv54sRQ&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNksFunDAQhu9IvMOIIAUXd7ebHipV4hWqHNpeyCYy9iBYwKbG3pqt-iBVT32AKg-R5r06sE2q3orEYA98M_8_-ALeCYV1q_0BBwRlJiccSj2DxdGgdUZYqL3uZMvBQydOCsFb2dLHo_UDWm082Fk2PaFwGpBQLaDVDu1R9B4U9t0MDcTRBQgYjVu7CLVUaIpXnFKdV-AMHBRu4OM89aiwA9dOnV40HcGJyvcSN3EUR0fSk10GKiigAgn6ksWRNZ-noiyTtM4CSxOeXNvH--HXd6sffvwVR7LSMvCQN_uUgztsIL25qa2QXwjLG_Zyob82xENy_fgNlWzM6eEnTL3xI0ryayAlyWmy38dRbWgw5BOywMWLkFc83F4tq9urvKK9pP1rut9w2G0D322px47x6ZN11IbD1Or1Gc4v2Ns4ArrISlHWPMtITPGkqgiMbRu2mdph7Nt6vqt932dsf0acnf_Aa4Ei-y-YEr6aMvLDzjAGiaP7p1LyQa-HA1XyrG4qlpCXFCksk6Df02O2ZDk0SMfJ3i0u3luPHGi-A65r9hv54sRQ&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

funkce nefunguji. Jsou zde funkce, jejichz funkéni hodnoty se
méni plynule a nemtzou se zménit skokové. Mala zména ve
vstupnich datech vyvola malou zménu ve funkénich hodnotéach.

Bud f:R — R funkce jedné proménné.

Definice (okoli). Okolim bodu zp rozumime libovolny ote-
vieny interval obsahujici bod zg.

Definice (spojitost). Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé
xq jestlize je v tomto bodé definovana a pro libovolnou predem
zadanou toleranci (i extrémné malou) existuje okoli bodu x
takové, ze vsechny body z okoli bodu xy maji funkéni hodnotu
v rAmei uvazované tolerance nerozlisitelnou od f(x¢). Rekneme,
ze funkce f je spojitd na otevieném intervalu, je-li spojitd v kaz-
dém jeho bodé.

Definice spojitosti sice neni zcela nazorna, ale nasledujici

definice a véta velmi pomiize. Zhruba feceno vysvétluji, proc¢
si v naprosté vétsiné prakticky vyuzitelnych pripadi mizeme
spojitost ovérit jenom tim, Ze zjistime, zda je funkce definovana.

Definice (elementarni funkce). Vsechny mnohocleny, goni-
ometrické, cyklometrické, exponencialni a logaritmické funkce a
obecna mocnina se nazyvaji zdkladni elementdrni funkce VSechny
funkce, které ze zakladnich elementarnich funkci ziskame ko-
neénym poctem operaci s¢itani, odec¢itani, nasobeni, déleni a
sklddani téchto funkci navzajem se nazyvaji elementdrni funkce.

Véta (spojitost elementarnich funkci). Vsechny elemen-
tarni funkce jsou spojité v kazdém vnitrnim bodé svého definic-
niho oboru.

Podobné jako spojitost funkce jedné proménné je definovana
spojitost funkei vice proménnych. Zustane dokonce v platnosti
predchozi véta. V naprosté vétsiné zakladnich praktickych
aplikaci vystacime s popisem pomoci elementarnich funkci a
proto jsou funkce, se kterymi pracujeme, zpravidla automaticky
spojité. Opatrnost je nutné pouze tam, kde bychom se od
elementarnich funkci odchylili, napiiklad pfi pouziti nekoneénych
rad.

Poznamka. Body, v jejichz okoli je funkce ohranicend, ale je
zde porusena spojitost, jsou napriklad nasledujici.

skok Na jeho odhaleni staci zvolit toleranci v definici spojitosti
=+

mensi, nez je vyska skoku. Napiiklad f(z) 5
x

jednotkovy skok v nule.

odstranitelna nespojitost Tato nespojitost nds zajima nej-
vice. Je to nespojitost, kterda zmizi pokud vhodné dode-
finujeme funkéni hodnotu v bodé nespojitosti. Napiiklad

funkce
sin x

z#0
1 z=0

fx) =

je spojita funkce. Vznikla doplnénim jedné funkéni hodnoty
do definice funkce St

tost v bodé x = 0.
Grafy.

, kterd ma odstranitelnou nespoji-

Limita

Definici limity opfeme o pojem spojitosti. V podstaté pod
limitu skryjeme bud funkéni hodnotu spojité funkce (pokud
existuje), nebo hodnotu, kterd danou funkci ucin{ spojitou.
Muzeme tedy limitu povazovat za “nejlepsi rozumnou nahradu”
funkéni hodnoty v tom smyslu, ze po predefinovani jedné funkéni
hodnoty se funkce stane spojitou, tj. relativné péknou.

Definice (limita). Necht f je funkce definovand v okoli bodu
xo, s pfipadnou vyjimkou bodu zy. Rekneme, ze funkce f m4
v bodé zg limitu rovnu &islu L, jestlize funkce g(x) definovand
vztahem

(2) = L T =x
9= f(x) jinak,
je spojita v bodé z(. Piseme
lim f(z)=L.

r—rTo

Velmi strucné receno: pokud se nedd néjaké ¢islo do funkce
dosadit primo, mohlo by to jit pomoci limity. Napriklad funkce

sinx

T

neni definovana v nule. V okoli nuly se vsak chova v jistém
smyslu pékné: ma funkéni hodnoty prakticky nerozlisitelné od
jednicky, viz graf v odstavci vénovanému spojitosti. Proto plati

sinx

lim =1.
z—0 I

Derivace

https://youtu.be/XhlopdJZy4k

Ted jsme piipraveni (alespon teoreticky) poditat prumérnou
rychlost na intervalu, jehoz délka je nerozliSitelna od nuly.
Vypocteme prumérnou rychlost na intervalu délky h a poté
polozime & rovno nule. Ve smyslu limity, pokud je to nutné.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxL06jQtNWo0NZITCoGMjU19TWMtCo0ebnSQRLFmXlASr-ClyvA0DZNryAnv0RDo0JH11THVBOoJsDINh1VUEchOT8nv8hWvSg1RR2kwlA7wAgAMsAaHQ==&lang=sage

Bud y = f(z) funkce definovand na néjakém otevieném inter-
valu.

Definice (derivace). Derivaci funkce f v bodé = rozumime

limitu
Af o St = @)

dzr ~ r50 h

df(xo).

dxdf
Zani
dpis —

Derivaci funkce f v bodé zg oznacujeme f’(zg) nebo

df

dx
je Leibnizova notace, zapis f’ je Lagrangeova notace.

Derivaci v libovolném bodé potom f’, f'(z) nebo

Poznamka (slovni interpretace definice derivace).

o Vyraz z Citatele, tj. f(z+ h) — f(x), je zména veliiny f na

intervalu [z, z + h|. Casto oznaCujeme téz Af.
o Podil, tj. M

[z, 2 + h] pfepoditand na jednotku veli¢iny z, tj. v jistém
smyslu primérnd rychlost na tomto intervalu. Casto ozna-

je zména veli¢iny f na intervalu

c¢ujeme téz ——.
x
e Limita v definici derivace stahuje délku intervalu, na kterém

pocitame pramérnou rychlost, k nule. Tim se z prumérné
rychlosti stane okamzita rychlost.

Cést definiéniho vztahu Slovni interpretace

f(x) funkéni hodnota v bodé

flx+h) funkéni hodnota ve vedlejsim
bodé

flx+h)— f(z) zména funkce na intervalu
[x,2 + h]

flet+h) - fz)
h

prumérnd rychlost zmény
funkce na intervalu [z, z + h],
téz zména funkce po prepoctu
na interval jednotkové délky
limita pro redukci primérné
rychlosti na okamzitou

lim - - -
h—0
i @0 — f(@)

okamzité rychlost zmén
h—0 h Y Y

funkce v bodé x, derivace

Interpretace derivace v nematematickych disciplinach je oka-
mzitéd rychlost s jakou veli¢ina f reaguje na zmény velic¢iny x.
Casto studujeme veli¢iny zavislé na ¢ase s v tomto pifpadé jde
tedy o rychlost, s jakou se veli¢ina méni v ¢ase. Dal$i moznosti
a obraty pouzivané pro slovni vyjadreni derivace jsou zminény
nize v podkapitole vénované derivaci podle ¢asu. Analogickou
terminologii (rychlost rastu, rychlost zmény) zpravidla pfena-
$ime i na pripady, kdy nezavislou proménnou neni ¢as. Rychlost
potom chapeme v abstraktnim slova smyslu.

-;‘Lf:o #zbo %
%c;‘;o gj\'es\a

Obrazek 1: Souvislost mezi chovdnim funkce a derivaci této funkce

Obecné, at jiz je nezavislou proménnou c¢as ¢i jind veli¢ina, se
derivace f'(x) Gasto slovné interpretuje jako zména velidiny f,
odpovidajici zméné veliciny x o jednotku. Je to podobné, jako
udaj o rychlosti na tachometru v automobilu. Ten udava, kolik
kilometra ujedeme za hodinu. Od skuteéné urazené drahy se
tento idaj miuze lisit, protoze pohyb muze trvat tfeba jenom
deset minut. A kdyby jizda opravdu trvala hodinu, mohlo

vlivem jizdy v zécpé dojit k podstatnému nesouladu se skutec¢né
urazenou drahou. Presto je okamzita rychlost ukazovana na

tachometru pri jizdé automobilem uziteéna veli¢ina a nemame
problémy s jejim chapanim. Stejné tak pohliZejme na derivaci.

d
Pozndmka (jednotka derivace). Jednotka derivace d—f
x

1@,

funkce f(x) je stejnd, jako jednotka podilu

Véta (existence derivace implikuje spojitost). Md-li
funkce f derivaci na intervalu I, je na tomto intervalu spojitd.

Véta (znaménko derivace implikuje monotonii).

o Ma-li funkce f kladnou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu rostouct.

o Ma-li funkce f zdpornou derivaci na intervalu I, je na
tomto intervalu klesajici.




Derivace funkce

Chovani funkce

Derivace je nulova.

Derivace je kladna.

Derivace je zadporna.

Derivace je numericky mala
(blizka k nule).

Derivace je numericky velka
(hodné kladnéd nebo hodné
ZApOrna).

Derivace je konstantni.

Derivace roste.

Derivace klesd k nule.

Funkce je konstantni.
Sledovand veli¢ina se neméni
pri zméné vstupnich dat.
Funkce roste. Pokud data na
vstupu rostou, sledovana
veli¢ina také roste.

Funkce klesa. Pokud data na
vstupu rostou, sledovana
veli¢ina klesa.

Funkce se méni pomalu.
Sledovana veli¢ina reaguje na
zmeény ve vstupnich datech
pouze maélo.

Funkce se méni rychle. Mala
zména na vstupu ma velky
vliv na sledovanou veli¢inu.
Funkce je linearni. Klesa
nebo roste porad stejné
rychle. Pokud vstup roste
aritmetickou fadou (po
stejnych skocich), sledovand
veli¢ina roste nebo klesa také
aritmetickou fadou.

Funkce je nelinearni a roste
stale rychleji. Pokud je funkce
kladna, rostouci derivace
znamena, ze rust se stale
zrychluje.

Funkce je nelinearni a
priblizuje se k vodorovné
asymptoté. Pokud je funkce
kladna, k nule klesajici
derivace znamen4, ze rust se
stale zpomaluje a zastavi se.

Aplikace derivaci 1: Jak rychle? (zména
v Case)

https://youtu.be/ysSFnm8Yrdo

Poznamka (slovni vyjadfeni derivace podle ¢asu). Deri-
vace v bodé, pokud ji nahlizime z hlediska ¢asové zmény veli¢iny,
je okamzita rychlost s jakou se méni tato veli¢ina. Protoze
kladnd zména je rust, nahrazujeme nékdy slovo “zména” slovem
“rust”. Protoze rychlost je zména za jednotku ¢asu, nahrazujeme
nékdy slovo “rychlost” obratem “zména za jednotku casu”. Deri-
vaci podle ¢asu muzete tedy precist libovolnym z nasledujicich
obratu. VSechny se bézné pouzivaji a vSechny chapeme stejné —
jako derivaci podle casu.

e Rychlost ristu

o Rychlost zmény (implicitné predpokldddme, ze kladnd
zména odpovidé ristu a zdpornd zmeéna poklesu)

o Narust za jednotku ¢asu

e Zména za jednotku casu

o Casové zména veli¢iny

Pokud potfebujeme pracovat s poklesem, nasobime derivaci
faktorem —1. Toto ¢teme téz jako “zaporné vzata derivace.

Zakon ochlazovani

Horké téleso o teploté T' je v chladnéjsi mistnosti o teploté
To. Z fyziky je zndmo (Newtonuv zdkon tepelné vymény), ze
rychlost s jakou klesa teplota télesa je imérné teplotnimu
rozdilu. Tento rozdil je T — Ty (od vétstho odecitdme mensi).

e Velicina T je teplota télesa mérend naptiklad ve stupnich
Celsia.
e Velicina t je ¢as méreny naptiklad v hodinéach.

dT
e Derivace — ve stupnich Celsia za hodinu je rychlost, s ja-

kou roste teplota télesa.

— Pokud je napiiklad derivace kladna a rovna hodnoté 5
stupnii Celsia za hodinu, znamena to, ze teplota roste
rychlosti 5 stupnu Celsia za hodinu.

— Pokud je napiiklad derivace zdporna a rovna hodnoté
—5 stupnu Celsia za hodinu, znamené to, Ze teplota
klesa rychlosti 5 stupna Celsia za hodinu.

— Pokud je derivace déna vztahem —e™ !, kde t je ¢as
v hodinédch a derivace vychazi ve stupnich Celsia za
hodinu, vyuZijeme toho, ze e’ =1 a e~! = 0.37. To
znamena, ze na pocatku se teplota snizuje okamzitou
rychlosti jeden stupen Celsia za hodinu, tato rychlost
ochlazovani se pozvolna méni a napriklad po hodiné se



teplota snizuje uz jenom rychlosti 0.37 stupné Celsia
za hodinu.
e Matematickym vyjadrenim toho, ze rychlost s jakou se méni
teplota je imérna teplotnimu rozdilu 7' — Ty je rovnice

dT

dt
kde k je konstanta imeérnosti a zaiporné znaménko vyjadiuje,
ze teplota klesd. Konstanta k je ¢iselné rovna rychlosti
ochlazovani v situaci, kdy je jednotkovy rozdil mezi teplotou
objektu a okoli.

e Neznamou v sestavené rovnici je funkce a v rovnici figu-

ruje derivace této funkce. Takové rovnice se naucime resit
pozdéji.

—k(T —Tp),

V této chvili je pro nas cenné to, ze umime preformulovat
fyzikdlni popis vyvoje (rychlost zmény teploty je imérnd
rozdilu teplot) na kvantitativn{ popis, kde dokdZeme realizovat
numerickou simulaci. Realizace takové simulace mtze vypadat
napriklad tak, ze na kratky casovy krok budeme predpokladat
konstantni rychlost. Tuto rychlost pouzijeme pro odhad nové
teploty, tato nova teplota zméni teplotni rozdil, tim se zméni i
rychlost a postup opakujeme. Toto délame na pocitaci.

Pozndmka (smysl prikladu se zdkonem ochlazovani).
Predchozi priklad je ¢asto v rtiznych obménach pouzivan na
modelovani ochlazovani kavy, coz je proces, ktery vétsina lidi
davérné zna. Neméame pochopitelné ambice se domnivat, ze
bychom dokézali z této rovnice odvodit néjaké zasadni vysledky
aplikovatelné pfi piti ranni kavy nebo pri konzumaci horké
polévky. Ué¢ime se na malych vécech, abychom pozdéji mohli
délat veéci velké. Na znamych vécech se uc¢ime aparat, ktery
bude nasim jedinym nastrojem tam, kde intuice zacne selhavat.
7 tohoto prikladu je nutné si odnést, ze derivace, jako rychlost
zmény, hraje roli pri kvantitativnim popisu déju a pri studia
procest, kdy se méni veli¢iny. At uz doopravdy (studium pohybu
nebo déju, probihajicich v ¢ase) nebo virtudlné (problémy
spojené s mechanikou, véetné statiky, stability a deformaci,
¢asto pracuji s virtudlnimi zménami, tj. se zménami, které jsou
sice z hlediska tlohy pripustné, ale priroda je z néjakého diuvodu
nerealizuje). Tedy naprostd vétSina déju a jevu, které studujeme
a chceme jim rozumét. Jakmile se v popisu fyzikalniho zakona
objevi slovo rychlost, nékdy nahrazené souslovim casovd zmeéna,
znamena to, ze kvantitativni popis se déje pomoci derivaci.

Uhlik 14C a datovani organickych nalezu

V roce 1940 byl objeven uhlik 1C. Jedn4 se o radioaktivni prvek
s mnoha skveélymi vlastnostmi. Jednou z nich je vhodna rychlost
rozpadu, kterd jej ¢ini vhodnym pro datovani archeologickych
nélezi pozustatka zivych organismu

e Rychlost, s jakou se méni mnoZstvi (a tedy i koncentrace y
v daném vzorku) nerozpadnutého radioaktivniho materialu

je umérnd jeho mnozstvi (a tedy i koncentraci). Tato skutec-

nost je prirozenym disledkem toho, Ze pro dany nestabilni

izotop maji vSechny atomy stejnou pravdépodobnost, ze

u nich dojde k rozpadu a tato pravdépodobnost se s ¢asem

neméni. Kvantitativné je proces rozpadu popsan rovnici
% = _>\ya

kde A je konstanta tmérnosti.

o Konstanta amérnosti A vyjadiuje rychlost, s jakou se roz-
pada jednotkové mnozstvi latky.

e Uhlik je na datovani vhodny, protoze jej béhem zivota
absorbuji zivé organismy a protoZe polocas rozpadu jej ¢ini
vhodnym pro datovani vétsiny archeologicky zajimavych
nalezti. (Pro datovani vzorku starsich nez 50 tisic let je
nutné pouzit jiny prvek, protoze v tomto ptipadé jiz uhliku
14¢C ve vzorku ziistane mélo.)

Aplikace derivaci 2: Jak strmé? (zména
v prostoru)

https://youtu.be/cy2MqwdKN4E

Derivace v bodé muzZzeme nahliZet z hlediska prostorové zmeény
veli¢iny. Tim zjistime, jak nerovnomérné je veli¢ina rozlozena
v prostoru. Casto se derivace podle prostorové proménné
nazyva gradient, zejména pokud nepracujeme v jednorozmérném
pripadé, ale pokud popisujeme déj probihajici v roviné nebo
v prostoru.

Vedeni tepla (dfevarstvi, ndbytek, dfevostavby)

Nerovnomeérnost rozlozeni teploty v télese vede k vyrovnavani
teplot prenosem tepla. Uvazujme teplotu T tyce jako funkci
polohy z na ty¢i. Ke kvantitativnimu vyjadreni vedeni tepla
je nutné veédet, jaky rozdil teplot pripada na jednotku délky.
V homogennim ptipadé vydélime teplotni rozdil vzdalenosti.
V obecném ptipadé rychlost s jakou se méni teplota podél tyce
(gradient teploty) vyjadfujeme pomoci derivace

g
dx’

Vyuziva se v posuzovani izolacnich vlastnosti a pfi suseni dreva.

Koryto feky (krajinafstvi)

Uvazujme pricny fez korytem rfeky, jak je na obrazku. Z tohoto
obrazku je zfejmé, Ze pii zvySovani obsahu prurezu roste hladina.
Pokud by stény byly svislé (tj. B nezdvislé na h), byla by zména
prufezu AA (napiifklad v milimetrech ¢tverecnich) vyvoland

zménou vysky Ah (napiiklad v milimetrech) rovna Sitce feky B


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxlU02L2zAQvRv8HwZySbZJmhYKpeBjT4WlFN-WZdFak0aRPGP0tWv_-o7sZDdtdbKsN-89vRmt4D716E1nFQTTJ6c6hMEz3ONLZEoZJmWZgLuTUxNnRQZ0-1FHaGAHFu5g3e7aw6auVvDTm95EkwUycJrkE-KU96B58KgJ4Xty6DmP0GNkPS41DKQ8d4Tn8F6HrybEdDYQ-Ch7W4RnwFK5lZrBG-uUhl-JfuPuR4pR1VVdtc3XA8haQcTBcVQ31vHE8tdhEGRsZpjgJtWpiFaoPYr1ToVUV1rO95_KseyLZevZzsFcUjJ1ZQXyZaawjEfTGaQI4uDQfD787cCyE_zAHcanQpQEsUCSVlmSH9ihRAABNDrLaZZLV21DEX1W7h_9PAaHGm3z8HDYto-Pha8QbSVxsFJS7vucNPYIqWSlopxLrgONkMfM54vDsQR3ZA9GpMArCXR9Y3bzbc5htC6Fuiqhle5H-AAyBu-riIdEkIttXIC6LXNi75YhuSv4FfhROiI-YJILqSy3jqI5gowGGRm_PJLc-xlJzTFgLzoLXWFrRZfWut3c6Mr8xtK7qUfhsYVRYj1LS-DEmjhe7Py3VnOkEqSM1pstGS1-Nf38ErhnIdEYMBoiQUBnArrrwTGRFRgt9NeG7NUwIOn1Q5S2bC4OBz4Xi5ovMJnp0p_SsKW6jBFhtwS9_KqrcOKXtZPH8FQatb4qbKFsz2wIddP6hJvt2BtqDpuZKI_WoyBFjy7PG9-e9x9WM0on&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

v milimetrech, protoze koryto by bylo obdélnikové a podil obsahu
obdélnika a jeho vysky je sitka. V pripadé nekonstantniho B
dostavame misto podilu derivaci, tj.

d_p

dh
Derivace priufezu koryta podle vysky koryta hraje dulezitou
roli napriklad pti prechodu fi¢niho proudéni v bystrinné. Tato
veli¢ina vyjadriuje, jak rychle se méni obsah prirezu s rostouci
hladinou. V praxi je mozné ji spocitat pro specidlni tvary koryta,
proto jsou vzorce pro vodni skok souvisejici s timto pfechodem
k dispozici jenom ve specidlnich pripadech, jako napriklad
koryto obdélnikového tvaru.

Vypocet derivace

https://youtu.be/-k_roagRIIO

o Nikdy (nebo alespon skoro nikdy) nederivujeme pomoci
definice, ale pouzivame vzorce pro derivace zdkladnich ele-
mentarnich funkci a pro derivace matematickych operaci
s funkcemi.

e Viz cviceni v prvnim tydnu.

Vztah mezi rychlostmi ménicich se veli¢in

Pokud existuje mezi dvéma veli¢inami znamy vztah, muzeme
pomoci derivaci odvodit vztah mezi rychlostmi, s jakymi se tyto
veli¢iny méni. Ukazeme si to na prikladu kyvadla. Podobneé se
chova strom s dlouhym kmenem a korunou nahote, napiiklad
listnaté stromy v lese.

Perioda matematického kyvadla délky L je ddna vzorcem

| L
T = 2w,/ —. Tento vzorec je mozno prepsat do tvaru
g

21
T="VI,
V9

ktery ukazuje, ze perioda je tmérna odmocniné délky kyvadla.

Pro derivovani pouzijeme vzorec pro derivaci konstantniho
nasobku a mocninné funkce.

(54

d

dL
2 ( 1)
2

™

g

T

1

= — 2

d
Vg dL
o 1
V32

Tento vyraz udava v jednotkach sekunda na metr, jak rychle
se prodluzuje perioda kyvadla pti prodlouzeni délky kyvadla.
Napiiklad pro L = 2m je derivace ¢iselné rovna 0.71sm™*.
Prodlouzeni dvoumetrového kyvadla o metr prodlouzi periodu
o 0.71 sekundy. Protoze derivace je okamzit4 rychlost zmény a
na del$im intervalu se tato rychlost mize zmeénit, je blize realité
spise formulace pro jednotky tisickrat mensi: “Prodlouzeni
kyvadla o milimetr prodlouzi periodu o 0.71 milisekundy.”

Pokud se kyvadlo délky L = 2m prodluzuje (po preneseni ze
zimy do vytopené mistnosti se zavés se prodluzuje teplotni

roztaznosti), je rychlost prodluzovani e rychlost, s jakou
roste perioda je (s pouZitim pravidla pro derivaci slozené funkce)

ar
dt

dTdL
dL dt

o db

VgL dt

Pokud se kyvadlo prodluzuje rychlosti 0.5 milimetru za sekundu,
je

dL
— =0.0005ms™"
dt
* ar
= = ——L__0.0005 = 0.00035
dt  2-9.81

Derivace vychdzi bez jednotky (sekunda lomeno sekundou se
zkrati) a je mozné ji prepsat do tvaru

Perioda kyvadla se prodluzuje rychlosti 0.35 milisekundy za
sekundu.

Rychlost nabijeni kondenzatoru

Elektricky odpor dfeva a mnoha dalsich stavebnich materidli
souvisi s vlhkosti a tato souvislost je umoznuje sestrojeni
vlhkoméru. Protoze elektricky odpor téchto materiali je velky,
neni vhodné pro urceni elektrického odporu pouzit Ohmiv
zédkon a zméreny proud a napéti. Jedna z moznosti je méreni
¢asu nutného k nabiti nebo vybiti kondenzatoru pres odpor.
Napéti U na kondenzédtoru o kapacité C' souvisi s nibojem na
kondenzatoru vztahem

1
= EQ.

Derivovanim tohoto vztahu podle ¢asu dostaneme vztah mezi
rychlostmi zmén téchto veli¢in ve tvaru

dU  1dQ

dt  Cdt’

. d@ p . L ,

Velicina — je nabijeci proud. Ten dokdzeme urcit analyzou

elektrického obvodu, jak si ukdzeme v prednasce o diferencidlnich


https://raw.githubusercontent.com/robert-marik/mat-slidy/master/cheatsheet/cheatsheet-MT.pdf
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxVjEEOwiAQRfck3IHERaExGrvSBTdg2QtgGRpSGSogsbcXa9rE2fxk_nt_lLfT9cLqHZgB69ANwKaAKWvMlBQdeaMa8aunh4669nMMHhCBkp4rIbt2duf0jJmPol1Tib89-8KpRr-LTFFiILpS16Rx1vL-qARXslvFssxhgMw2hBV2D6ZasqME-fZeWV03385_qR03kCA7xMWzwaUH-A8U2Un-&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

dU
rovnicich. Tim budeme znat derivaci I

funkci ¢asu z derivace se nauc¢ime v prednédsce o integralech.
Dilezitym prvnim krokem pfi analyze uvazovaného elektrického
zapojeni je vSak souvislost ¢asové zmény napéti a casové zmény
néaboje, tj. derivace dvou souvisejicich velic¢in.

a najit napéti jako

Funkce vice proménnych

https://youtu.be/ewpboJPe-Dc

Funkce mé na vstupu vice proménnych, na vystupu realné
¢islo. Nékteré pojmy, jako naptiklad monotonie, ztraceji ve
svété funkci vice proménnych smysl, napiiklad monotonie nebo
inverzni funkce. Proménné znac¢ime pomoci jejich fyzikalniho
oznaceni. Bez fyzikalniho kontextu zpravidla pouzivame funkce
dvou, tii, nebo n proménnych v néasledujicim tvaru.

o f:R? 5 R, f(z,y) Geometricky miizeme chépat jako
vysku prifazenou bodu v roviné a vysledkem je plocha ve
3D, nebo barvu pritazenou bodu v roviné a vysledkem je
obarvend rovina.

e f:R® = R, f(x,y,2) Geometricky miizeme chapat jako
barvu pritazenou bodu v prostoru a vysledkem je obarveny
prostor.

o f:R" 5 R, f(z1,22,...,2,) Geometrickd predstava zde
neni moznéa, chapeme cisté abstraktné.

Parcialni derivace

Zmeéna funkce vice proménnych muze byt zpusobena zménou
libovolné nezavislé proménné. Pokud sledujeme naptiklad ve
sténé meénici se teplotni profil, zajima nds, jak se teplota
v jednotlivych mistech stény méni v ¢ase a jak se teplota méni
v Tezu sténou. Zda se byti rozumné oddélit obé zmény a studovat
kazdou samostatné. Bud v daném bodé fixovat polohu a sledovat
¢asovy vyvoj v tomto bodé, nebo v daném case udélat néco
jako teplotni snimek a srovnéavat teplotu ve vybraném bodé
s okolnimi teplotami ve stejném case. To vede k nasledujicimu
pristupu, kdy u funkce vice proménnych sledujeme reakci na
zménu jedné jediné velic¢iny.

Nasledujici definice vyse uvedenou myslenku oddéleného sledo-
vani zmény funkce (zavislé veli¢iny) jako reakce na zménu jedné
jediné vstupni informace (jedné nezévislé veli¢iny) uvadi v Zivot.
Definice je stejna jako u derivace funkce jedné proménné, zména
je pouze v tom, ze je pritomna i dal$i proménna.

Definice (parcialni derivace). Bud f:R? — R funkce dvou
proménnych, z a y, tj. f(z,y). Vyraz

P h

se nazyva parcidlni derivace funkce f podle x. Podobné,

gy A I

je parcialni derivace funkce f podle y.

Podobné muzeme definovat parcidlni derivaci pro funkce libo-
volného kone¢ného poctu proménnych. V téchto parcidlnich
derivacich vlastné sledujeme, jak reaguje velicina f na zmeény
jenom v jedné proménné. Proménnad, pres kterou se nederivuje,
ma vlastné roli parametru, nijak se neméni.

Rovnice vedeni tepla v 1D

https://youtu.be/22F5{rFRI60

Studujme vedeni tepla v jednorozmérné tyci. Teplota je funkci
dvou proménnych, polohy a ¢asu. Tedy T = T'(¢, z). Parcidlni

oT
derivace — udava je rychle (napfiklad ve stupnich Celsia za

hodinu) roste v daném misté teplota. V ruznych ¢astech desky
muze byt tato veli¢ina jind a vzdy se vztahuje k danému bodu.
Prirozené se méni i v ¢ase, napriklad v prostfedi s konstantni
teplotou postupné systém dospéje do stavu se stacionarnim

rozlozenim teploty, kdy se teplota v zidném misté ani neroste ani

. . . . or
neklesa a parcidlni derivace podle ¢asu je nulova. Derivace e
x

udavé jak prudce (napiiklad ve stupnich Celsia na centimetr)
roste teplota ve sméru osy x.

Poznamka. Potfebujeme fyzikalni zakony fidici vedeni tepla.
Bez nich matematika model vedeni tepla nema jak naformu-
lovat. Tyto zdkony je potieba matematice dodat “z venku”,
z aplikované védy. Tou je v tomto pripadé fyzika, jindy mutze
byt biologie nebo geologie. Jakmile jsou potiebné zdkony a
pripadné materidlové vztahy k dispozici, stava se problém cisté
matematickym a fyzika prijde ke slovu pii zavérecné interpretaci.
Pouzijeme nasledujici fyzikalni fakta.

e Rozdilem teplot je zptsoben tok tepla. Velikost toku tepla
je tmérna teplotnimu rozdilu a teplo teCe z mista v vétsi
teplotou do mista s mensi teplotou.

o Teplota se zvySuje dodanim tepla. Zména teploty je timérna
dodanému teplu.

V dal$im uz nastupuje matematicky popis a ve vhodnych
chvilich vzdy pouzijeme vyse uvedené fyzikalni zakony. Mluvime
o teple, ale jako mechanicky model si mizeme predstavit


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxNzc0OwiAQBOA7Ce-wN34CPbTxyM34HqhUm4AQQN19e1tTEy-Tb-YyL1-lIKE4m2tO0CgVGkrMvS-PGyyp5Nph69OVM87as87-EqYjuH2VB42adMAiLWo9WlpDGZBo7Gi-op8w-nOITqAwQLtpdbvntzv52IL6uxi2WaoP-CUxIw==&lang=python&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJw1iksKhDAQBfeCd-hdEmw3jtvcwrUSRZmBHlvaD-nbG_wsHlUFL6KChyOINRHVuDybbBLnY6FtVcY0bT95NvC88S7dQrxZuD-AkFjWWF-qtyJMPyLfyD4iUOhHWp8YmFj6IG_-w-LNdz2MOwFGSShb&lang=sage&interacts=eJyLjgUAARUAuQ==

proudéni tekutiny (pro jednoduchou predstavu) nebo proudéni
vlhkosti (pro odvozeni rovnice difuze namisto rovnice vedeni
tepla). Budeme uvaZovat libovolné misto materidlu a budeme
matematicky vyjadfovat déje, které prispivaji ke zméné teploty.

o Rychlost s jakou s daném misté roste teplota (v case) je

oT

ot
a mérime ji naptiklad ve stupnich Celsia za minutu. Tato
rychlost je imérnd rychlosti s jakou do daného mista dodéa-
vame teplo. Proto v dalsim budeme hledat rychlost dodavani
tepla a daného mista a poté se sem vratime a dame tuto
rychlost do souvislosti s rychlosti ristu teploty.

— Je-li napriklad parcialni derivace a—i: rovna 2°C/min,
znamena to, ze v daném misté roste teplota v Case
rychlosti dva stupné Celsia za minutu.

— Pokud je parcidlni derivace zdporné a rovna naptiklad
hodnoté —2°C/min, znamen4 to, Ze teplota v tomto
misté klesa rychlosti dva stupné Celsia za minutu.

e Rychlost s jakou s daném misté roste teplota jako funkce
polohy je s a méfime ji napriklad ve stupnich Celsia na
centimetr. v T

— Je-li naptiklad parcidlni derivace — rovna 2°C/cm,
znamena to, ze v daném misté rostel:ceplota ve sméru
osy x tak, ze na kazdém centimetru naroste o dva
stupné Celsia.

— Pokud je parcidlni derivace zaporné a rovna napriklad
hodnoté —2°C/cm, znamend to, Ze ve sméru osy x
teplota klesd a na kazdém centimetru klesne o dva
stupné Celsia.

e Pro prepocet nerovnomeérného rozlozeni teploty na tok tepla
nas zajima nikoliv jak teplota v prostoru roste, ale jak klesa.
Proto musime vzit derivaci podle prostorové proménné
zaporné, abychom dostali pokles teploty.Tento pokles vyna-
sobime konstantou, kterd pfevede spad teploty na tok tepla.
Tuto konstantu oznadime k (nazyva se soucinitel tepelné
vodivosti a dodd nam ji fyzika, presnéji Fourieriuv zdkon) a
tok tepla ¢ ve sméru osy x je

oT
—k—.
ox
To je veli¢ina, ktera udava, kolik joult tepla protece prife-
zem za jednotku casu.
— Je-li ¢ rovno 7 J/min znamend to, Ze prufezem protece
ve sméru osy = sedm joull za minutu.
— Je-li ¢ zdporné a rovno —7 J/min, znamen4 to, Ze sedm
joulll za minutu protece v daném misté proti sméru
oSy .

q:

které do daného bodu pritece, se ¢ast “oddéli” a prispéje
k navyseni teploty a zbytek tece dal. Pro zjisténi, kolik
tepla se z toku “oddéli” a zpusobi v daném misté navyseni
teploty potirebujeme védét, jak rychle v daném misté tok
klesd jako funkce proménné x. Narust ur¢ime derivaci podle
2 a pokles z narustu udéldme zménou znaménka. Pokles
toku tepla je tedy

9 _ 0 ( 0T\ _ 9 (0T
dr  Ox dx ) Ox \ oz )’

0
— Napriklad pokles —a—z = 2J/(mincm) toku ¢ =

10 J/min znamend, Ze o centimetr dil ve sméru osy
x protece prufezem smérem doprava uz nikoliv deset,
ale pouze osm jould za minutu.
— Stejny pokles u toku ¢ = —10J/min znamend, ze
v daném misté protece smérem doleva deset joulu za
minutu, ale o centimetr vice vpravo je o 2 méné, tj.
—10 — 2 = —12 a smérem doleva tece dvanact jouli
za minutu.
— V obou priipadech intenzita toku klesd podél tohoto
toku. Tok slabne.
Pokles toku vypocteny v predchozim bodé je imérny rych-
losti rustu teploty. Prislusné konstanty tmérnosti doda

fyzika a plati
9 (01 _ o1
ar "oz ) "o

kde ¢ je mérné tepelnd kapacita a p je hustota. (V tomto
pripadé jsou hustota i mérna tepelna kapacita vztazeny ne
k jednotce objemu, jak jsme zvykli, ale k jednotce délky.
Napiiklad p je linedrni hustota, tj. v gramech na centimetr).

0
— Napriklad pokles —a—g = 2J/(mincm) toku ¢ =

10 J/min znamend, Ze o centimetr dil ve sméru osy
x protece prufezem smérem doprava uz nikoliv deset,
ale pouze osm joull za minutu. Tedy kazdou minutu
se v jenom centimetru délky od toku “odpoji” energie
o velikosti dva jouly a ta se “ulozi” do materidlu. Nave-
nek se to projevi ohfevem, pricemz hraji roli fyzikalni
vlastnosti materialu.
Rovnice odvozenda v predchozim kroku se nazyva rovnice
vedeni tepla a dokdze modelovat naptiklad prostup tepla
sténou domu. Tato rovnice zachycuje matematicky to, jak
funguje vedeni tepla.

Pokud do daného mista pritéka teplo stejnou rychlosti jako
odtéka, teplota se neméni a dané misto se ani neohfiva
ani neochlazuje. Intenzita ochlazovani je dana bilanci mezi
pritokem a odtokem. Muzeme si to predstavit tak, ze z tepla
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Shrnuti. V odvozeni vidime, Ze rovnice vedeni tepla je vlastné
bilance toku tepla. Hodnota o kolik se v daném misté snizuje
tok tepla udava, kolik tepla se v daném misté spotrebovalo.
Tato spotfeba tepla se projevi zvysenim teploty v daném bodé.



Cést rovnice vedeni tepla

Slovn{ interpretace

or
ot

or
or

Rychlost s jakou roste
v daném misté teplota jako
funkce casu.

Rychlost s jakou roste
v daném okamziku teplota
podél tyce.
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- Rychlost s jakou klesa

Oz v daném okamziku teplota
podél tyce. Zaporné vzata
rychlost ristu.

oT .
—k— Tok tepla. Podle Fourierova
ox [ PV .
zékona je imeérny rychlosti
s jakou klesa teplota.
0 oT
— | k= Rychlost s jakou roste tok
Ox ox s
tepla podél tyce.
0] oT
—— | —k— Rychlost s jakou klesa tok
ox ox

tepla podél tyce. Toto teplo
zustava v daném misté tyce a
projevi se narustem teploty
v tomto misteé.

g (k()T) Upraveny vyraz z predchoziho
Oz \ Oz Fadku. Rychlost s jakou klesé
tok tepla podél tyce.
Rovnice vedeni tepla Cervené vyrazy jsou si
ameérné.

Poznamka. Vyftesit rovnici vedeni tepla je bohuzel mozné
jenom v pomérné specidlnich pripadech, které jsou z praktického
hlediska mélo vyznamné. Existuje vsak fada numerickych metod
jak tuto rovnici vyresit pribliznymi metodami. Tato rovnice
je potom “schovana” naptiklad v softwarech umoznujicich
vizualizovat tepelné namahani v okoli kritickych prvka staveb,
jako jsou okna. Vsimnéte si univerzalnosti této rovnice. Stejna
rovnice, jakou muzeme pouzit pro posouzeni teplotniho komfortu
ve stavbé, dokaze modelovat napriklad vliv stromu na tepelnou
pohodu v méstském prostiedi nebo prostup tepla do dreva pri
jeho tepelné modifikaci.

Shrnuti, hlavni myslenky

o Aplikované védy (fyzika, biologie, nauka o materialu, hyd-
rologie) prirozené formuluji své zadkony a poznatky mimo
jiné i kvantitativné a pomoci pojmu vyjadiujicich rychlosti
zmén. Doted jsme aparatem stfedni skoly uméli pocitat
jenom prumérné rychlosti za dany casovy interval, s de-
rivaci dostavame do ruky nastroj pro praci s okamzitymi
rychlostmi.

e Jakmile ve slovnim popisu procesu slysime slovo rychlost,
znamena to, ze pri matematickém modelovani hraje pravdeé-
podobné dilezitou roli derivace. Okamzita rychlost je deri-
vace. Jenom v krasnych piipadech probihajicich konstantni
rychlosti muzeme tuto rychlost pocitat pomoci podilu, jak
to zndme u rychlosti pohybu.

e Naucili jsme se nebo se nau¢ime pomoci vzorci derivovat
bézné funkce.

e Derivace umozni predpovédét, co se stane s velicinou, ktera



zavisi na jiné veli¢iné a tato jinad veli¢ina se méni znamou
rychlosti. Ze vztahu, ktery dava do souvislosti hodnoty dvou
veli¢in, mizeme urcit pomoci derivaci vztah, davajici do
souvislosti rychlosti zmén téchto veli¢in.

V pripadé nutnosti umime rozsitit derivace i do svéta funkei
vice proménnych. Délame to tak, ze sledujeme rychlost
zmeény zpusobenou vzdy zménou jenom jedné velic¢iny. Proto
prislusné derivace nazyvdme parcidlni. (Parcidlni znamena
v tomto smyslu ¢asteény.)
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