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Uvod

Soubor obsahuje piiklady pro cvi¢eni k mym pfednéskam na Lesnické a dievaiské fakulté pro bakalarské
studium v zimnim semestru 2020. Text bude expandovat, jak pobézi semestr. Vychézi ze cvi¢eni v minulém
semestru (kompletni zadani a vétSina FeSeni jsou k dispozici na webu pfedmétu). Text existuje ve verzich

pro tisk na papir a pro promitani na platné, kazda z téchto verzi jesté s feSenimi a bez feSeni.

1 Vypocet derivaci

Derivaci budeme chapat jako zobrazeni, které funkci pfifadi jinou funkci. Pro¢ je tak nesmirné uzitecna

zjistime v nasledujicich tydnech.

Zakladni vzorce.
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Zde c € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo definovany.

Triky, které se ¢asto hodi.

(A) Vo= w? (D) f(cl‘) == f(z) (G) log, x = iiz
(B) Yo =at (B) 505 =ef '@ (H) V(e +1) =22 42
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Derivovani a operace mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

ef) = ef
[f+g' =1 %7,
[f = f'9+ fg',
{j}’ fla—d'f 9 f
g
[F(oa)) =5 jﬁ = Plo())g' @)

1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.



1. f(x) x6+% 4. f(x) = 3zv/x + 92° 7. flx) = %e‘”ﬁ
1

2. f(z) =a®+22+6 5. fla)=1-¢" 8 @) = ee

3. f(ry=r*+2r* -1 6. f(z) =(2* - 1)* 9 J(x) = m

1.2 Rist ryby

Biologové navrhli funkci
1 = 0.03937t> — 0.945¢t% + 10.033t + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je délka ryby v centimetrech, a ¢ je v€k v letech. Vypoctéte derivaci

dl
@ Urcete jednotku této derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace v bodé ¢t = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé se setkdvame s
klasickou interpretaci derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou se zmeéni zdvisld velicina, kdyZ se
nezdvisld veli¢ina zméni o jednotku.

1.3 Bazalni metabolismus

Bazalni metabolismus M (ve wattech) souvisi s hmotnosti W vztahem
M= AW",

kde n je pro mnoho Zzivoc¢isnych druhu blizké ¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specifickd pro dany druh
a v ramci daného druhu klesa s vékem. Urcete derivaci

au
dw

a urcete 1 fyzikalni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdano podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je opét klasickd inter-
pretace derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmény ale nemusi byt jenom klasické chdpdni rychlosti jako
zavislosti na case. Derivace vyjadiuje, jak zdavisld velidina reaguje na zmény nezdvislé veliciny. Pro pochopent,
co derivace vyjadiuje, hraje velkou roli i jednotka této derivace. Oznacent je ponechdno z pivodni literatury,
mimo jiné M neni hmotnost a W neni watt. Vztah je v literatuie zndm jako Kleiberiv zdkon. Vysvétluje se
pomoci néj rozdilnd délka Zivota rizniych Zivocisnych druha.

1.4 Mezni naklady (marginal cost)
Naklady na produkci x letadel za rok jsou (v milionech Euro) dany funkeci
C(z)=6+Viz+4, 0<az<30.
Plati C’(15) = 0.25. Ur&ete, jakou tato derivace ma slovni interpretaci a uréete i jednotku této derivace.

Toto je jedna z nejrozsirenéjsi aplikaci derivaci mimo prirodni védy. Zajimdme se o to, jak rychle rostou eko-
nomické veliciny, protoZe ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomir ziskdvdme derivovdnim, obsahugji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téZ “margindlni”. Podle Wikipedie nastupujici technickd revoluce nazgvand Pri-
mysl 4.0 pFinese vyrobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy derivace ndkladid na vyrobu podle mnoZstvi
vyrobeného zboZi bude mald. To odpovidd predstavée vyroby v robotizovaniych haldch, kde hlavnim ndkladem je
vybudovdni vyrobniho zarizend.



1.5 Vzdalenost k horizontu

Vzdélenost k horizontu pro pozorovatele ve vySce h nad Zemi je dana funkci H = V2Rh, kde R =
6.371 x 10°m je polomér Zemé (https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html). Po dosa-
zeni a vydéleni faktorem 1000, aby H vychazelo v kilometrech, dostavame vzorec

H = 3.57Vh,

dH
kde h je v metrech a H v kilometrech. Uréete hodnotu této derivace O pro h = 5m (v€etné jednotky) a

slovni interpretaci této derivace.

Nékdy je rozmeér veliciny derivované stejny, jako rozmér veliciny, podle které se derivuje. Potom je deri-
vace vlastné bez rozméru. Nékdy je vSak vhodné pro srozumitelnéjsi interpretaci jednotky nevykrdtit, obzvldst
v pFipadé jako je tento, kdy se obé délky uddvaji v jingch jednotkdch (metry versus kilometry).

1.6 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni trati nedaleko Bzence, kde je extrémni sucho (Moravska Sahara).
V drivéjsich dobéch byly v pruhu podél Zeleznice velmi ¢asté pozary kvili provozu parnich vlakia. Predpo-
kladejme, ze pozar se v této vysusené oblasti §iff ve tvaru kruhu. V uréitém okamziku je polomér 50 metra a
roste rychlosti 1.5 metri za minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a urcete jak rychle roste plocha zasazena
ohném.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami miZeme odvodit vztah, mezi rychlostmi
zmeén, tj. do statickych vzorci miZeme dodat dynamiku vyvoje. V praxi nékdy jde priklad tohoto typu obejit
dvahou: ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd jakdsi plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu
odpovidd opét jakdsi plocha a provndnim s plochou pivodni snadno zjistim piiristek. To pro nds mize byt
kontrola, Ze apardt funguje. Pro nds je ted diileZité naucit se tento apardt na maljch vécech, abyste mohli
pozdéji délat véci velké.

1.7 Sil nad zlato

V pohédce Sil nad zlato sype Maruska z bezedné slanky sil na hromadu soli ve tvaru kuzele, ktery roste
tak, Ze objem je v kazdém okamziku svazén s vyskou vzorcem

1
V= -n
1

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solnicky 10 litrd (tj. 0.01 krychlovych metrit) soli za minutu. Urcete, jak
rychle roste hromada soli do vysky.

1.8 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu II

Meésto ma pfiblizné tvar kruhu o poloméru 10 km a Zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle musi rist polomér
kruhu (velikost mésta), pokud pocet obyvatel roste rychlosti 10 000 obyvatel za rok a chceme udrzet stejnou
hustotu osidleni?

Toto je mirndg modifikace prikladu s poZdrem. ProtoZe mésto md konstantni hustotu osidleni, jsou pocet
obyvatel © rozloha primo umérné a je to podobné, jako bychom jednu velicinu vyjadrovali ve dvou rizniych
jednotkdch.



2 Vyuziti derivaci v matematickych modelech

2.1 Tepelna vyména podle Newtonova zakona

Newtonuv zakon ochlazovani je mozné pouzit pro télesa, u nichZ teplota je ve v8ech mistech stejna a efekty
spojené s vedenim tepla jsou zanedbatelné. Takové objekty charakterizujeme nizkym Biotovym ¢islem (nau-
¢ite se v navazujicich pfedmétech jako Fyzikalni vlastnosti dieva). Predpokladejme, Ze nevytapéna mistnost
tyto podminky spliiuje.

Teplota v mistnosti kde se prestalo topit pfi teploté T' = 23°C se méni tepelnou vyménou s okolim. Rychlost,
s jakou teplota mistnosti v zimé klesé je Gmérné rozdilu teplot v mistnosti a venku. Vyjadrete toto pozorovani
kvantitativné pomoci derivaci. Sestavite tim matematicky model popisujici pokles teploty v této mistnosti.

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pracuje s rychlostmi zmén hraje pti kvantitativnim popisu roli

derivace. Ze stredni Skoly zndme tvary fyzikdlnich zdkoni a vztahi v omezené platnosti, kdy se rychlost

nemeéni (jako napiiklad rovnomérny pohyb) nebo méni jenom velmi specidlnim zpisobem (jako napviklad
rovnomérné zrychleny pohyb). Pomoci derivact tato omezent stiedoskolské fyziky padaj.

2.2 Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V pripadech, kdy je nutno uvazovat vedeni tepla (vy-
sokeé Biotovo ¢islo), postupujeme podle rovnice vedent
tepla, kterou jsme na pfednésce odvodili pro jedno-
rozmérny piipad ve tvaru
or 0 (0T
ot ~ 8x( ax>'

Typickym piipadem vedeni tepla v jedné dimenzi je
vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tulohu s vedenim tepla.
Osa z sméfuje doprava, teplota v bodé x a Case t
je T'(z,t) ve stupnich Celsia. Tok tepla v ¢ase ¢t a v
bodé z je q(z,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je
ve sméru osy x. Podle Fourierova zakona je

_ 9T
1= ox’

Budeme uvaZzovat jednorozmérny objekt, ty¢ nebo

sténu. Pocatetni teplota je 0°C, pravy konec udrzu-
jeme na této teploté, levy konec ohfivame na 20°C a
udrZujeme na této teploté. Ve zbytku tyce (stény) se
postupné nastoli rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete jejich zna-
ménko.

a) Rychlost s jakou v daném misté a ¢ase roste tep-
lota jako funkce Casu.

b) Rychlost s jakou v daném misté a ase roste tep-
lota jako funkce polohy, tj. jak rychle roste teplota
smérem doprava.

¢) Rychlost s jakou klesa teplota jako funkce polohy,
tj. smérem doprava.

d) Rychlost se kterou roste (smérem doprava) tok
tepla jako funkce polohy.

e) Rychlost se kterou klesa (smérem doprava) tok
tepla jako funkce polohy.

2.3 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni tepla je jesté
nutné pridat podminky souvisejici s po¢ate¢nim sta-
vem (pocatedni podminky) a s chovanim na okrajich
(okrajové podminky).

Necht sténa je na intervalu z € [0, L], z = 0 je vnitini

T
okraj a x = L je vnéjsi okraj. Vyraz —k—— udéva tok
tepla ve sméru osy x. Tok ve sméru osy x méa kladné

znaménko. Naformulujte okrajové podminky v nésle-
dujicich scénarich.

a) Z venku dokonale izolovana sténa. Na hranici x =
L nedochézi k toku tepla.

b) Vnitini ¢ast stény je udrZzovana na konstantni tep-
lote T' = 23°C.

¢) Sténa je zvenku osvétlena a zahfivana Sluncem.
Na vné&jsi hranici je konstantni tok tepla smérem
do stény.

d) Sténa je zvenku ochlazovana proudénim vzduchu.
Tok tepla mezi sténou a okolim je timérny rozdilu
teplot stény a okoli.



e) Sténa je zevnit¥ ohfivana proudénim vzduchu od Zpracovdno podle Cengel: Mass and heat transfer.
radiatori. Tok tepla mezi sténou a okolim je
amérny rozdilu teplot stény a okoli.

2.4 Model ristu imeérného velikosti chybé&jiciho mnoZstvi

Mnoho zivocichi roste tak, ze mohou dortistat jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu je tmérna délce,
ktera jim do této maximalni délky chybi (tj. kolik jesté musi do této maximalni délky dortst). Sestavte
matematicky model popisujici takovyto rist (von Bertalanffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost zmény veli¢iny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze kvantitationi
model bude obsahovat derivaci. Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho budeme umét i vyresit.

2.5 Kontaminace a ¢isténi

Znedistujici latky se v kontaminované oblasti rozkladaji tak, Ze za den se samovolné rozlozi 8% aktual-
niho znecisténi. Kromé toho pracovnici odstraiuji latky rychlosti 30 galonti denné. Vyjadrete tento proces
kvantitativné pomoci vhodného modelu.

Tento priklad opéet zmitiuje rychlost zmény, tj. derivaci. Tentokrdt se na zméné podileji dva procesy a jejich
ucinek se sc¢itda. Priklad navic pfipomind, jak se pracuje se zménou vyjddienou procenty. Toto je pouZivané
naptiklad pri drocent spojitym vrokem. Pokud pokles zménime na rist, tj. pokud zménime znaménka u deri-
vace, mdme okamzité model ristu financi na uctu, na kterém se pravidelné pripisuje drok a k tomu se priddvd
fixni dlozka.

2.6 Logisticka rovnice: model vyuZivani prirodnich zdroja

P#i modelovani ristu populace o velikosti z(t) ¢asto pracujeme s populaci Zijici v prostiedi s omezenou
uzivnosti (nosnou kapacitou). Casto pouZivame model

kde r a K jsou parametry modelu (realné konstanty). Nakreslete graf funkce f(z) = rz (1 — %) a ovéite,

Ze pro velkd z je f(x) zaporné a velikost populace proto klesa. Pokud populaci lovime konstantni rychlosti,
snizi se prava strana o konstantu, kterou oznac¢ime h. UkazZte, Ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice
porad zaporna a intenzivni lov tak zptsobi vyhubeni populace. Da se najit kritickd hodnota lovu oddélujici
vyhynuti populace a jeji trvalé prezivani?

Toto je asi nejdilezitéjsi rovnice pro modelovdni biologickijch jevi. PouZivd se pii modelovdni vyvoje obno-
vitelngch zdroji a byjvd modifikovdna pro konkrétni pripady podle toho, jak populace interaguje s okolim.

2.7 Populace jelent

Populace jelend v narodnim parku pfibyva rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok odebere 50 jedinci.
Napiste matematicky model pro velikost populace jeleni v tomto parku.

2.8 Hruby model chfipkové epidemie

Rychlost s jakou roste poc¢et nemocnych chiipkou je tmérny sou¢asné poctu nemocnych a poctu zdravych
jedincii. Sestavte model takového Sifeni chiipky.

Toto je soucasné model popisujici $ifent informace v populaci, staci si misto chiipky pFedstavit néjakou
informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).



2.9 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsifuje tak, ze jeji polomér jako funkce ¢asu roste rychlosti, ktera je
nepiimo amérna druhé mocniné poloméru. Vyjadiete proces kvantitativné pomoci derivaci.

2.10 Model uceni

Rychlost uceni (tj. Gasova zména objemu osvojené latky nebo procento z maximalni manuélni zruénosti) je
amérné objemu dosud nenaucené latky. Vyjadiete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem 2.4.
2.11 Vypocdet derivace
Urcete derivace néasledujicich funkci jedné proménné. Ostatni veli¢iny jsou parametry. Pokud v zadaném

vzorci odhalite vztah mezi veli¢inami znamy ze stiedoskolské geometrie, pokuste se najit odpovidajici inter-
pretaci derivace.

1. V(r)= é7rr3 5. S(a) = 6a® 9. S(r) = 2mr? 4 2nrh
3
L2 9.2
2. S(’I") — 47‘(”/‘2 6 U(’U) = imu ].0 S(h) = 2’/TT' =+ 27T7“h
1
3. A(r) = mr® 7. V(r) = % 11. S(a) = S(a+ v
1
4. V(h) = gmrh 8. f(y) = ae™ 12. L(r) = 277

V tomto prikladé se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné proménné nez podle x. To je nezbytné pro aplikace.
Abychom nebyli fixovdni na proménnou x, je vhodné se ucit vzorce pro derivovdni vyjadiovat slovné a bez
Jména konkrétni promeénné.

3 Vypocet derivaci, lineArni aproximace

3.1 Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1. f(z) =zInz 4. f(t):ﬁ 6. f(x):xzle
2. f(x) =222+ 1

2
3 fa) = — 5. 1) = 5 7 (@) = (xiixw

3.2 Zakladni linearni aproximace
Najdéte linearni aproximace funkei sinx, cosz a (1 + x)" v okoli nuly. Tim dokéaZete platnost nasledujicich
pribliznych vzorci platnych pro x blizko nuly.

sinx ~ x
cosr ~ 1

1+2)"=14nx



Proni dvé aprorimace vyuZijeme pozdéji pro odvozeni tvaru matice malyjch rotact, coZ je duleZité pri studiu
deformace materidli. Posledni mizZeme vyuzit napviklad pro to, abychom z relativistického vzorce pro celkovou
energit extrahovali ¢dst zdvislou na rychlosti, tj. kinetickou energii (na predndsce).

3.3 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné x. Najdéte jeji linearni aproximaci v okoli zadaného bodu.
1) y = ze” v okoli bodu x =0

2) y:rw(l—%)vokoh’bodux:O

3) y:rx(lf%)vokolibodux:K
4) y = v/x v okoli bodu z = 1

1
5) yzﬁvokolibodule

Ve druhém a tietim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostiedi s nosnou kapacitou
K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci. Proto se konstanta umérnosti ze ziskané
linedrni aproxrimace nazyjvd invazni parametr.

3.4 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakci je dana vzorcem

f(z)

ax
e

(1)

kde z je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyva kinetika Michaelise

a Mentenové. Ukazte, ze plati
df  ab

dz  (b+x)?

PouZijte tento vypodet k linearni aproximaci funkce (1) pro mala x.
3.5 Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v souc¢inu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivni tento vyraz vysledny soucin vice, nez zbylé soucinitele.
Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukaizte, ze pokud plati f(z) = g(z)h(z) a g(xo) = 0 # h(xg), ma linearni aproximace funkce g tvar
g(x) ~ g (w0)(x — x0)
a linearni aproximace funkce f tvar
f(@) % |g'(w0) (@ — w0) | (o),

kde v hranaté zavorce je linearni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena hodnotou funkce h
v bodé xg.

Situace je jednoduché zejména v pripadé, kdy funkce g je linearni a je sama svoji linearni aproximaci. Ukazte,
ze s uvedenou vybavou je mozno napsat linedrni aproximace prvnich t¥i funkci z piikladu 3.3 pfimo a bez



vypoc¢tu. Ukazte, Ze vypocet neni nutny a vysledek se da kvalifikované odhadnout i v pfedchozim prikladé s
kinetikou Michaelise a Mentenové. Pro tyto ucely pouzijte trivialni identitu

ax a
= X -

b+z b+z’

3.6 Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na teploté

Tabulka udava zavislost koeficientu tepelné vodivosti médi na teploté, A = A\(T"). Odhadnéte pomoci centralni
A
diference derivaci funkce A pro T' = 400K (cca 127°C). Urcete i fyzikalni jednotku derivace ar @ slovni

interpretaci vypoc¢tené hodnoty.

Poznamka: Teplota v Kelvinech (termodynamické teplota) je teplota ve stupnich Celsia posunuté tak, aby teplota —273,15°C
odpovidala 0 K. Dilky a tedy i zmény teploty jsou na obou stupnicich identické.

T [K] A [W/(mK)]

200 413
400 393
600 379
800 366

Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.
3.7 Itera¢ni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napf. oslunéné sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici évrtou mocninu a prvni
mocninu neznamé veli¢iny. Toto je dano tim, Ze vyzafovani tepla souvisi podle Stefanova-Bolzmannova zakona
se ¢tvrtou mocninou teploty a pfenos tepla proudénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou teploty.
Koeficient u prvni mocniny byva vétsi nez u ¢étvrté mocniny, protoze konstanta ze Stefanova-Bolzmannova
zékona je velmi malé. Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

2 — 8z +6=0.

Napiste iteracni vzorec pro feSeni této rovnice Newtonovou metodou a provedte nékolik iteraci s vhodnou
celo¢iselnou pocéateéni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy v rovnici osamostatnite x z linearni
Casti a z takové rovnice sestavite iteraéni vzorec.

4 Lokalni extrémy

4.1 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohéach z praxe Casto vime, Ze existuje optimalni feSeni a studovana funkce méa jediny bod s nulovou
derivaci. Pokud studujeme funkci bez jakéhokoliv kontextu, musime posuzovat to, zda v daném bodé opravdu
extrém je a jaky. Nejlépe tak, ze soucasné uréime i intervaly monotonie. Za povsimnuti stoji, ze pii hledani
bodi, kde jsou lokalni extrémy, vlastné ani nemusime znat ptvodni funkci. Sta¢i nam o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym piipadem se v praxi setkavame.

Najdéte lokalni extrémy a intervaly monotonie nasledujicich funkei. Spolu s funkci je zadana i jeji derivace.

__ 1o 2?2, z(z+2)
(1)y_(33+1)2’y (z+1)3 (2)y_x—|-1’y_(x+1)2




z? p_ 22 (5) y=a%e" y = —(x —2)ze ™

. (6) y je spozjité na HQQ \ {2},
(4) y=(5—w)ﬁ,y’=ﬁ(5—3m) yzzw

4.2 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystiihneme ¢tverec a zbyly papir podél stran poohybame nahoru, aby vznikla
(az se to slepi) krabicka bez horniho vika. Jak velké étverce musime odstithat, pokud chceme, aby vysledna
krabic¢ka méla co nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kaZdé ucebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je tim, Ze A4 md ve
vijuce zpravidla kaZdy pred sebou a mizZe si tipnout, jaky ocekdvd vijsledek a kolik maximdlnd objem bude. Pro
odhad objemu si miZeme predstavit tieba litrovou krabici mléka a porovndvat s timto referenénim kvadrem.

4.3 Plot ze t¥i stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru, jehoZz jedna strana je rovna piirozena hranice. Stavime plot
tedy jenom na zbylych tfech stranach.

(1) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana délka pletiva a chceme mit plochu pozemku co nejvétsi?

(2) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana plocha pozemku a chceme mit co nejmensi spotiebu pletiva?

NezZ zacnete tesit, tak si zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec nebo obdélnik. Pokud obdélnik, tak zda podél
prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout, zda je FeSeni obou tloh stejné (tj. stejny tvar
obdélniku, napriklad stejngj pomér stran). Ulohy Teste s co nejmensim mnoZstvim parametri. Uvazujte tedy,
Ze mdte jednu délkovou jednotku pletiva v pronim pTipadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu
v pripadé druhém.

4.4 Optimalni tram vytezany z kulatiny

Ukazte, ze pro vyfezani nebo vytesani trdmu o maximéalnim objemu z kulatiny valcového tvaru je nutné
vyfezat tram se Ctvercovym priifezem. Navod: Uvazujte vélec, ze kterého chceme vyfiznout hranol. Zvolte
jako jednotku délky pramér kulatiny a hledejte maximum druhé mocniny obsahu prufezu. Zdivodnéte, Ze
tento postup je korektni. Maximum paraboly najdéte ze znalosti toho, Ze vrchol paraboly lezi v poloviné
mezi kofeny.

Poté zopakujte predchozi @lohu pro maximum veli¢in bh? a bh?, kde h je vyska a b &ifka prifezu tramu.
V prvnim pfipadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku. Pouzijte stejny postup jako v minulé

uloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly. (Poznamka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na
prednasce a proto tento pfipad nemusite dopoéitavat.)

Tento priklad je zajimavy spiSe z aplikacniho hlediska: nejvice dieva neznamend nejvétsi nosnost a nosnik,
ktery nejvice unese, vychdzi jinak, neZ nosnik, ktery se nejméné prohybd.

4.5 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za casovou jednotku energii tmérnou t¥et{ mocniné rychlosti vzhledem k vodé. Pro
prekonani urcité vzdalenosti proti proudu o rychlosti v je proto potieba energie

1
E=k —(z+v)3,
T
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kde z je rychlost ryby vzhledem ke biehu a x 4 v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro rybu optimalni
cestovni rychlost pfi migraci na dlouhé vzdalenosti, tj. rychlost, pii které je minimalizovan nutny energeticky
vydaj.

Nez zalnete fesit, uvédomte si, ze pokud méfime rychlosti v jednotkach rychlosti vody v fece, plati v = 1 a po vynechani
konstanty k, ktera nema vliv na polohu a kvalitu lokalnich extrémi, hledame lokalni minimum funkce

(z+1)

T

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)

Pozorovdni poturdila, Ze migrujici ryby “znaji” 7eSeni piedchoziho prikladu a proto plavou proti proudu rychlosti o polovinu

vétsT neZ rychlost proudu. Vzhledem ke biehu je tedy jejich “cestouvni rychlost proti proudu” poloviéni jako je rychlost proudu.
Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme tesili u migrace ryb se ale ve skutecnosti éasto objevuje naopak. Naptiklad ndsledovné.

e Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nékdo si to toho nevs§imd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu to vrtd hlavou. Proc¢
to tak je? Asi si prirozené minimalizuji energii.

o Jakou musime udinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi bijt souvislost energie s rychlosti,
aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na predchozi otdzku je prirozené piedpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu. Tedy tieba, Ze energie
je umérnd treti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila neviditelné.

o Nékdy je potteba pii konfrontaci s jingmi pozorovdnimi hypotézu poopravit, zptesnit nebo bohuzel zamitnout. To vsak je
prirozené pri pozndvdni svéta.

5 Integraly I

5.1 Vypocet integralu

Najdéte nésledujici integraly.

™

(1) /x2 +2zdx (6) /Sin (x+ g) dz (1) /05 cosada
2) /\/E(x+\/§> da (7) /édx (12) /Ol(x_ 1)? da

(3) /%4—\/5@3 (8) /ﬁdx (13) /1 32% + 2% da

-1

LL‘Q —1 1 10 o1t

(5) /e””JreQIdx (10) /Tifriﬁdr (15) / u® du

—a

5.2 Vytékani oleje

Najdéte slovni interpretaci integralu



kde r(t) je rychlost s jakou vytéka olej z déravé nadrze (v litrech za hodinu) a ¢ je ¢as v hodinach. Vypoctéte
integral pro r(t) = 200 — 4t.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace integrdlu, kdy integrdlem rychlosti, s jakou se méni néjakd veli¢ina,
je zména této veliciny.

5.3 Populace véel

Populace véel o pocatecni velikosti 100 v&el se rozmnoZuje rychlosti r(¢). Najdéte slovni interpretaci vyrazi

/015 r(t)dt,

15
100+/ r(t)dt.
0

5.4 Napousténi nadrze

Chemikalie tece do nadrze rychlosti 180 + 3¢ litra za minutu, kde ¢ € [0, 60] je ¢as v minutach. Urcete, kolik
chemikalie nate¢e do nadrze b&hem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)

5.5 Praskla kanalizace

Praskla kanalizace zptusobila zne€isténi jezera v rekreacéni oblasti. Koncentrace bakterii C(t) (v bakteriich na
kubicky centimetr, ¢ je ¢as ve dnech) se po oSet¥eni uniku pro ¢ € [0, 6] vyviji rychlosti

C'(t) =103(t — 7).
Jaka je zmeéna koncentrace bakterii mezi ¢tvrtym a Sestym dnem?
(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)
5.6 Rychlost uceni

Necht W (t) je poCet francouzskych slovidek, které se nau¢ime po ¢ minutach. Typicky muZe byt (pro prvni
dvé hodiny uceni)

4t t\?
— / P S —— —_—
0)=0 a )= 100 3 (100) '
Najdéte pomoci integralu funkci W (t).
(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

5.7 Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu

V praktickych alohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu parametru je nutno
doladit tak, aby integral mél pfedem stanovenou hodnotu. Uréete hodnotu realného parametru a tak, aby
byl integral

10
/ av/x dx
0

roven hodnoté 2019.
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5.8 Prace na pruziné

Sila pusobici na pruzinu je tmérna deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovazného stavu o hodnotu
x, je nutno pusobit silou kz, kde k je konstanta (tuhost pruZiny). Vypoctéte praci nutnou k natazeni pruziny
z nedeformovaného stavu o jednotkovou délku a poté o délku [.

Po obecném vypocétu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k a deformaci Az. Vypocet proved'te ur-

Citym integralem t¥ikrat, postupné pro jednotku délky centimetr, decimetr a metr. AZ po dokonceni vypodctu
pfevedte na joule (newton krat metr).

k=10N/cm = 100N/dm = 1000 N/m, Ar=10cm=1dm =0.1m

Vsimnéte si, Ze v kaZdém pTipadé se integruje jind funkce a v jingch mezich. ProtoZe vSak vSechny vipocty
charakterizuji stejnou situaci, viysledky jsou po prevedeni na stejné jednotky stejné, coz je ocekdvané. Zmeéna
jednotek je specidlni pripad substituce, kdy proménnou podle které integrujeme nahradime proménnou jinou.
Tuto metodu si pro integrdl piredstavime na pFedndsce.

6 Integraly II

6.1 Vypocet integralu substituci

Najdéte nasledujici integraly integrovanim substitu¢ni metodou.

(1) /ace“;2 dz (4) /sinxcos5xda:
(2) / e dx (5) [ cosxzy/sin(z)dx

T
—d
) [ g
6.2 Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

1) funkce v/ na intervalu [1, 4]
2) funkce sin z na intervalu [0, 7]

(1)
(2)
(3) funkce sinx na intervalu [0, 27]
(4)

4) funkce ax® na intervalu [0, 1]

V poslednim piikladé urcete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna jedné.
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6.3 Vedeni tepla sténou, linedrni materialové vztahy

Tok tepla v jedné dimenzi je ddn Fourierovym zakonem

dT

Pro ustalené proudéni je @ konstantni. Pro homogenni material s linearni odezvou je vySe uvedeny vztah
presné linearni, tj. k je konstanta. Urcete tok tepla sténou $itky d oddélujici prostory o teploté 17 a T5.

6.4 Vedeni tepla sténou, nelinearni materialové vztahy

Zopakujte predchozi vypocet pro material s nelinearni materidlovou odezvou, kdy Fouriertiv zakon neni
linearni, tj. k zavisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je pripad, kdy k(T) je linearni, tj. plati

k(T) = a+ bT.

dT
PouZijte substitu¢ni metodu prevadéjici integral / k(T(m))d— dz na integral / k(T) dT. Pouzijte dale sku-
x

teCnost, ze stfedni hodnota linearni funkce je aritmetickym primérem hodnot v krajnich bodech intervalu.

Na tomto prikladé jsou zajimavé tii véci.

e Odvodime vzorec pouZivany pri posuzovdni tepelnych ztrdt.

o Piirozené vychdzi vzorec, ktery po zavedeni stredni hodnoty funkce k(T') splgvd se vzorcem z piedchoziho
prikladu, odvozeného pro konstantni vodivost.

o

nezndme. Vskutku, nezndme teplotni profil T(x) ve sténé a tim pddem nezndme ani zdvislost vodivosti
k(T (x)) na poloze a ani gradient teploty. Presto se podatilo integrdl vypocitat. Teplotni profil se naucime
hledat jako Tesend rovnice vedend tepla.

6.5 Stredni hodnota funkce dané tabulkou

Urcete stfedni hodnotu koeficientu tepelné vodivosti A médi na teplotnim intervalu od 100 do 400 Kelvint.
Porovnejte vysledek s aritmetickym primérem.

Pro vypocet na intervalu od 100 do 800 Kelvini bychom museli integrovat na intervalu, na kterém ne-
mame rovnomérné rozlozené uzlové body. Navrhnéte, jak v takovém pfipadé postupovat a jak vypocitat

800
/ AT)dT
1

00

T K] A[W/(mK)]

100 482
200 413
300 401
400 393
600 379
800 366  Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

6.6 Rist populace a jejich prezivani
Populace zivoc¢isného druhu ¢ini 5600 jedinct a tato populace roste rychlosti

R(t) = 720e" "
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jedincii za rok. (V tomto €isle je zahrnuta pfirozena natalita, mortalita a povoleny lov.) Vlivem zneéisténi
zivotniho prostiedi se vSak jedinci dozivaji kratsiho véku, nez je zahrnuto v popsaném modelu. Zlomek
populace, ktery prezije ¢asovy interval délky ¢, je

S(t) = e 02,

Odhadnéte pocet zivocichu za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k zadnému znecisténi
nedochéazelo, tj. kdyby bylo S(t) = 1.

Napiste jenom pfislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je pocitali. Vlastni vypocet
provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)
6.7 Rodicovské stromy

P1i obnové lesti je nutné velké mnozstvi sadebniho materialu. Kromé skolek hraji pii obnové lesa dulezitou
roli rodi¢ovské stromy. Plogna hustota semen (napiiklad v po¢tu semen na metr ¢tverecni) ve vzdéalenosti r
od stromu je dana funkci
2 2
D(r) = Doe™" /",
Pro vhodnou volbu jednotek dosahneme toho, Ze plati a = 1. Pracujme proto s funkci
D(r) = Doe™"".

Urcete mnozstvi semen uvniti kruhu o poloméru R.

Napiste jenom pfislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét
nemusite.

(Volné preformulovdno podle L. Edestein—-Keshet: Differential calculus for the life sciences. Strom na obrdzku
je rodicovsky strom ekotypu Posdzavského smrku ztepilého. Slouzi k zdchrané genovych zdroji lesnich dievin.)

7 Diferencialni rovnice

7.1 Reseni ODE a IVP

(1) % = zy? (5) % =kr®, 7(0)=ro >0
(2)%:# (6)%::771—#2, m(0) = 0

(3)%=xx/§ (7)%=m+2, m(0) = —2
(@) L=y v0)=1

Umeéni najit FeSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vSak nic proti uméni sestavit model (naucili
jsme se iz ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim modelu), uméni posoudit jednoznacnost feSent
(vétsina modeld se Tesi numericky a musime byt presvédceni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu
reseni (TeSent, kterd mejsou stabilng, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdkony, ale pravdépodobnost jejich
spontdnniho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability veseni (stabilita konstantnich
FeSent) jsme vidéli na pfedndsce a piipomeneme v dal§ich prikladech.
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7.2 Tloustka ledu

Takzvany Stefantv zakon (J. Stefan, Uber die Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die Eisbildung
im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabilnich podminkach rychlosti
nepiimo tmeérnou této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhodného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

7.3 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znédmo, Ze rychlost s jakou vytékd tekutina otvorem u dna nadoby je tmérna odmocniné vysky
hladiny (protoZe se méni potencidlni energie tmérna vysce na kinetickou energii tmérnou druhé mocniné
rychlosti). Proto je i rychlost s jakou se zmensuje objem vody v nadrzi timérna odmocniné vysky hladiny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu je diferencialni rovnice. Napiste rovnici pro vysku hladiny vody
v nadrzi jako funkci ¢asu. UvaZujte tii pFipady: nadrZ cylindrického tvaru (valec postaveny na podstavu),
nadrz ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru kuZele otofeného vrcholem doli (trychtyt).

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mdme v rovnici dvé rizné
veliciny, které se méni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén
téchto velicin. FyzikdIni zdkon je formulovdn pro derivaci objemu a nds zajimd derivace vysky.

7.4 Problematika jednoznac¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni 7.3 jsme odvodili rovnici

dh
LN/
dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru kvadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazda po¢atecni uloha jediné feseni. Interpretujte tento vysledek prakticky.

B) Pro h = 0 by feenf nemuselo byt uréeno jednoznaéng. A opravdu neni. Refenfm je napitklad h(t) = 0

nebo )
—E*t* t<0
h(t)=4 4
0 t>0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro t < 0 plati V2 = |t| = —t) a rozmyslete, jestli nejednoznaénost je

jenom matematicky trik, nebo jestli méa fyzikalni interpretaci.

7.5 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materialu ma tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanickymi vlastnostmi
materidlu a je nezavisly na objemu. Pfedpokladejme, Ze personal stavebnin pfisypava na hromadu material
konstantni rychlosti (v jednotkach objemu za jednotku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné oteviené kra-
jiné a vitr rozfoukava material po okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfoukavani (op&t v jednotkach objemu
za jednotku Casu) se d&je rychlosti timérnou povrchu névétrné strany plasté. Vyjadrete proces kvantitativng
pomoci derivaci. NapiSte rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Toto je podobny model jako model vypousténi nddrze, ale kratsi. Opét mdme po pTepisu zaddni do matematic-
kého modelu dvé velic¢iny ménici se s casem v jedné rovnici. Derivace objemu, kterd nds zajimd, jiZ v rovnici
pritomna nastésti je. Stact vyjddrit obsah pomoci objemu, nejlépe pomoci rozmeérové analyzy.

7.6 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: stabilita reSeni

Hromada sypkého materidlu ma tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanickymi vlastnostmi
materialu a je nezavisly na objemu. V predchozim piikladé jsme sestavili diferencialni rovnici popisujici rist
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hromady ve tvaru

kde R je rychlost pfisypavani a k£ konstanta.

e Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zduvodnéte.
e Muze hromada skonéit i pfi neustalém prisypavani cela rozfoukana?

e Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu je jiz rozfoukavani
rychlejsi nez pfisypavani?

8 Matice

8.1 Nasobeni matic

Vynasobte matice A a B pro obé poradi nasobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=lo 1 o, B=[-1 2 -1
1 2 -2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé poradi nasobeni, je-li

C:

S O =
o W o
=~ O O

V tomto prikladé si vyzkousime ndsobeni matic a kromé toho wvidime, Ze ndsobeni diagondlni matici je
v jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém pofadi ndsobime matice, se diagondlnimi prvky se ndsob?
7adky nebo sloupce druhé matice.

8.2 Soustava rovnic jako nasobeni matic

Zapiste soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni

21’1 - 3%2 + 2%3 =12
21‘1 + Zo + T3 = 21
—x14+ 322+ x3=0

8.3 Timmyho transformace
Figurka na obrazku je Timmy ve tfech situacich. Jednou se pozoruje sviij obraz ve vodé, jednou spadl na

zada, a jednou vrha stin. Vyjadfete pomoci matice transformaci, kterd vzor (¢erna malivka) prevadi na
obraz (barevna malivka).
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)

Poznamka: Sta¢i si viimat, kam se zobrazuji jednotkové vektory ve sméru os, tj. kam se zobrazi Timmiho
nakro¢end noha a Timyho ruka, kterd je natazend dozadu. Ptripadné neceloéiselné slozky matice jenom
odhadnéte. Podle LAFF Linear Algebra - Foundations to Frontiers (www.ulaff.net)

8.4 Matice rotace
Matice rotace o thel 8 v kladném smyslu je
cosf —sinf
Ro = (Siné cos @ ) ’
Nasobenim ovérte, ze matice otoceni o thel —0 je k této matici inverzni.

Ndvod: Funkce kosinus je suda funkce a funkce sinus je licha funkce. Proto plati

cos(—0) = cos a sin(—0) = —sin 6.

Matice rotace je dilezitd v aplikacich zabyjvagjicich se deformacemi, protoZe umozni odfiltrovat tu édist zmény
polohy referencénich bodi, kterd je zpisobena rotaci a nepfispivd tedy ke zméné tvaru télesa.

8.5 Matice posunuti
Transformace pomoci nasobeni matic zachovava pocatek a nemiize proto charakterizovat napiiklad posunuti

roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizovano i posunuti, musime zavést homogenni
soufadnice a ztotoznit bod (x,y) s vektorem (x,y,1)T. Ukazte, Ze matice

1 0 a
P.p=10 1 0
0 0 1

je matice posunuti o @ doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popisujici opa¢nou trans-
formaci a pro jedno néjaké pofadi soucinu ovéite, Ze soucin téchto matic je jednotkova matice.

8.6 Matice, zachovavajici vyznacné sméry
Dievo ma tfi vyrazné sméry a pokud mame moznost zvolit soufadnou soustavu tak, aby tyto sméry byly

dany vektory (1,0,0)7, (0,1,0)" a (0,0,1)%, formulace fyzikilnich zdkoni se zjednodusi. Nyni si ukaZzeme
pro¢. Najdéte

1. nejobecnéjsi matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0, O)T,
2. nejobecnéji symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0, 0)7,

3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektora (1,0,0)7, (0,1,0)7, (0,0,1)7.
V tomto prikladé uvidime, Ze matice zachovdvajici smér os soutadnic jsou v urcitém smyslu pékné.
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8.7 Matice derivovani

Ukazte, Ze matice A =

SN O
— O O
o O O

. Vysvétlete, jak bychom interpretovali matici A% a A% a tyto matice

) je matice derivovani polynomit stupné nejvyse 2, pokud polynom az? +
a

bx + ¢ ztotoZnime s vektorem | b

c

vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro obecny polynom az? 4 bx + ¢, nebo samostatné pro polynomy z2, = a 1 a poté
st vSimnout, Ze ostatni polynomy muzZeme dostat linedrnimi kombinacemi a maticovd ndsobent tyto linedrni
kombinace nepokazi diky tomu, Ze je distributivni a komutuje pii ndsobeni s konstantou. V tomto prikladé
mimo jiné vidime, Ze mocnina nenulové matice mizZe bijt nula. To je efekt, kteryy nemd obdobu u ndsobeni
redlnyjch cisel.

8.8 Matice projekce

cos? a CcoS & sin &

. . tuje kol jekci fimku, ktera jd catk t
cos arsin o sin? o ) reprezentuje kolmou projekci na piimku, ktera jde poc¢atkem soustavy

soufadnic a svira s kladnou ¢asti osy x thel a.

Matice P = (

1. Ukaite, ze plati P = P.

2. Ukazte, (nemusite vypoctem, naptiklad graficky, nebo vyuzitim toho, Ze kazdy bod pfimky se zobrazi
sam na sebe) Ze dva rizné body se projekci mohou zobrazit na stejny bod a proto neni nadéje na to
mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje inverzni matice.

9 Determinanty, soustavy rovnic

9.1 Urcete nasledujici determinanty

2 -1
LDi=]y
2 -1
2 Dp=|, ", 4
(D2 = 0 je piimka dana bodem (4, 3) a smérovym vektorem (2, —1))
2—-X -1 o . .
3. D3 = 4 3. (charakteristicky polynom matice z prvniho bodu)
1 -1 0
4. Dy=12 3 1
-1 -1 2
a -1 0
5 Ds=|2 3 1
-1 -1 2
2—A 0 0
6. Dg=| 0 3—A 0 | (charakteristicky polynom diagonalni matice)
0 0 T—A
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9.2 Soustava linearnich rovnic s jedinym reSenim

Vyfteste soustavu rovnic.

1 2 2 T2 3
2 2 -1 xT9 = 1
2 3 1 T3 ~1

Soustava rovnic je asi nejdulezitéjsi aplikace linedrni algebry, ale v dnesnim svété neni divod ji Tesit rucneé.
Je vsak uzitecné si alespon zdkladni manipulace vyzkouset na jednoduchém prikladé. Tento moc casu nezabere.

9.3 Soustava linearnich rovnic s nekoneéné mnoha reSenimi
Vyfteste soustavu rovnic.

-1 -1 -1 1
1 1 -2 To

-2 -2 1 5
-1 -1 1 T4

W = N W
o O O O

Soustava s nekonecné mnoha Tesenimi typicky vychdzi pri hleddni vlastnich c¢isel matice. Na tomto prikladé
st osahdme pfipad homogenni soustavy a jednoparametrického Fesent, tj. pripad, ktery pti vypoctu vlastnich
vektori vychdzi nejcastéji.

10 Vlastni cCisla a sméry

10.1 Vektor, ktery neni vlastnim smérem

S 1 ) . < :
Ukazte, ze vektor @ = (2> neni vlastnim smérem matice

A:(‘;’ g)

10.2 Vektor, ktery je vlastnim smérem

Ukazte, ze vektor d = (2

3> je vlastnim smérem matice

(Y

10.3 Vlastni ¢isla a vektory matice 2 x 2

a urcete pfislusné vlastni ¢islo

Najdéte vlastni ¢isla matice

a jim prislusné vlastni vektory.
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10.4 Transformace matice 2 x 2 na diagonalni tvar

A:G’ ;)

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

Uvazujme symetrickou matici

2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory. Pokud je to mozné,
napiste matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.

3. Ovéite, ze PTAP = D je diagonalni matice.

Ndvod: Vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim cislim jsou na sebe kolmé.

10.5 Pomér délky vzoru a obrazu vektoru
3 1
=)
L (-1
“=\ 2

uréete podil délky obrazu Aw a vzoru @ pii zobrazeni pomoci matice A. Ovéite, Ze tento podil lezi mezi
mensi a vétsi vlastni hodnotou, které jsme vypocitali v predchozim piikladé.

Pro matici

z minulého ptikladu a vektor

10.6 Transformace tenzoru pootocenim

Uvazujme ty¢ ve sméru osy « namahanou v ose tahem, pii kterém vznika jednotkové tahové napéti. Ty¢ je
slepena spojem, ktery svira s kolmici na osu thel 6. (Nakreslete si obrazek.)

1. Ukazte, Ze pro nenulovy thel 6 je normalové napéti ve spoji mensi, neZ by odpovidalo normélovém
napéti pro spoj kolmy na osu tyce.

2. Ukazte, Ze normalové napéti je klesajici funkci thlu 6 na intervalu od nuly do g

™
3. Urcete normalové a smykové napéti pro extrémni p¥ipad 6 = 52 popiste, jak by takovy spoj vypadal.
4. Urcete smykové napéti ve spoji a urcte, pro jakou hodnotu thlu je smykové napéti nejvetsi.
5. Urcete, jestli je v tomto pripadé z hlediska piisobictho napéti vyhodnéjsi udélat sikmy spoj po sméru
nebo proti sméru hodinovych rucicek.

10.7 Vlastni ¢isla a vektory matice 3 x 3.

V cviceni z minulého tydne jsme ukéazali, Ze nejobecné&jsi symetrickd matice zachovavajici smér vektoru
(1,0, O)T mé v prvnim fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek, prvek v hlavni diagonale.

Uvazujme matici
5 0 0
A=(0 2 2],
0 2 5

ktera je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.
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11 Parcialni derivace, rovnice vedeni tepla

11.1 Difuzni rovnice ve 2D

Rozepiste difuzni rovnici

ou

ve dvourozmérném piipadé do kartézskych soufadnic za pfedpokladu, Ze soufadné osy jsou ve vlastnich
smérech difuzni matice.

Okomentujte, jak pFedpoklady o vlastnostech materialu a o modelovaném procesu (stacionarnost, existence
¢ neexistence zdroji, homogenita materidlu, stejné chovani v riznych smérech apod.) ovlivni vyslednou
rovnici.

Pozndamka: Difuzni rovnice dokdzZe napiiklad objasnit i to, pro¢ jednotny mechanismus tvorby vzori na srsti
savct vede jednou k pruhim a jednou ke skvrndm na srsti. DokdZeme tak napviklad lépe pochopit proces, jakym
se geny prepisuji do viditelngjch znakid. Podrobnéji Murray: Mathematical biology nebo How the leopard gets
1ts spots.

11.2 Stacionarni vedeni tepla, linearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pii stacionarnim vedeni tepla a v materidlu s linedrni materié-
lovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti je konstantni). Jinymi slovy, najdéte v8echny funkce splijici

o ( 0T
m(%)‘o
proT=T(z) ak € RT.

Pozndamka: Vysledek se dd pouZit © pro sténu sloZenou z rizngch vrstev. Postupuje se tak, Ze se jednot-
livé vrstvy nahradi ekvivalentnimi vrstvami z jednoho materidlu. Naptiklad vrstva z materidlu s poloviénim
koeficientem tepelné vodivosti se nahradi vrstvou, kterd je dvojndsobné silnd.

Pozndmka: Na stejnou ilohu se stejnou rovnici a stejngm teSenim vede naptiklad proudéni podzemni vody
ve zvodni s napjatou hladinou (predstavou miZe byt podzemni voda protékagjici pidou a shora i zdola
ohranicend nepropustnou vrstvouw).

11.3 Stacionarni vedeni tepla, nelinearni material

Najdéte rozloZeni teploty v homogenni sténé pii stacionarnim vedeni tepla a v materialu s nelinearni materi-
alovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti neni konstantni). PouZijte linearni zavislost koeficientu tepelné
vodivosti na teploté. Jinymi slovy, najdéte v8echny funkce spliujici

proT=T(zx) ak=a+bT,abeR.

Pozndmka: Vipocet nechdme kvalitativni abychom vidéli, Ze teplotni profil ve sténé nent linedrni. Pro
uziteénost v inZenyrskiyjch aplikacich je vhodné ptidat okrajové podminky a vyjddrit FeSeni pomoct parametri
v téchto okrajouvijch podminkdch. To jsou typicky teploty na jednotlivijch strandch stény.

Pozndmka: Na stejnou ilohu se stejnou rovnict a stejngm Fesenim, pouze pro a = 0, vede naptiklad proudént
podzemni vody ve zvodni s volnou hladinou (narozdil od predchoziho prikladu chybi horni nepropustnd
vrstva).
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11.4 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimecéné jsme nuceni do rovnice vedeni tepla zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v Zebru chladice.
Ulohu uvazujte jako jednorozmérnou, material homogenni izotropni s konstantni tepelnou vodivosti. Kolem
chladic¢e proudi vzduch a teploté T a chladi¢ ztraci teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty Zebra v daném
misté a teploty okolntho vzduchu. (Koeficient imérnosti je dan koeficient pfestupu tepla a Sitkou Zebra).
Uvazujte stacionarni dé;j.

11.5 Vypocet parcialnich derivaci

3] 3]
a) 8gs(x2y—|—235y3—l—nc—i—l) c) &E<5x4y3—3xy5+x2>
9 ( 2 3 9 4,3 5, .2
b) By xy+2xy° +x+1 d) By S5x*y® — 3xy’ +x

11.6 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro 0 < z < 10 a 0 < y < 10 zachycené v urc¢itém okamziku termokamerou
je popsana rovnici
T(z,y) =2y + 2°.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale ke kazdému ¢lenu
muzeme dodat konstantu, kterda rozmér opravi tak, aby vysledek opravdu vychazel ve stupnich Celsia. Pro
jednoduchost tuto komplikaci vynechame.)

1. Vypoctéte gradient VT a tok tepla —\ - V7. Soudinitel tepelné vodivosti (pro jednoduchost s celymi
¢isly a bez jednotky) je A = (? ;) .
2. Urcete, zda na levém okraji desky (x = 0) tece teplo dovnit¥ desky nebo z desky ven.

3. Vypoctéte divergenci toku tepla, tj. V- (=X - VT).

4. V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?

12 Dvojny integral

12.1 Kvadraticky moment pro obdélnik

Vypoctéte integral

/ / y? dady,
Q

pres obdélnik se stranami podél os, se stfedem v pocéatku a délkou stran a a b, tj. pfes mnozinu ) danou
nerovnostmi

IN
8
IN

NS N R
IN
NS
IN
RS SRS

12.2 Teézisté trojuhelniku
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Vypoctéte integral

// r dxdy
Q

pres trojuhelnik Q s vrcholy v bodech (0,0), (1,0) a (0, 1)
a poté vydélenim obsahem trojihlenika najdéte z-ovou

polohu t&zisté.

12.3 Velikost tlakové sily na hraz piehrady

Viz video ke cviceni a text k pfednasce.
12.4 Puasobisté tlakové sily na hraz prehrady

Viz video ke cviceni a text k prednésce.

13 Shrnuti

Dle ¢asovych moznosti a priabéhu semestru: shrnuti nebo opakovani nebo vypocet ukazkové pisemky nebo
rezerva pro piipad rektorského nebo dékanského volna, rezerva pro pfipad statnich svatki apod.

14 Archiv

14.1 Pokles hladiny podzemni vody pfi ustaleném rovinném proudéni

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody je piezometrickd hladina h mé&fena v metrech (hruba predstava
miZze byt hladina spodni vody nebo, v piipadé Ze je shora ohrani¢eni nepropustnou vrstvou, tak hladina,
kam by vystoupila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tede, se nazyva zvoder (aquifer). Proudéni ¥idi Darcyho
zdkon, ktery vyjadiuje, ze filtracni rychlost vy podzemni vody je tmérné sklonu piezometrické hladiny, tj.
rychlosti, s jakou kles& piezometrickd hladina jako funkce x.

A) Zapiste Darcyho zakon kvantitativné pomoci derivace piezometrické hladiny.

B) Tok je dan soucinem filtra¢ni rychlosti a obsahu plochy kolmo na rychlost. UvaZujte obdélnikovou plochu
h x 1, ktera je na vysku pfes celou zvodnélou vrstvu h a na $ifku m4 jednotkovou délku. Vynésobte jeji
obsah filtra¢ni rychlosti a dostanete pritok na jednotku $itky, oznacovany q. Pro ustalené proudéni je ¢
konstantni.

C) Vysledny vztah z predchoziho bodu chépejte jako diferencialni rovnici s neznamou funkei h jako funkei
x a TFeSenim rovnice najdete k¥ivku sniZeni hladiny podzemni vody v podélném profilu.

(Podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Poznamky k predndskdam z Hydrauliky, piedndska ¢. 9.)
14.2 Studna s volnou hladinou

Uvazujme diferencialni rovnici

dh
= —kh— *
q 1 (*)
odvozenou v 14.1 B. Tentokrat budeme studovat studnu s volnou hladinou! Je-li studna Gerpana konstantni
rychlosti @, je tok na jednotku délky na kruznici o poloméru x roven q = 72£ (voda tece dovnit¥, tj.
T

1Zjednodusené, voda ve studni je na trovni hladiny podzemni vody. Studna nevznikla navrtdnim nepropustné vrstvy, kdy
by byla voda natlakovana a vystoupila do vysky odpovidajici tomuto tlaku.
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ve sméru ve kterém klesa x). Dosadte tento vztah do rovnice (*) a rovnici vyFeste s podateéni podminkou
h(R) = H, kde H odpovida hladiné vody ve studni a R je polomér studny (na obrazku h,, a r,). Dostanete
rovnici sniZeni hladiny v okoli studny Gerpané rychlosti Q (depresni kfivka). (Volné podle Dana Rihovd a
Jana Markovd, Poznamky k predndskam z Hydrauliky, predndska ¢. 9. Analogickym zpiisobem se pocitaji
tepelné ztrdty pFi prostupu tepla vdlcovou sténou (viz https: //youtu. be/ rvyogmalmUg ).)

14.3 Rychlost klesani kluzaku

Teplota klesa s vyskou o 2°C na kilometr. Pilot kluzdku vidi, Ze teplota v okoli jeho kluzaku roste rych-
losti 10*3°C/ s. Vyjadrete tato pozorovani pomoci derivaci a urcete, jak rychle ztraci kluzak vysku. Néavod:
Uvazujte slozenou funkci T'(h(t)) a hledejte jeji derivaci podle ¢asu.

Tento priklad ukazuje, Ze pravidlo pro derivaci sloZené funkce je logické. V tomto pripadé vlastné prepocitivd
klesani z jednotek stupné Celsia za sekundu na jednotky kilometr vijsky za sekundu. MuiZete si to zkusit na
prstech nebo pomoct trojclenky a dojdete k tomu stejnému, k cemu pomoci derivace funkce. Pii ménicich se
rychlostech vijpocet pomoct trojélenky pouzitelny nent, pravidlo pro derivaci sloZené funkce je vsak k dispozici
vZdy.

14.4 Zmeéna tlaku a lupani v usich

V dopravnim prostiedku, ktery se pohybuje do kopce nebo z kopce, se méni tlak. Tim vznikne tlakovy
rozdil mezi vnéjsim tlakem a tlakem ve stfednim uchu. Vyrovnani tlaku pii rychlé zméné se projevi lupnutim
v usich. Lupnuti tedy nastane, pokud je derivace 3—19 velka. (Velka v absolutni hodnoté, tj. numericky hodné
kladna nebo hodné zaporna.) Tuto veli¢inu vSak je t8zké mérit. Umime méFit zménu nadmoiské vysky u a
vime, jak se tlak p méni s nadmotskou vyskou. Necht napiiklad j—z =—0.12gcm ?m™? (adaj meteorologii)

« du -1 . . . . . . . . .
a vezméme — = —3ms . Okomentujte vyznam toho, Ze derivace jsou zaporné a urcete rychlost, s jakou

rychlosti se méni tlak vzduchu.
Toto je jenom jednodu$si obmeéna piikladu s kluzdkem.
14.5 Kuzel s predepsanym tvarem

KuZel ma pomér poloméru podstavy r, vysky h a délky strany s ve tvaru
r:h:s=3:4:5.
Kuzel muZe ménit velikost, ale tento pomér zustava zachovan. (To odpovida napiiklad skladovani sypkého

materidlu na hromadé nebo skladovani tekutiny v trychty¥ovitém zasobniku.) Objem a povrch plasté jsou

1
V = —mr?h a S = wrs. Z uvah o podobnosti na prednasce vime, Ze vzorce pro objem a obsah musi byt pro

vhodné konstanty a, b, ¢ tvaru
V=ar®, S=0br% S=cV?/5.

Potvrd'te tyto obecné zavéry pro nas konkrétni pripad pfimym vypoétem a pouZzitim uvedenych vzorci a
poté vypoctéte a podejte interpretaci derivaci

dv dS

dr’ dr’

Na tomto prikladé si ovérime platnost poucek, které jsme si na prednasce zminilo o objemech a povrsich téles,
které jsou si navzdjem podobné, tj. vznikaji jenom vhodngm zvétsenim nebo zmensSenim stejného referenéniho
objektu.
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14.6 Chemicka smés

Chemikalii rozpoustime v nadrzi tak, Ze do nddrze pumpujeme vodu a smés od¢erpavame. Objem smési roste
podle vztahu 20 + 2¢t. Mnozstvi chemikélie y kles4 rychlosti, kterd je imérnéd y a nepfimo tmérna objemu
roztoku v nadrzi. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.

14.7 Vysila¢ Kojal

Moravsky vysila¢ Kojal nedaleko Vyskova je tfeti nejvyssi stavbou v CR a m4 priblizné tvar hranolu o vysce
340 metri. (Jeho dvojce, vysila¢ Krasov je jesté o dva metry vyssi a od roku 2018 tvofi i hlavni soucast

nejvétsich sluneénich hodin na svété. Nejvyssi stavbou v CR je vysila¢ Liblice B s 355 metry.)

Odhadnéte hmotnost vzduchového sloupce, ktery by zaujimal misto vysilace. Pro tyto potfeby budeme
vysila¢ uvazovat jako hranol. Pidorys odhadneme jako rovnostranny trojihelnik o strané tii metry, coz je
pomé&rné realisticky model (http://www.dxradio.cz/jidxc/kojal.htm). Hustota vzduchu se méni s vyskou

h (v metrech) podle vzorce
p(h) = poePos/Po,

kde po = 1.225 kg m ™2 je hustota vzduchu u zemé&, py = 101325 Pa normalni tlak vzduchu a g = 9.81 kgms™
je tihové zrychleni (podle Wikipedie). Porovnejte vysledek s vysledkem, ktery byste dostali, kdybyste igno-
rovali zménu hustoty s vyskou a pouzili pro hustotu konstantu pg.

2

14.8 Hmotnost difeva s proménnou vlhkosti.

Soucasti mola je dfevény svisly metrovy tram konstantniho pruiezu. Blizkost hladiny, vlhkost, ob¢asné
za$plouchani nebo zaneseni kapek vody vétrem, vynoteni pii odlivu a dalsi efekty zpusobily, Ze smérem doli
roste vlhkost a tedy i hustota dieva. Pfedpokladejme, Ze hustota v bodé h (méfeno shora dolii) je dana funkei

p(h) = pol1 + kh),

kde po je hustota dfeva nahofe (nejdal od hladiny, kde je tram nejsussi) a k je konstanta amérnosti souvisejict
s hustotou vody a s tim, jak smérem dolt narista vlhkost. Potfebujeme odhadnout hmotnost tramu bez
zasahu do mola, tj. nemtzeme vazit na vahach. Uréete hmotnost tramu vypocétem.

Napiste jenom prislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét nemusite. VSim-
néte si, Ze tloha je v podstaté stejné jako tloha o vysila¢i Kojal z minulého cviceni, ale vzhledem k jinému tvaru funkce popisujici

hustotu tentokrat integrujeme linearni funkci. Pro vypocet integralu linearni funkce je mozné vyuzit stfedni hodnotu, ktera je
primérem funkéni hodnoty na zac¢atku a na konci oboru integrace (viz pfednaska).

14.9 Mrkev a vitamin A
Mrkev méa tvar rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivky
f) = ViT—z
okolo osy z na intervalu [0, 12], kde = je v centimetrech. Koncentrace vitaminu A se méni podle vztahu

—z/12 3

1
c(r) = —e mgem™ °.

12
Jaky je objem mrkve, obsah vitaminu A a pramérna koncentrace vitaminu A v mrkvi?

Napiste jenom potiebné integraly a vztahy, integraly nepocitejte.

(Volné pieformulovdno podle University of British Columbia, Sessional Examinations April 2009.)
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14.10 Pesticidy a jatra bylozravcia

Pfiblizna hodnota C' koncentrace jistého pesticidu v jatrech bylozravei (méfena v mikrogramech pesticidu
na gram jater) v ¢ase T' po zaneseni tohoto pesticidu do Zivotniho prostiedi je dana vztahem

T
C = e—0-25T/ 0.32¢~0% dt.
0

Vypoctéte hodnotu C jako funkci T a ukazte, ze maximalni hodnota C' je pfiblizné po dvou letech.
(Podle J. Berry, A. Norcliffe, S. Humble: Introductory mathematics through science applications.)

14.11 Rdist bunky

Bunka ve tvaru koule o poloméru r ziskava ziviny rychlosti tmérnou povrchu a spotfebovava ziviny rychlosti
amérnou objemu. Ziskavani Zivin a spotfeba Zivin jsou tedy amérné po fadé r? a r3. Piedpokladejme, Ze
rychlost, s jakou roste objem s ¢asem, je tmérné rozdilu mezi pfijmem a vydejem. Sestavte diferencialni
rovnici pro polomér buiiky, najdéte jeji konstantni feSeni a posud'te jeho stabilitu.

Podobnou tvahu lze provést i pro jiné Zivé organismy a odsud plynou omezeni dand efektivitou stavby téla.
Napfiiklad buriky vétsi nez 1mm se nevyskytuji prilis casto. Volné€ podle L. Edelstein-Keshet: Differential
Calculus for the Life Sciences.

14.12 Konstitutivni vztahy pii konstantnich parametrech

Roura je dlouhd L = 5m, ma primér d = 0.8 m a je zanesena piskem. Koeficient filtrace z Darcyho zakona

dh
= —K*
9 ds

dh
m4 hodnotu K = 3m/den, kde ¢ je tok na metr ¢tvereéni a — hydraulicky gradient (rozdil vySek pii

atmosférickém tlaku, nebo odpovidajici rozdil tlakd, vztazeny na jjgednotku vodorovné délky). Jedna strana
roury je o h = 1.6 m vySe nez druh4 a roura je na obou koncich zaplavena vodou po horni okraj. Vypoé¢téte tok
vody rourou. Zkraceni vodorovné vzdalenosti konci p¥i Sikmém poloZeni roury neuvazujte. (Podle Charles
Fitts, Groundwater Science.)

V tomto prikladé prepocitavime na zdkladé materidlovijch vlastnosti rozdil vysek na tok vody. Snadnost pri-
kladu tkvi v tom, Ze podél celé roury predpokliddme konstantni fyzikdlni charakteristiky a proto napiiklad
hydraulicky gradient pocitame z celé délky roury. V obecném pFipadé musime mit informaci ne o priumérngch
zméndch hydraulické vysky, ale o zméndch okamZitych. Proto je podil nutno nahradit derivact (v jednorozmér-
ném piipadé) nebo gradientem (ve vicerozmérném piipadé). Stejné se pracuje s Fickovgm zdkonem pro pohyb
vody ve dievé, roli pisku hraje dievo a roli rozdilu vijsek hraje rozdil koncentraci. Analogicky je i Fourieriv
zdkon, ale misto vody tece teplo a namisto rozdilu vysek pracujeme s rozdilem teplot.

14.13 Divergence v 1D a sniZeni pritoku pf¥i kapkové zavlaze

Pr1i kapkové zavlaze uvazujme trubici, kterd ma podél své délky otvory a témito otvory unika voda k rostlinam.
Vime Ze na tseku 15 metrt se snizi prutok z 20 litrit za minutu na 19 litrd za minutu. Pfedpokladejme,
ze otvory pro zavlazovani jsou rovnomeérné rozlozeny podél celé délky. Jaka je linedrni hustota zdroji podél
trubice? Predpokladejte rovnomérné rozlozeni zdroju.

Tento priklad ukazuje na velmi jednoduchém pviklade, Ze zmeéna v toku souvisi se zdroji. Pokles toku signa-
lizuje, Ze voda nékam mizi, coZ je v tomto pFipadé Zdidouct jev. Ztrdta na pritoku je vlastné zdporné vzatd
divergence. V odvozeni rovnice kontinuity postupujeme stejné jako v tomto pFipadé, jenom uvaZujeme pro-
ménné parametry (derivace misto podiu), trojrozmérny prostor (tii sméry misto jednoho) a moZnost, Ze
zmeéna toku miiZe kromé zdroji a spotiebici byt zpisobena i akumulact.
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14.14 Rovnice podzemni vody

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody
je piezometrickd hladina h méfend v metrech
(hrubéa predstava muze byt hladina spodni vody
nebo, v pripadé Ze je shora ohraniceni nepro-
pustnou vrstvou, tak hladina, kam by vystou-
pila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tede, se
nazyva zvoderi (aquifer). Tok podzemni vody
ve dvoudimenzionalni horizontalni zvodni, kdy
zanedbavame vertikilni tok, popisuje pritok na
jednotku $iky ¢, ktery ma smér toku a veli-
kost vyjadfuje v metrech krychlovych na metr
za, den, kolik vody protece za jednotku Casu

Rez zvodni s napjatou hladinou (vyska zavodnéné ¢asti
je dana vzdalenosti mezi nepropustnymi vrstvami).

Well ~ Ground surface

i
Piezometric
-~ surface

g dauter s +
— . z
Datum Level

Rez zvodni s volnou hladinou (vyska zavodnéné ¢asti
je rovna rozdilu mezi piezometrickou vyskou a dolni
nepropustnou vrstvou).

jednotkovou délkou kolmo na smér toku.

Zdroj
https://www.interpore.org/

Ground suriace

obrazki: Jacob Bear,

(Phreatic surface)

LTI AT i S

Zapiste pomoci vhodnych veli¢in, operatort a rovnic nasledujici vztahy, zakony nebo pozorovani, odpovézte
na otazky a spliite tikoly.

A)

Darcyho zdkon vyjddieny pro celou zvoderi (od povrchu k nepropustnému podlozi): Prutok na jednotku
§itky, ¢, ma v izotropnim prostfedi smér maximalniho poklesu piezometrické hladiny a co do velikosti
je umérny tomuto poklesu. Koeficient amérnosti se nazyva koeficient prutocnosti nebo transmisivita a
oznacuje se T'.

Jak zpravidla modifikujeme predchozi odpovéd, pokud zvoden neni izotropni a ma v riznych smérech
rizné vlastnosti?

Casto pracujeme s veli¢inou filtracni rychlost Uy, kterd udava, jaky objem protece jednotkovou plochou
kolmo na smér proudéni za jednotku Casu. Jaky bude vztah mezi ¥ a ¢7 Uvazujte pouze specialni
piipad, kdy je ¥y konstantni v celé tloustce zvodnélé vrstvy b. (Tloustka zvodnélé vrstvy b je u proudéni
s volnou hladinou rovna vzdélenosti piezometrické hladiny od dolni nepropustné vrstvy a u proudéni
mezi nepropustnymi vrstvami rovna vzdalenosti té&chto vrstev.)

Zaikon zachovdni pro vodu: Mnozstvi vody v daném misté (v metrech krychlovych vody na metr ¢tvereéni
povrchu zvodné) oznadte v. Rychlost s jakou se kumuluje voda v daném misté v kubickych metrech (vody)
na &tvere¢ni metr (povrchu zvodné) za den, tj. derivace v podle ¢asu, je souétem

e vydatnosti zdroji v tomto misté (o, v kubickych metrech vody na metr &tvere¢ni povrchu zvodné
za den, miZe se jednat napiiklad o zasakovani srazek) a
e rychlosti, s jakou v daném misté klesa tok ¢.

Vyjadiete tento zdkon kvantitativné pomoci vhodné rovnice.

Objem vody v podzemi souvisi s hladinou podzemni vody. Zdsobnost Ss udéava, jaky objem vody se uvolni
na metru ¢tvereénim povrchu zvodné, pokud se piezometrickd hladina v tomto misté snizi o jednotku.
U zvodné s volnou hladinou je tato veli¢ina dana zejména poérovitosti ptidy nebo horniny, u zvodné s
napjatou hladinou souvisi se stladitelnosti a proto je v tomto pfipad& zasobnost velmi mala. Jaka je
jednotka takto definované zasobnosti a jak souvisi rychlost s jakou roste objem vody v daném misté
zvodné s rychlosti, s jakou roste piezometrickd hladina v tomto misté?
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F) Pfedchozi odpovédi spojte do rovnice podzemni vody v anizotropnim prostiedi.

Podle Jacob Bear, Modeling Groundwater Flow and Pollution a Charles Fitts, Groundwater Science.
14.15 Rovinné proudéni podzemni vody podruhé

Prozkoumame podruhé rovinné proudéni, kterému jsme se vénovali v prikladé 14.1.

A) Rovnici podzemni vody ve 2D rozepiste do slozek. Uvazujte pro jednoduchost izotropni prostiedi (transmi-
sivita je skalarni veli¢ina, tj. ne matice a voda tece ve sméru spadu piezometrické hladiny).

B) Napiste rovnici z pfedchoziho bodu pro staciondrni piipad bez zdroji a pro piipad, Ze funkce h nezavisi na
y. Uvazujte homogenn{ prostfedi a zvodei s volnou hladinou a vodorovnou dolni nepropustnou vrstvou,
kde volime nulovou hladinu A (tj. transmisivita je tvaru

T = kh,
kde k je realné ¢islo, ne funkce proménnych z a y)

C) Ukazeme, 7e rovnice se d& vyTesit i bez znalosti FeSeni diferencialnich rovnic. Upravte vztah z pfedchoziho
bodu pouzitim ziejmé identity (h?)" = 2hh’ pro h jako funkci proménné z, kde ¢arka znaci derivaci podle
x. Vysledkem bude podminka, kterou musi splitovat funkce h? a odsud jiz najdete hledanou kiivku snizeni

piezometrické hladiny. (Pokud je h zavislé jenom na z, plocha ohranic¢ujici zvodnélou vrstvu se z bo¢niho
pohledu promitne do kfivky.)

14.16 O Otesankovi.

Otesének se vykrmil do tvaru koule o priméru 2,4m a dale basti. Jeho objem roste konstantni rychlosti
0,002m* /hod. Jak tato tiloha souvisi s derivacemi a jak rychle roste primér koule (Otesanka)?

1
V = éﬂ-d?)

14.17 Dlouhy a Bystrozraky.

Dlouhy ma na ramenou Bystrozrakého ve vysce 4 metry. Bystrozraky hled4 princeznu a vzdélenost, na kterou
vidi, je dana vzorcem pro vzdélenost k horizontu, tj.

H = kVh,

kde H je vzdalenost k horizontu v kilometrech, h je vyska pozorovatele nad povrchem v metrech a k je
konstanta. Dlouhy roste rychlosti 0,1 ms~!. Jak tato aloha souvisi s derivacemi a jak rychle roste vzdalenost
na kterou Bystrozraky vidi?

14.18 Nabytek bez atestu

Formaldehyd se z dfevéného vyrobku v malé nevétrané mistnosti uvoliiuje jenom do dosaZeni uréité rov-
novazné koncentrace. Rychlost, s jakou pribyva mnoZstvi formaldehydu ve vzduchu v mistnosti, je tmérna
mnozstvi, ktera do této rovnovazné koncentrace chybi. Zapiste tento proces pomoci vhodného matematického
modelu (diferencialni rovnice).

14.19 Kontaminovany salat

Bakterie na kontaminovaném salatu se mnozi rychlosti
2¢°** milionti bakterii/den,

kde t je ¢as ve dnech. Pokud je to mozné, urcete, o kolik se zméni mnozstvi bakterif za ¢tyfi dny. Pokud neni
dost informaci, vysvétlete, jaké dalsi informace potfebujeme.
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14.20 NAdrz na zavlaZovani

Nadrz ma tvar valce a je do poloviny naplnéna vodou. Mame tfi rtizné ulohy.

(A) Do nadrze tece voda konstantni rychlosti. Rychlost, s jakou roste hladina, je konstantni.
(B) Dirou ve dné vytéka voda. Rychlost, s jakou klesa hladina, je imérna odmocniné z vysky hladiny.

(C) Z nadrze vytéka dirou ve dné voda (tj. stejna situace jako v pfedchozim modelu) a navic konstantni
rychlosti odebirame vodu na zavlazovani.

Kazdy dé&j zapiste pomoci vhodného matematického modelu. Zajimé nas hloubka vody v nadrzi. Vygka
nadrZe nas nelimituje (nadrz v tloze A nepietece).

14.21 VI¢i mak

VI¢i mak je oblibeny letni plevel s obrovskou nadprodukci semen. Pfedpokladejme, Ze rychlost s jakou roste
populace vIéiho méaku je tmérna velikosti populace. Vyjadrete tento rist pomoci vhodné diferencialni rovnice.

14.22 OsSoupané medaile
Dana Zatopkova vozila svoji zlatou medaili po besidkach a nechavala ji zde kolovat mezi divaky. Tim se

medaile otirala a ztracela hmotnost. Pokusime se popsat tento dé&j. Predpoklddejme, Ze s odstupem od
olympiady intenzita besidek slabne a rychlost otirani se snizuje. Jaky bude tibytek zlata na medaili za prvni

d 1
rok, pokud predpokladéame, Ze rychlost s jakou se méni hmotnost m medaile je d—T = ) mikrogramu
za tyden?
14.23 Bryle

1. Necht ¢ = f(a) je funkce, ktera udava jak zavisi pocet dioptrii ¢ pro korekei kratkozrakosti na vzda-

d
lenosti a (v metrech), na kterou jesté oko vidi ostfe. V jakych jednotkich bude vyjadiena derivace d—(p
a

a jaka bude slovni interpretace této derivace?

1
2. Funkce z predchoziho bodu je ¢ = ——. Necht a = 10m a necht se a zkracuje rychlosti 0.1 metru za
a

rok. Napiste, jak souvisi rychlost s jakou se méni a s rychlosti, s jakou se méni ¢ a pro dany piipad
urcete, jak rychle se méni pocet dioptrii nutnych pro korekci této vady?

14.24 Rychlost zvuku ve dfevé

E
Rychlost zvuku v pevné latce je dana vzorcem ¢ = 4/ — kde ¢ je rychlost zvuku v metrech za sekundu, FE
0

Yougtv modul pruznosti v pascalech a ¢ hustota v kilogramech na metr krychlovy. U dfeva predpokladejme,
. . . o v ~ . . z b4 . M C ~7 ~z
ze v zavislosti na vlhkosti se ¢ miize ménit a E je konstantni. Urcéete derivaci P Pokud napiiklad pro biizu
0

p = 640kgm ™3 je tato derivace ¢iselné rovna hodnoté —3.3, doplitte jednotku a napiste slovni interpretaci
této derivace.

14.25 Rauast ryb
Na rozdil od jinych Zivoc¢ichi jsou malé ryby jsou pfiblizné zmengeniny velkych ryb a proto je u nich hmotnost

priblizné ameérné ti¥eti mocniné délky. Najdéte souvislost mezi rychlosti s jakou roste hmotnost kapra a
rychlosti, s jakou roste délka kapra.
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14.26 Termohrnek z rozemleté televize

Termohrnek bez atestu, vyrobeny z rozemletého plastu ze staré elektroniky, uvoliiuje do napoje zdravotné
zéavadné materidly. Napiiklad zpomalovace hoteni, BFR. Pfedpokladejme, Ze tempo se kterym se BFR vy-
luc¢uje do napoje se snizuje s rostouci kontaminaci napoje a s klesajici teplotou napoje, tj. klesd v Case.
Vhodnym modelem mtze byt napfiklad

r(t) = (10 — 2t) pg/hod,

kde r(t) je rychlost vyluovani BFR do napoje v Case t v mikrogramech za hodinu a ¢ je ¢as v hodinach.
Vypoctéte, jaké mnozstvi BFR se do nédpoje uvolni za prvni hodinu a porovnejte s hodnotou, které se uvolni
za druhou hodinu.

14.27 Padani snéhu s proménnou intenzitou

O pitlnoci zacal padat snih rychlosti 6 centimetrii za hodinu. Intenzita sldbla a v poledne prestalo snézit.
V tomto obdobi je mozné modelovat rychlost padani snéhu funkei r(¢), ktera spliiuje r(0) = 6 a r(12) = 0,
kde t je pocet hodin od pilnoci v hodinach a r je rychlost v centimetrech za hodinu. Kolik snéhu napadalo?
ZapiSte obecné a poté pro nejjednodussi funkci, ktera splituje uvedené pozadavky, pro funkci

1
1) =6— ~t.
r(t) =26 2

(Slunce nesvitilo a bylo porad pod nulou.)

14.28 Vyzafovani tepla

1. Vyzafovani ve wattech na metr ¢tvereéni je dano Stefanovym-Bolzmanovym zakonem

Q=oT",
kde T je teplota (v Kelvinech), o konstanta a @) vyzafeny vykon ve wattech na metr ¢tverecni. Vypoctéte
derivaci
dQ
dr”

2. Derivace z pfedchoziho bodu pro T' = 300K je ¢iselné€ rovna 6.12. Dopliite jednotku a napiste slovni
interpretaci této derivace.

Poznamka: Termodynamicka teplota v Kelvinech je teplota ve stupnich Celsia zmensené o hodnotu 273.15.
14.29 Odvozeni rovnice vedeni tepla v 1D

Pokrac¢ujeme v tloze s vedenim tepla v 1D. S vyuZitim vysledka této tlohy zapiste kvantitativné nasledujici
zakony.
a) Tok tepla (smérem doprava) je amérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem doprava).

b) Rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je tumérna rychlosti, s jakou roste
teplota v daném bodé, jako funkce ¢asu, tj. teplo které “ztratime” na toku tepla se projevi odpovidajicim
zvySenim teploty.

Poté oba zékony spojte do jednoho vztahu a odvodite rovnici vedeni tepla v 1D. Ukazte, zZe pokud bude ty¢
homogenni, po nastoleni rovnovahy bude teplota linearni funkci polohy.
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14.30 Kapka vody I

Predpokléadejme, Ze kapka vody méa kulovity tvar a pii desti roste tak, Zze objem jako funkce ¢asu se zvétsuje
rychlosti imérnou povrchu. (Kondenzace vodnich par probiha na povrchu a vysledek této kondenzace, voda,
zvétSuje objem.) PrepiSte tento scénar do matematického modelu a v8echny zavislé proménné vyjadiete
pomoci objemu.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost s jakou se méni objem, tj. derivace objemu, a tento vztah
zformulujeme matematicky. ProtoZe tato formulace obsahuje pouvrch koule, je nutné tento pourch pFepocitat
na objem.

14.31 Kapka vody II

Predpokladejme jako v predchozim piikladé, ze kapka vody mé kulovity tvar a pii desti roste tak, Ze objem
jako funkce ¢asu se zvétsuje rychlosti tmérnou povrchu. UkaZte, Ze polomér jako funkce ¢asu roste konstantni
rychlosti.

Klasicky pFipad, kdy v zaddni figuruje rychlost s jakou se méni objem, tj. derivace objemu, ale protoZe nds
zagimd jind velicina, musime jeSté najit vztah mezi rychlosti, s jakou roste objem, a rychlosti, s jakou roste
polomer.

14.32 Vypocet 7

Pro n # —1 vypoctéte integraly
1 1
1
/ " dx a / —— dz.
0 0 1 +x

Poznamka: Vzorec pro sou¢et geometrické fady s kvocientem —a2 je
1
1+a?
po integrovani (a po zapojeni teorie nekoneénych fad, ktera ospravedlni integrovani ¢len po ¢lenu a to, Ze
v horn{ mezi je x = 1, pfestoze fada pro x = 1 nekonverguje) dava

1y 1 1 1 1
/ de:/ ldm—/xde—i—/ x4dm—/x6dx+-~~.
0o 1+z 0 0 0 0

Po zintegrovani vlevo dostaneme veli¢inu obsahujici m a vpravo soucet racionalnich ¢isel. Tim je mozné
odhadnout hodnotu 7. Tato technika, pouzivana v jistych obménach v 17. a 18. stoleti, je mnohem efektivnéjsi
pro vypocet 7, nez starsi metoda pravidelnych mnohothelnikt vepsanych do kruznice. Dnes mame k dispozici
fady, které k hodnoté m konverguji mnohem rychleji.

=1-a? a2t —a%4...

14.33 Tlak v pneumatice

Tlakem v pneumatice rozumime ve skuteCnosti pretlak viac¢i atmosférickému tlaku. Pogkozena pneumatika
ztraci vzduch tak, ze mnozstvi vzduchu v pneumatice klesé rychlosti, ktera je tmérna tomuto tlaku. Tlak
v pneumatice a mnozstvi vzduchu v pneumatice jsou také navzajem tmérné. NapiSte matematicky model
popisujici pokles tlaku v case.

14.34 Kvadraticky moment kruhu

14.35 Stacionarni vedeni tepla ve valcovém prostiedi

14.36 Chemicka reakce

P1i chemické reakci se spotifebovava enzym tak, Zze spolu za pritomnosti katalyzatoru reaguji dvé molekuly
tohoto enzymu. V disledku toho rychlost s jakou se snizuje mnozstvi enzymu je tmérna druhé mocniné
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koncentrace a tedy i druhé mocniné mnoZstvi tohoto enyzmu. Napiste diferencialni rovnici popisujici tento
déj.

14.37 Ondatra

V roce 1905 vysadil na svém panstvi hrabé Colloredo-Mansfeld nékolik pari ondatry, které dovezl z Ameriky.

Ondatra se diky absenci prirozenych neptatel rychle rozsitila po celé Evropé. Predpokladejme, Ze oblast
zasazené rozsifenim ondatry ma tvar kruhu o poloméru 230 km a tento polomér roste rychlosti 30 km/rok.
Jak rychle roste plocha kruhu? Jak rychle roste obvod kruhu?

14.38 Akumulator

Teplota studeného akumulatoru preneseného do mistnosti o pokojové teploté roste rychlosti
1 —t o
e " °C/hod
2
kde t je ¢as v hodinach. Najdéte zménu teploty akumulatoru za prvnich pét hodin.

14.39 Kmen stromu

Kmen mizeme v uréitych ¢astech stromu primitivné modelovat valcem. Uvazujme délkovy metr kmene, tj.
valec o vySce 1m a poloméru r. Hmotnost valce je

m=Vp=mpre,

kde p = 700kg/m?® je hustota dfeva. Polomér kmene roste rychlosti 0,01 m/rok. Najdéte vztah mezi rychlosti
rastu poloméru valce a rychlosti ristu hmotnosti valce. Urcete rychlost s jakou roste hmotnost v okamziku,
kdy polomér kmene je » = 0,20 m.
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