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Uvod

Soubor obsahuje pfiklady pro cvi¢eni k mym prednaskdm na Lesnické a dievaiské fakulté
pro bakalarské studium v zimnim semestru 2020. Text bude expandovat, jak pobézi
semestr. Vychézi ze cvieni v minulém semestru (kompletni zadani a vétSina feSeni jsou
k dispozici na webu pFedmétu). Text existuje ve verzich pro tisk na papir a pro promitani

na platnég, kazda z téchto verzi jesté s feSenimi a bez feSeni.



1 Vypocet derivaci

Derivaci budeme chépat jako zobrazeni, které funkci pfifadi jinou funkci. Pro¢ je tak
nesmirné uzite¢na zjistime v nasledujicich tydnech.

Zakladni vzorce.

(c) = a(C) =0 (sinz) = @(sinx) =cosx
(z") = %(zn) =nz"! (cosz) = a(cos x) = —sinz
() = ) = (et a) = - (aretgr) = —L
d 1
(lnz) = —(lnz) = -
dx x

Zde ¢ € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo
definovany.



Triky, které se ¢asto hodi.

(A) V= at o) 1 =Ly
(B) ¥r=at ¢ ef

1 (®) 5= @)
(C) ﬁ = k (F) a® ea:lna

Inz
(G) log,z = na

(H) Vo(zr+1) = 22 432

23 +4
2

@

=+ 4272



Derivovani a operace mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

[ef] =cf’,
[f+g' =f+4d,
[fg)' = f'9+ 19,
j]’:f’g—g’f
g 9
(o) = L5 = Fla@)e @)



1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.

1. f(x):xuxl—().

2. f(z) =2 +22+6

3. f(ry=r*+2r -1

4. f(z) = 3xyz + 92°

5 f(x)=1—¢

6. f(x) = (a® — 1)*

7. flx) = %60@2
1

8 1) = orop

9. f(x) =



1.2 Raist ryby
Biologové navrhli funkei
1 =0.03937¢> — 0.945¢% 4+ 10.033t + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je
délka ryby v centimetrech, a t je vék v letech.

dl
Vypoctéte derivaci €@ Urcete jednotku této

derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace Zdroj: wikimedia.org
v bodé t = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé
se setkavame s klasickou interpretaci derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou
se zmeénd zavisld veli¢ina, kdyZ se nezavisld veli¢ina zméni o jednotku.



1.3 Bazalni metabolismus

Bazalni metabolismus M (ve wattech) souvisi
s hmotnosti W vztahem

M = AW™,

kde n je pro mnoho zivoc¢isnych druhi blizké
¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specificka
pro dany druh a v rdmci daného druhu klesa
s vékem. Urcete derivaci

dM
daw Zdroj: pixabay.com

a urcete i fyzikalni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdano podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je
opét klasickd interpretace derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmény ale nemust byt
jenom klasické chdpdni rychlosti jako zdvislosti na case. Derivace vyjadruje, jak zdvisld
velic¢ina reaguje na zmeény nezdvislé veliciny. Pro pochopent, co derivace vyjadiuje, hraje
velkou roli i jednotka této derivace. Oznacent je ponechdno z pivodni literatury, mimo
jin€ M neni hmotnost a W nent watt. Vztah je v literature znam jako Kleiberiv zdkon.
Vysvétluje se pomoci néj rozdilnd délka Zivota riznych Zivocisngch druhi.



1.4 Mezni naklady (marginal cost)

Néklady na produkci z letadel za rok jsou
(v milionech Euro) dany funkci

C(z) =6+ Vdx + 4, 0 <z <30.

Plati C’(15) = 0.25. Urcete, jakou tato deri-
vace ma slovni interpretaci a urcete i jednotku
této derivace.

Zdroj: wikimedia.org

Toto je jedna z nejrozsitenéjsi aplikaci deri-
vact mimo prirodni védy. Zajimame se o to, jak rychle rostou ekonomické veliciny, pro-
toze ekonomika je za viim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvame derivovdnim, obsahuji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téz “margindlni”. Podle Wikipedie nastupujici technickd
revoluce nazyvand Primysl 4.0 prinese vyrobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy
derivace ndkladi na vijrobu podle mnoZstvi vyrobeného zbozZi bude mald. To odpovidd
predstavé vyroby v robotizovanijch haldch, kde hlavnim ndkladem je vybudovdni vyrob-
niho zafizeni.



1.5 Vzdalenost k horizontu

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele
ve vySce h nad Zemi je déana funkci
H = V2Rh, kde R = 6.371 x 10°m
je polomér Zemé (https://aty.sdsu.edu/
lexplain/atmos_refr/horizon.html). Po do-
sazeni a vydéleni faktorem 1000, aby H vycha-
zelo v kilometrech, dostdvame vzorec

H = 3.57Vh,

kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete

Zdroj: pixabay.com

dH
hodnotu této derivace an P h = 5m (vCetné

jednotky) a slovni interpretaci této derivace.

Neéekdy je rozmér veliciny derivované stejny, jako rozmér veliciny, podle které se deri-
vuje. Potom je derivace vlastné bez rozmeéru. Nékdy je vsak vhodné pro srozumitelnéjsi
interpretaci jednotky nevykratit, obzvldst v pripadé jako je tento, kdy se obé délky uddvaji
v jingch jednotkdch (metry versus kilometry).


https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html
https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html

1.6 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni
trati nedaleko Bzence, kde je extrémni su-

byly v pruhu podél Zeleznice velmi ¢asté po-
zéary kvali provozu parnich vlakta. Predpokla-
dejme, Ze pozar se v této vysuSené oblasti Sifi
ve tvaru kruhu. V ur¢itém okamziku je polo-
mér 50 metri a roste rychlosti 1.5 metra za
minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a ur- Zdroj: J. Kamenicek, brnensky.denik.cz
Cete jak rychle roste plocha zasazena ohném.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami muZeme odvodit vztah,
mezi rychlostmi zmén, t). do statickych vzorci miZeme dodat dynamiku vijvoje. V praxi
néekdy jde pFiklad tohoto typu obejit ivahou: ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd
jakdst plocha, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu odpovidd opét jakdsi plocha a
provndnim s plochou puvodni snadno zjistim priristek. To pro nds mizZe byt kontrola, Ze
apardt funguje. Pro nds je ted dileZité naucit se tento apardt na maljch vécech, abyste
mohli pozdéy délat véci velké.



1.7 Sal nad zlato

V pohéadce Sil nad zlato sype Maruska z be-
zedné slanky sil na hromadu soli ve tvaru ku-
zele, ktery roste tak, Ze objem je v kazdém
okamziku svazan s vyskou vzorcem

13
V=n

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solnicky 10
litra (tj. 0.01 krychlovych metrii) soli za mi-
nutu. Urcete, jak rychle roste hromada soli do
vysky.

Zdroj: pixabay.com



1.8 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu II

Mésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru
10 km a zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle
mus{ rist polomér kruhu (velikost mésta), po-
kud pocet obyvatel roste rychlosti 10 000 oby-
vatel za rok a chceme udrzet stejnou hustotu
osidleni?

Toto je mirnd modifikace prikladu s poZdrem.
Protoze mésto ma konstantni hustotu osidlent,
jsou pocet obyvatel i rozloha pTimo imérné a
je to podobné, jako bychom jednu velicinu vy-
jadrovali ve dvou riznijch jednotkdch.

Zdroj: http://mp.mestokyjov.cz,



2 Vyuziti derivaci v matematickych modelech



2.1 Tepelna vyména podle Newtonova zakona

Newtonuv zakon ochlazovani je mozné pouzit
pro télesa, u nichz teplota je ve vSech mis-
tech stejna a efekty spojené s vedenim tepla
jsou zanedbatelné. Takové objekty charakteri-
zujeme nizkym Biotovym ¢&islem (naudite se v
navazujicich pfedmétech jako Fyzikalni vlast-
nosti dfeva). Predpokladejme, Ze nevytapéna
mistnost tyto podminky spliuje.

Teplota v mistnosti kde se pfestalo topit pfi
teploté T = 23°C se méni tepelnou vyménou
s okolim. Rychlost, s jakou teplota mistnosti v zimé klesa je tumérna rozdilu teplot
v mistnosti a venku. Vyjadiete toto pozorovani kvantitativné pomoci derivaci. Sestavite
tim matematicky model popisujici pokles teploty v této mistnosti.

Zdroj: pixabay.com

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pracuje s rychlostmi zmeén hraje pri kvanti-
tativnim popisu roli derivace. Ze stiedni Skoly zname tvary fyzikdlnich zdkoni a vztah
v omezené platnosti, kdy se rychlost neméni (jako nap¥iklad rovnomeérny pohyb) nebo
meénd jenom velmi specidlnim zpisobem (jako napFiklad rovnomeérné zrychleny pohyb).
Pomoct derivact tato omezent stredoskolské fyziky padaji.



2.2 Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V pfipadech, kdy je nutno uvazovat vedeni
tepla (vysoké Biotovo ¢islo), postupujeme
podle rovnice vedeni tepla, kterou jsme na
prednasce odvodili pro jednorozmérny pii-
pad ve tvaru
or 9 (. oT
ot ~ 8:8( 5‘x)'

Typickym piipadem vedeni tepla v jedné
dimenzi je vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tlohu s vede-
nim tepla. Osa x sméfuje doprava, teplota
v bodé z a ¢ase t je T(x,t) ve stupnich
Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v bodé z je
q(z,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je
ve sméru osy x. Podle Fourierova zakona je

oT

q=— %

Budeme uvazovat jednorozmérny objekt,

ty¢ nebo sténu. Pocatecni teplota je 0°C,
pravy konec udrzujeme na této teploté,
levy konec ohf{vame na 20 °C a udrzujeme
na této teplotd. Ve zbytku tyce (stény) se
postupné nastoli rovnovaha vlivem vedeni
tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete je-

jich znaménko.

a) Rychlost s jakou v daném misté a Gase
roste teplota jako funkce ¢asu.

b) Rychlost s jakou v daném misté a Case
roste teplota jako funkce polohy, tj. jak
rychle roste teplota smérem doprava.

¢) Rychlost s jakou klesa teplota jako
funkce polohy, tj. smérem doprava.

d) Rychlost se kterou roste (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.

e) Rychlost se kterou klesa (smérem do-
prava) tok tepla jako funkce polohy.



2.3 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni
tepla je jesté nutné pridat podminky souvi-
sejici s pocateénim stavem (poc¢ate¢ni pod-
minky) a s chovanim na okrajich (okrajové
podminky).

Necht sténa je na intervaluz € [0, L], x =0
je vnitini okraj a x = L je vné&jsi okraj. Vy-
raz —k—— udava tok tepla ve sméru osy x.

x

Tok ve sméru osy x ma kladné znaménko.
Naformulujte okrajové podminky v néasle-
dujicich scénarich.

a) Z venku dokonale izolovana sténa. Na
hranici x = L nedochézi k toku tepla.

b) Vnitin{ ¢ast stény je udrZzovana na kon-

stantni teploté T' = 23°C.

¢) Sténa je zvenku osvétlena a zahfivana
Sluncem. Na vné&jsi hranici je konstantni
tok tepla smérem do stény.

d) Sténa je zvenku ochlazovéna proudénim
vzduchu. Tok tepla mezi sténou a oko-
lim je amérny rozdilu teplot stény a
okoli.

e) Sténa je zevniti ohfivana proudénim
vzduchu od radiatori. Tok tepla mezi
sténou a okolim je amérny rozdilu tep-
lot stény a okoli.

Zpracovano podle Cengel: Mass and heat
transfer.



2.4 Model ristu amérného velikosti chybé&jiciho mnozstvi

Mnoho Zivo¢ichu roste tak, Ze mohou dortstat
jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu
je ameérna délce, ktera jim do této maximéalni
délky chybi (tj. kolik jesté musi do této ma-
ximalni délky dorist). Sestavte matematicky
model popisujici takovyto rast (von Bertalan-
ffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost
zmeény veliciny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze
kvantitativni model bude obsahovat derivaci. Zdroj: pixabay.com
Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho bu-

deme umét i vyresit.



2.5 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti
rozkladaji tak, Zze za den se samovolné rozlozi
8% aktualniho znecisténi. Kromé toho pracov-
nici odstraiuji latky rychlosti 30 galont denné.
Vyjadiete tento proces kvantitativné pomoci
vhodného modelu.

Tento priklad opéet zminuje rychlost zmény, tj.
derwaci. Tentokrdt se ma zméné podileji dva
procesy a jejich ucinek se scitd. Priklad navic
pripomind, jak se pracuje se zmeénou vyjddie-
nou procenty. Toto je pouZivané napriklad pri Zdroj: pixabay.com
urocent spojitym urokem. Pokud pokles zmé-

nime na riust, tj. pokud zménime znaménka u derivace, mdame okamzité model ristu
financt na ictu, na kterém se pravidelné pripisuje urok a k tomu se priddvd fixni ilozka.




2.6 Logisticka rovnice: model vyuzZivani prirodnich zdroja

Pri modelovani rtastu populace o velikosti
z(t) Casto pracujeme s populaci Zijici v pro-
stfedi s omezenou uzivnosti (nosnou kapaci-
tou). Casto pouZivame model

kde r a K jsou parametry modelu (realné
konstanty). Nakreslete graf funkce f(x) =

rT <]- - %) a ovélte, Ze pro velkd x je f(.’L’) zé- Zdroj: pixabay.com
porné a velikost populace proto klesa. Pokud

populaci lovime konstantni rychlosti, snizi se prava strana o konstantu, kterou oznac¢ime
h. Ukazte, ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice pofad zaporné a intenzivni lov
tak zptsobi vyhubeni populace. D4 se najit kritickd hodnota lovu oddélujici vyhynuti
populace a jeji trvalé prezivani?

delovdni vijvoje obnovitelngch zdroji a byvd modifikovana pro konkrétni pFipady podle
toho, jak populace interaguje s okolim.



2.7 Populace jelena

Populace jelent v narodnim parku piibyva
rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok
odebere 50 jedinct. Napiste matematicky mo-
del pro velikost populace jelenti v tomto parku.

2.8 Hruby model chiipkové epidemie

Rychlost s jakou roste po¢et nemocnych chiip-
kou je timérny soucasné poctu nemocnych a
poctu zdravych jedincd. Sestavte model tako-
vého §ifeni chiipky.

Zdroj: pixabay.com, autor Free-Photos

Toto je soucasné model popisujici §iFent infor-
mace v populaci, staci si misto chripky pred-
stavit néjakou informaci preddvanou mezi lidmi (socidlni difuze).



2.9 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje
tak, Ze jeji polomér jako funkce Casu roste
rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé moc-
niné poloméru. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

2.10 Model uceni

Rychlost uceni (tj. ¢asova zména objemu osvo-
jené latky nebo procento z maximalni manu-
alni zrunosti) je tmérna objemu dosud ne-
naucené latky. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem [22)

Zdroj: pixabay.com



2.11 Vypocet derivace

Urcete derivace nésledujicich funkci jedné proménné. Ostatni veli¢iny jsou parametry.
Pokud v zadaném vzorci odhalite vztah mezi veli¢inami znamy ze stfedoskolské geome-
trie, pokuste se najit odpovidajici interpretaci derivace.

1. V(r)= 4 5. S(a) = 6a” 9. S(r) = 2mr? + 2nrh
3
1 2 _ 2
2. S(r) = 4mr? 6. U(v) = 3 10. S(h) = 27r* + 27rh
1
3. A(r) = mr® 7. V(r) = % 11. S(a) = 5(a+c)v
1
4. V(h) = 5777"2h 8. fly) = ae’? 12. L(r) = 27r

V tomto prikladé se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné promeénné nez podle x. To
je mezbytné pro aplikace. Abychom nebyli firovdni na proménnou x, je vhodné se ucit
vzoree pro derivovdni vyjadiovat slovné a bez jména konkrétni promeénné.



3 Vypocet derivaci, lineArni aproximace



3.1 Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.
4 223
1. f(z)=zlnz 4. f(t):m 6. f(z)=
2. f(z) =222 +1

3. fa) = x ar?

ax
ar+b 5. f(z) = 22 +1 T @)= (z —1)2




3.2 Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearni aproximace funkei sinz, cosz a (14 )" v okoli nuly. Tim dokaZete
platnost nasledujicich pfibliznych vzorct platnych pro z blizko nuly.

sinx ~ x
cosr ~ 1
I+2)"=14+nx

Proni dvé aprorimace vyuZijeme pozdéji pro odvozeni tvaru matice malych rotaci, coZ
je dilezité pri studiu deformace materidli. Posledni mizeme vyuzit napviklad pro to,
abychom z relativistického vzorce pro celkovou energii extrahovali éast zavislou na rych-
losti, tj. kinetickou energii (na predndsce).



3.3 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné z. Najdéte jeji linedrni aproximaci v okoli zadaného bodu.
1) y = xe® v okoli bodu z =0
x
2) y:m:(lf—) v okoli bodu z =0
K
x
3) y:rm(l—?) v okoli bodu x = K
4) y = v/x v okoli bodu z = 1

1
5) y:ﬁvokolibodule

Ve druhém a tretim prikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostiedi
s nosnou kapacitou K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci.
Proto se konstanta umérnosti ze ziskané linedrni aproximace nazyjvd invazni parametr.



3.4 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakei je dana vzorcem

f(x)

_ax
T b+a’

(1)
kde z je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyva

kinetika Michaelise a Mentenové. Ukazte, Ze plati

df ab

dz ~ (b+2)2

Pouzijte tento vypocet k linearni aproximaci funkce pro mala x.



3.5 Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v soucinu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivn{ tento vyraz vysledny soucin vice,

nez zbylé soucinitele. Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukazte, ze pokud plati f(z) = g(z)h(x) a g(xo) = 0 # h(zg), mé linearni aproximace
funkce g tvar

9(x) ~ g'(zo)(x — o)
a linearn{ aproximace funkce f tvar

1@) =~ [g'@o) (@ ~ 20) | h(wo),

kde v hranaté zavorce je linearni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena
hodnotou funkce A v bodé xg.

Situace je jednoduché zejména v p¥ipadé, kdy funkce g je linearni a je sama svoji linearni
aproximaci. UkaZzte, Ze s uvedenou vybavou je mozno napsat linedrni aproximace prvnich
t1 funkei z prikladu[3.3| piimo a bez vypoétu. Ukazte, Ze vypocet neni nutny a vysledek se
dé kvalifikované odhadnout i v pfedchozim piikladé s kinetikou Michaelise a Mentenové.
Pro tyto ucely pouzijte trivialni identitu

ax a

b+x Zx-ber.




3.6 Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na teploté

Tabulka udava zavislost koeficientu tepelné
vodivosti mé&di na teploté, A = A(T"). Odhad-
néte pomoci centralni diference derivaci funkce
A pro T = 400K (cca 127°C). Urcete i fyzi-

kalni jednotku derivace ar a slovni interpre-
taci vypoc¢tené hodnoty.

Poznamka: Teplota v Kelvinech (termodynamicka tep-
lota) je teplota ve stupnich Celsia posunuta tak,
aby teplota —273,15°C odpovidala 0 K. Dilky a tedy
i zmény teploty jsou na obou stupnicich identické. Zdroj: pixabay.com

T K] A[W/(mK)]

200 413
400 393
600 379
800 366

Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.



3.7 Itera¢ni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napf. oslunéna
sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici ¢tvr-
tou mocninu a prvni mocninu nezndmé veli-
¢iny. Toto je dano tim, Ze vyzafovani tepla sou-
visi podle Stefanova-Bolzmannova zdkona se
¢tvrtou mocninou teploty a prenos tepla prou-
dénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou
teploty. Koeficient u prvni mocniny byva vétsi
nez u ¢tvrté mocniny, protoze konstanta ze
Stefanova-Bolzmannova zakona je velmi mala.
Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

Zdroj: pixabay.com

2t —8r+6=0.

Napiste itera¢ni vzorec pro feseni této rovnice Newtonovou metodou a provedte ndkolik
iteraci s vhodnou celo¢iselnou pocateéni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy
v rovnici osamostatnite x z linearni ¢asti a z takové rovnice sestavite itera¢ni vzorec.



4 Lokalni extrémy



4.1 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohéch z praxe Casto vime, Ze existuje optiméalni feSeni a studované funkce ma je-
diny bod s nulovou derivaci. Pokud studujeme funkeci bez jakéhokoliv kontextu, musime
posuzovat to, zda v daném bodé& opravdu extrém je a jaky. Nejlépe tak, Zze soucasné
ur¢ime i intervaly monotonie. Za povSimnuti stoji, Ze pii hledanf bodi, kde jsou lokalni
extrémy, vlastné ani nemusime znat puvodni funkci. Sta¢i nam o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym pifipadem se v praxi setkavame.

Najdéte lokalni extrémy a intervaly monotonie nésledujicich funkci. Spolu s funkei je
zadéna i jeji derivace.

e VLl v (@) 4= (G-aWVE ¥ = 55— 30)
2) y= z? , w(z+2) (5) y=a2%e" y = —(x —2)ze®

“zr1 Y7 (z+1)2

, ) (6) y je Séoozjité 31?%%\{?},
x x ¢+ 3)(z* -3
3 = /: [
B v=21Y = Erae y 22




4.2 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystfihneme ¢tverec
a zbyly papir podél stran poohybame nahoru,
aby vznikla (aZ se to slepi) krabicka bez hor-
niho vika. Jak velké ¢tverce musime odst¥ihat,
pokud chceme, aby vysledna krabi¢ka méla co
nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kazZdé
ucebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je
tim, Ze A4 md ve vjuce zpravidla kazZdy pred
sebou a mize si tipnout, jaky ocekdvd visledek
a kolik maximdlni objem bude. Pro odhad ob- Zdroj: vlastni
jemu st muZeme predstavit treba litrovou kra-

bici mléka a porovndvat s timto referencnim kvadrem.




4.3 Plot ze tfi stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru,
jehoZ jedna strana je rovna pfirozena hranice.
Stavime plot tedy jenom na zbylych t¥ech stra-
néch.

(1) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
délka pletiva a chceme mit plochu po-
zemku co nejvetsi?

(2) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
plocha pozemku a chceme mit co nejmensi
spotfebu pletiva? Zdroj: pixabay.com

NezZ zacnete Tesit, tak si zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec mebo obdélnik. Po-
kud obdélnik, tak zda podél prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout,
zda je TeSent obou uloh stejné (tj. stejny tvar obdélniku, napiiklad stejny pomér stran).
Ulohy teste s co nejmendim mnoZstvim parametri. UvaZujte tedy, Ze mdte jednu délko-
vou jednotku pletiva v pronim pripadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu
v pripadé druhém.



4.4 Optimalni tram vytrezany z kulatiny

Ukazte, ze pro vyfezani nebo vytesani tramu
o maximalnim objemu z kulatiny valcového
tvaru je nutné vyfezat tram se c¢tvercovym
prufezem. Navod: Uvazujte vélec, ze kterého
chceme vytiznout hranol. Zvolte jako jednotku
délky prumér kulatiny a hledejte maximum
druhé mocniny obsahu prifezu. Zdavodnéte,
ze tento postup je korektni. Maximum para-
boly najdéte ze znalosti toho, Ze vrchol para- Zdroj: Harry Rogers, youtube.com
boly lezi v poloviné mezi kofeny.

Poté zopakujte predchozi tlohu pro maximum veli¢in bh? a bh3, kde h je vyska a b sitka
prufezu tramu. V prvnim piipadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku.
Pouzijte stejny postup jako v minulé uloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly.
(Poznamka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na prednasce a proto tento p¥ipad
nemusite dopocitavat.)

Tento priklad je zajimavy spiSe z aplikacniho hlediska: nejvice dieva neznamend nej-
VELST nosnost a nosnik, ktery nejvice unese, vychazi jinak, neZ nosnik, ktery se nejméné
prohybad.



4.5 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za Casovou jednotku
energii amérnou ti¥eti mocniné rychlosti vzhle-
dem k vodé. Pro piekonéni urcité vzdélenosti
proti proudu o rychlosti v je proto potieba
energie

1
E=k —(x+v)?
x

kde x je rychlost ryby vzhledem ke bfehu a
x + v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro oy

rybu optiméalni cestovni rychlost pfi migraci Zdroi: pixabav.com
na dlouhé vzdélenosti, tj. rychlost, pfi které je minimalizovan nutny energejti]ci(y Vj{fc(laj

i

.

Nez zalnete TeSit, uvédomte si, ze pokud mérime rychlosti v jednotkach rychlosti vody v fece, plati
v = 1 a po vynechani konstanty k, ktera nemé vliv na polohu a kvalitu lokdlnich extrémi, hledame
lokalni minimum funkce

(z+1)°

T

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)



Pozorovdni poturdila, Ze migrujici ryby “znaji” FeSeni piedchoziho prikladu a proto plavou proti proudu

rychlosti o polovinu vétsi nez rychlost proudu. Vzhledem ke biehu je tedy jejich “cestount rychlost proti
proudu” poloviéni jako je rychlost proudu. Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme Tesili u migrace ryb se ale ve skutecnosti casto objevuje naopak. Naptiklad
ndsledovné.

o Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nékdo si to toho nevsimd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu
to vrtd hlavou. Proé to tak je? Asi si pfirozené minimalizuji energii.

e Jakou musime ucinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi byt

souvislost energie s rychlosti, aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na piedchozi otdzku je pFirozené piedpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu.
Tedy treba, Ze energie je umérnd tieti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila
neviditelné.

e Nékdy je potteba pti konfrontact s jingmi pozorovdanimi hypotézu poopravit, zpiesnit nebo bohuzel
zamitnout. To viak je pTirozené pri pozndvdani svéta.



5 Integraly I



5.1 Vypocet integralu

Najdéte nasledujici integraly.

W e 0 fa e [
@ [Vi(erva)ae @ [ az | (o1 ds
@) [ oz +vada © [ s (13) /113x2+x5dx
W [Tt O [t o [etar

11 “
(5) /eue?xdx (10) S (15)/ u® du

—a



5.2 Vytékani oleje

Najdéte slovni interpretaci integralu

/010 r(t)dt,

kde 7(t) je rychlost s jakou vytéka olej z dérave
nadrze (v litrech za hodinu) a t je ¢as v hodi-
nach. Vypoctéte integral pro r(t) = 200 — 4¢.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace in-
tegralu, kdy integrdlem rychlosti, s jakou se
méni néjakd velicina, je zména této veliciny.

Zdroj: pixabay.com



5.3 Populace véel

Populace véel o po¢atecni velikosti 100 vcel se
rozmnozuje rychlosti r(t). Najdéte slovni in-

terpretaci vyrazi
15
/ r(t)dt,
0

15
1oo+/ r(t)dt.
0

Zdroj: pixabay.com

5.4 Napousténi nadrze

Chemikalie te¢e do nadrze rychlosti 180 + 3¢ litri za minutu, kde ¢ € [0,60] je ¢as
v minutach. Urcete, kolik chemikalie natece do nadrze béhem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)



5.5 Praskla kanalizace

Prasklé kanalizace zpusobila znec¢isténi jezera
v rekrea¢ni oblasti. Koncentrace bakterii C(t)
(v bakteriich na kubicky centimetr, ¢ je ¢as ve
dnech) se po oSetfent aniku pro t € [0, 6] vyviji
rychlosti

C'(t) =103t — 7).

Jaka je zména koncentrace bakterii mezi ¢tvr-
tym a Sestym dnem?

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus 1.) Zdroj: pixabay.com



5.6 Rychlost uéeni

Necht W (t) je pocet francouzskych slovidek,
které se naucime po t minutach. Typicky mize
byt (pro prvni dvé hodiny udeni)

2

At ¢
WO0)=0 a W)= —— 33—
(0) a W)= 150 100

R

Najdéte pomoci integralu funkci W ().

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Zdroj: vlastni



5.7 Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu
V praktickych ulohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu

parametru je nutno doladit tak, aby integral mél pfedem stanovenou hodnotu. Urcete
hodnotu redlného parametru a tak, aby byl integral

10
/ av/x dx
0

roven hodnoté 2019.



5.8 Prace na pruziné

Sila ptsobici na pruzinu je tmérné deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovaz-
ného stavu o hodnotu z, je nutno pusobit silou kz, kde k je konstanta (tuhost pruziny).
Vypoctéte praci nutnou k natazeni pruziny z nedeformovaného stavu o jednotkovou
délku a poté o délku .

Po obecném vypocétu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k& a deformaci Azx.
Vypocet provedte uréitym integralem tfikrat, postupné pro jednotku délky centimetr,
decimetr a metr. Az po dokonéeni vypoétu pievedte na joule (newton krat metr).

k=10N/cm = 100N/dm = 1000 N/m, Ar =10cm =1dm =0.1m

Vsimnéte si, Ze v kaZdém pripadé se integruje jind funkce a v jingch mezich. ProtoZe
vSak vSechny vypocty charakterizuji stejnou situaci, viysledky jsou po prevedeni na stejné
jednotky stené, coZ je ocekdvané. Zména jednotek je specidlni pripad substituce, kdy
promeénnou podle které integrujeme nahradime proménnou jinou. Tuto metodu si pro
integrdl predstavime na predndSce.



6 Integraly II



6.1 Vypocet integralu substituci

Najdéte nasledujici integraly integrovanim substitu¢ni metodou.

(1) /ace“;2 dz (4) /sinxcos5xdac
(2) / e dx (5) / cos z+/sin(z) dz

(3) /lfﬁdx



6.2 Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

1) funkce v/ na intervalu [1, 4]

3) funkce sin x na intervalu [0, 27]

(1)

(2) funkce sinz na intervalu [0, 7]
3)

(4) ?

4) funkce az” na intervalu [0, 1]

V poslednim piikladé uréete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna
jedné.



6.3 Vedeni tepla sténou, linearni materialové vztahy

Tok tepla v jedné dimenzi je dan Fourierovym zakonem

dT
=—k—.
@ dx
Pro ustélené proudéni je @ konstantni. Pro homogenni material s linedrni odezvou je
vyse uvedeny vztah pfesné linearni, tj. k je konstanta. Urcete tok tepla sténou Sitky d
oddélujici prostory o teploté 17 a Ts.



6.4 Vedeni tepla sténou, nelinearni materialové vztahy

Zopakujte predchozi vypocet pro material s nelinedrni materidlovou odezvou, kdy Fou-
rieriv zakon neni linearni, tj. k£ zavisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je pripad, kdy
k(T) je linearni, tj. plati

E(T)=a+bT.

dT
Pouzijte substitu¢ni metodu prevad&jici integral / k(T(x))d— dz na integral / k(T)dT.
x

Pouzijte dale skutecnost, Ze stfedni hodnota lineédrni funkce je aritmetickym primeérem
hodnot v krajnich bodech intervalu.

Na tomto prikladé jsou zajimavé tri veci.

e Odvodime vzorec pouzivany pri posuzovdni tepelnyjch ztrdt.

e Prirozené vychdzi vzorec, ktery po zavedent stiedni hodnoty funkce k(T') splyvd se
vzorcem z piedchoziho prikladu, odvozeného pro konstantni vodivost.
rou vlastné vibec nezndme. Vskutku, nezndame teplotni profil T'(x) ve sténé a tim
pdadem nezndme ani zdvislost vodivosti k(T(x)) na poloze a ani gradient teploty.
Presto se podatilo integrdl vypocitat. Teplotni profil se naucime hledat jako Fesent
rovnice vedeni tepla.



6.5 Stredni hodnota funkce dané tabulkou

Urcete stfedni hodnotu koeficientu tepelné vo-
divosti A médi na teplotnim intervalu od 100
do 400 Kelvini. Porovnejte vysledek s aritme-
tickym pramérem.

Pro vypocet na intervalu od 100 do 800 Kel-
vinil bychom museli integrovat na intervalu,
na kterém neméme rovnomeérné rozlozené uz-

lové body. Navrhnéte, jak v takovém piipadé
800

postupovat a jak vypodcitat / XT)drT Zdroj: pixabay.com
100
T[K] A[W/(mK)|
100 482
200 413
300 401
400 393
600 379

800 366  Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.



6.6 Rust populace a jejich prezivani

Populace zivoc¢isného druhu ¢ini 5600 jedinca
a tato populace roste rychlosti

R(t) = 720"

jedinci za rok. (V tomto &isle je zahrnuta pfi-
rozené natalita, mortalita a povoleny lov.) V1i-
vem zneciSténi Zivotniho prostiedi se v8ak je-
dinci dozivaji kratsiho véku, nez je zahrnuto
v popsaném modelu. Zlomek populace, ktery
prezije Casovy interval délky ¢, je

Zdroj: pixabay.com

S(t) = e %,

Odhadnéte pocet zivocicha za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k zad-
nému znedisténi nedochéazelo, tj. kdyby bylo S(¢) = 1.

Napiste jenom prislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je pocitali.
Vlastni vypocet provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)



6.7 Rodicovské stromy

P1i obnové lesti je nutné velké mnozstvi sadeb-
nfho materialu. Kromé gkolek hraji p¥i obnové
lesa dilezitou roli rodic¢ovské stromy. Plo$na
hustota semen (napiiklad v poctu semen na
metr ¢tvereéni) ve vzdalenosti r od stromu je
dana funkci

D(r) = Doe_TQ/aZ.

Pro vhodnou volbu jednotek dosdhneme toho,
ze plati @ = 1. Pracujme proto s funkci

_ 2
D(r) = Doe™" . Zdroj: https://slp.czu.cz
Urcete mnozstvi semen uvniti kruhu o poloméru R.

Napiste jenom piislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali.
Vlastni vypocet provadét nemusite.

(Volné preformulovino podle L. Edestein—Keshet: Differential calculus for the life sciences.
Strom na obrazku je rodicovsky strom ekotypu Posdzavského smrku ztepilého. Slouzi k zd-
chrané genovyjch zdroji lesnich direvin.)



7 Diferencialni rovnice



7.1 Reseni ODE a IVP

dy_ 9 dr_ 3 _
(l)a—my (5) dt—kr, r(0)=ry>0
dy dm
2 _:ty i =
2) Yo © U —m2 m©)=0
(3) ¥ =uyy I i m(0) = —2
dz Y ()E—er , m(0) =—
dy

() L =avi, y0)=1

Uméni nagit 7eSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vsak nic proti umént
sestavit model (naucili jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim mo-
delu), umeéni posoudit jednoznacénost Fesent (vétsina modeli se Fesi numericky a musime
byt presvédcéeni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu Teseni (FeSent, kterd nejsou
stabilni, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdikony, ale pravdépodobnost jejich spontdn-
niho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita
konstantnich teseni) jsme vidéli na predndSce a pripomeneme v dalsich pFikladech.



7.2 Tloustka ledu

Takzvany Stefaniiv zakon (J. Stefan, Uber die
Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die
Eisbildung im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze
tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabil-
nich podminkich rychlost{ nepfimo dmérnou
této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhod-
ného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

Zdroj: pixabay.com



7.3 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmenSuje objem
vody v nadrzi imérnad odmocniné vysky hla-
diny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu
je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro
vysku hladiny vody v nadrzi jako funkci ¢asu.
Uvazujte tii pripady: nadrz cylindrického
tvaru (valec postaveny na podstavu), nadrz
zele otoGeného vrcholem doli (trychtyt).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru ku-

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mame
v rovnici dvé riuzné veliciny, které se meéeni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivaci objemu a nds zajimd derivace visky.



7.4 Problematika jednoznac¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni [7.3] jsme odvodili rovnici

dh

— =—kvVh

dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru
kvadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazd4 po-
¢atecni tdloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

B) Pro h = 0 by feSeni nemuselo byt urceno Zdroj: www.rodovystatek.cz
jednoznalné. A opravdu neni. ReSenim je napiiklad h(t) = 0 nebo

1
~kt? <0
h(t) =<4
0 t>0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro ¢ < 0 plati V2 = [t| = —t) a rozmyslete, jestli

nejednoznacnost je jenom matematicky trik, nebo jestli méa fyzikalni interpretaci.



7.5 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-

vani (opét v jednotkich objemu za jednotku - ‘m
¢asu) se déje rychlosti tmérnou povrchu nave- ’

trné strany plasté. Vyjadiete proces kvantita- Zdroj: vlastni
tivné pomoci derivaci. Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Toto je podobny model jako model vypousténi nadrze, ale kratsi. Opét mdme po prepisu
zaddni do matematického modelu dvé veliciny ménict se s casem v jedné rovnici. Derivace
objemu, kterd nds zajimd, jiz v rovnici pritomna nastésti je. Staci vyjadiit obsah pomoct
objemu, nejlépe pomoci rozmeérové analijzy.



7.6 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: stabilita FeSeni

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanic-
kymi vlastnostmi materidlu a je nezavisly na
objemu. V predchozim piikladé jsme sestavili
diferenciélni rovnici popisujici rist hromady

ve tvaru qv
— —R-kV3,
dt

kde R je rychlost pfisypavani a k konstanta.

Zdroj: vlastni

e Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zdavodnéte.
e MiuZe hromada skoncit i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?

e Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu
je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?



8 Matice

8.1 Nasobeni matic

Vynésobte matice A a B pro obé poradi nasobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=10 1 0], B=|-1 2 -1
1 2 =2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé pofadi nasobeni, je-li

V tomto prikladé si vyzkousime ndsobeni matic a kromé toho uvidime, Ze ndsobeni di-
agondlni matici je v jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém potadi ndsobime
matice, se diagondlnimi prvky se ndsobi Fadky nebo sloupce druhé matice.



8.2 Soustava rovnic jako nasobeni matic

ZapiSte soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni

21’1 - 3!172 + 2(E5 =12
21’1+ IL'2+ 2133:21
-1+ 32+ 23=0



8.3 Timmyho transformace

Figurka na obrézku je Timmy ve tfech situacich. Jednou se pozoruje sviij obraz ve vodeé,
jednou spadl na zada, a jednou vrha stin. Vyjadfete pomoci matice transformaci, ktera
vzor (Cerna malivka) prevadi na obraz (barevna malivka).

)

Poznamka: Stac¢i si v§imat, kam se zobrazuji jednotkové vektory ve sméru os, tj. kam se
zobrazi Timmiho nakrocend noha a Timyho ruka, ktera je natazena dozadu. Ptripadné
necelod¢iselné slozky matice jenom odhadnéte. Podle LAFF Linear Algebra - Foundations
to Frontiers (www.ulaff.net)



8.4 Matice rotace
Matice rotace o tihel 6 v kladném smyslu je
cosf) —sinf
Ro = (sin@ cos 6 ) '
Nasobenim ovéite, ze matice otoCeni o thel —0 je k této matici inverzni.
Navod: Funkce kosinus je sudé funkce a funkce sinus je licha funkce. Proto plati
cos(—0) = cos @ a sin(—6) = —sin 4.
Matice rotace je dulezitd v aplikacich zabyvajicich se deformacemi, protoZe umozni od-

filtrovat tu cast zmény polohy referencnich bodi, kterd je zpisobena rotact a nepFispivd
tedy ke zmeéné tvaru télesa.



8.5 Matice posunuti

Transformace pomoci nasobeni matic zachovava pocatek a nemtze proto charakterizo-

vat napiiklad posunuti roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizo-

vano i posunuti, musime zavést homogenni soufadnice a ztotoznit bod (z,y) s vektorem
(x,y,1)T. Ukaite, 7e matice

1 0 a

Pop=10 1 b

0 1

o

je matice posunuti o a doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popi-
sujici opacnou transformaci a pro jedno néjaké poradi soucinu ovéite, ze souéin téchto
matic je jednotkova matice.



8.6 Matice, zachovavajici vyzna¢né sméry

Drevo mé tfi vyrazné sméry a pokud méame moznost zvolit soufadnou soustavu tak,
aby tyto sméry byly dany vektory (1,0,0)%, (0,1,0)7 a (0,0,1)7, formulace fyzikalnich
zékont se zjednodusi. Nyni si ukdzeme proc¢. Najdéte

1. nejobecnéjsi matici 3 x 3, ktera zachovava smeér vektoru (1,0,0)%,

2. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0, O)T,

3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, kterd zachovava smér vektora (1,0,O)T,

(0,1,0)7, (0,0,1)7.

V tomto prikladé uvidime, Ze matice zachovdvajici smér os soutadnic jsou v uréitém
smyslu pekné.



8.7 Matice derivovani

0 0 O
Ukazte, ze matice A = [2 0 0| je matice derivovani polynomu stupné nejvyse 2,
01 0
a
pokud polynom az? + bx + ¢ ztotoznime s vektorem | b |. Vysvétlete, jak bychom in-
c

terpretovali matici A2 a A% a tyto matice vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro obecny polynom ax* + bx + ¢, nebo samostatné pro
polynomy =, x a 1 a poté si vsimnout, Ze ostatni polynomy miZeme dostat linedrnimi
kombinacemi a maticova ndsobeni tyto linedrni kombinace nepokazi diky tomu, Ze je
distributivni a komutuje pii ndsobent s konstantou. V tomto prikladé mimo jiné vidime,
Ze mocnina nenulové matice mize byt nula. To je efekt, kteryjy nemd obdobu u ndsobent
redlnijch éisel.



8.8 Matice projekce

cos? a cos asin «

. . 9 reprezentuje kolmou projekci na primku, ktera
cos asin « sin” «

jde pocatkem soustavy souradnic a svira s kladnou ¢asti osy x tuhel a.

Matice P = (

1. Ukaite, Ze plati P = P.

2. Ukazte, (nemusite vypoctem, napfiklad graficky, nebo vyuzitim toho, Ze kazdy
bod pifmky se zobrazi sim na sebe) Ze dva rizné body se projekei mohou zobrazit
na stejny bod a proto neni nadéje na to mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje
inverzni matice.



9 Determinanty, soustavy rovnic



9.1

Urcete nasledujici determinanty

. Dy =

9 _
4 3
2
r—4

2-A
4

1
2
-1

a
2
-1

-1
y—3

-1
3—A

-1 0
3
-1

N —

-1 0
3 1
-1 2

= 0 je pfimka dana bodem (4, 3) a smérovym vektorem (2, —1))

‘ (charakteristicky polynom matice z prvniho bodu)

0
0
T—A

(charakteristicky polynom diagonalni matice)



9.2 Soustava linearnich rovnic s jedinym rFeSenim

Vyfeste soustavu rovnic.

1 2 2 T 3
2 2 -1 To = 1
2 3 1 T3 ~1

Soustava rovnic je asi nejdulezitéjsi aplikace linedrni algebry, ale v dnesnim svété nend
duvod ji Tesit rucné. Je vsak uzitecné si alespon zdkladni manipulace vyzkouset na jed-
noduchém prikladé. Tento moc casu nezabere.



9.3 Soustava linearnich rovnic s nekoneéné mnoha fFeSenimi

Vyfeste soustavu rovnic.

-1 -1 =1\ [z
1 1 —2 To
2 -2 1 T3
-1 -1 1 T4

W = N W
O O OO

Soustava s nekonecné mnoha Fesenimi typicky vychdzi pri hleddni vlastnich cisel matice.
Na tomto prikladé si osahdme pripad homogenni soustavy a jednoparametrického tesent,
ty. pripad, ktery pii vypoctu vlastnich vektori vychdzi nejcastéyi.



10 Vlastni ¢isla a sméry

10.1 Vektor, ktery neni vlastnim smérem

Ukazte, ze vektor @ = (;

> neni vlastnim smérem matice
3 0
A (2 4) |

10.2 Vektor, ktery je vlastnim smérem

. 2
Ukazte, ze vektor a = (

3> je vlastnim smérem matice

(1Y)

a urcete prislusné vlastni &islo



10.3 Vlastni ¢isla a vektory matice 2 x 2

=33

Najdéte vlastni ¢isla matice

a jim prislusné vlastni vektory.

10.4 Transformace matice 2 x 2 na diagonalni tvar

A—G’ ;’)

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

Uvazujme symetrickou matici

2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory.
Pokud je to mozné, napiste matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.

3. Ovéite, e PTAP = D je diagonalni matice.

Ndvod: Vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim c¢islim jsou na sebe kolmé.



10.5 Pomér délky vzoru a obrazu vektoru
3 1
2= 3)
L (-1
“=2
uréete podil délky obrazu Aw a vzoru @ pi¥i zobrazeni pomoci matice A. Ovéfte, ze

tento podil lezi mezi mensi a vétsi vliastni hodnotou, které jsme vypocitali v pfedchozim
prikladeé.

Pro matici

z minulého ptikladu a vektor

10.6 Transformace tenzoru pootoéenim

Uvazujme ty¢ ve sméru osy z namahanou v ose tahem, pii kterém vznika jednotkové
tahové napéti. Ty¢ je slepena spojem, ktery svird s kolmici na osu thel 6. (Nakreslete si
obrazek.)

1. Ukazte, ze pro nenulovy thel 6 je norméalové napéti ve spoji mensi, nez by odpo-
vidalo norméalovém napéti pro spoj kolmy na osu tyce.



m

. Ukazte, Ze norméalové napéti je klesajici funkei Ghlu 6 na intervalu od nuly do 7"
7r

. Uréete norméalové a smykové napéti pro extrémni piipad 6 = 5 a popiste, jak by

takovy spoj vypadal.

. Urcete smykové napéti ve spoji a urcte, pro jakou hodnotu thlu je smykové napéti
nejvetsi.

. Urcete, jestli je v tomto piipadé z hlediska pusobiciho napéti vyhodnéjsi udélat
Sikmy spoj po sméru nebo proti sméru hodinovych rucicek.



10.7 Vlastni ¢isla a vektory matice 3 x 3.
V cvieni z minulého tydne jsme ukazali, Ze nejobecnéjsi symetricka matice zachovéavajici
smér vektoru (1,0, O)T mé v prvnim fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek,

prvek v hlavni diagonéle.

Uvazujme matici

které je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.



11 Parcialni derivace, rovnice vedeni tepla



11.1 Difuzni rovnice ve 2D

Rozepiste difuzni rovnici

ou

— =0+V . - (DVu

5 (DVu)
ve dvourozmérném piripadé do kartézskych
soufadnic za predpokladu, Ze soufadné osy
jsou ve vlastnich smérech difuzni matice.

Okomentujte, jak pfedpoklady o vlastnostech
materialu a o modelovaném procesu (stacio-
néarnost, existence ¢i neexistence zdroja, ho-
mogenita materialu, stejné chovani v rtznych
smérech apod.) ovlivni vyslednou rovnici.

Zdroj: pixabay.com

Pozndmka: Difuzni rovnice dokdzZe naptiklad objasnit i to, pro¢ jednotny mechanismus
tvorby vzori na srsti savci vede jednou k pruhim a jednou ke skvrndm na srsti. Dokd-
Zeme tak napriklad lépe pochopit proces, jakym se geny prepisuji do viditelnych znakii.
Podrobneji Murray: Mathematical biology nebo How the leopard gets its spots.



11.2 Stacionarni vedeni tepla, linearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pii stacionarnim vedeni tepla a v materidlu
s linearni materialovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti je konstantni). Jinymi slovy,

najdéte vSechny funkce spliujici
0 oT
— (k=— ) =0
Oox ( 81:)

proT =T(z) ak € RT.

Poznamka: Visledek se da pouZit i pro sténu sloZenou z rizniyjch vrstev. Postupuje se tak,
Ze se jednotlivé vrstvy nahradi ekvivalentnimi vrstvami z jednoho materidlu. Naptiklad
vrstva z materidlu s polovicnim koeficientem tepelné vodivosti se nahradi vrstvou, kterd
je dvojndasobné silnd.

Pozndmka: Na stejnou tlohu se stejnou rovnici a stejnygm tesenim vede naptiklad prou-
déni podzemni vody ve zvodni s napjatou hladinou (piedstavou mize byt podzemni
voda protékajict pidou a shora i zdola ohranicend nepropustnou vrstvou,).



11.3 Stacionarni vedeni tepla, nelinearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pii stacionarnim vedeni tepla a v materidlu
s nelinearni materialovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti neni konstantni). PouZijte
linearni zavislost koeficientu tepelné vodivosti na teploté. Jinymi slovy, najdéte vSechny

funkce spliujici
0 oT
Z ) =
ox < 6:6) 0

proT =T(z)ak=a+bT, a,beR.

Pozndamka: Vipocet nechame kvalitativni abychom vidéli, Ze teplotni profil ve sténé
nent linedrni. Pro uzitecnost v inZenyrskyjch aplikacich je vhodné pridat okrajové pod-
minky a vyjddiit FesSeni pomoci parametri v téchto okrajoviich podminkdch. To jsou ty-
picky teploty na jednotliviych strandch stény.

Pozndmka: Na stejnou ilohu se stejnou rovnici a stejnym FeSenim, pouze pro a = 0,
vede napiiklad proudéni podzemni vody ve zvodni s volnou hladinou (narozdil od
predchoziho pfikladu chybi horni nepropustnd vrstva,).



11.4 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimeé¢né jsme nuceni do rovnice vedeni tepla
zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla
v zebru chladi¢e. Ulohu uvazujte jako jed-
norozmérnou, material homogenni izotropni
s konstantni tepelnou vodivosti. Kolem chla-
di¢e proudi vzduch a teploté Tj a chladi¢ ztraci
teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty Zebra
v daném misté a teploty okolniho vzduchu.
(Koeficient umérnosti je dan koeficient pie-
stupu tepla a siikou Zebra). UvaZujte stacio-
narni déj.

11.5 Vypocet parciilnich derivaci

0 0
a) P2 (x2y + 2zy3 4+ = + 1> c)

Q
8

b)

dy Ay

111

il

Zdroj: pixabay.com

— <5x4y3 — 39:y5 + x2>

g (mQy + 2z + 2 + 1> d) 2 <5:L'4y3 — 3x1° + x2>



11.6 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro 0 < z < 10 a 0 < y < 10 zachycené v ur¢itém
okamziku termokamerou je popsana rovnici

T(x,y) = 2y* + 2°.

Rozmeéry jsou v centimetrech, teplota ve stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale ke
kazdému ¢lenu miZzeme dodat konstantu, kterd rozmér opravi tak, aby vysledek opravdu
vychézel ve stupnich Celsia. Pro jednoduchost tuto komplikaci vynechame.)

1. Vypoctéte gradient VT a tok tepla —\ - VT. Soucinitel tepelné vodivosti (pro

jednoduchost s celymi &isly a bez jednotky) je A = <i) ;) .

2. Urcete, zda na levém okraji desky (z = 0) tece teplo dovniti desky nebo z desky
ven.

3. Vypoctéte divergenci toku tepla, tj. V- (=X - VT).

4. V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?



12 Dvojny integral
12.1 Kvadraticky moment pro obdélnik

/ / y? dzdy,
Q

pres obdélnik se stranami podél os, se stfedem v pocatku a délkou stran a a b, tj. pres
mnozinu 2 danou nerovnostmi

Vypoctéte integral

IA
8
IA

NSRS Y
IN
NS
IN
NSl e

12.2 Teézisté trojuhelniku

Vypoctéte integral

// xdxdy
Q



pfes trojihelnik Q s vrcholy v bodech (0,0), (1,0) a (0,1) a poté vydélenim obsahem

N

12.3 Velikost tlakové sily na hraz prehrady

Y

Viz video ke cviéeni a text k prednasce.

12.4 Puasobisté tlakové sily na hraz pie-
hrady

Viz video ke cviceni a text k prednésce.




13 Shrnuti

Dle ¢asovych moznosti a priubéhu semestru: shrnuti nebo opakovani nebo vypocet ukéz-
kové pisemky nebo rezerva pro piipad rektorského nebo dékanského volna, rezerva pro

piipad statnich svatki apod.



14 Archiv



14.1 Pokles hladiny podzemni vody pfti

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody
je piezometrickd hladina h méFena v metrech
(hruba predstava miZe byt hladina spodni
vody nebo, v pfipadé Ze je shora ohranic¢eni ne-
propustnou vrstvou, tak hladina, kam by vy-
stoupila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tece,
se nazyva zvoderi (aquifer). Proudéni ¥idi Dar-
cyho zdkon, ktery vyjadiuje, ze filtracni rych-
lost vy podzemni vody je imérnd sklonu pie-
zometrické hladiny, tj. rychlosti, s jakou klesa
piezometrickd hladina jako funkce x.

ustileném rovinném proudéni

Ground Surface
T T

EAN

B

]

velocity

m|

Unconfined |+
Aquiter

J J

Assumed

Distribution—

=~
Actual Water Table

~ (omputed Water Table
— TP
T
—_—
ho

Actual
——= Velocity

Distribution

[T

Pz Seepage Face
e - A

hy

|11

| p—

x=0
|

=

Impermeable Layer
—_— =
L

Zdroj: http:

ecoursesonline

.iasri.res.in

A) Zapiste Darcyho zakon kvantitativné pomoci derivace piezometrické hladiny.

B) Tok je dan soucinem filtra¢ni rychlosti a obsahu plochy kolmo na rychlost. Uvazujte
obdélnikovou plochu A x 1, ktera je na vysku pres celou zvodnélou vrstvu h a na Sifku
mé jednotkovou délku. Vynasobte jeji obsah filtra¢ni rychlosti a dostanete pritok na
jednotku $irky, ozna¢ovany g. Pro ustalené proudéni je ¢ konstantni.

C) Vysledny vztah z piedchoziho bodu chapejte jako diferencilni rovnici s neznamou
funkei h jako funkci x a FeSenim rovnice najdete kfivku sniZzeni hladiny podzemni

vody v podélném profilu.



(Podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Pozndmky k predndskam z Hydrauliky, predndska
é 9.)



14.2 Studna s volnou hladinou

Ground surface
Original water table

Uvazujme diferencialni rovnici : SEEY
dh Pra e

=—kh— * 7

q I (*)

odvozenou v [[4.1] B. Tentokrat budeme stu-
dovat studnu s volnou hladinodl Je-li studna
Cerpana konstantni rychlosti @, je tok na jed-
notku délky na kruznici o poloméru x roven

Drawdown
curve

2

h

|

| unconfined
aquifer

q = —i (voda tece dovnit¥, tj. ve sméru
27T Impermeable

ve kterém klesa x). Dosad'te tento vztah do
rovnice () a rovnici vyfeste s po¢atedni pod-
minkou h(R) = H, kde H odpovida hladiné vody ve studni a R je polomér studny (na
obrazku h,, a r,). Dostanete rovnici sniZeni hladiny v okoli studny Gerpané rychlosti
Q (depresni kiivka). (Volne podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Pozndmky k pred-
ndskam z Hydrauliky, predndska ¢. 9. Analogickym zpiisobem se pocitaji tepelné ztrdty
pri prostupu tepla vdlcovou sténou (viz|https: //youtu. be/ rvyogmalmUQ|).)

Zdroj: http://ecoursesonline.iasri.res.in

1Zjednoduéené, voda ve studni je na trovni hladiny podzemni vody. Studna nevznikla navrtanim
nepropustné vrstvy, kdy by byla voda natlakovana a vystoupila do vysky odpovidajici tomuto tlaku.


https://youtu.be/rvyogmaUmUQ

14.3 Rychlost klesani kluzaku

Teplota klesa s vyskou o 2°C na kilometr. Pilot
kluzédku vidi, ze teplota v okoli jeho kluzaku
roste rychlosti 10_3°C/S. Vyjadiete tato po-
zorovani pomoci derivaci a urcete, jak rychle
ztraci kluzak vysku. Navod: Uvazujte slozenou
funkci T'(h(t)) a hledejte jeji derivaci podle
dasu.

Tento priklad ukazuje, Ze pravidlo pro deri-
vaci sloZené funkce je logické. V tomto pripadé
vlastné prepocitdvd klesdni z jednotek stupné
Celsia za sekundu na jednotky kilometr vijsky
za sekundu. MuiZete si to zkusit na prstech nebo pomoci trojélenky a dojdete k tomu
stejnému, k cemu pomoci derivace funkce. Pii ménicich se rychlostech vypocet pomoct
trojélenky pouZitelny nent, pravidlo pro derivaci sloZené funkce je vsak k dispozici vidy.

Zdroj: pixabay.com



14.4 Zména tlaku a lupani v usich

V dopravnim prostfedku, ktery se pohybuje
do kopce nebo z kopce, se méni tlak. Tim
vznikne tlakovy rozdil mezi vnéjsim tlakem
a tlakem ve stfednim uchu. Vyrovnani tlaku
pii rychlé zméné se projevi lupnutim v usSich.
Lupnuti tedy nastane, pokud je derivace —
velka. (Velkd v absolutni hodnoté, tj. nu-
mericky hodné kladna nebo hodné zéporna.)
Tuto veli¢inu v8ak je tézké mérit. Umime mé-
Fit zménu nadmoiské vysky u a vime, jak se tlak p méni s nadmotskou vyskou. Necht
2

Zdroj: pixabay.com

d d
napiiklad d—p = —0.12gem?m™! (idaj meteorologii) a vezméme & 3msL. Oko-
u

mentujte vyznam toho, Ze derivace jsou zaporné a urcete rychlost, s jakou rychlosti se
méni tlak vzduchu.

Toto je jenom jednodussi obména prikladu s kluzdkem.



14.5 Kuzel s predepsanym tvarem

Kuzel ma pomér poloméru podstavy r, vysky h a délky strany s ve tvaru
r:h:s=3:4:5.

Kuzel muZe ménit velikost, ale tento pomér zustava zachovan. (To odpovida napiiklad
skladovani sypkého materidlu na hromadé nebo skladovani tekutiny v trychtyfovitém

1
zasobniku.) Objem a povrch plasgté jsou V = —mr’h a S = 7rs. Z avah o podobnosti

na prednéasce vime, Ze vzorce pro objem a obsah musi byt pro vhodné konstanty a, b, c
tvaru

V=ar S=btr? §=cV?/3

Potvrd'te tyto obecné zavéry pro nas konkrétni piipad pfimym vypoctem a pouzitim
uvedenych vzorci a poté vypoctéte a podejte interpretaci derivaci

dv dS

dr’ dr”

Na tomto prikladé si ovérime platnost poucek, které jsme si na prednadSce zminilo o ob-
jemech a povrsich téles, které jsou st mavzdjem podobné, tj. vznikaji jenom vhodngm
zvétsenim nebo zmensenim stejného referencéniho objektu.



14.6 Chemicka smés

Chemikalii rozpoustime v nadrzi tak, ze do nddrze pumpujeme vodu a smés odCerpavame.
Objem smési roste podle vztahu 20 4 2¢. Mnozstvi chemikalie y klesa rychlosti, ktera je
amérnd y a nepiimo tmérnad objemu roztoku v nadrzi. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci.



14.7 Vysila¢ Kojal

Moravsky vysila¢ Kojal nedaleko Vyskova je
tfeti nejvyssi stavbou v CR am4 priblizné tvar
hranolu o vysce 340 metrd. (Jeho dvojce, vy-
sila¢ KraSov je jesté o dva metry vyssi a od
roku 2018 tvofi i hlavni soucést nejvétsich slu-
necnich hodin na svété. Nejvyssi stavbou v CR
je vysila¢ Liblice B s 355 metry.)

Odhadnéte hmotnost vzduchového sloupce,
ktery by zaujimal misto vysilace. Pro tyto po-
tfeby budeme vysila¢ uvazovat jako hranol.
Pidorys odhadneme jako rovnostranny trojuhelnik o strané tii metry, coz je pomérné re-
alisticky model (http://www.dxradio.cz/jidxc/kojal.htm). Hustota vzduchu se méni
s vyskou h (v metrech) podle vzorce

p(h) = poePos /7o,

kde po = 1.225kgm ™ je hustota vzduchu u zemé&, py = 101325 Pa normalni tlak vzdu-
chua g = 9.81kgms™? je tihové zrychleni (podle Wikipedie). Porovnejte vysledek s vy-
sledkem, ktery byste dostali, kdybyste ignorovali zménu hustoty s vyskou a pouzili pro
hustotu konstantu pg.

Zdroj: Wikipedie



14.8 Hmotnost dfeva s proménnou vlhkosti.

Soucasti mola je dievény svisly metrovy tram
konstantniho prifezu. Blizkost hladiny, vlh-
kost, obcCasné zaSplouchani nebo zaneseni ka-
pek vody vétrem, vynofeni pti odlivu a dalsi
efekty zpusobily, Ze smérem doli roste vlhkost
a tedy i hustota dfeva. Predpokladejme, ze
hustota v bodé& h (méFeno shora doli) je dana
funkei

p(h) = pol(1 + kh),

kde pg je hustota d¥eva nahote (nejdal od hla- Zdroj: pixabay.com

diny, kde je tram nejsussi) a k je konstanta tmérnosti souvisejici s hustotou vody a s tim,
jak smérem dola nartusté vlhkost. Potfebujeme odhadnout hmotnost tramu bez zasahu
do mola, tj. nemtzeme vazit na vahach. Uréete hmotnost tramu vypocétem.

Napiste jenom pfislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho poéitali. Vlastni vypocet
provadét nemusite. VSimnéte si, Ze tloha je v podstaté stejnd jako tloha o vysila¢i Kojal z minulého
cviceni, ale vzhledem k jinému tvaru funkce popisujici hustotu tentokrat integrujeme linearni funkci. Pro
vypocet integralu linearni funkce je mozné vyuzit stfedni hodnotu, které je primérem funkéni hodnoty
na zacatku a na konci oboru integrace (viz prednéska).



14.9 Mrkev a vitamin A

Mrkev ma tvar rotac¢niho télesa, které vznikne
rotaci kiivky

flx)=v1d -z

okolo osy z na intervalu [0, 12], kde z je v cen-
timetrech. Koncentrace vitaminu A se méni
podle vztahu

3

1
clz) = Ee_z/lz mgem™°.

Zdroj: pixabay.com

Jaky je objem mrkve, obsah vitaminu A a pru-
mérna koncentrace vitaminu A v mrkvi?

Napiste jenom potiebné integraly a vztahy, integraly nepocitejte.

(Volné pieformulovino podle University of British Columbia, Sessional Examinations
April 2009.)



14.10 Pesticidy a jatra byloZravci

Ptiblizna hodnota C' koncentrace jistého pesti-
cidu v jatrech bylozravet (méfena v mikrogra-
mech pesticidu na gram jater) v ¢ase T po za-
neseni tohoto pesticidu do zivotniho prostiedi
je dana vztahem

C=e 0% / " 0.32005 g,
0

Vypoctéte hodnotu C jako funkei T a ukazte,
ze maximalni hodnota C' je pfiblizné po dvou M e
letech. Zdroj: Wikipedie

(Podle J. Berry, A. Norcliffe, S. Humble: In-
troductory mathematics through science applications.)



14.11 Rdist bunky

Bunka ve tvaru koule o poloméru r ziskava zi-
viny rychlosti imérnou povrchu a spotiebo-
vava ziviny rychlosti amérnou objemu. Ziska-
vani Zivin a spotfeba zivin jsou tedy tmérné
po fadé r? a r3. Predpokladejme, 7e rychlost,
s jakou roste objem s Casem, je imérné roz-
dilu mezi pfijmem a vydejem. Sestavte dife-
rencialni rovnici pro polomér buiiky, najdéte Zdroj: pixabay.com
jeji konstantni FeSeni a posudte jeho stabilitu.

Podobnou tvahu lze provést i pro jiné Zivé organismy a odsud plynou omezeni dand
efektivitou stavby téla. Naptiklad buniky vétsi neZ 1 mm se nevyskytuji prilis casto. Volné
podle L. Edelstein-Keshet: Differential Calculus for the Life Sciences.



14.12 Konstitutivni vztahy pfi konstantnich parametrech

Roura je dlouha L = 5m, mé pramér d =
0.8m a je zanesené piskem. Koeficient filtrace
z Darcyho zédkona

dh
e —K—
q ds

m4 hodnotu K = 3m/den, kde ¢ je tok na

dh
metr ¢tvereéni a — hydraulicky gradient (roz-

dil vysek pfi atmosférickém tlaku, nebo od-
povidajici rozdil tlaki, vztazeny na jednotku
vodorovné délky). Jedna strana roury je o
h = 1.6 m vySe nez druha a roura je na obou koncich zaplavena vodou po horni okraj.
Vypoctéte tok vody rourou. Zkraceni vodorovné vzdélenosti konct pfi Sikmém polozeni
roury neuvazujte. (Podle Charles Fitts, Groundwater Science.)

Zdroj: http://www.danieldean.com

V tomto prikladé prepocitavime na zdkladé materidlovich vlastnosti rozdil vysek na tok
vody. Snadnost prikladu thvi v tom, Ze podél celé roury predpokliddme konstantni fyzi-
kdlni charakteristiky a proto naptiklad hydraulicky gradient pocitame z celé délky roury.
V obecném pripadé musime mit informaci ne o prumeérnych zméndch hydraulické vijsky,



ale o zméndch okamZitych. Proto je podil nutno nahradit derivaci (v jednorozmérném
pFipadé) nebo gradientem (ve vicerozmérném piipade). Stejné se pracuje s Fickovym zd-
konem pro pohyb vody ve drevé, roli pisku hraje dievo a roli rozdilu vysek hraje rozdil
koncentraci. Analogicky je i Fourieriv zdkon, ale misto vody tece teplo a namisto rozdilu
vysek pracujeme s rozdilem teplot.



14.13 Divergence v 1D a sniZeni priatoku pri kapkové zavlaze

Pii kapkové zavlaze uvazujme trubici, ktera
ma podél své délky otvory a témito otvory
unikd voda k rostlindAm. Vime Ze na tseku 15
metri se snizi pratok z 20 litrd za minutu
na 19 litrt za minutu. Pfedpokladejme, Ze ot-
vory pro zavlazovani jsou rovnomérné rozlo-
zeny podél celé délky. Jaka je linearni hustota
zdroji podél trubice? Predpokladejte rovno-
mérné rozlozeni zdroju.

Tento priklad ukazuje na velmi jednoduchém
priklade, Ze zména v toku souvisi se zdroji. Po-
kles toku signalizuge, Ze voda nékam mizi, coZ
je v tomto pripadé Zddouct jev. Ztrdata na pri-
toku je vlastné zdporné vzatd divergence. V od-

Zdroj:
https://www.flickr.com/photos/undpeuropeandcis,
UNDP in Uzbekistan

vozeni rovnice kontinuity postupujeme stejné jako v tomto pripadé, jenom uvaZujeme
promeénné parametry (derivace misto podilu), trojrozmérny prostor (t¥i sméry misto jed-
noho) a mozZnost, Ze zména toku miZe kromé zdroji a spotrebici byt zpisobena i aku-

mulact.



14.14 Rovnice podzemni vody

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni
vody je piezometrickd hladina h mé-
Fend v metrech (hruba pfedstava mize
byt hladina spodni vody nebo, v pti-
padé Ze je shora ohraniCeni nepro-
pustnou vrstvou, tak hladina, kam by
vystoupila voda ve vrtu). Prostor, kde
voda teCe, se nazyva zvoderi (aqui-
fer). Tok podzemni vody ve dvoudi-
menzionélni horizontalni zvodni, kdy
zanedbavame vertikalni tok, popisuje
pritok na jednotku $itky ¢, ktery mé
smér toku a velikost vyjadiuje v met-
rech krychlovych na metr za den, kolik
vody protece za jednotku ¢asu jednot-
kovou délkou kolmo na smér toku.

Zdroj obréazki: Jacob Bear,
https://www.interpore.org/

Rez zvodni s napjatou hladinou
(vyska zavodnéné casti je dana vzda-
lenosti mezi nepropustnymi vrstvami).

weli - QGround surface

L/

z 2
Datum Level

Rez zvodni s volnou hladinou (vyska za-
vodnéné ¢asti je rovna rozdilu mezi pie-
zometrickou vyskou a dolni nepropustnou
vrstvou).
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Zapiste pomoci vhodnych veli¢in, operatorii a rovnic nésledujici vztahy, zakony nebo
pozorovani, odpovézte na otézky a spliite ukoly.

A) Darcyho zdkon vyjddreny pro celou zvoden (od povrchu k nepropustnému podloZi):
Prutok na jednotku 8itky, ¢, ma v izotropnim prostiedi smér maximélniho poklesu
piezometrické hladiny a co do velikosti je amérny tomuto poklesu. Koeficient timér-
nosti se nazyva koeficient priito¢nosti nebo transmisivita a oznacuje se 7'

B) Jak zpravidla modifikujeme pfedchozi odpovéd, pokud zvodei neni izotropni a ma
v riznych smérech razné vlastnosti?

C) Casto pracujeme s veli¢inou filtracni rychlost Uy, kterd udavé, jaky objem protece
jednotkovou plochou kolmo na smér proudéni za jednotku Casu. Jaky bude vztah
mezi ¥y a ¢q?7 Uvazujte pouze specialni piipad, kdy je ¢y konstantni v celé tloustce
zvodnélé vrstvy b. (Tloustka zvodnélé vrstvy b je u proudéni s volnou hladinou
rovna vzdalenosti piezometrické hladiny od dolni nepropustné vrstvy a u proudéni
mezi nepropustnymi vrstvami rovna vzdalenosti téchto vrstev.)



D) Zdkon zachovani pro vodu: Mnozstvi vody v daném misté (v metrech krychlovych
vody na metr ¢tvereéni povrchu zvodng) oznac¢te v. Rychlost s jakou se kumuluje
voda v daném misté v kubickych metrech (vody) na ¢tvereéni metr (povrchu zvodng)
za den, tj. derivace v podle ¢asu, je souctem

e vydatnosti zdroji v tomto misté (o, v kubickych metrech vody na metr ¢tve-
re¢ni povrchu zvodné za den, muZe se jednat napiiklad o zasakovani srazek)
a

e rychlosti, s jakou v daném misté klesa tok ¢.
Vyjadiete tento zdkon kvantitativné pomoci vhodné rovnice.

E) Objem vody v podzemi souvisi s hladinou podzemni vody. Zdsobnost Sy udava, jaky
objem vody se uvolni na metru ¢tvereénim povrchu zvodné, pokud se piezometricka
hladina v tomto misté snizi o jednotku. U zvodné s volnou hladinou je tato veli¢ina
déna zejména poérovitosti pidy nebo horniny, u zvodné s napjatou hladinou souvisi
se stlacitelnosti a proto je v tomto piipadé zasobnost velmi mala. Jaka je jednotka
takto definované zasobnosti a jak souvisi rychlost s jakou roste objem vody v daném
misté zvodné s rychlosti, s jakou roste piezometrickd hladina v tomto misté?

F) Predchozi odpovédi spojte do rovnice podzemni vody v anizotropnim prostiedi.



Podle Jacob Bear, Modeling Groundwater Flow and Pollution a Charles Fitts, Groun-
dwater Science.



14.15 Rovinné proudéni podzemni vody podruhé

Prozkoumame podruhé rovinné proudéni, kterému jsme se vénovali v pitklade [[4.1]

A) Rovnici podzemni vody ve 2D rozepiste do slozek. Uvazujte pro jednoduchost izot-
ropni prostiedi (transmisivita je skalarni veli¢ina, tj. ne matice a voda tee ve sméru
spadu piezometrické hladiny).

B) Napiste rovnici z pfedchoziho bodu pro staciondrni p¥ipad bez zdrojii a pro p¥ipad,
ze funkce h nezavisi na y. Uvazujte homogenni prostiedi a zvoden s volnou hladi-
nou a vodorovnou dolni nepropustnou vrstvou, kde volime nulovou hladinu A (tj.
transmisivita je tvaru

T = kh,
kde k je realné ¢islo, ne funkce proménnych z a y)

C) UkaZzeme, 7e rovnice se d& vyTesit i bez znalosti fegeni diferencialnich rovnic. Upravte
vztah z predchoziho bodu pouzitim ziejmé identity (h?)" = 2hh/ pro h jako funkci
proménné x, kde Carka znac¢i derivaci podle x. Vysledkem bude podminka, kterou
musi splitovat funkce h? a odsud jiz najdete hledanou kiivku snizeni piezometrické
hladiny. (Pokud je h zavislé jenom na x, plocha ohrani¢ujici zvodnélou vrstvu se z
boéniho pohledu promitne do kfivky.)



14.16 O Otesankovi.

Otesének se vykrmil do tvaru koule o priméru 2,4m a dale basti. Jeho objem roste
konstantni rychlosti 0,002m> /hod. Jak tato aloha souvisi s derivacemi a jak rychle roste

pramér koule (Otesanka)?

1

14.17 Dlouhy a Bystrozraky.

Dlouhy méa na ramenou Bystrozrakého ve vysce 4 metry. Bystrozraky hledé princeznu a
vzdalenost, na kterou vidi, je dana vzorcem pro vzdalenost k horizontu, tj.

H = kVh,

kde H je vzdalenost k horizontu v kilometrech, h je vyska pozorovatele nad povrchem
v metrech a k je konstanta. Dlouhy roste rychlosti 0,1 ms~'. Jak tato tloha souvisi
s derivacemi a jak rychle roste vzdalenost na kterou Bystrozraky vidi?



14.18 Nabytek bez atestu

Formaldehyd se z dfevéného vyrobku v malé nevétrané mistnosti uvoliiuje jenom do do-
sazeni urcité rovnovazné koncentrace. Rychlost, s jakou pfibyva mnozstvi formaldehydu
ve vzduchu v mistnosti, je tmérna mnozstvi, ktera do této rovnovazné koncentrace chybi.
Zapiste tento proces pomoci vhodného matematického modelu (diferencialn{ rovnice).

14.19 Kontaminovany salat
Bakterie na kontaminovaném saldtu se mnozi rychlosti
2e%1* milionti bakterii/den,

kde t je ¢as ve dnech. Pokud je to mozné, urcete, o kolik se zméni mnozstvi bakterii za
CtyTi dny. Pokud neni dost informaci, vysvétlete, jaké dalsi informace potfebujeme.

14.20 NA&AdrzZ na zavlaZovani

Nadrz ma tvar valce a je do poloviny naplnéna vodou. Mame tfi rtizné tulohy.



(A) Do nadrze tece voda konstantni rychlosti. Rychlost, s jakou roste hladina, je kon-
stantni.

(B) Dirou ve dné vytéka voda. Rychlost, s jakou klesa hladina, je tmérna odmocning z
vysky hladiny.

(C) Z nadrze vytéka dirou ve dné voda (tj. stejné situace jako v pFedchozim modelu) a
navic konstantni rychlosti odebirame vodu na zavlazovani.

Kazdy déj zapiste pomoci vhodného matematického modelu. Zajima nas hloubka vody
v nadrzi. Vyska nadrZe néas nelimituje (nadrz v tloze A nepretece).

14.21 VI¢i mak
VI¢i mék je oblibeny letni plevel s obrovskou nadprodukci semen. Predpokladejme, Ze

rychlost s jakou roste populace vl¢itho maku je tmérna velikosti populace. Vyjadiete
tento rust pomoci vhodné diferencialni rovnice.



14.22 OsSoupané medaile

Dana Zéatopkova vozila svoji zlatou medaili po besidkdch a nechéavala ji zde kolovat
mezi divaky. Tim se medaile otirala a ztracela hmotnost. Pokusime se popsat tento déj.
Ptedpokladejme, Ze s odstupem od olympiady intenzita besidek sldbne a rychlost otirani

se snizuje. Jaky bude tbytek zlata na medaili za prvni rok, pokud predpokladédme, zZe

dm 1
rychlost s jakou se méni hmotnost m medaile je Fr i mikrogramu za tyden?

14.23 Bryle

1. Necht ¢ = f(a) je funkce, ktera udava jak zavisi pocet dioptrii ¢ pro korekci
kratkozrakosti na vzdalenosti ¢ (v metrech), na kterou jesté oko vidi ost¥e. V
d
jakych jednotkich bude vyjadiena derivace d—(p a jakd bude slovni interpretace
a

této derivace?

1
2. Funkce z predchoziho bodu je ¢ = —=. Necht ¢ = 10m a necht se a zkracuje
rychlosti 0.1 metru za rok. Napiste, jak souvisi rychlost s jakou se méni a s rychlosti,
s jakou se méni ¢ a pro dany pifipad urcete, jak rychle se méni pocet dioptrii
nutnych pro korekei této vady?



14.24 Rychlost zvuku ve drevé

E
Rychlost zvuku v pevné latce je dana vzorcem ¢ = 4/ — kde ¢ je rychlost zvuku v
4

metrech za sekundu, E Yougtv modul pruznosti v pascalech a ¢ hustota v kilogramech
na metr krychlovy. U dfeva predpokladejme, Ze v zavislosti na vlhkosti se ¢ mize ménit

a F je konstantni. Urcete derivaci d—c Pokud napiiklad pro bfizu p = 640 kgm ™2 je tato
0

derivace ¢iseln€ rovna hodnoté —3.3, doplitte jednotku a napiste slovni interpretaci této
derivace.

14.25 Raist ryb
Na rozdil od jinych Zivocichii jsou malé ryby jsou pfiblizné zmensSeniny velkych ryb a

proto je u nich hmotnost pfiblizné tmérna tieti mocniné délky. Najdéte souvislost mezi
rychlosti s jakou roste hmotnost kapra a rychlosti, s jakou roste délka kapra.



14.26 Termohrnek z rozemleté televize

Termohrnek bez atestu, vyrobeny z rozemletého plastu ze staré elektroniky, uvoliiuje do
napoje zdravotné zavadné materialy. Napiiklad zpomalovace hofeni, BFR. Predpokla-
dejme, ze tempo se kterym se BFR vylu¢uje do napoje se snizuje s rostouci kontaminaci
napoje a s klesajici teplotou napoje, tj. klesa v ¢ase. Vhodnym modelem mize byt
napfiklad

r(t) = (10 — 2¢) ug/hod,

kde r(t) je rychlost vylu¢ovani BFR do napoje v ¢ase ¢t v mikrogramech za hodinu a ¢
je ¢as v hodinach. Vypoctéte, jaké mnozstvi BFR se do napoje uvolni za prvni hodinu
a porovnejte s hodnotou, kterd se uvolni za druhou hodinu.

14.27 Padani snéhu s proménnou intenzitou

O pilnoci zacal padat snih rychlosti 6 centimetri za hodinu. Intenzita slabla a v poledne
prestalo snézit. V tomto obdobi je moZzné modelovat rychlost padani snéhu funkei r(¢),
ktera splituje 7(0) = 6 a r(12) = 0, kde ¢ je pocet hodin od ptlnoci v hodinach a r je
rychlost v centimetrech za hodinu. Kolik snéhu napadalo? ZapiSte obecné a poté pro



nejjednodussi funkci, ktera spliiuje uvedené pozadavky, pro funkci
1
t) =6 — —t.
"(t) =6
(Slunce nesvitilo a bylo pofad pod nulou.)

14.28 Vyzafovani tepla

1. Vyzafovani ve wattech na metr ¢tverecni je dano Stefanovym-Bolzmanovym zéako-
nem
Q=oT",
kde T je teplota (v Kelvinech), o konstanta a @ vyzafeny vykon ve wattech na
metr ¢tvereéni. Vypoctéte derivaci
d@
dr”
2. Derivace z predchoziho bodu pro 7' = 300K je ¢iselné rovna 6.12. Dopliite jednotku
a napiste slovni interpretaci této derivace.

Poznamka: Termodynamické teplota v Kelvinech je teplota ve stupnich Celsia zmensena
o hodnotu 273.15.



14.29 Odvozeni rovnice vedeni tepla v 1D

Pokracujeme v tloze s vedenim tepla v 1D. S vyuzitim vysledkt této tlohy zapiSte
kvantitativné nasledujici zdkony.

a) Tok tepla (smérem doprava) je imérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem do-
prava).

b) Rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je timérna rych-
losti, s jakou roste teplota v daném bodé, jako funkce Casu, tj. teplo které “ztratime”
na toku tepla se projevi odpovidajicim zvySenim teploty.

Poté oba zakony spojte do jednoho vztahu a odvodite rovnici vedeni tepla v 1D. Ukaite,
ze pokud bude ty¢ homogenni, po nastoleni rovnovahy bude teplota linearni funkei po-
lohy.



14.30 Kapka vody I

Predpokladejme, ze kapka vody ma kulovity
tvar a pii desti roste tak, Ze objem jako funkce
Casu se zvétsuje rychlosti imérnou povrchu.
(Kondenzace vodnich par probih4 na povrchu
a vysledek této kondenzace, voda, zvétsuje ob-
jem.) PfepiSte tento scénaf do matematického
modelu a vSechny zavislé proménné vyjadrete
pomoci objemu.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost
s jakou se méni objem, tj. derivace objemu,
a tento vztah zformulujeme matematicky. ProtoZe tato formulace obsahuje povrch koule,
je nutné tento povrch prepocitat na objem.

Zdroj: pixabay.com



14.31 Kapka vody II

Predpokladejme jako v pfedchozim pirikladeé,
7ze kapka vody mé kulovity tvar a pri desti
roste tak, Ze objem jako funkce ¢asu se zvét-
Suje rychlosti imérnou povrchu. Ukazte, Ze po-
lomér jako funkce ¢asu roste konstantni rych-
losti.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost
s jakou se méni objem, tj. derivace objemu, ale
protoZe nds zajimd jind velicina, musime jesté
najit vztah mezi rychlosti, s jakou roste objem, Zdroj: pixabay.com
a rychlosti, s jakou roste polomér.




14.32 Vypocet 7

Pro n # —1 vypo¢téte integraly

1 1y
/ "™ dx a / 72dx.
0 o 1+

Poznamka: Vzorec pro souet geometrické fady s kvocientem —a2 je

1

_ 2 4 6

po integrovéani (a po zapojeni teorie nekone¢nych fad, ktera ospravedlni integrovani ¢len
po ¢lenu a to, Ze v horni mezi je x = 1, pfestoZe Ffada pro x = 1 nekonverguje) dava

1y 1 1 1 1
/ ﬁdx:/ 1d£B*/ xdeJr/ x4dw7/ 2de+---.
o 1+z 0 0 0 0

Po zintegrovani vlevo dostaneme veli¢inu obsahujici 7 a vpravo soucet racionélnich ¢isel.
Tim je mozné odhadnout hodnotu 7. Tato technika, pouzivana v jistych obménach v 17.
a 18. stoleti, je mnohem efektivnéjsi pro vypocet m, nez starsi metoda pravidelnych
mnohothelnika vepsanych do kruznice. Dnes mame k dispozici fady, které k hodnoté m
konverguji mnohem rychleji.



14.33 Tlak v pneumatice

Tlakem v pneumatice rozumime ve skutec-
nosti pretlak vaci atmosférickému tlaku. Po-
gkozena pneumatika ztraci vzduch tak, ze
mnozstvi vzduchu v pneumatice klesa rych-
losti, kterd je tmeérna tomuto tlaku. Tlak
v pneumatice a mnozstvi vzduchu v pneuma-
tice jsou také navzajem imérné. Napiste mate-
maticky model popisujici pokles tlaku v Case.

Zdroj: pixabay.com

14.34 Kvadraticky moment kruhu

14.35 Stacionarni vedeni tepla ve val-
covém prostiedi

14.36 Chemicka reakce

P1i chemické reakci se spotiebovava enzym tak, Ze spolu za pritomnosti katalyzatoru re-
aguji dvé molekuly tohoto enzymu. V disledku toho rychlost s jakou se snizuje mnozstvi



enzymu je umérna druhé mocniné koncentrace a tedy i druhé mocniné mnozstvi tohoto
enyzmu. NapiSte diferencialni rovnici popisujici tento dé;j.

14.37 Ondatra

V roce 1905 vysadil na svém panstvi hrabé Colloredo-Mansfeld nékolik part ondatry,
které dovezl z Ameriky. Ondatra se diky absenci pfirozenych neptatel rychle rozsifila
po celé Evropé. Predpokladejme, Ze oblast zasaZzena rozsifenim ondatry mé tvar kruhu
o poloméru 230km a tento polomér roste rychlosti 30 km/rok. Jak rychle roste plocha

kruhu? Jak rychle roste obvod kruhu?

14.38 Akumulator

Teplota studeného akumulétoru pieneseného do mistnosti o pokojové teploté roste rych-
losti

1
564 °C/hod

kde t je ¢as v hodinach. Najdéte zménu teploty akumulatoru za prvnich pét hodin.



14.39 Kmen stromu

Kmen mizeme v uréitych ¢astech stromu primitivné modelovat valcem. Uvazujme dél-
kovy metr kmene, tj. valec o vySce 1m a poloméru r. Hmotnost valce je

m=Vp=mpr,

kde p = 700kg/m? je hustota dieva. Polomér kmene roste rychlosti 0,01 m/rok. Najdéte
vztah mezi rychlosti rastu poloméru valce a rychlosti riastu hmotnosti valce. Urcete
rychlost s jakou roste hmotnost v okamziku, kdy polomér kmene je r = 0,20 m.



	Výpocet derivací
	Využití derivací v matematických modelech
	Výpocet derivací, lineární aproximace
	Lokální extrémy
	Integrály I
	Integrály II
	Diferenciální rovnice
	Matice
	Determinanty, soustavy rovnic
	Vlastní císla a smery
	Parciální derivace, rovnice vedení tepla
	Dvojný integrál
	Shrnutí
	Archiv

