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Uvod

Soubor obsahuje piiklady pro cvi¢eni k mym pfednéskam na Lesnické a dievaiské fakulté pro bakalarské
studium v zimnim semestru 2020. Text bude expandovat, jak pobézi semestr. Vychézi ze cvi¢eni v minulém
semestru (kompletni zadani a vétSina FeSeni jsou k dispozici na webu pfedmétu). Text existuje ve verzich

pro tisk na papir a pro promitani na platné, kazda z téchto verzi jesté s feSenimi a bez feSeni.

1 Vypocet derivaci

Derivaci budeme chapat jako zobrazeni, které funkci pfifadi jinou funkci. Pro¢ je tak nesmirné uzitecna

zjistime v nasledujicich tydnech.

Zakladni vzorce.

(¢) = a(c) -0 (sinz) = a(sinx) =cosT
(z™) = %(m") =na" ! (cosz) = dix(cosx) = —sinx
d d
TN\ (T — T r_ —
(") = = (e*)=e (arctg x) dx(arctgx) 22

d 1
I = —
(Inz) = dm(lnx) -

Zde c € R je konstanta a zbytek jsou vzorce, které plati vzdy, kdyz je vyraz napravo definovany.

Triky, které se ¢asto hodi.

(A) Vo= w? (D) f(cl‘) == f(z) (G) log, x = iiz
(B) Yo =at (B) 505 =ef '@ (H) V(e +1) =22 42
(©) ;lk =z " (F) a® = e*In@ @ ng_;Zl =1+ 4277

Derivovani a operace mezi funkcemi

Necht f, g jsou funkce a ¢ € R konstanta. Plati

ef) = ef
[f+g' =1 %7,
[f = f'9+ fg',
{j}’ fla—d'f 9 f
g
[F(oa)) =5 jﬁ = Plo())g' @)

1.1 Vypocet derivace

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a,b, u € R.



L f(z) =2+ % 4. f(x) = 3zv/x + 92° 7. f(z) = —=e®

2. f(z)=2*+22+6 5. f(x)=1-¢" 8. f(z):m
3. f(r)=rP 4221 6. f(z) = (a2 —1)* 9 1@ = L
Reseni:
1. f'(z) = 62° — % 6. f'(z) = 4(a? — 1)°2z = 8a(a? — 1)}
2. fl(x) =2x+2 7. f'(z) = %e‘” 2azx
3. f'(r) =3r* +4r L
8. f'(x) =

4. f'(z) = (3&33/2 + 925 = gﬁ+ 4524 (x+6)3

’ _ _2a;u'
5. f'(z) = —be™ 9. fix) = [EE

1.2 Rist ryby

Biologové navrhli funkci
[ = 0.03937t> — 0.945¢t% + 10.033t + 3.073

jako model délky jistého druhu ryby, kde [ je délka ryby v centimetrech, a ¢ je v€k v letech. Vypoctéte derivaci

l
TR Urcete jednotku této derivace a slovni interpretaci hodnoty derivace v bodé t = 12.

Upraveno podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences. V tomto prikladé se setkdvdme s
klasickou interpretaci derivace jako rychlosti zmény, tj. hodnoty o kterou se zmént zdvisld velicina, kdyZ se
nezdvislda velicina zméni o jednotku.

- di
Reseni: [dt] = cm/rok, tj. centimetr za rok. Plati

dl
Fri 3-0.03937t% — 2-0.945¢ + 10.033 = 0.11811¢ — 1.89¢ + 10.033

a pro t = 12let dostavame

dl

dt =12
Dvanactileta ryba roste rychlosti pfiblizné 4.4 centimetr za rok, tj. mezi dvanictym a tfindctym rokem
vyroste priblizné o 4.4 centimetru.

= 4.4 cm/rok.

1.3 Bazalni metabolismus

Bazalni metabolismus M (ve wattech) souvisi s hmotnosti W vztahem
M = AW",

kde n je pro mnoho zivoc¢isnych druhu blizké ¢islu 0.75 a A je konstanta, ktera je specifickd pro dany druh
a v rdmci daného druhu klesa s vékem. Urcete derivaci

dM

dw



a urcete 1 fyzikalni jednotku a slovni interpretaci této derivace.

Zpracovdno podle Monteith, Unsworth: Principles of Environmental Physics. Tady je opét klasickd inter-
pretace derivace jako rychlosti zmény. Rychlost zmény ale nemusi byt jenom klasické chdapdni rychlosti jako
zavislosti na case. Derivace vyjadiuje, jak zdavisld velicina reaguje na zmeény nezdvislé veliciny. Pro pochopent,
co derivace vyjadiuje, hraje velkou roli i jednotka této derivace. Oznacent je ponechdno z plivodnt literatury,
mimo jin€ M nent hmotnost a W nend watt. Vztah je v literatuie zndm jako Kleiberiv zdkon. Vysvétluje se
pomoct néj rozdilnd délka Zivota riznijch Zivocisnych druha.

- dM
Reseni: — = nAW" ! podle pravidla pro derivaci konstantniho nasobku a pro derivaci mocniny. Jed-

dM
notka je watt na kilogram, tj. [dVV = Derivace udava rychlost, s jakou se projevi zména hmotnosti na
g
bazalnim metabolismu. Je to nartst bazalniho metabolismu zptisobeny nartstem hmotnosti a pfepocéteny na
jednotkovou zménu hmotnosti. Pfiblizné také zména bazalniho metabolismu ve wattech pii zméné hmotnosti
o kilogram u velkych zivo¢icht nebo v miliwatech pti zméné hmotnosti o gram u drobnych zZivo¢icha. Napii-
klad u malych ptackt nema smysl uvazovat nartst hmotnosti o kilogram a pro interpretaci radéji prejdeme

k jednotkam tisickrat mensim.
1.4 Mezni naklady (marginal cost)
Naklady na produkei = letadel za rok jsou (v milionech Euro) dany funkei
Cx)=6+Vir+4, 0<uxz<30.
Plati C’(15) = 0.25. Urdete, jakou tato derivace ma slovni interpretaci a uréete i jednotku této derivace.

Toto je jedna z nejrozsirené;si aplikaci derivaci mimo pTirodni védy. Zajimdme se o to, jak rychle rostou eko-
nomické veliciny, protoZe ekonomika je za vsim. Veliciny, které v ekonomii ziskdvdme derivovdnim, obsahuji
zpravidla slovo “mezni”, nebo téZ “margindlni”. Podle Wikipedie nastupugjici technickd revoluce nazgvand Pri-
mysl 4.0 pTinese vyrobu s velmi malymi meznimi ndklady. Tedy derivace ndkladid na vyrobu podle mnoZstvi
vyrobeného zbozi bude mald. To odpovidd piedstavé vyroby v robotizovangch haldch, kde hlavnim ndkladem je

vybudovdnd vyrobniho zarizent.

ReSeni: Jednotka derivace C’(x) je milion Euro/kus, resp. milion Euro/letadlo, resp. milion Euro, podle

NP

toho, jak nazveme jednotky v nichz mérime pocet letadel.

Derivace C'(15) vyjadiuje rychlost, s jakou rostou naklady pii produkci 15 letadel. Je to cena vztazena na
jednotkovy prirastek, tj. jedné se vlastné o cenu vyroby Sestnactého letadla. Sestnacté letadlo ma vyrobni
naklady 0.25 milionii euro.

1.5 Vzdalenost k horizontu

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vysce h nad Zemi je dana funkci H = V2Rh, kde R =
6.371 x 10°m je polomér Zemé (https://aty.sdsu.edu/explain/atmos_refr/horizon.html). Po dosa-
zeni a vydéleni faktorem 1000, aby H vychézelo v kilometrech, dostavame vzorec

H = 3.57Vh,

dH
kde h je v metrech a H v kilometrech. Urcete hodnotu této derivace &, Pro h = 5m (vfetné jednotky) a

slovni interpretaci této derivace.

Neéekdy je rozmeér veliciny derivované stejny, jako rozmér veli¢iny, podle které se derivuje. Potom je deri-

vvvvv

v piipadé jako je tento, kdy se obé délky uddvaji v jingch jednotkdch (metry versus kilometry).



Resgeni: Pro H = 3.57Vh plati

dH 1
G =3 X 3.57 x
a numericky
dH 3.57 km
2 (5) = 2L
dh (5) 2v/5

Sl-

km

~ 0.7983— ~ 0.8—.
m m

Vzdalenost k horizontu pro pozorovatele ve vySce 5 metri roste rychlosti 0.8 kilometru na kazdy metr vysky
navic. Toto je interpretace pro praktické vyuziti. Kromé toho se jednotky daji upravit a ve skuteCnosti

derivace zadny fyzikalni rozmér nema

dH

T (5) = 0.7083 x

1000 m

=798

a kazda zména vysky pozorovatele se na vzdalenosti k horizontu projevi svym 800-nasobkem.

1.6 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu

Vaté pisky je bezlesy pruh podél Zelezni¢ni trati nedaleko Bzence, kde je extrémni sucho (Moravska Sahara).

kladejme, Zze pozar se v této vysusené oblasti §iff ve tvaru kruhu. V uréitém okamziku je polomér 50 metra a
roste rychlosti 1.5 metri za minutu. Zapiste zadani pomoci derivaci a urcete jak rychle roste plocha zasazena

ohndém.

V tomto prikladé se ucime, Ze ze znalosti vztahi mezi velicinami miZeme odvodit vztah, mezi rychlostmi
zmeén, tj. do statickych vzorci mizZeme dodat dynamiku vyvoje. V praxi nékdy jde priklad tohoto typu obejit

dvahou: ted je polomér 50 metri, tomu odpovidd jakdsi ploch

a, za minutu bude polomér 51.5 metru, tomu

odpovidd opét jakdsi plocha a provndnim s plochou pivodni snadno zjistim pFiriustek. To pro nds miZe byt

kontrola, Ze apardt funguje. Pro nds je ted dileZité naucit se
pozdéji délat véci velké.

Reseni: Ze zadani: r = 50 m,

dt
Vypocet: Derivovanim vztahu
S = mr?

podle r ziskdvame

ds 5

— =27

dr
Derivovanim podle ¢ dostaneme

dS dSdr

& dra

a numericky

ds

1.7 Sil nad zlato

V pohédce Sil nad zlato sype Maruska z bezedné slanky siil
tak, Ze objem je v kazdém okamziku svazén s vyskou vzorcem

1
Sy
v 4

tento apardt na malych vécech, abyste mohli

= 1.5mmin~'. Zajiméa nas —.

dit

dr
dt

T 27 x 50 x 1.5 ~ 471 m? min—'.

na hromadu soli ve tvaru kuzele, ktery roste

Vyska je 0.5 metru a vydatnost solnicky 10 litrd (tj. 0.01 krychlovych metrii) soli za minutu. Urcete, jak

rychle roste hromada soli do vysky.



ResSeni:

dv dh
Podle zadani je T 0.01 krychlovych metra za minutu, h = 0.5 metru a chceme znat TS Derivovanim

dostavame
dv _dvdh 3 ,dn
dt  dhdt 4 dt’
Odsud
dh _4dv 1
dt 3 dt h?

a po dosazeni
dh 4 1
T3 x 0.01 x wmmin_1 =0.053mmin~".

Hromada roste do vysky rychlosti 5.3 centimetru za minutu.
1.8 Rychlost s jakou roste obsahu kruhu II

Mésto ma priblizné tvar kruhu o poloméru 10 km a zije v ném 300 000 obyvatel. Jak rychle musi rist polomér
kruhu (velikost mésta), pokud pocet obyvatel roste rychlosti 10000 obyvatel za rok a chceme udrzet stejnou
hustotu osidleni?

Toto je mirnd modifikace prikladu s poZdrem. ProtoZe mésto md konstantni hustotu osidlent, jsou pocet
obyvatel i rozloha primo umérné a je to podobné, jako bychom jednu velicinu vyjadiovali ve dvou rizniych
jednotkdch.

. N
Reseni: Ze zadani: r = 10km, N = 300000, 0 = — je hustota osidleni a ta je konstantni, i
r

10000 rok . Zajima nas %

Vypocet: Pro pocet obyvatel plati N = onr? a derivovanim

v _dNdr _ _ , dr
a  arar T ar
Odsud
dr_ 1 aN
dt  27ro dt
. N
a protoze mro = —, mame
r
dr r dN 10

T - IN 4~ 2x300000 X1 =0.166kmrok ' ~ 1 k!
at ~ 3N dt  2x 300000 < 10000 =0-166kmro 70mro

vive

podil funkei. Zderivujeme p¥imo definiéni vztah pro hustotu osidleni o = — podle ¢asu. Vlevo je derivace
r

konstanty, tj. nula, vpravo derivace podilu. Proto

AN 2 NQTF’I"%

0= 4t
(mr2)?
a odsud AN d
Eﬂrz — N27rrd—:; =0.
Nyni osamostatnime derivaci poloméru a dostaneme
dN d
Eﬂ'rz =N 271'7“de
dr _dN r
dt  dt 2N



a vysledek je stejny jako v predchozim postupu.

2 Vyuziti derivaci v matematickych modelech

2.1 Tepelna vyména podle Newtonova zakona

Newtonuv zakon ochlazovani je mozné pouzit pro télesa, u nichz teplota je ve vSech mistech stejna a efekty
spojené s vedenim tepla jsou zanedbatelné. Takové objekty charakterizujeme nizkym Biotovym ¢islem (nau-
¢ite se v navazujicich pfedmétech jako Fyzikalni vlastnosti dfeva). Predpokladejme, Ze nevytapéna mistnost
tyto podminky spliiuje.

Teplota v mistnosti kde se prestalo topit pii teploté T' = 23°C se méni tepelnou vymeénou s okolim. Rychlost,
s jakou teplota mistnosti v zimé klesé je tmérné rozdilu teplot v mistnosti a venku. Vyjadrete toto pozorovani
kvantitativné pomoci derivaci. Sestavite tim matematicky model popisujici pokles teploty v této mistnosti.

V tomto prikladu se ucime, Ze tam, kde se pracuje s rychlostmi zmén hraje pti kvantitativnim popisu roli
derivace. Ze stredni Skoly zndme tvary fyzikdlnich zdkonid a vztahd v omezené platnosti, kdy se rychlost
neménd (jako naptiklad rovnomérny pohyb) nebo méni jenom wvelmi specidlnim zpisobem (jako napiiklad
rovnomérné zrychleny pohyb). Pomoci derivact tato omezeni stiedoskolské fyziky padaji.

- dT dT
Reseni: Je-li T teplota a t Cas, je veli¢ina O rychlost s jakou roste teplota a veli¢ina o rychlost, s jakou

teplota klesa. Podle predpokladi plati

dT
_— :k T—Tv nku
I ( enk )
a model méa tvar
dT °
a = *k(T - Tvenku)a T(O) = 23 C

kde k je konstanta amérnosti a Tyenxy teplota venku.

2.2 Veli¢iny z rovnice vedeni tepla

V pripadech, kdy je nutno uvazovat vedeni tepla (vy-
soké Biotovo ¢islo), postupujeme podle rovnice vedeni
tepla, kterou jsme na prednésce odvodili pro jedno-
rozmérny piipad ve tvaru
or 0 (0T
ot~ ﬁx( 8;1:)'

Typickym pripadem vedeni tepla v jedné dimenzi je
vedeni tepla ve sténé.

Uvazujme jednorozmérnou tulohu s vedenim tepla.
Osa z sméfuje doprava, teplota v bodé = a case t
je T(x,t) ve stupnich Celsia. Tok tepla v ¢ase t a v
bodé z je q(z,t) v joulech za sekundu. Kladny tok je
ve sméru osy x. Podle Fourierova zakona je

_ T
1= oz’

Budeme uvazovat jednorozmérny objekt, ty¢ nebo

sténu. Pocatecni teplota je 0°C, pravy konec udrzu-
jeme na této teploté, levy konec ohfivame na 20°C a
udrZujeme na této teploté. Ve zbytku tyce (stény) se
postupné nastoli rovnovaha vlivem vedeni tepla.

Vyjadiete nasledujici veli¢iny a urcete jejich zna-
ménko.

a) Rychlost s jakou v daném misté a ¢ase roste tep-
lota jako funkce ¢asu.

b) Rychlost s jakou v daném misté a ¢ase roste tep-
lota jako funkce polohy, tj. jak rychle roste teplota
smérem doprava.

¢) Rychlost s jakou klesa teplota jako funkce polohy,
tj. smérem doprava.

d) Rychlost se kterou roste (smérem doprava) tok
tepla jako funkce polohy.

e) Rychlost se kterou klesa (smérem doprava) tok
tepla jako funkce polohy.



ResSeni:

a)

oT
Rychlost, s jakou v daném misté a ¢ase roste teplota jako funkce Casu je 5 @ tato derivace je v kazdém

bodé kladnéa, protoze ty¢ se ohiiva. Po Case se asi ustali rovnovaha a derivace bude nulova, teplota se

T
prestane ménit. Méfime ve stupnich Celsia za sekundu. {} =°Cs!

ot

Rychlost, s jakou v daném misté a Case roste teplota jako funkce polohy, tj. jak rychle se roste teplota

y . or o . . . ) y
smérem doprava, je e a tato derivace je zaporna, protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava
x

oT
klesa. Mé&Fime ve stupnich celsia na metr. [8] =°Cm™!
x

oT
Rychlost s jakou klesé teplota jako funkce polohy, tj. smérem doprava, je ——— a tato veli¢ina je kladna,

x
protoze vlevo je horky konec a teplota smérem doprava opravdu klesia. Méfime ve stupnich Celsia na

metr. {—gﬁ] =°Cm!

dq
> ~ 2 2 ~ >z 2 v 2 sz z . ax 3 2 2 w2
pritom se spotfebovavé, protoze se ohfiva ty¢. Proto tok klesé a parcialni derivace je zaporna. Mérime v

0
joulech za sekundu na metr. [aq} =Js tm™!

Rychlost, se kterou roste (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je . Teplo tece doprava a

€T

0
Rychlost, se kterou klesa (smérem doprava) tok tepla jako funkce polohy je ~ % 5 tato velidina je kladné,
x

coz plyne z predchoziho bodu a z toho, Ze jsme zménili znaménko. Méfime v joulech za sekundu na metr.
0
{aq} = Js 'm™! Tato veli¢ina udava, kolik tepla se za jednotku ¢asu ubude v toku na metrovém
T

useku tyce. Ze zakona zachovani energie se toto teplo nemuze “ztratit”, ale pouzije se na zvyseni teploty,
coz je pravé obsahem rovnice vedeni tepla.

2.3 Okrajové podminky pro rovnici vedeni tepla

K modelu stény pomoci rovnice vedeni tepla je jesté b) Vnit¥ni ¢ast stény je udrzované na konstantni tep-
nutné piidat podminky souvisejici s po¢ate¢nim sta- lote T' = 23°C.

vem (pocateéni podminky) a s chovanim na okrajich ¢)
(okrajové podminky).

Necht sténa je na intervalu z € [0, L], z = 0 je vnitini

T
okraj a x = L je vnéjsi okraj. Vyraz —k—— udava tok

Sténa je zvenku osvétlenad a zahfivana Sluncem.
Na vné&jsi hranici je konstantni tok tepla smérem
do stény.

d) Sténa je zvenku ochlazovana proudénim vzduchu.
Tok tepla mezi sténou a okolim je imérny rozdilu

tepla ve sméru osy x. Tok ve sméru osy z ma kladné teplot stény a okoli.

znaménko. Naformulujte okrajové podminky v nésle-
dujicich scénarich.

a)

e) Sténa je zevniti ohfivana proudénim vzduchu od
radiatori. Tok tepla mezi sténou a okolim je
imérny rozdilu teplot stény a okoli.

7 venku dokonale izolovana sténa. Na hranici x =
L nedochézi k toku tepla. Zpracovdno podle Cengel: Mass and heat transfer.

Reseni:

a)

oT

a(sz)zo



b) T(z = 0) = 23

T
c) fkg—(x = L) = —Q, kde @ je teplo za jednotku ¢asu dodané ze Slunce. Jedna se o vykon Slunce
x

dopadajici na sténu vynésobeny koeficientem absorbce, protoze ¢ast tepelného vykonu se odrazi. Zaporné
znaménko je proto, ze teplo tece do stény, tj. proti sméru osy .

d) fka—(x =L)=h(T(x = L) — Toxoi), kde h je koeficient pfestupu tepla.
x

oT
e) —kza—(m = 0) = A(Tmistnost — T'(x = 0)), kde h je koeficient pfestupu tepla. VSimnéte si, Ze posledni dvé
x

podminky se li§f znaménkem u 7T'. To proto, Ze v jednom pfipadé je kladny smér toku tepla do materialu

a jednou z materidlu. Pokud chceme mit popis jednotny, nebo nezavisly na zvolené soutfadné soustave,

formulujeme podminky pro tok tepla ven z materialu. Tento tok ziskame tak, Ze tok tepla vynasobime

skalarn€ s jednotkovym vektorem sméfujicim ven z materialu kolmo na jeho povrch. V tomto pfipadé by
oT

pro tok ze stény do mistnosti bylo kja—(a: =0) = h(T(x = 0) — Thistnost). Tento tok by byl zaporny,
x

protoze ve skute¢nosti teplo unika z mistnosti sténou ven.

2.4 Model ristu tmérného velikosti chybé&jiciho mnoZstvi

Mnoho Zzivocichi roste tak, ze mohou dortstat jisté maximalni délky a rychlost jejich ristu je tmérna délce,
ktera jim do této maximalni délky chybi (tj. kolik jesté musi do této maximéalni délky doriist). Sestavte
matematicky model popisujici takovyto rist (von Bertalanffy growth model).

Jakmile vidime, Ze v zaddni figuruje rychlost zmény veli¢iny, kterd nds zajimd, je jasné, Ze kvantitativni
model bude obsahovat derivaci. Zatim se ucime model zapsat, pozdéji ho budeme umeét i vyresit.

Regeni: Je-li L délka a Ly,a maximalni délka, potom do maximalni délky chybi Lyax — L a model ma tvar

ar

=k (Lmax — L).
il )

2.5 Kontaminace a ¢isténi

Znecistujici latky se v kontaminované oblasti rozkladaji tak, Ze za den se samovolné rozlozi 8% aktual-
niho znecisténi. Kromé toho pracovnici odstraiuji latky rychlosti 30 galonti denné. Vyjadiete tento proces
kvantitativné pomoci vhodného modelu.

Tento priklad opét zmitiuje rychlost zmény, tj. derivaci. Tentokrdt se na zméné podileji dva procesy a jejich
ucinek se sc¢itd. Priklad navic pfipomind, jak se pracuje se zménou vyjddienou procenty. Toto je pouZivané
naptiklad pri drocent spojitym urokem. Pokud pokles zménime na rist, tj. pokud zménime znaménka u deri-
vace, mdme okamzité model ristu financi na uctu, na kterém se pravidelné pripisuje drok a k tomu se priddvd
fixnt wlozka.

Reseni: Je-li y znecisténi v galonech a ¢ ¢as ve dnech, ma model tvar
dy

Y 0.08y — 30.
at y

2.6 Logisticka rovnice: model vyuZivani prirodnich zdroja

Pii modelovani ristu populace o velikosti z(t) ¢asto pracujeme s populaci Zijici v prostfedi s omezenou
uzivnosti (nosnou kapacitou). Casto pouZivame model

s -rrl1-3)



kde r a K jsou parametry modelu (realné konstanty). Nakreslete graf funkce f(z) = rz (1 — %) a ovéite,

7e pro velka z je f(x) zaporné a velikost populace proto klesa. Pokud populaci lovime konstantni rychlosti,
snizi se prava strana o konstantu, kterou ozna¢ime h. UkaZte, Ze pro intenzivni lov bude prava strana rovnice
porad zaporna a intenzivni lov tak zptsobi vyhubeni populace. Da se najit kritickd hodnota lovu oddélujici
vyhynuti populace a jeji trvalé prezivani?

Toto je asi mejdulezitéjsi rovnice pro modelovdni biologickijch jevi. Pouzivd se pii modelovdni vijvoje obno-
vitelngch zdroji a byjvd modifikovdna pro konkrétni pripady podle toho, jak populace interaguje s okolim.

ReSeni: Funkce f () = rz (1 - %) je kvadratickd funkce s nulovymi body z = 0 a x = K, vrcholem

uprostied mezi nulovymi body (tj. pro = —) a parabola je otofena vrcholem nahoru. Proto je napravo

od x = K zaporna. To odpovida tomu, Ze populace s velikosti presahujici nosnou kapacitu v dlouhodobém
horizontu vymira.

Funkce fp(x) =rz (1 — %) — h vznikne posunutim funkce f(z) = rx (1 - i) o h dolta. Pokud posuneme

hodné, dostane se cela parabola pod osu x a funkce bude porad zaporna. Kritickd hodnota je v situaci, kdy
miz{ moZnost, Ze fr(x) méa body kde je kladna a populace se muZe rozvijet. To nastane, pokud se vrchol

paraboly dostane na osu z, tj. h je rovno funkéni hodnoté funkce f(x) v bodé z = 5

2.7 Populace jelenu

Populace jelend v narodnim parku pfibyva rychlosti 10% za rok. Sprava parku kazdy rok odebere 50 jedinci.
Napiste matematicky model pro velikost populace jeleni v tomto parku.

Reseni: Je-li 2 velikost populace jelent, plati

dx
— =0.10x — 50
dt v ’

kde t je ¢as v letech.
2.8 Hruby model chiipkové epidemie

Rychlost s jakou roste pocéet nemocnych chiipkou je tmérny soucasné poétu nemocnych a poctu zdravych
jedincii. Sestavte model takového Sifeni chiipky.

Toto je soucasné model popisujici $ifent informace v populaci, staci si misto chiipky pFedstavit néjakou
informaci pieddvanou mezi lidmi (socidlng difuze).

Reseni: Je-li M velikost populace a 3 poGet nemocnych, je v populaci M — y zdravych a model mé tvar

dy
a ky(M - y)

2.9 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsifuje tak, Ze jeji polomér jako funkce ¢asu roste rychlosti, ktera je
nepiimo amérna druhé mocniné poloméru. Vyjadiete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Reseni: Je-li r polomér, je 2 druh4 mocnina a protoze se jedna o nepfimou imérnost, plati
) b)

dr k

dat - 2’
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2.10 Model uceni

Rychlost uceni (tj. Gasova zména objemu osvojené latky nebo procento z maximalni manuélni zruénosti) je
amérné objemu dosud nenaucené latky. Vyjadfete proces kvantitativné pomoci derivaci.

Porovnejte s prikladem 2.4.

ReSeni: Je-li L objem naudené latky a Lmax maximalni objem latky kterou je mozné se naucit, je objem

dosud nenaucené latky Ly.x — L a model méa tvar
dL
— =k (Lmax — L).
& ( )

2.11 Vypocdet derivace

Urcete derivace néasledujicich funkci jedné proménné. Ostatni veli¢iny jsou parametry. Pokud v zadaném
vzorci odhalite vztah mezi veli¢inami znamy ze stiedoskolské geometrie, pokuste se najit odpovidajici inter-
pretaci derivace.

L V(@) = émﬁ 5. S(a) = 6a* 9. S(r) = 27r? + 27rh
3
1 o .2
2 S(T) — 47_”,,2 6 U(U) = 5'rn'U 10. S(h) = 27r + 2nrh
1
3. A(T) = 7Tr2 7. V(’f‘) _ % 11. S(a) = §(CL—|—C)U
r
1
4. V(h) = §7T7"2h 8. fly) = ae® 12. L(r) = 2nr

V tomto prikladé se ucime mimo jiné derivovat i podle jiné proménné nez podle x. To je nezbytné pro aplikace.
Abychom nebyli fixovdni na proménnou x, je vhodné se ucit vzorce pro derivovdni vyjadiovat slovné a bez
jména konkrétni proménné.

Reseni:
dVv j ¢ ¢
1. & — 472, rychlost zmény objemu koule pii jednotkovou zménou délky hrany krychle
r
zménach poloméru, tj. zména objemu koule dU

vztazena k jednotkové zméné poloméru dv
ds

2. T 87mr, rychlost zmény povrchu koule pii 7 ﬂ -9 a

: 3

zménach poloméru, tj. zména povrchu koule dr T

vztazena k jednotkové zméné poloméru df

8. = abe®
dA . B dy
3. — = 27, rychlost zmény obsahu kruhu pfi
zménach poloméru, tj. zména obsahu kruhu 9. E — dnr + 27h, ...
vztazena k jednotkové zméné poloméru dr
dVv ds
4. T 5777“2, rychlost zmény objemu kuzele pti 10. e 27r, ...

zménach vysky, tj. zména objemu kuzele vzta-
zené k jednotkové zméné vysky pii zachovaném 11 ds 1

— =—u,.
poloméru podstavy da
ds dL

5. Pl 12a, zména povrchu krychle vyvolana  12. T 2m, ...
a r
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3 Vypocet derivaci, lineArni aproximace

3.1 Vypocet derivace soucinu a podilu

Urcete derivace nasledujicich funkci, kde a, b, u € R.

1. f(z)=zlnx 4. f(t) = ﬁ 6. f(z)= w?fl
2. flx)=avVa2+1
T ar? _aw
3 @)= 5 @)= T @)= oy
Reseni:

1
. ff(#)=1-lnzx+2—=1+1Inz
T

2. fllz)=Va?+a+x

22+ 1
3 )= = (a(fz;ﬁ)b);x == (axib)Q
4. f(t) = (tQ(;;i)e)_)ft = (3;’;2
) - 2ax(x(2x—|2— Jlr)l—)zax%x _ (a:22i$1)2
6. F'(a) 63:2(x?x—&2— —13 1—)2230329;
T Py = A 12—_?;2@ -1 _ a(x(; i)l—)saxz o

3.2 Zakladni linearni aproximace

Najdéte linearni aproximace funkci sinz, cosz a (1 + )" v okoli nuly. Tim dokéaZete platnost nasledujicich
pribliznych vzorci platnych pro x blizko nuly.

sinr ~ x
cosr ~ 1
14+x)"~1+nz

Pruni dvé aproximace vyuzijeme pozdéji pro odvozent tvaru matice malych rotact, coZ je dulezité pFi studiu
deformace materidli. Posledni miZeme vyuZit naptiklad pro to, abychom z relativistického vzorce pro celkovou
energii extrahovali ¢dst zdvislou na rychlosti, tj. kinetickou energii (na predndsce).

Reseni:

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — x0)

12



x) =sinz, zg = 0,
0) =sin0 =0,
x) = (sin(x))’ = cosz,
"(0) = cos(0) =1
sin(z) *0+1-(x—0)=x

cos(z) ~140-(x—0)=1

3.3 Linearni aproximace

Veli¢ina y je funkce proménné x. Najdéte jeji linearni aproximaci v okoli zadaného bodu.

1) y = xe® v okoli bodu z =0
x

2) y:rx(l——) v okoli bodu z =0
K
x

3) y:r:r(l—?> v okoli bodu z = K

4) y = v/x v okoli bodu z = 1

5) ! okoli bodu z =1

= —V =
v=s

Ve druhém a tietim ptikladé aproximujeme funkci modelujici rist populace v prostiedi s nosnou kapacitou
K. Aproximace v okoli bodu x = 0 odpovidd velmi malé populaci. Proto se konstanta umérnosti ze ziskané
linedrni aprorimace nazyvd invazni parametr.

" =0+1-(z—-0)==x



f(K)er(l—g =rK(1-1)=0,
fl(x) = (rm—rll(xQ) =7 — ‘ngx,
f’(K):T—% K=r—2r=—r

Posledni aproximaci je mozno prepsat do tvaru

rm(l—%)%rK(l—%)

1) f(@) = V&, 20 = 1,

f)=vi=1,

fa)=(24) = 5ot

=5

Vexl+-(x—1)

5) fla) = \1} w0 =1,

f(1) = NG =1,

)= (%) = 5ot

Fy=-3

3.4 Kinetika chemickych reakcich pro malé koncentrace

Rychlost mnoha chemickych reakci je dana vzorcem

_ax
b+’

f(x) (1)
kde x je koncentrace substratu a a, b jsou parametry (konstanty). Tento vzorec se nazyva kinetika Michaelise

a Mentenové. Ukazte, Ze plati
df ab

dz ~ (b+a)?

Pouzijte tento vypodet k linearni aproximaci funkce (1) pro mala x.

Reseni:
Pfimym dosazenim dostavame f(0) = aw__ 0, f'(0) = @b __ab_a a odsud
v “bt+0 Thr02 b
ax
bt ~0+ —(x—0)=—x

14



3.5 Linearni aproximace kvalifikovanym odhadem

Pokud je v soucinu vyraz, ktery je blizky nule, ovlivni tento vyraz vysledny soudin vice, nez zbylé soucinitele.
Postavime toto pozorovani na solidnéjsi zaklady.

Ukazte, ze pokud plati f(x) = g(z)h(x) a g(xo) = 0 # h(xg), mé linedrni aproximace funkce g tvar
9(z) = ¢ (x0)(z — o)

a linearni aproximace funkce f tvar

f@) ~ [g' @) (@ = o) | (o),

kde v hranaté zavorce je linearni aproximace funkce g a tato aproximace je vynasobena hodnotou funkce h
v bodé xg.

Situace je jednoduché zejména v piipadé€, kdy funkce g je linearni a je sama svojf linearni aproximaci. Ukazte,
7e s uvedenou vybavou je mozno napsat linearni aproximace prvnich t# funkei z p¥ikladu 3.3 pfimo a bez
vypoc¢tu. Ukazte, Ze vypocet neni nutny a vysledek se da kvalifikované odhadnout i v pfedchozim prikladé s
kinetikou Michaelise a Mentenové. Pro tyto ucely pouzijte trivialni identitu

ax a
=x-

b+z b+z’

ReSeni:
Obecny vzorec je
f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — 20).
Vztah
9(z) ~ g'(z0)(z — z0)

z né&j plyne okamzité pouzitim funkce g a podminky g(z¢) = 0.
Pro funkei f(z) = g(z)h(z) v naSem piipadé mame

)

f(zo (o) h(wo) =0+ h(zo) =0
£ (@o)

=g
= ¢ (z0)h(x0) + g(xo)h' (x0) = g'(w0) (o) + 0 h'(x0) = g (w0) (o)

a primym dosazenim
f(@) = 0+ g'(zo)h(wo)(z — z0) = [gl(fﬂo)(x — o) | h(z0)

1. Funkee f(x) = ze® ma v 2 = 0 prvnf soucinitel nulovy a druhy soucinitel nenulovy a plati e =1.V
okoli x = 0 je prvni soucinitel linearni. Proto v okoli x = 0 plati

ze® ~xel =x-1=u2.

2. Funkce f(z) = rz (1 — %) mé v x = 0 prvni soucinitel rx nulovy a druhy soucinitel (1 — %) nenulovy

0
a plati <1 — K) = 1. V okoli x = 0 je prvni soucinitel linearni a v okoli z = 0 plati
0
m:(l—%) R re (1—K> =Tr.
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3. Funkce f(z) =ra (1 — 1) mé v bodé x = K prvni soucinitel rx nenulovy roven r K a druhy soucinitel

(1 — %) nulovy. Druhy soudinitel je linearni. Proto v okoli z = K plati

Tx(l—%)%rl((l—%):r(l(—x).

a a
4. Funkee f(z) =z b mé v bodé z = 0 prvni soudinitel z nulovy a druhy soucinitel b nenulovy a
x x
a
Toven . Prvni soudinitel je linearni. Proto v okoli z = 0 plati

a
~ X

- a
b+ b’

3.6 Numerické derivovani a zavislost tepelné vodivosti médi na teploté

Tabulka udéava zavislost koeficientu tepelné vodivosti médi na teploté, A = A\(T"). Odhadnéte pomoci centralni
d
diference derivaci funkce A pro T = 400K (cca 127°C). Urcete i fyzikalni jednotku derivace ar 2 slovni

interpretaci vypoc¢tené hodnoty.

Poznamka: Teplota v Kelvinech (termodynamické teplota) je teplota ve stupnich Celsia posunuté tak, aby teplota —273,15°C
odpovidala 0 K. Dilky a tedy i zmény teploty jsou na obou stupnicich identické.

T[K] A [W/(mK)]

200 413
400 393
600 379
800 366

Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.

dX (379 — 413)W/(mK)
ar 400~ 2 - 200K
Pii teploté T' = 400K hodnota koeficientu tepelné vodivosti s rostouci teplotou klesa. S kazdym stupném

Celsia (s kazdym Kelvinem) nad danou teplotu klesne koeficient tepelné vodivosti o 0.085 Wm K1,

= —0.085 Wm ' K2

Pokusime se trosku slovné ilustrovat, co ndm vlastné vyslo. Pfi teploté 400 K a teplotnim gradientu jeden
stupeii Celsia na metr délky prochazi médi tepelny vykon 393 watti na metr ¢tvereéni, tj. za sekundu
se plochou metru ¢tvereéniho prenese 393 jouli. S kazdym stupném Celsia navic tato hodnota malinko
poklesne: o 0.085 joulu. Odsud je patrné, Ze pii zméné teploty fadové o desitky stupiii se koeficent zméni o
malé jednotky procent a v téchto situacich nebude zavislost na teploté vyznamna.

3.7 Iteraéni metoda

Ulohy s tepelnou bilanci (napi. oslunéné sténa) ¢asto vedou na rovnice obsahujici ¢tvrtou mocninu a prvni
mocninu neznamé veli¢iny. Toto je dano tim, ze vyzarovani tepla souvisi podle Stefanova-Bolzmannova zdkona
se ¢tvrtou mocninou teploty a pfenos tepla proudénim nebo vedenim souvisi s prvni mocninou teploty.
Koeficient u prvni mocniny byvéa vétsi neZ u ¢tvrté mocniny, protoze konstanta ze Stefanova-Bolzmannova
zékona je velmi malé. Typickym predstavitelem by mohla byt rovnice

z* —8x+6=0.

Napiste itera¢ni vzorec pro feSeni této rovnice Newtonovou metodou a provedte nékolik iteraci s vhodnou
celociselnou pocate¢ni aproximaci. Poté porovnejte s postupem, kdy v rovnici osamostatnite = z linearni
Gésti a z takové rovnice sestavite itera¢ni vzorec.
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ResSeni:

Newtonova metoda: f(z) = z* — 8z 46, f'(z) = 42® — 8,
4

xz: —8x, + 6
Tntl = Tp — 4z3 _ 8

o = 1,
x1 = 0.75,
zo = 0.800123762376238,
r3 = 0.801613150991155,
x4 = 0.801614587354561.
Ad hoc iterace:

b +6

Tp+1 =

o — 1,

z1 = 0.875000000000000,
o = 0.823272705078125,
r3 = 0.807422868167514,
x4 = 0.803126865733812,
x5 = 0.802005182967586,
z¢ = 0.801715260030858

4 Lokalni extrémy

4.1 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohéach z praxe Casto vime, Ze existuje optimalni feSeni a studovana funkce méa jediny bod s nulovou
derivaci. Pokud studujeme funkci bez jakéhokoliv kontextu, musime posuzovat to, zda v daném bodé& opravdu
extrém je a jaky. Nejlépe tak, ze soucasné uréime i intervaly monotonie. Za povsimnuti stoji, ze pii hledani
bodi, kde jsou lokalni extrémy, vlastné ani nemusime znat puvodni funkci. Sta¢i nam o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym pripadem se v praxi setkavame.

Najdeéte lokalni extrémy a intervaly monotonie néasledujicich funkci. Spolu s funkci je zadana i jeji derivace.

T 1—=x 1
1 _ ! 4 — . /: _
(1) y SRR CESE 4) y=06-2)Vr,y 72\/5(5 3z)
(2) y= z? /:1’(334‘2) (5) y=a%e" y = —(x —2)ze "
x+1’ (x+1)2
, ) (6)yjes%>oéiitér)1?§\{§},
T T x4+ 3)(x° —3
3 - ,_ (@ +3)(@*-3)
()y x2+1?y ($2+1)2 ’y 2_3«:
Resent:
1 _ T ) 1—x
T a2 T @3

Nulové body derivace jsou FeSeni rovnice
1—2=0.
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Tato rovnice ma jediné FeSeni

r=1
Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(x+1)*=0.
Tato rovnice ma jediné reSeni
rz=-1

Body nespojitosti a nulové body rozdéli redlnou osu na t¥i podintervaly.

e Interval (—oo, —1). Dosazenim reprezentanta © = —2 z tohoto intervalu mame
1-(=2)
"(—2)= ————%5 <0
v(=2) (—21 1)

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.
o Interval (—1,1). Dosazenim reprezentanta x = 0 z tohoto intervalu mame

L 1-0

a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste.
e Interval (1,00). Dosazenim reprezentanta x = 2 z tohoto intervalu mame

y'(2) = % <0

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

V bodé z = 1 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si schema) a funkce ma
lok&Ini minimum.

V bodé x = —1 se monotonie funkce méni z rostouci na klesajici, ale lokdlni extrém zde neni, protoze funkce
ani jeji derivace v tomto bodé nejsou definovany.

x? , xz(x+2)

e+ ¥ T (z+1)2

2.y =

Nulové body derivace jsou FeSeni rovnice

x(x+2)=0.
Tato rovnice mé dveé feseni
T = O, To = —2.
Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(xr+1)*=0.
Tato rovnice méa jediné feSeni
z=-1

Body nespojitosti a nulové body rozdéli redlnou osu na ¢tyfi podintervaly.
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Interval (—oo, —2). Dosazenim reprezentanta z = —10 z tohoto intervalu mame

(—10)(—10 + 2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu kladné a funkce roste. V§imnéte si, ze jmenovatel je stale kladny
a znaménko podilu nijak neovlivni.

y'(—10) = >0

Interval (—2, —1). Dosazenim reprezentanta x = —1.5 z tohoto intervalu méame

~1.5(—=1.5+2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

y'(—1.5) = <0

Interval (—1,0). Dosazenim reprezentanta x = —0.5 z tohoto intervalu mame

—0.5(—0.5+2)
(.2

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

y'(-0.5) = <0

Interval (0, c0). Dosazenim reprezentanta x = 1 z tohoto intervalu méame

1(1+2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste.

y'(1) = >0

V bodé x = —2 se monotonie funkce méni spojité z rostouci na klesajici (nakreslete si schema) a funkce ma
v tomto bodé lokalni maximum.

V bodé z = 0 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si schema) a funkce ma v
tomto bodé lokalni minimum.

V bodé x = —1 se monotonie funkce neméni. Navic funkce v tomto bodé ani neni definovana a existenci
lokélniho extrému tedy ani neuvazujeme

x? , 2z

211V T @2

3.y =

Nulové body derivace jsou feSeni rovnice

2z = 0.
Tato rovnice méa jediné reSeni
x = 0.
Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(z2+1)* =0.

Tato rovnice nema v oboru redlnych ¢isel zddné feSeni.

Body nespojitosti nejsou a jeden nulovy bod rozdéli redlnou osu na dva podintervaly. Z derivace je zfejmé,
7e derivace ma stejné znaménko jako x, tj. derivace je zaporna nalevo od nuly a kladna napravo od nuly. To
znamend, ze v nule se funkce meéni z klesajici na rostouci a funkce mé v tomto bodé lokalni minimum.
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4.2 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystiihneme ¢tverec a zbyly papir podél stran poohybame nahoru, aby vznikla
(az se to slepi) krabicka bez horniho vika. Jak velké ¢tverce musime odstithat, pokud chceme, aby vysledna
krabic¢ka méla co nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kaZdé ucéebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je tim, Ze A4 md ve
vijuce zpravidla kaZdy pred sebou a mizZe si tipnout, jaky ocekdvd vijsledek a kolik maximdlnd objem bude. Pro
odhad objemu si miZeme predstavit tieba litrovou krabici mléka a porovndvat s timto referenénim kvadrem.

Regeni: Papir A4 ma rozméry 210 x 297 mm a je-li vystiiZeny Gtverec o strané z, ma krabicka rozméry
(210 — 2x) x (297 — 2x) X x a objem

V(z) = (210 — 22)(297 — 22)x = 4a® — 101422 + 62370.

Derivovanim dostaneme
dv
dz

a nulové body derivace jsou feSenimi rovnice

1222 — 2028z + 62370

1222 — 2028z + 62370 = 0.

Tato rovnice ma pro nasi tlohu jediné smysluplné feSeni © = 40.4 (dalsi feSeni z = 128.5 neodpovida
realizovatelnému vyrobku). Optimalni krabicka vznikne vystfizenim ¢tverct o stranach 40.4 mm. Objem je

V(40.4) = 1.12 x 10° mm? = 1.121.

4.3 Plot ze tfi stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru, jehoZz jedna strana je rovna pfirozena hranice. Stavime plot
tedy jenom na zbylych tfech stranach.

(1) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana délka pletiva a chceme mit plochu pozemku co nejveétsi?

(2) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana plocha pozemku a chceme mit co nejmensi spotiebu pletiva?

Nez zacnete Tesit, tak st zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec nebo obdélnik. Pokud obdélnik, tak zda podél
prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout, zda je FeSeni obou tloh stejné (tj. stejny tvar
obdélniku, napiiklad stejngj pomér stran). Ulohy Teste s co nejmensim mnoZstvim parametri. Uvazujte tedy,
Ze mdte jednu délkovou jednotku pletiva v pronim ptipadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu
v pripadé druhém.

Reseni: Obsah obdélnika o stranach z a ¥ je soucin délek dvou sousednich stran
S =uay
délka plotu bude délka strany podél hranice (napf x) a dvojnasobek délky strany kolmé na hranici (napf. y)
L=x+2y
Maximalni plocha pii daném obvodu. Méfeno v nasobcich délky plotu je L = 1 a ze vztahu
r+2y=1
dostaneme

r=1-2y.
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Potom plati
S=ay=(1-2yy=y—2y"

Derivaci obdrzime
ds 1—24
dy - y

1
a derivace je rovna nule pro y = —, tedy kratsi strana je ¢tvrtina celkové délky plotu. Na del3i strana tedy

zbude polovina (dvakrat odkrojim &tvrtinu) a obdélnik méa pomér stran 2 : 1.

Minimalni obvod pfi daném obsahu. Méfeno v jednotkach, ve kterych je obsah S roven jedné (tj.
v nasobcich délky strany ¢tverce o stejném obsahu jako nas obdélnik) dostavame ze vztahu

zy =1

vztah

Potom plati

Derivaci obdrzime

1
a derivace je rovna nule pro z? = 2, tj. pro z = V2 (uvazujeme jenom kladné hodnoty z). Ze vztahu y = —
x

1 N

dostavame

V=BT 2 T2
a kratsi strana je polovinou délky delsi strany. Jako v pfedchozim pifipadé, obdélnik mé pomér stran 2 : 1.

4.4 Optimalni tram vytrezany z kulatiny

Ukazte, Zze pro vyfezani nebo vytesdni tramu o maximélnim objemu z kulatiny valcového tvaru je nutné
vyfezat tram se C¢tvercovym prufezem. Navod: Uvazujte valec, ze kterého chceme vy¥iznout hranol. Zvolte
jako jednotku délky prumér kulatiny a hledejte maximum druhé mocniny obsahu prifezu. Zduvodnéte, ze
tento postup je korektni. Maximum paraboly najdéte ze znalosti toho, Ze vrchol paraboly lezi v poloviné
mezi kofeny.

Poté zopakujte predchozi @lohu pro maximum veli¢in bh? a bh?, kde h je vyska a b &iika prifezu tramu.
V prvnim pfipadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku. Pouzijte stejny postup jako v minulé
uloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly. (Poznamka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na
pfednasce a proto tento pfipad nemusite dopocitavat.)

Tento priklad je zajimavy spise z aplikacniho hlediska: nejvice dieva neznamend nejvétsi nosnost a nosnik,
ktery nejvice unese, vychdzi jinak, neZ nosnik, ktery se nejméné prohybd.

Reseni:

V jednotkach priméru plati A2 4+ b? = 1 a maji se postupné maximalizovat funkce obsah S = bh, nosnost
N = bh? a tuhost T = bh®. Protoze b se pomoci h vyjadiuje pomoci druhé odmocniny a naopak, bude
vyhodnéjsi maximalizovat funkce, kde asponi jedna mocnina je suda. To je jenom u nosnosti, u obsahu a
tuhosti si sudé mocniny vyrobime umocnénim na druhou a budeme dosazovat

b2 =1—h2,
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v S%(h) = b?h? = (1 — h?)R?,
N(b) =b(1—-b*) =b-1,
T?(h) = b*h% = (1 — h*)h® = h® — n8.
Postup je korektni, protoze veli¢iny jsou kladné a funkce y = 22 je pro kladné z rostouci. Proto bude veli¢ina
maximélni tam, kde je maximéalni jeji druha mocnina.
Obsah: Funkece f(h) = (1 — h?)h? je parabola v proménné h? a proto ma maximum pro h? =

Druhy rozmér vychézi
=vV1-h2=4/1—-=

a tram mé v tomto pfipadé (maximalizujeme objem) prufez ¢tverce.

d 1
Nosnost: Funkce f(b) =b— b* méa derivaci dii)t =1 — 3b? a derivace je pro b > 0 nulova, jestlize b* = 3 tj.

h:\/l—b2:y/1—%:

a tram m4 v tomto piipadé (maximalizujeme nosnost) prifez obdélnika s pomérem stran h : b = V2:1.

1
b = —. Druhy rozmér vychazi

V3

Tuhost: Funkci f(h) = h% — h® jsme maximalizovali na prednasce a tram ma v tomto piipadé prifez
d
obdélnika s pomérem stran v/3 : 1. Vskutku. Funkce f(h) = h®—h® ma derivaci £ = 6h°—8h" = 2h°(3—4h?)
3 3
a derivace je pro h > 0 nulova, jestlize h? = T tj. h = - Druhy rozmér vychézi

b=V = 102

a tram m4 v tomto pripads prirez obdélnika s pomérem stran h: b= V3 : 1.
4.5 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za casovou jednotku energii amérnou tfeti mocniné rychlosti vzhledem k vodé. Pro
prekonani urcité vzdalenosti proti proudu o rychlosti v je proto potfeba energie

1
E=k— 3
k x(m—l—v) ,

kde x je rychlost ryby vzhledem ke biehu a x + v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro rybu optimalni
cestovni rychlost pfi migraci na dlouhé vzdalenosti, tj. rychlost, pti které je minimalizovan nutny energeticky
vydaj.

Nez zalnete TeSit, uvédomte si, ze pokud méfime rychlosti v jednotkach rychlosti vody v Fece, plati v = 1 a po vynechani
konstanty k, kterd nema vliv na polohu a kvalitu lokalnich extrémi, hledame lokalni minimum funkce

(z+1)3

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)

Reseni: Méfeno v nasobcich rychlosti vody mame minimalizovat funkeci

(l‘—|—1)3.
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Plati @_3(3;-5-1)2&-90—(%4—1)3'1 (@ +1)?*Bz—(z+1)  (z+1)*2z-1)

de T N x? B x?

Derivace je rovna nule pro x = —1 (ryba plave rychlosti stejnou jako voda, ale po proudu) a & = % (ryba plave
proti proudu takovou rychlosti, Zze jeji rychlost vzhledem k biehu je poloviéni ve srovnani s rychlosti vody
v protiproudu). Smysluplné je pouze feseni x = 3 tj polovina rychlosti proudu. Naptiklad v proudu o rychlosti
20 km hod ™! ryba plave tak, Ze vzhledem k nehybnému pozorovateli na biehu plave rychlosti 10 km hod ™*. Ve
vodé tedy plave rychlosti 30 km hod ™!, proud 20 km hod ™! ji strhava zpét a vysledna rychlost je 10 km hod ~!

Pozorovdni potvrdila, Ze migrujici ryby “znaji” teseni predchoziho ptikladu a proto plavou proti proudu rychlosti o polovinu
vétsT neZ rychlost proudu. Vzhledem ke biehu je tedy jejich “cestovni rychlost proti proudu” poloviéni jako je rychlost proudu.
Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme 7esili u migrace ryb se ale ve skutecnosti ¢asto objevuje naopak. Naptiklad ndsledovné.

e Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nékdo si to toho nevsimd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu to vrtd hlavou. Proé
to tak je? Asi si pFirozené minimalizuji energii.

o Jakou musime ucinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi byt souvislost energie s rychlosti,
aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na predchozi otdzku je prirozené piedpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu. Tedy tieba, Ze energie
je umérnd treti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila neviditelné.

e Nékdy je potreba pri konfrontaci s jingmi pozorovanimi hypotézu poopravit, zptesnit nebo bohuZel zamitnout. To vSak je
prirozené pii pozndvdni svéta.

5 Integraly I

5.1 Vypocet integralu

Najdéte nésledujici integraly.

(1) /:c2 +2zdx (6) /Sin (m—f— g) dz (11) /0’2' cosada
2) /ﬁ<x+\/§> da (7) /édx (12) /Ol(x—1)3dx
3) /%4—\/5}&5 (8) /ﬁdx (13) /_113:c2+:c5dx

1'2 —1 1 10 o1t

(5) /eue%dx (10) /T%—Tiﬁdr (15) / u® du

—a

ResSeni:
1

1
Pouzivame vzorce /m" dr = ﬁmnﬂ +ec, /em dr =e" +¢, /e’” dz = —e* + ¢ a déle linearitu (integral
n a

zachovava soulet a konstantni nasobek)
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1 1 1
(1) /x2—|—2xdx= §x3+2§x2= §x3+x2+c

(SIS

(2) /\/E(x+\/5)dx:/x\/§+\/§\/5d:c:/x%+xdx:%x +%x2+c
(3)/1+fd /_;_'_ 14 2;+2§+

— rde= [ 272 +22dz =222+ =22 +¢

NG 3

2_1 1 2
(4)/x dx:/x—fdm:%—ln|x|+0
x

T

1
(5) /ez—kehdx:ez—l—ieh—kc
. T T
(6) /sm(m—i—g) ——cos(x—i—g)—i—C

R B A B |
(7)/@dx—4/x d:ﬂ—4( D™ = 4x+c

1 1 T

1 1 1
9 —— _dx = — dx == tg 2 C
()/1+4x2 x /1+(2:17)2 x = 5 arctg x +

1 1 1 1

1 -2 _ -6 -1 -5
(10)/T—277ﬁ—6dr:/r —r 0dr = (=1)r +gr :ferﬁJrc

™

(11) /2 cos(z)dx = [sin;z:]og = sing —sin0=1
0

1 1
(12) /0 (gc—l)?’dgc:[111(36—1)4}0:111(1_1)4_111(0_1)4:_111

(13) /1 322 + 2°dx = {x?’ + éxﬁ} 1_1 = (13 + é16> - <(1)3 + (13(1)6> =2

-1

10
(14) / e 0N dt = [~10e011] " = —10e701¥10 — (—10e701%0) = ~10¢™! + 10
0

“ 1,0 1 1
1 3 = | — 4 = — 4—7— 4:
(15) [au du {411 ]a 2% 4( a)*=0

5.2 Vytékani oleje

Najdéte slovni interpretaci integralu

/010 r(t)dt,

kde r(t) je rychlost s jakou vytéka olej z déravé nadrze (v litrech za hodinu) a ¢ je ¢as v hodinach. Vypoctéte
integral pro r(t) = 200 — 4t.

Toto a dalsi priklady jsou klasické aplikace integrdlu, kdy integrdlem rychlosti, s jakou se méni néjakd veli¢ina,
je zmeéna této veliciny.

Reseni: Integral udava objem oleje, ktery vytece za prvnich 10 hodin. Pro zadanou funkci dostavame
10 10
/ r(t)dt = / (200 — 4¢)dt = [200¢ — 2¢2],” = 2000 — 200 — (0 — 0) = 1800.
0 0

Za 10 hodin vytec¢e 1800 litri oleje.
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5.3 Populace véel

Populace véel o pocatecni velikosti 100 véel se rozmnoZuje rychlosti r(t). Najdéte slovni interpretaci vyrazi

15
/ r(t)dt,
0
15
100+/ r(t)dt.
0

Reseni: Prvni integral znadi prirtastek populace véel za patnéact jednotek Gasu, druhy integral znaci celkovou
velikost populace v&el po uplynuti patnécti jednotek ¢asu. (Jednotky ¢asu nejsou v zadani specifikovany.)

5.4 Napous$téni nadrze

Chemikalie tece do nadrze rychlosti 180 + 3¢ litrti za minutu, kde ¢ € [0,60] je ¢as v minutach. Urcete, kolik
chemikalie natece do nadrze béhem prvnich 20 minut.

(Podle Stewart: Calculus.)

ReSeni: Zména mnoZstvi v nadrzi je integral rychlosti, tj.

20

20
180 + 3t) dt = 180 x 20 + §t2 =42001
2
0 0

5.5 Praskla kanalizace

Praskla kanalizace zpusobila zne¢isténi jezera v rekreacni oblasti. Koncentrace bakterii C(t) (v bakteriich na
kubicky centimetr, t je ¢as ve dnech) se po oSetieni tiniku pro ¢ € [0, 6] vyviji rychlosti

C'(t) = 103(t — 7).
Jaka je zména koncentrace bakterif mezi ¢tvrtym a Sestym dnem?

(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

Reseni: Zména koncentrace je integral z rychlosti s jakou se koncentrace méni, tj.

6 1 6
/ 10%(t — 7)dt = [103 <t2 - 7t>] = —4000
4 2 4

a koncentrace poklesne o 4000 jednotek (bakterii na kubicky centimetr).
5.6 Rychlost uéeni

Necht W (t) je poCet francouzskych slovi¢ek, které se nau¢ime po ¢ minutach. Typicky mtZe byt (pro prvni
dvé hodiny uceni)

4t t\?
!
(0)=0 a Wit =155 3(100)
Najdéte pomoci integralu funkci W ().
(Podle Mardsen, Weinstein: Calculus I.)

ReZeni: Vysledna funkce integralem rychlosti ueni, tj.

4t t\? 212 3
Wit)= | Wt)dt= | — =3 — | dt=— — C
(*) / (*) 100 (100) 100 10000 © <
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kde C je integra¢ni konstanta. Protoze musi platit W (0) = 0, je C = 0 a proto

(1) = 2t t3
~ 100 10000

Jiné feSeni je pomoci uré¢itého integralu najit zménu a poté pri¢ist k pocateéni hodnoté. Aby nedoslo ke
kolizi mezi oznac¢enim integra¢ni proménné ¢ a mezi koncem ¢asového intervalu, budeme tento konec ¢asového
intervalu oznac¢ovat T'. Tedy plati

T T 2 2 3
At t oT T
T = ! t dt == T0n 100 dt = Ton !
w(T) w(0)+/0 w'(t) 0+/0 100 3 (100) 100 10000
Tedy
2772 T3
T)=" - - _
w(T) = 756 ~ 10000

a po prezna¢ni proménné mame stejny vysledek jako pfedeslym postupem.
5.7 Urceni parametru tak, aby integral mél zadanou hodnotu

V praktickych talohach je nékdy situace, kdy integrujeme funkci s parametrem a hodnotu parametru je nutno
doladit tak, aby integral mél pfedem stanovenou hodnotu. Uréete hodnotu realného parametru a tak, aby
byl integral

10
/ av/x dx
0
roven hodnoté 2019.

ResSeni:

10 10
2 2
/ avr = [azg] = —a(IO)%
A 3], 73

2
2019 = 3“(10)%

a= %2019(10)*%

5.8 Prace na pruziné

Sila ptisobici na pruzinu je tmérné deformaci pruziny. Natdhneme-li pruzinu z rovnovazného stavu o hodnotu
x, je nutno pusobit silou kz, kde k je konstanta (tuhost pruZiny). Vypoctéte praci nutnou k natazeni pruziny
z nedeformovaného stavu o jednotkovou délku a poté o délku [.

Po obecném vypocétu vypoctéte praci pro pruzinu o zadané tuhosti k a deformaci Az. Vypodet proved'te ur-
Citym integralem t¥ikrat, postupné pro jednotku délky centimetr, decimetr a metr. AZ po dokonceni vypodctu
pfevedte na joule (newton krat metr).

k=10N/cm = 100 N/dm = 1000 N/m, Az =10cm =1dm =0.1m

Vsimnéte si, Ze v kaZdém pFipad€ se integruje jind funkce a v jingch mezich. ProtoZe vSak vSechny vijpocty
charakterizufi stejnou situaci, vysledky jsou po prevedeni na stejné jednotky stejné, coz je ocekdvané. Zmeéna
jednotek je specidlni ptipad substituce, kdy proménnou podle které integrujeme nahradime proménnou jinou.
Tuto metodu si pro integrdl piredstavime na predndsce.
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ResSeni:

Jednotkové délka:

1 1 1,10 1 1
W:/ Fdx:/ kxdm:[/ﬂxﬂ =k—-0=-k
0 0 27 |, 2 2

! ! 1,10 1 1
W:/ Fd:c:/ kxdz = [ka] = —klI?—0==kl?
0 0 2 0 2 2

Délka I:

Vypocet v centimetrech:

10
W = / 10z dz = [52°],’ = 5 x 100 = 500 Nem = 5Nm
0

Vypocet v decimetrech:

1
W= / 100z dz = [502], = 50 Ndm = 5 Nm
0

Vypocet v metrech:

0.1
W= / 1000z dz = [5002%]"" = 500 x 0.01Nm = 5 Nm
0

6 Integraly II

6.1 Vypocet integralu substituci

Najdéte nésledujici integraly integrovanim substitu¢ni metodou.

(1) /xe“”2 dz (4) /sinxcossxdx
(2) / e dx (5) [ cosz/sin(z)dx

T
—d
3) / 2 +1 :c
6.2 Stredni hodnota funkce

Urcete stfedni hodnotu funkce na zadaném intervalu.

(1) funkce v/z na intervalu [1,4]
(2) funkce sinx na intervalu [0, 7]
(3) funkce sinz na intervalu [0, 27]
(4)

4) funkce ax® na intervalu [0, 1]
V poslednim piikladé urcete hodnotu konstanty a tak, aby stfedni hodnota byla rovna jedné.
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6.3 Vedeni tepla sténou, linedrni materialové vztahy

Tok tepla v jedné dimenzi je ddn Fourierovym zakonem

dT

Pro ustalené proudéni je @ konstantni. Pro homogenni material s linearni odezvou je vySe uvedeny vztah
presné linearni, tj. k je konstanta. Urcete tok tepla sténou $ifky d oddélujici prostory o teploté 17 a Ts.

Reseni:
Vztah T
= —]{ji
@ dx
udava derivaci teploty podle polohy ve tvaru
a_ @
de  k

a integraci na intervalu x € [0, d] dostavame

d d
T(d)—T(O):/O —gdx:—i/o dx:—%d.

Pro T(0) = Ty a T(d) = T dostavame

T, -1 :—%d

a odsud
T — Ty

Q=k=

6.4 Vedeni tepla sténou, nelinearni materiadlové vztahy

Zopakujte pfedchozi vypocet pro material s nelinedrni materidlovou odezvou, kdy Fouriertuv zakon neni
linearni, tj. k zavisi na teploté. Nejjednodussi zobecnéni je pripad, kdy k(T) je linearni, tj. plati

kE(T) =a+ bT.

dT
PouZijte substitu¢ni metodu prevadéjici integral / k(T(m))d— dz na integral / k(T) dT. Pouzijte dale sku-
x

tecnost, ze stfedni hodnota linearni funkce je aritmetickym primérem hodnot v krajnich bodech intervalu.

Na tomto prikladé jsou zajimavé tii veci.

e Odvodime vzorec pouZivany pri posuzovdni tepelnych ztrdt.

o Piirozené vychdzi vzorec, ktery po zavedeni stfedni hodnoty funkce k(T') splgvd se vzorcem z pfedchoziho
prikladu, odvozeného pro konstantni vodivost.

e Nejzajimavéjsi je fakt, Ze jsme substitucni metodou vypocitali integrdl funkce, kterou vlastné wibec
nezndme. Vskutku, nezndme teplotni profil T(x) ve sténé a tim pddem nezndme ani zdvislost vodivosti
k(T (x)) na poloze a ani gradient teploty. Presto se podatilo integrdl vypocitat. Teplotni profil se naucdime
hledat jako TeSeni rovnice vedent tepla.

ReSeni: Stejné jako v pedchozim pifklads, mame

dT
k(T)a =-Q
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a integraci na intervalu [0, d] dostavame

S vyuzitim stfedn{ hodnoty dostavame

1y~ M) g

a po vypoctu

Q- E(T) + k(Ty) Ty — Th
2 d =
6.5 Stredni hodnota funkce dané tabulkou

Uréete stfedni hodnotu koeficientu tepelné vodivosti A médi na teplotnim intervalu od 100 do 400 Kelvinii.
Porovnejte vysledek s aritmetickym primérem.

Pro vypocet na intervalu od 100 do 800 Kelvini bychom museli integrovat na intervalu, na kterém ne-
méame rovnomérné rozlozené uzlové body. Navrhnéte, jak v takovém piipadé postupovat a jak vypocitat

800
/ A(T)dT
100
T K] A W/(mK)
100 482
200 413
300 401
400 393
600 379
800 366  Zdroj: Cengel, Mass and heat transfer.
Reseni:

Integral vypoc¢teme lichobé&znikovym pravidlem

/ A(T) AT & == (482 42 x 413 42 x 401 4 393) = 125150
100

St¥edni hodnota na intervalu [100, 400] je
1 400

— ANT)dT ~ 417
300 J100 (T)

Aritmeticky prumeér je
482 + 413 + 401 + 393

= 422.
4

Stfedni hodnota je vlastné (po dosazeni lichobé&znikového pravidla)

482 + 2 x 413 + 2 x 401 + 393
6
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a jedna se tedy o vazeny priumér, kdy vnitini body jsou zapocéteny dvojnésobnou vahou.
Integral na intervalu [100, 800] vypoc¢teme diky aditivité vzhledem k integra¢nimu oboru

/ Ty dT = / Ty ar+ / YTy ar

00 100 400
a pro kazdy integral méame data v ekvidistantnich krocich a muzeme pouzit pifimo lichobéznikové pravidlo.
6.6 Rist populace a jejich prezivani
Populace zivoc¢isného druhu ¢ini 5600 jedinct a tato populace roste rychlosti
R(t) = 720e%1

jedineil za rok. (V tomto ¢isle je zahrnuta pfirozend natalita, mortalita a povoleny lov.) Vlivem zne¢isténi
zivotniho prostfedi se v8ak jedinci dozivaji kratsitho véku, neZz je zahrnuto v popsaném modelu. Zlomek
populace, ktery piezije ¢asovy interval délky ¢, je

S(t) = e V2,

Odhadnéte pocet zivocicht za 10 let a odhadnéte, jaky by tento pocet byl, kdyby k zadnému znecisténi
nedochéazelo, tj. kdyby bylo S(t) = 1.

Napiste jenom piislusné integraly a okomentujte, jakymi metodami bychom je poéitali. Vlastni vypocet
provadét nemusite.

(Podle J. Stewart, T. Day: Biocalculus, Calculus for Life Sciences.)
Reseni: Necht vychozi stav je rok ¢ = 0.

Bez zneéisténi: Pokud je N(t) pocet jedinct po roce ¢, plati
10 10 "
N(10) = N(0) + / R(t) dt = 5600 + / 720e* ' dt = 5600 + [7200e" ] 7 ~ 18000,
0 0

kde integral se da vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.

Se znecisténim: Jedinci, ktefi jsou v populaci na zacatku, musi prezit 10 let, to znamena, Ze se jejich pocet
snizi na S(10)-nasobek. Jedinci, ktef{ se narodi v roce t musi prezit 10 —¢ let a to znamena, Ze jejich pocet se
snizi na S(10 —t)-nasobek. Toto sniZzeni musime zapo¢itat do predchoziho modelu bez zne¢isténi a dostaneme

10

N(10) = N(0)S(10) + [  R(£)S(10 —t) dt =

10
= 56006_2+/ 79001t —0-2(10—1) 44
0

10
= 5600e 2 + 720e > / "3t dt = -+ = 7000,
0

kde i tento integral se da vypocitat pfimou integraci pomoci vzorce.

6.7 Rodicovské stromy

P1i obnové lesti je nutné velké mnozstvi sadebniho materialu. Kromé skolek hraji pfi obnové lesa dulezitou
roli rodi¢ovské stromy. Plogné hustota semen (napiiklad v po¢tu semen na metr ¢tvere¢ni) ve vzdélenosti r

od stromu je dana funkci
2 2
D(r) = Dye™" /@
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Pro vhodnou volbu jednotek dosahneme toho, Ze plati a = 1. Pracujme proto s funkci
D(r) = Doe™"".
Urcete mnozstvi semen uvnitf kruhu o poloméru R.

Napiste jenom prislusny integral a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét
nemusite.

(Volné preformulovdno podle L. Edestein—Keshet: Differential calculus for the life sciences. Strom na obrdzku
je rodicovsky strom ekotypu Posdzavského smrku ztepilého. SlouZi k zdchrané genovych zdroji lesnich direvin.)

Regeni: MnoZstvi semen na metr ctvereéni zavisi na vzdalenosti od stromu, je to tedy podobna tloha jako
tloha s proudénim tekutiny potrubim v prednasce. Postupujeme analogicky, jenom misto rychlosti tekutiny
méme hustotu semen. Mnozstvi je souc¢in hustoty a obsahu, N = S - D. ProtoZze D neni na celém obsahu
konstantni, rozdélime na ¢asti, kde konstantni je, a p¥ispévky secteme, t;j.

N:ZD~AS.

kruh
Protoze D je funkce r, potfebujeme sé¢itat (integrovat) pfes r. Proto kruh délime na mezikruzi a pfes tato
mezikruzi s¢itame, tj.
AS
N = D—Ar.
Z Ar
kruh

Limitnim prechodem udélame skok v souc¢tu nekoneéné maly a souet prejde na integral, podil zmén prejde

na derivaci, tj. dostaneme

N = DE dr.
kruh dr

ds . .
Obsah S = 772 roste s polomérem, — = 27r. Po dosazeni této derivace a po dosazeni za D a vyjadfeni

r
toho, co znamena integrél pres kruh o poloméru R ziskime integral
R 2
N :/ Doe™" 2xrdr,
0

ktery miizeme vypoditat pomoci substituce —r? = t.

7 Diferencialni rovnice

7.1 Reseni ODE a IVP

dy 5 dr 3 _
(1)£—xy (B)E—kr, r(0) =79 >0
dy dm
(2)a—t€ (G)E—WH'Z m(0) =0
3 dy dm
()@-95\/?3 (7)E=m+2, m(0) = —2

() =i y0)=1
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Umeént najit FeSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to viak nic proti uméni sestavit model (naucili
jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim modelu), umeéni posoudit jednoznacénost Teseni
(vetsina modeld se Tesi numericky a musime byt presvédceni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu
FeSend (Tesent, kterd nejsou stabilni, jsou sice v souladu s prirodnimi zdkony, ale pravdépodobnost jejich
spontdnniho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita konstantnich
FeSent) jsme vidéli na pfedndsce a piipomeneme v dalsich prikladech.

ReZeni:
dy
1) == =x-¢?
1) 3, y
e Konstantn{ feSeni jsou feSeni rovnice
y* =0,
tj. je jediné konstantni feSeni

y=0.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

y 2dy = zdx
a integrovanim
1 1,
——=-z+C.
y 2 -
dy
2) = =t-e¥
2) 5
e Konstantni FeSeni jsou feSeni rovnice
eV =0.

Protoze tato rovnice nemé FeSeni, zadané diferencialni rovnice nemé konstantni feSeni.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
e Ydy = tdt
a integrovanim

1
—e V=t +C.
e 5 +

B Y=o vy

e Konstantn{ feSeni jsou feSeni rovnice
tj. jediné Feseni

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
1
VY

dy = xdzx

a integrovanim
1
dy
4) — = 0)=1
(1) L =2vi (0)
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e Konstantni feSeni
y=0

(viz predchozi piiklad) nesplituje poc¢atedni podminku a proto jej nemusime uvazovat
e Obecné feSeni )
dava po dosazeni = 0 a y = 1 rovnici

2V/1=0+C.

Odsud dostéavame C' = 2 a feSeni zadané pocatecni ulohy je

1
2Vy = §x2 +2.
dr
(5) —=Fk-r* r0)=7r9>0
dt
e Konstantn{ feSeni jsou feSeni rovnice
rd = 0,
tj. jediné konstantni feSeni je
r=20

a toto feSeni nesplhuje pocateéni podminku.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

r3dr = kdt
a integrovanim

L

——r " =kt+C.

5 +

Dosazenim poc¢ateéni podminky ¢t = 0, » = ry dostavame
1
_§T62 = C

Tim je dana konstanta C' a po pouziti této konstanty v obecném feSeni dostavame FeSeni pocateéni
tlohy ve tvaru

1 _ 1 5
—57" 2:kt—§'f‘0 .
d
6) 2 = m+2, m0)=0
dt
e Konstantn{ feSeni jsou feSeni rovnice
m+2=0,
tj.
m= —2

a toto TeSeni nespliuje pocateéni podminku.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

1
——dm =dt
m + 2

a integrovanim
Inm+2=t+C.
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Po dosazeni pocateéni podminky ¢ = m = 0 dostavame
C=1In2
a pocateéni tloha mé feSeni
In(m + 2) =t + In(2).

(Vzhledem k pocatedni podmince je m kladné a nemusime pséat absolutni hodnotu.)
(7) — =m+2, m(0)=-2

e Konstantni FeSeni jsou TeSeni rovnice
m+2=0,

tj.

Toto FeSeni spliiuje pocateéni podminku.

e Prava strana ma ohrani¢enou (dokonce konstantni) derivaci podle m. Proto je feSeni kazdé pocateéni
tlohy urceno jednozna¢né. ReSeni z pfedchoziho bodu je jediné a dalsi nemusime hledat.

7.2 Tloustka ledu

Takzvany Stefantv zakon (J. Stefan, Uber die Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die Eisbildung
im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze tloustka ledu na hladiné mote roste ve stabilnich podminkach rychlosti
nepiimo tmeérnou této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhodného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

ResSeni:

b
dt  h
hdh = kdt

/hdh:/kdt
h2
?—kt—&-C

7.3 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znédmo, Ze rychlost s jakou vytékd tekutina otvorem u dna nadoby je timérna odmocniné vysky
hladiny (protoze se méni potencialni energie tmérna vysce na kinetickou energii tmérnou druhé mocniné
rychlosti). Proto je i rychlost s jakou se zmensuje objem vody v nadrzi timérna odmocniné vysky hladiny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro vysku hladiny vody
v nadrzi jako funkci ¢asu. UvaZujte tii pFipady: nadrZ cylindrického tvaru (valec postaveny na podstavu),
nadrz ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru kuzele oto¢eného vrcholem dola (trychtyr).

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mdme v rovnici dvé rizné
veliciny, které se méni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén

téchto velicin. FyzikdIni zdkon je formulovdn pro derivaci objemu a nds zajimd derivace vysky.

Reseni: Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadani ve vech piipadech plati

dv
rri
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dv d
a musime derivaci i vyjadrit pomoci —

dt’

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nadrz se svislymi sténami je objem tmérny vySce hladiny, V = ksh,

dv dh
a proto o k’ga Odsud o
kegy = g7 = “hvh
tj.
dh
dat f
k1
a pro k = T méa model tvar
2
LU/
dt

Pro kuzel plati V = kzh® (diky podobnosti je objem pifmo tmérny tieti mocniné libovolného délkového

t to — = k3 x 3h2—. Odsud
parame ru) a proto 1 3 a1 su

3ks p2dh _ 4V —k1Vh,

dt dt
tj.
dh ﬂ h3/2
dt 3k
a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar
dh
—kh™ 3/2
dt

7.4 Problematika jednoznac¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni 7.3 jsme odvodili rovnici

dh
5 = kR

popisujici ubytek hladiny vody v nadrzi tvaru kvadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 mé kazda pocateni tloha jediné feSeni. Interpretujte tento vysledek prakticky.

B) Pro h = 0 by feSeni nemuselo byt ur¢eno jednozna¢né. A opravdu neni. Regenfm je napifklad h(t) =0

nebo )
—E*? <0
h(t)=1< 4
0 t > 0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro t < 0 plati V2 = |t| = —t) a rozmyslete, jestli nejednoznaénost je

jenom matematicky trik, nebo jestli méa fyzikalni interpretaci.

Reseni:

A) Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je moZzno pouZit kteroukoliv z nich.
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e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Sta¢i ovéfit, Ze prava strana mé ohrani¢enou parcialni
derivaci podle h. Protoze plati

0

oh

Kk
2vh

a tato derivace je definovana a ohrani¢ena v néjakém okoli libovolného bodu splaujiciho i > 0. Podle
véty o existenci a jednoznacnosti feSeni obecné diferencialni rovnice ma pocateéni tloha pravé jedno
feSeni.

(kVh) = k%h’m =

e Podle véty o jednoznac¢nosti pro rovnici se separovanymi proménnymi: Sta¢i ovérit, Ze
Cast zavisla na h je nenulova. Toto jisté plati, protoze pro h > 0 je Vh #0.

Pokud je tedy v nadrzi néjaka voda, je jednozna¢né dano, jak bude vytékat a je mozné vypocitat, jaka
bude v libovolném okamziku hladina.

1
B) Pro h = ZthQ a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%.2t = Zk%t
dt 4 2

1 1 1 1
— = — —k2 2:— — . = —K— —_ = — 2
kvVh k,/4k t byl - [t = =k k(=) = k%t

a obé strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trivialni.

Je-li h(tp) = 0, mize to byt proto, Ze voda v ¢ase to pravé vytekla, nebo proto, Zze vytekla pred hodinou
nebo proto, Ze v nadrZi nikdy voda nebyla. Proto je nejednoznac¢nost prirozena. Napiiklad h(t) = 0 je

1
feseni odpovidajici tomu, Ze voda v nadrzi nikdy nebyla. Funkce h(t) = ik‘2t2 pro t < 0 odpovidé tomu,

Ze pro t < 0 v nadrzi voda byla a vytekla v ¢ase t = 0.

7.5 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu ma tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanickymi vlastnostmi
materialu a je nezavisly na objemu. Predpokladejme, Ze personal stavebnin piisypava na hromadu material
konstantni rychlosti (v jednotkach objemu za jednotku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné oteviené kra-
jiné a vitr rozfoukava material po okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfoukavani (op&t v jednotkach objemu
za jednotku ¢asu) se d&je rychlosti timérnou povrchu navétrné strany plasté. Vyjadrete proces kvantitativné
pomoci derivaci. NapiSte rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Toto je podobnij model jako model vypousténi nddrze, ale kratsi. Opét mdme po prepisu zaddni do matematic-
kého modelu dvé veliciny ménici se s casem v jedné rovnici. Derivace objemu, kterd nds zajimd, jiZ v rovnici
piitomna nastésti je. Staci vyjadrit obsah pomoct objemu, nejlépe pomoci rozmeérové analijzy.

. dVv
Reseni: Rychlost s jakou se méni objem je T rychlost prisypavani ozna¢me R, povrch navétrné strany S.

Podle zadani plati
dVv

— = R — koS.
dt 0
Protoze kuzel méa stéle stejny tvar, objem jednozna¢né determinuje rozméry, povrch kuzele, nebo i povrch
poloviny plasté, tj. povrch névétrné strany. Z rozmeérové analyzy na zékladé Buckinghamova Pi-teorému z
prednasky je ziejmé, Ze musi platit amérnost mezi takovymi mocninami téchto veli¢in, pro které jednotky
“pasuji’, Existuje tedy konstanta takova, ze ,
S =KkVs.
Spojenim téchto dvou vztahii dostavame
2
— =R—-k Vs,
dt
kde r a k = kok1 jsou konstanty.
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7.6 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: stabilita FeSeni

Hromada sypkého materialu ma tvar kuzele. Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanickymi vlastnostmi
materidlu a je nezavisly na objemu. V pfedchozim ptikladé jsme sestavili diferencialni rovnici popisujici rist

hromady ve tvaru

dVv 2
_— — k 3
a R—-kV3,

kde R je rychlost pfisypavani a k£ konstanta.

e Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zduvodnéte.
e Miize hromada skonc¢it i pfi neustalém prisypavéani cela rozfoukana?
e Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu je jiz rozfoukavani
rychlejsi nez prisypavani?
Reseni: Oznacme f(V) =R — V3. Konstantni fefeni je Feienim rovnice f(V)=0,tj.

R—kV3=0.

R 3/2
= (%) -

Protoze f klesa v bodé 1}, je toto feSeni stabilni.

Odsud

Protoze f(0) > 0, mal4d hromada vzdy roste a proto nemuZe skon¢it cela rozfoukana. Pro maly objem je
prisypavani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V zaporna, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfouké nez pfisype) a hromadu
neni mozné navrsit libovolné velkou.

8 Matice

8.1 Nasobeni matic

Vynésobte matice A a B pro obé poradi nasobeni.

1 -2 3 2 -2 2
A=10 1 0], B=|-1 2 -1
1 2 =2 0 1 3

Vynésobte matice B a C' pro obé potadi nasobeni, je-li

V tomto prikladé si vyzkousime ndsobeni matic a kromé toho wvidime, Ze ndsobeni diagondIni matici je
v jistém smyslu jednoduché. Podle toho, v jakém potadi ndsobime matice, se diagondlnimi prvky se ndsobi
7adky nebo sloupce druhé matice.
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ResSeni: S rozepsdnim pomoci linearnich kombinaci vektori tvofenych sloupci matice A dostavame

1 -2 3 4
2-10] -1 1 |1+0 0]l=1]-1
1 2 -2 0
1 -2 3 -3
—2-10] +2 1 1+4+1 0]l=12
1 2 -2 0
1 -2 3 13
2-10] -1 1 |1+3 0]=1]-1
1 2 -2 —6
Odsud dostavame
4 -3 13
AB=|-1 2 -1
0 0 -6

Jinou metodou, s podrobnym rozepsanim pomoci skalarniho sou¢inu fadki prvni matice a sloupci druhé
matice dostavame

1 2
AB = 0 -1
3

(

(=

1x2—-2x J+3x0 1x(-2)—2x2+43x1 1x2-2x(-1)+3x3
=[0x24+1x )+Ox0 O0x(=2)+1x2+4+0x1 0x2+1x(-1)+0x3
I1x242x(-1)—2x0 1x(-2)+2x2-2x1 1x24+2x(-1)—2x3

4 -3 13
=[-1 2 =1
0 0 —6

Poté jiz struéngji (rozepiste si sami)

4 -2 2 2 -6 8 2 -2 2
BA=|-2 2 -1 BC=[-1 6 -4 CB=(-3 6 -3
3 7 —6 0 3 12 0 4 12

V pripadé soucini s diagonaln{ matici se diagonalnimi prvky nasobi odpovidajici fadky nebo sloupce matice,
podle toho, v jakém pofadi soudin uvazujeme.

8.2 Soustava rovnic jako nasobeni matic

Zapiste soustavu rovnic pomoci maticového nasobeni

2x1 — 3x0 + 223 =12
21’1 + 2o+ x3= 21
—x1 + 3:172 + x3 = 0

Reseni
2 =3 2 T 12
2 1 1 zo | = |21
-1 3 1 T3 0
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8.3 Timmyho transformace

Figurka na obrazku je Timmy ve tfech situacich. Jednou se pozoruje sviij obraz ve vodé, jednou spadl na
zdda, a jednou vrha stin. Vyjadfete pomoci matice transformaci, kterd vzor (Cerna malavka) pfevadi na
obraz (barevna maltivka).

)

Poznamka: Staci si v8imat, kam se zobrazuji jednotkové vektory ve sméru os, tj. kam se zobrazi Timmiho
nakrocend noha a Timyho ruka, kterd je natazena dozadu. Pfipadné necelociselné slozky matice jenom
odhadnéte. Podle LAFF Linear Algebra - Foundations to Frontiers (www.ulaff.net)

Reseni:

Nakroc¢ena noha je v bodé (1,0) a tento bod se transformuje sam na sebe pro krajni obrazky a na bod (0, 1)
pro prostiedni obrazek. Tim je dan prvni sloupec matice zobrazeni. Ruka nataZzena dozadu je v bodé (0,1) a
u modrého Timmyho se transformuje (odhadem) na (0, —0.8), u Gerveného Timmyho na (—1,0) a u Sedého
Timmyho (odhadem) na (1,0.8). Matice jsou postupné

1 0 0 —1 1 1
Mmodré = (0 —08> I Méervené = (1 0 ) ’ Méedé = (O OS) .

8.4 Matice rotace
Matice rotace o thel 6 v kladném smyslu je
cosf) —sinf
Ro = (sin@ cosf ) '
Nasobenim ovérte, ze matice otoceni o thel —0 je k této matici inverzni.
Ndvod: Funkce kosinus je suda funkce a funkce sinus je lich4 funkce. Proto plati

cos(—0) = cos 0 a sin(—0) = —sin .

Matice rotace je dileZitd v aplikacich zabyvajicich se deformacemi, protoZe umozni odfiltrovat tu ¢dst zmény
polohy referencénich bodi, kterd je zpiisobena rotaci a nepfispivd tedy ke zméné tvaru télesa.

Reseni: P¥i zkratce S = sinf a C' = cos 0 plati
R — cos(—0) —sin(—0)\ [ cos§ sinf®\ [(C S
07 \sin(—0) cos(—0) ) ~ \—sinf cosh)  \-S C

rp .- (C =S c S\ [(C*+8% 0S-SC\ (1 0
0 =0=\s © -S c) \sc-cs s*+c?*) \o 1)’

kde jsme vyuzili identitu

a potom

sin? 6 + cos? 0 = 1.
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8.5 Matice posunuti

Transformace pomoci ndsobeni matic zachovavéa poc¢atek a nemize proto charakterizovat napiiklad posunuti
roviny. Pokud chceme mit pomoci maticového nasobeni realizovano i posunuti, musime zavést homogenni
soufadnice a ztotoznit bod (x,y) s vektorem (x,y,1)”. Ukazte, Ze matice

)

1
P,p,=10
0

(=)
—_— o Q

je matice posunuti o @ doprava a b nahoru. Odhadnéte, jak bude vypadat matice popisujici opa¢nou trans-
formaci a pro jedno néjaké pofadi soucinu ovéite, Ze soucin téchto matic je jednotkova matice.

Reseni: Plati

1 0 «a x T+ a
01 b yl=y+b
0 0 1 1 1

Moxe

a vidime, Ze k soufadnici = se pfic¢ita a a k soufadnici y se pri¢itad b. Inverzni zobrazeni bude posunuti o a
doleva a o b dolu, tj.

1 0 —a
0 1 -b
0 0 1
Primym vypoétem vidime, Ze plati
1 0 a 1 0 —a 1 0 0
01 % 01 -b)=1(0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1

8.6 Matice, zachovavajici vyznacné sméry

Dievo ma tfi vyrazné sméry a pokud mame moznost zvolit soufadnou soustavu tak, aby tyto sméry byly
dany vektory (1,0,0)7, (0,1,0)" a (0,0,1)7, formulace fyzikilnich zédkoni se zjednodusi. Nyni si ukaZzeme
pro¢. Najdéte

1. nejobecndjsi matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0,0)7,

2. nejobecnéji symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektoru (1,0, 0)7,

3. nejobecnéjsi symetrickou matici 3 x 3, ktera zachovava smér vektora (1,0,0)7, (0,1,0)7, (0,0,1)7.

V tomto prikladé uvidime, Ze matice zachovdvagici smér os soufadnic jsou v uréitém smyslu pékné.

Reseni: ad 1.

a b ¢ 1 a
d e f 0)l=1d
g h 1 0 g

a vektory (1,0, O)T a (a,d, g)T musi mit stejny smér. Proto d = g = 0 a nejobecnéjsi matice s danou vlastnosti
je matice, ktera ve druhém a tfetim radku zac¢ina nulou.

b
e
h

S O QR
T 0
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ad 2. Jako minuly pfipad, ale aby byla matice symetricka, musi byt také b=c=0, a h = f tj.

o O
S O

~- 0 O

ad 3. Jako minuly piipad, ale jesté se musi zachovavat sméry vektora (0,1,0)7 a (0,0,1)7. Plati

a 0 0\ /0 0 a 0 0\ /0 0
0 e fll1]=1|e], [0 e f ol=1f
0o f i) \o f 0o f i) \1 i

a aby vzor a obraz mély stejny smér, musi byt f = 0. Nejobecnéjsi symetrickad matice, ktera zachovava smér
v8ech ti{ zédkladnich bazovych vektort je matice, kterda ma mimo hlavni diagonalu nuly.

8.7 Matice derivovani

Ukazte, Ze matice A =

oSN O
= o O
o O O

. Vysvétlete, jak bychom interpretovali matici A% a A3 a tyto matice

) je matice derivovani polynomit stupné nejvyse 2, pokud polynom az? +
a

bx + ¢ ztotoznime s vektorem | b

c

vypoctéte.

Ndvod: je mozné ukdzat bud pro obecny polynom az? 4 bx + ¢, nebo samostatné pro polynomy z2, = a 1 a poté
st vsimmnout, Ze ostatni polynomy muzZeme dostat linedrnimi kombinacemi a maticovd ndsobent tyto linedrni
kombinace nepokazi diky tomu, Ze je distributivni a komutuje pri ndsobeni s konstantou. V tomto prikladé
mimo jiné vidime, Ze mocnina nenulové matice miZe byt nula. To je efekt, ktery nemd obdobu u ndsobeni
redlnyjch cisel.

Reseni: Polynom z? ma derivaci 2z, tj. v oznateni pomoci vektorti se musi vektor (1,0,0)7 zobrazit na
(0,2,0)T. Toto snadno ukézeme, ze plati, protoze se vlastné jedna o prvni sloupec matice A. Podobné,
polynom z ma derivaci 1 a polynom 1 ma derivaci 0, tj. v oznaceni pomoci vektorii se musi vektory (0, 1, O)T
a (0,0,1)T zobrazit na (0,0,1)" a (0,0,0)”. Opét vidime snadno, Ze pro nasi matici A plati (dostavame
vlastné druhy a tieti sloupec matice A).

Protoze libovolny polynom druhého stupné dostaneme pomoci linearnich kombinaci vySe uvedenych vektoriu
a protoze tyto linearni kombinace zistanou p¥i maticovém nésobeni zachovany, je pii vySe definovaném
zobrazeni obrazem libovolného polynomu druhého stupné jeho derivace.

Pro obecny polynom az? + bz + ¢ s derivaci 2az + b vidime, Ze obrazem vektoru (a,b, c)T musi byt (0, 2a, b)T7
coZ matice A opét (po kratkém vypoctu) spliiuje.

Matice A? je druhé derivace a A% teti derivace a maji tvar

0 00 0 0 O
A2=1(0 0 0], AB=10 0 0
2 00 0 0 O
8.8 Matice projekce
2 .
Matice P = ( cos @ COS.aQS m a) reprezentuje kolmou projekci na piimku, ktera jde poc¢atkem soustavy
cos asin « sin” a

soufadnic a svira s kladnou ¢asti osy x thel a.
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1. Ukaite, 7e plati P? = P.

2. Ukazte, (nemusite vypoctem, napfiklad graficky, nebo vyuzitim toho, ze kazdy bod pfimky se zobrazi
sam na sebe) Ze dva rizné body se projekci mohou zobrazit na stejny bod a proto neni nadéje na to
mit inverzni zobrazeni. Proto neexistuje inverzni matice.

Reseni: Pro C = cosa a S = sin o dostavame
pr_ (€ CS\(C* CS\_ (C'+(?s* C°S+C8S°
—\cs s?)\cs s%?)  \cds+cCs® C?8%+ st
_[(CHC?+ 8% CS(C?+ 8%\ [c? oS\ P
—\CSs(Cc?+ 5% s*c?+s% ) \cs s?)

Evidentné jakykoliv bod mimo p¥imku projekce a jeho obraz jsou dva ritizné body, které maji stejny obraz.
Proto nemiize existovat inverzni zobrazeni.

Pro determinant plati

c? cS

O | = CPF = (CS)(CS) = C°5* = C?S* = 0

|P|:\

a tento vypocet potvrzuje, Ze neexistuje inverzni matice.

9 Determinanty, soustavy rovnic

9.1 Urcete nasledujici determinanty

2 -1
o
2 -1
2. Dy = T—4 y-— 3‘
(D2 = 0 je pfimka dana bodem (4, 3) a smérovym vektorem (2, —1))
2—X -1 e . .
3. D3 = 4 3y (charakteristicky polynom matice z prvniho bodu)
1 -1 0
4. Dy=12 3 1
-1 -1 2
a -1 0
5. Ds=|2 3 1
-1 -1 2
2—A 0 0
6. Dg=1| 0 3—A 0 | (charakteristicky polynom diagonalni matice)
0 0 7T—A
ReZeni:
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D;=2-3-(-1)-4=6+4=10
Dy=2-(y—3)—(-1)-(z—4)=2y—6+x—4=2+2y—10
D3=(2-)N)-3-X)—(=1)-4=X-5)1+10

Dy =12

Ds=Ta+5

Ds = (2= N3 N)(T—))

9.2 Soustava linearnich rovnic s jedinym reSenim

Vyfteste soustavu rovnic.

1 2 2 T2 3
2 2 1|z =11
2 3 1 T3 ~1

Soustava rovnic je asi nejdulezitéjsi aplikace linedrni algebry, ale v dnesnim svété neni divod ji Tesit rucneé.
Je vsak uzitecné si alespon zdkladni manipulace vyzkouset na jednoduchém prikladé. Tento moc casu nezabere.

9.3 Soustava linearnich rovnic s nekoneéné mnoha FeSenimi
Vyfteste soustavu rovnic.

-1 -1 -1 T1
1 1 -2 To

—2 -2 1 5
-1 -1 1 T4

W = N W
o O OO

Soustava s nekonecné mnoha Tesenimi typicky vychdzi pri hleddni vlastnich c¢isel matice. Na tomto piikladé
si osahdme pripad homogenni soustavy a jednoparametrického Tesend, tj. pripad, ktery pii vypoctu vilastnich
vektori vychdzi nejcastéji.

10 Vlastni ¢isla a sméry

10.1 Vektor, ktery neni vlastnim smérem
Ukazte, Ze vektor a = (;) nenf vlastnim smérem matice
30
(1)
ReSeni: Pomoci maticového nasobeni vidime, Ze plati
R 3 0) /1 3 0 3
wa= (o D)= ()= 0)- ()

Vysledkem zobrazeni vektoru pomoci matice je vektor ktery neni nasobkem pivodniho vektoru (podle prvni
komponenty by se muselo jednat o trojnasobek, ale to nekoresponduje s druhou komponentou) a proto se
nejedné o vlastni vektor matice.
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10.2 Vektor, ktery je vlastnim smérem

Ukazte, Ze vektor @ = (;) je vlastnim smérem matice
6 0
4= 3)
Reseni: Pomoci maticového nasobeni vidime, ze plati
- (6 0\ /2 (6 0\ [12
s (o 33 -26)6)- ()

Vysledkem zobrazeni vektoru @ pomoci matice je vektor (

a urcete pfislusné vlastni ¢islo

12 . . . .

18) , ktery je Sestindsobkem ptivodniho vektoru
2 . . . .
3 Protoze je obraz nasobkem vzoru, jedna se o vlastni vektor matice. Piislusné vlastni ¢islo je 6, protoze
se vektor zobrazuje na sviij Sestinasobek.

10.3 Vlastni éisla a vektory matice 2 x 2

Najdéte vlastni ¢isla matice

a jim pfislusné vlastn{ vektory.
Reseni:
Vlastni ¢isla jsou nulovymi body determinantu

—2-A 2
2 1—A

' (—2-=N1 =X = (2)2) =X +A-6=(\—-2)(A+3).
Vlastni &slo \; = 2. Protoze plati

(PG 0-(2)
(G 2)E)-0)

ktera ma nekoneéné mnoho feSeni. Musime najit alesponi jendo nenulové feSeni. Pokud zapiSeme jako soustavu
rovnic, dostavame druhou rovnici ve tvaru

FfeSime soustavu

21‘1 — T2 = 0
a prvni rovnice je jejim nasobkem. Volbou z; = 1 dostavame zo = 2x; = 2 a vlastni vektor piislusny

- 1 Do U . Lo
vlastnimu ¢islu Ay =2 je &) = <2> . Tento vektor je dan jednozna¢né az na nenulovy konstantni nasobek.

Vlastni ¢islo A\ = —3. Protoze plati
-2 2 3 0 1 2
A_(_3)I_<2 1>+<0 3)‘(2 4)’
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feSime soustavu
1 2 1)y _ (O
2 4 ZTo —\0)”

kterd mé nekone¢né mnoho reseni. Musime najit alespon jendo nenulové feSeni. Pokud zapiSeme jako soustavu
rovnic, dostavame prvni rovnici ve tvaru

xr1 + 21’2 =0
a druhéa rovnice je jejim nasobkem. Volbou x5 = 1 dostavame z; = —2x5 = —2 a vlastni vektor piislusny
.o -2 Coaa o s . c o
vlastnimu ¢islu Ay = —3 je €5 = ( 1 ) . Tento vektor je ddn jednozna¢né az na nenulovy konstantni nasobek.

10.4 Transformace matice 2 x 2 na diagonalni tvar

()

1. Urcete vlastni ¢isla a jednotkové vlastni vektory této matice.

Uvazujme symetrickou matici

2. Sestavte matici P tak, aby ve sloupcich obsahovala jednotkové vlastni vektory. Pokud je to mozné,
napiSte matici P tak, aby jeji determinant byl kladny.

3. Oveite, ze PTAP = D je diagonalni matice.

Ndvod: Vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim cislim jsou na sebe kolmé.

Reseni: Charakteristicky polynom je

3—A 1
1 3—-A

’:(3—)\)2—1:9—6)\+)\2—1:)\2—6)\4-8:()\—4)()\—2)

a vlastn{ ¢isla jsou A\ = 2 a Ay = 4. Protoze plati

3-2 1 11
AAlI( 1 3-2)(1 1>’

je vlastni vektor prislusny vlastni hodnoté A\; feSenim soustavy

1 1 1\ 0

1 1 i) - 0

T1+ 29 =0,

ktera ma feSeni napiiklad 2, = 1 a 25 = —1. Protoze délka vektoru (1, —1) je /12 + (—1)2 = V2, jednotkovy
1 1
V2 V2
vlastni hodnoté, ale protoZze oba vektory musi byt na sebe kolmé, staci vzit jednotkovy vektor, ktery je k e;

11
V2 V2

To je vlastné dvakrat zopakovana rovnice

T
vlastni vektor je e; = < > . Podobné by se dal najit jednotkovy vlastni vektor prislusny druhé

T
kolmy, napiiklad e5 = ( ) . Matici P miiZeme vzit s e; v prvnim a ey druhém sloupci, tj.

I
B
NCRNG

Rychly vypocet ukazuje, Zze matice P mé determinant roven jedné. Kdyby vySel roven minus jedné, staci
prohodit sloupce nebo jeden sloupec vynésobit faktorem —1.
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Pokud jesté pred nasobenim matic vytkneme opakujici se faktor z obou matic, nadsobenim dostavame

1 1 1 1
rap_ | V2 V2| (3 1\ V2 2
ro-(F )0 y( 1 ¢
V2 V2 V2 V2
_1 1 /1 1\ (3 1\(1 1
T /2211 1 3)\-1 1
1 -1 2 4
1 1 -2 4
4 0y (2 0
0 8) \0 4/°
Podle oc¢ekavani vysla diagonélni matice s vlastnimi hodnotami v hlavni diagonale.

10.5 Pomér délky vzoru a obrazu vektoru
3 1
(0 3)
L (-1
“= 2

uréete podil délky obrazu Aw a vzoru @ pii zobrazeni pomoci matice A. Ovéite, Ze tento podil lezi mezi
mensi a vétsi vlastni hodnotou, které jsme vypocitali v predchozim piikladé.

Pro matici

z minulého ptikladu a vektor

ReZeni:
Plati
L (3 1\ (1) _ (3 1y [-1
wa=(3) (7)== 0)=()-(5)
a vypocetem délek vektorti dostavame

lall = V(-1)2+ (2)2 = V5
1A = /(-1)% + (5)2 = V26,

| Adf] _

lall

coz je podle ocekavani hodnota mezi mensi a v&tsi vlastni hodnotou, které vysly v predchozim piikladé.

Podil délek je

~ 2.28

aE

10.6 Transformace tenzoru pootocenim

UvaZujme ty¢ ve sméru osy x naméhanou v ose tahem, pii kterém vznika jednotkové tahové napéti. Ty¢ je
slepena spojem, ktery svira s kolmici na osu thel 6. (Nakreslete si obrazek.)

1. Ukazte, ze pro nenulovy thel 8 je norméalové napéti ve spoji mensi, nez by odpovidalo normélovém
napéti pro spoj kolmy na osu tyce.

2. Ukazte, ze normalové napéti je klesajici funkef ihlu 6 na intervalu od nuly do g

™
3. Urcete normalové a smykové napéti pro extrémni p¥ipad 6 = 52 popiste, jak by takovy spoj vypadal.
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4. Urcete smykové napéti ve spoji a urcte, pro jakou hodnotu thlu je smykové napéti nejveétsi.

5. Urcete, jestli je v tomto piipadé z hlediska piisobictho napéti vyhodnéjsi udélat sikmy spoj po sméru
nebo proti sméru hodinovych rudicek.

ReZeni:

V soufadné soustavé podle zadéani je tah ve sméru osy x roven jedné a dalsi komponenty jsou nulové. Tedy
1 . . . .

o= (0 8) . Budeme otacet proti sméru hodinovych rucicek, tj. o kladny tdhel 6.

Dostéavame (pfi zkraceném oznacéeni S =siné a C' = cos0)
cC S\[(1 0 c -5
-1 o
Rokt = (—S C) (o 0)'(5 C)
_(C S\ [(C -8\ _ [(c* -cCsS
“\-s ¢J\o o) \-cs s?
1

a normalova a smykova slozka napéti jsou po fadé cos® 6 a sinf cosd = 3 sin(26).
Odsud jiz dostaneme odpovédi na v8echny uvedené otéazky.

10.7 Vlastni ¢isla a vektory matice 3 x 3.

V cvifeni z minulého tydne jsme ukéazali, Ze nejobecné&jsi symetrickd matice zachovavajici smér vektoru
(1,0, O)T mé v prvnim Fadku a prvnim sloupci jenom jeden nenulovy prvek, prvek v hlavni diagonéle.

Uvazujme matici

50 0
A=|0 2 2|,
025

ktera je tohoto typu. Urcete vlastni ¢isla a zbylé vlastni vektory matice.

Reseni: Podle zadani vime, Ze jeden z vlastnich vektori je e; = (1,0,0)7 a protoze se zobrazi na pétinasobek,
je prislusna vlastni hodnota A\; = 5. Charakteristicky polynom je

5-XA 0 0
0 2=X2 2 [=6-N2-N6-A)—(-X)x2x2
0 2 5-2A

- (5—/\)[(2—)\)(5—)\)—4
=(B-NN=7A+6)=(5-A)\—1)(A—6)
Dalsi dvé vlastni hodnoty jsou Ay =1a A3 =6

Uvazujme matici

4 0 0
A—-1I=|0 1 2
0 2 4
Soustava
4 0 O T 0
0 1 2 ZTo =10
0 2 4 I3 0
ma4 FeSeni x; = 0 (plyne z prvni rovnice) a napiiklad x5 = 2 a 3 = —1 (plyne z druhé a tieti rovnice, které

jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté Ay = 1 je ey = (0,2, —1)7.
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Uvazujme matici

-1 0 0
A-6I=| 0 -4 2
0 2 -1

Soustava
-1 0 0 T

0
0 -4 2 z2| =10
0 2 -1 x3 0

ma FeSeni 7 = 0 (plyne z prvni rovnice) a napfiklad zo = 1 a 23 = 2 (plyne z druhé a t¥eti rovnice, které
jsou jedna nasobkem druhé). Vlastni vektor piislusny vlastni hodnoté A3 = 6 je ez = (0,1,2)7.

11 Parciilni derivace, rovnice vedeni tepla

11.1 Difuzni rovnice ve 2D

Rozepiste difuzni rovnici

ou
E—J—FV-(DVu)

ve dvourozmérném pripadé do kartézskych souradnic za predpokladu, Ze soufadné osy jsou ve vlastnich
smérech difuzni matice.

Okomentujte, jak pfedpoklady o vlastnostech materidlu a o modelovaném procesu (stacionarnost, existence
¢ neexistence zdroji, homogenita materidlu, stejné chovani v rdznych smérech apod.) ovlivni vyslednou
rovnici.

Poznamka: Difuzni rovnice dokdzZe napiiklad objasnit i to, pro¢ jednotnyg mechanismus tvorby vzori na srsti
savct vede jednou k pruhim a jednou ke skvrndm na srsti. DokdZeme tak naptiklad lépe pochopit proces, jakym
se geny piepisuji do viditelnijch znaki. Podrobnéji Murray: Mathematical biology nebo How the leopard gets
its spots.

11.2 Stacionarni vedeni tepla, linearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pii staciondrnim vedeni tepla a v materialu s linedrni materia-
lovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti je konstantni). Jinymi slovy, najdéte vSechny funkce spliwjici

g (0T
By (’“m) =0
proT =T(z) ak € R,

Pozndamka: Viysledek se dd pouZit i pro sténu sloZemou z rizngch vrstev. Postupuje se tak, Ze se jednot-
lwé vrstvy nahradi ekvivalentnimi vrstvami z jednoho materidlu. Napriklad vrstva z materidlu s poloviénim
koeficientem tepelné vodivosti se nahradi vrstvou, kterd je dvojndsobné silnd.

Pozndmka: Na stejnou dlohu se stejnou rovnict a stejnym Tesenim vede napiiklad proudént podzemnt vody
ve zvodni s napjatou hladinou (piedstavou mize byt podzemni voda protékajici pidou a shora i zdola
ohranicend nepropustnou vrstvou,).

ResSeni:

Rovnici miazeme vydélit konstantou k
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Po zintegrovani dostavame

oT
= _C
ox !
a po dalsim zintegrovani
T =Cix + Cs.

Teplota se méni linearné. Dvé konstanty se uréi pomoci dvou teplot na hranicich stény.
11.3 Stacionarni vedeni tepla, nelinearni material

Najdéte rozlozeni teploty v homogenni sténé pfi stacionarnim vedeni tepla a v materidlu s nelinearni materi-
alovou odezvou (koeficient tepelné vodivosti neni konstantni). PouZijte linearni zévislost koeficientu tepelné
vodivosti na teploté. Jinymi slovy, najdéte vSechny funkce splijici

proT =T(z) ak=a+bT,a,beR.

Pozndmka: Viypocet nechdme kvalitativni abychom vidéli, Ze teplotni profil ve sténé nent linedrni. Pro
uziteénost v inZenyrskiych aplikacich je vhodné pridat okrajové podminky a vyjddrit FeSeni pomoct parametri
v téchto okrajouvijch podminkdch. To jsou typicky teploty na jednotlivijch strandch stény.

Pozndmka: Na stejnou ilohu se stejnou rovnict a stejngm iesenim, pouze pro a = 0, vede naptiklad proudént
podzemni vody ve zvodni s volnou hladinou (narozdil od predchoziho prikladu chybi horni nepropustnd
vrstva).

Reseni: Po zintegrovani dostavame
oT
ry— =0=C
(a+4T) ox !

a rovnici fe§ime jako diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi. Odseparovanim ziskame
(a +bT)dT = C1dx
a po zintegrovani

1
aT + 5bT2 =Cyz + Os.

Regenim je parabola otocena nalezato. Dvé konstanty se ur¢i pomoci teplot na hranicich stény. Pro spravny
profil je nutné si vybrat spravnou ¢ast paraboly tak, aby teplota zistala mezi teplotami na krajich stény.

11.4 Stacionarni vedeni tepla v Zebru chladice

Vyjimecéné jsme nuceni do rovnice vedeni tepla zahrnout i zdroje. Modelujte vedeni tepla v Zebru chladice.
Ulohu uvazujte jako jednorozmérnou, material homogenni izotropni s konstantni tepelnou vodivosti. Kolem
chladi¢e proudi vzduch a teploté Ty a chladi¢ ztraci teplo rychlosti imérnou rozdilu teploty Zebra v daném
misté a teploty okolntho vzduchu. (Koeficient amérnosti je dan koeficient pfestupu tepla a $itkou Zebra).
Uvazujte stacionarni déj.

Reseni:
d dr
0= —h(T -1 — ([ A—
( o) + dx < dx>

Ke stejnému zévéru je mozné dojit i pfesnou analyzou ve 3D, viz Cengel, Heat transfer, kapitola 3—6 Heat
transfer from finned surfaces.

11.5 Vypocet parciilnich derivaci
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o ([ , 3 0
a)ax(xy—i—ny —|—ac—|—1> c)%

9 ( , 3 0
b) oy (J: y+2zy’ +x+ ) d) oy
ReZeni

0
a) ax<x2y+2xy3+x+1> =2r-y+2° +1+0=22y+2y° +1

0
b) ay<x2y—|—2$y3+x+l>:x2+2x-3y2—|—0+0:x2+6xy2

9 4,3 5, .2 3,3 5
c) 9 5x%y” — 3xy® + 27 | = 202°y° — 3y° + 2

9 4,3 5, ,.2 4,2 4 4.2 4
d) a 5z y° — 3xy® + x° | = 1527 y* — 152y™ + 0 = 152 y* — 15xy

11.6 Rovnice vedeni tepla v dvourozmérném materialu

Teplota ve dvourozmérné desce pro 0 < z < 10 a 0 < y < 10 zachycené v urc¢itém okamziku termokamerou

je popsana rovnici
T(x,y) = 2y* + 2°.

Rozméry jsou v centimetrech, teplota ve stupnich Celsia. (Formalné to nevychazi, ale ke kazdému ¢lenu
muzeme dodat konstantu, kterda rozmér opravi tak, aby vysledek opravdu vychazel ve stupnich Celsia. Pro

jednoduchost tuto komplikaci vynechame.)

1. Vypoctéte gradient VT a tok tepla —\ - V7. Soucinitel tepelné vodivosti (pro jednoduchost s celymi

¢isly a bez jednotky) je A = <L;) ;) .

2. Urcete, zda na levém okraji desky (x = 0) tece teplo dovnit¥ desky nebo z desky ven.

3. Vypoctéte divergenci toku tepla, tj. V- (=X - VT).

4. V desce nejsou zdroje tepla. Ochlazuje se deska uprostied, nebo otepluje?

ResSeni:

Parcialni derivace jsou

T )
9z =0
T

Ty,
oy y

Odsud dostéavame gradient
VT — 322
=y

a to tepla

. e (B (1) (1527 — 4y
qd=—AVT = (3m)<1> 4y<2>_<3x28y
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Pro x =0 a y > 0 je prvnif komponenta toku zaporna a teplo tece doleva, tj. ven z desky. Divergence je

9] 0
V-G= —(—152° — 4 —(—32% — = _ _8.
q ax( b y) + ay( 3z° — 8y) 30z — 8

Pro = > 0 je tato divergence zaporné a tok tepla slabne. To znamena, Ze se deska ohiiva. V kazdém misté a
tedy i uprostied.

12 Dvojny integral

12.1 Kvadraticky moment pro obdélnik

Vypoctéte integral

// y2 dzdy,
Q

pres obdélnik se stranami podél os, se stfedem v poc¢atku a délkou stran a a b, tj. pfes mnozinu ) danou
nerovnostmi

IN
8
IN

NS N
IA

<

IN
l\').IG‘ N

a

b b
2 dudu = [  ldy—ax | Ll = LY L BN os
//dexdy— _gdxx/_gydy—ax{gy}_ =a X 3><8—l—3><8 —12ab

12.2 Teézisté trojahelniku

// r dzdy
Q

pfes trojihelnik Q s vrcholy v bodech (0, 0), (1,0) a (0,1)
a poté vydélenim obsahem trojuhlenika najdéte z-ovou

vy

Vypoctéte integral

Reseni:

Rovnice primky, ve které lezi pfepona trojihelnika, je

y=1—=x

a trojuhelnik tedy je mozno zapsat soustavou nerovnosti

0<x<1,
0<y<1l—=z.
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Pouzitim téchto nerovnosti miZeme dvojny integral transformovat na dvojnésobny a vypocitat.

1 pl-z 1 1
// zdzdy z/ / zdydx = / [xy](l)_x dxr = / z(1—xz)dx
Q 0o Jo 0 0
L 1 14"
z/ r—a*dr = [mQ—xg}
0 2 3 o

xrr =

Nl=[ o=
I

12.3 Velikost tlakové sily na hraz prehrady
Viz video ke cviéeni a text k prednasce.
12.4 Puasobisté tlakové sily na hraz prehrady

Viz video ke cviceni a text k prednasce.

13 Shrnuti

Dle ¢asovych moznosti a prib&hu semestru: shrnuti nebo opakovani nebo vypocet ukazkové pisemky nebo
rezerva pro piipad rektorského nebo dékanského volna, rezerva pro piipad statnich svatka apod.

14 Archiv

14.1 Pokles hladiny podzemni vody pfi ustdleném rovinném proudéni

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody je piezometrickd hladina h m&fena v metrech (hruba predstava
mize byt hladina spodni vody nebo, v pfipadé Ze je shora ohrani¢eni nepropustnou vrstvou, tak hladina,
kam by vystoupila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tece, se nazyva zvoderi (aquifer). Proudéni fidi Darcyho
zdkon, ktery vyjadiuje, Ze filtracni rychlost vy podzemni vody je Gmérné sklonu piezometrické hladiny, tj.
rychlosti, s jakou klesé piezometrickd hladina jako funkce x.

A) Zapiste Darcyho zakon kvantitativné pomoci derivace piezometrické hladiny.

B) Tok je dan souc¢inem filtraéni rychlosti a obsahu plochy kolmo na rychlost. Uvazujte obdélnikovou plochu
h x 1, ktera je na vysku pfes celou zvodnélou vrstvu h a na $ifku ma jednotkovou délku. Vynasobte jeji

v oy

obsah filtra¢ni rychlosti a dostanete pritok na jednotku $irky, oznacovany q. Pro ustalené proudéni je ¢
konstantni.

C) Vysledny vztah z predchoziho bodu chapejte jako diferencialni rovnici s neznamou funkei b jako funkei
x a feSenim rovnice najdete k¥ivku sniZeni hladiny podzemni vody v podélném profilu.

(Podle Dana Rihovd a Jana Markovd, Poznamky k predndskdm z Hydrauliky, piedndska ¢. 9.)

Reseni:
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dh
= _f—
v dz
B)
dh
= —kh—
1 dz
C)
qdz = —khdh
/qu: —k /hdh
qr = —§h2 +C

V soufadnicich, kdy osa x sméfuje doprava a h nahoru, se jedna se o parabolu “otoenou vrcholem
smérem doprava’.

14.2 Studna s volnou hladinou

Uvazujme diferencialni rovnici
dh
= —kh— *
q 1 (*)

odvozenou v 14.1 B. Tentokrat budeme studovat studnu s volnou hladinou! Je-li studna Gerpana konstantni

rychlosti @, je tok na jednotku délky na kruznici o poloméru x roven q = —2i (voda tece dovnitf, tj.
T

ve sméru ve kterém klesa x). Dosad'te tento vztah do rovnice (*) a rovnici vyfeste s po¢ateéni podminkou
h(R) = H, kde H odpovida hladiné vody ve studni a R je polomér studny (na obrazku h,, a r,). Dostanete
rovnici snéZeni hladiny v okoli studny Cerpané rychlosti @ (depresni kiivka). (Volné podle Dana Rihovd a
Jana Markovd, Pozndmky k piedndskam z Hydrauliky, predndska ¢. 9. Analogickiym zpiusobem se pocitaji
tepelné ztraty pFi prostupu tepla vdlcovou sténou (viz https: //youtu. be/ rvyogmalmUg ).)

Reseni: 0 dh
R 4 M
2rx dx
2 T
Q R
o Inx =k 5 +c
Q

obecné feseni: < Ilnx =k h2+C
T

z podatecni podminky: Q ImWR=kH*+C
T

c=9mp_rm
7r
po dosazeni do obecného TeSeni: Q Inz =k h?+ Q InR—k H?
0 T

Q €z 2 2
Gpravé: — In — = h* — H
po upraveé . nR

Tento vztah umoziuje napiiklad navrhnout primér studny, odhadnout vydatnost studny, nebo pomoci od-
Gerpavaného vrtu a mensich pomocnych vrti sledujicich pokles hladiny v okoli od¢erpavaného vrtu stanovit
filtra¢ni soudinitel k. Vyuziti vzorce

Q

X
X nZ = 2 2
kwnR h H

1Zjednodusené, voda ve studni je na trovni hladiny podzemni vody. Studna nevznikla navrtdnim nepropustné vrstvy, kdy
by byla voda natlakovana a vystoupila do vysky odpovidajici tomuto tlaku.
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je vSsak mnohem rozmanitéjsi, umoziuje vypocitat poméry ve stavebnich jaméach a v jejich okoli. To je
uzite¢né napiiklad pii odhadu, kolik vody se hromadi ve vykopu. Dalsi vyuziti je, Ze dokdZeme odhadnout
vliv stavebni jamy na hydrologické poméry v okoli a tyto poméry dokdZeme ménit a prizpusobovat nasim
potiebam. Castou aplikaci je napfiklad hydraulickd clona (soustava prvka rozmisténych a provozovanych
tak, aby nedochéazelo k §ifeni kontaminace z chemické vyroby do vodarensky vyuzivanych vod).

14.3 Rychlost klesani kluzaku

Teplota klesa s vygkou o 2°C na kilometr. Pilot kluzdku vidi, Ze teplota v okoli jeho kluzdku roste rych-
losti 1073°C /s. Vyjadfete tato pozorovani pomoci derivaci a urcete, jak rychle ztraci kluzdk vysku. Néavod:
Uvazujte slozenou funkei T'(h(t)) a hledejte jeji derivaci podle ¢asu.

Tento piiklad ukazuje, Ze pravidlo pro derivaci sloZené funkce je logické. V tomto pripadé viastné prepocitivd
klesdni z jednotek stupné Celsia za sekundu na jednotky kilometr vijsky za sekundu. MuZete si to zkusit na
prstech mebo pomoct trojclenky a dojdete k tomu stejnému, k cemu pomoct derivace funkce. Pii ménicich se
rychlostech vgpocet pomoci trojélenky pouZitelny neni, pravidlo pro derivaci sloZené funkce je vsak k dispozici
vZdy.

Regeni: Je-li h vyska, T teplota a t ¢as, miZeme zadani piepsat do tvaru

% = —2°C/km, ((% =1073°C/s, % =7.
Vzorec pro derivaci slozené funkce T'(h(t)) dava
dr  dT dh
dt — dh o dt
a odsud PP
dn_ dr
a4
a numericky
dn  107°

=-5-10"%*kms ! = —0.5ms" L.

dt 2
Kluzék klesa rychlosti ptil metru za sekundu. To odpovida i “selskému rozumu”, kdy uvazujeme tak, Ze jeden
stupeit Celsia odpovida piil kilometru, tj. 500 metri. Za jednu sekundu klesne teplota podle zadani o 1072°C,
coz je tisicina z jednoho stupné a tomu odpovida tisicina z 500 metri, tedy ptl metru. Priklady, které si
muzeme alespoii orientacné zkontrolovat vypodtem zalozenym na “selské logice” jsou obzvlast cenné, protoze
nam davaji jistotu nutnou pfi pouziti v aplikacich, kde tivaha na provedeni vypoctu bez derivaci neni realna.

14.4 Zmeéna tlaku a lupani v usich

V dopravnim prostfedku, ktery se pohybuje do kopce nebo z kopce, se méni tlak. Tim vznikne tlakovy

rozdil mezi vné&jsim tlakem a tlakem ve stfednim uchu. Vyrovnani tlaku p#i rychlé zméné se projevi lupnutim
d

v usich. Lupnuti tedy nastane, pokud je derivace ditj velka. (Velka v absolutni hodnotég, tj. numericky hodné

kladna nebo hodné zaporna.) Tuto veli¢inu vSak je tézké méfit. Umime mé¥it zménu nadmorské vysky u a

2

d
vime, jak se tlak p méni s nadmotskou vyskou. Necht napiiklad d—p = —0.12gem ?m ™' (tdaj meteorologi)
u

du
a vezméme — = —3ms . Okomentujte vyznam toho, Ze derivace jsou zaporné a urcete rychlost, s jakou

rychlosti se méni tlak vzduchu.
Toto je jenom jednodu$si obmeéna prikladu s kluzdkem.

Reseni: Derivace jsou zaporné, protoze tlak s rostouci vyskou klesa a nadmoriska vyska klesa s Gasem (vozidlo

jede z kopce). Pomoci derivace slozené funkce plati
d dp d
dit) = ﬁ : di: =-0.12gem?m~! x (=3ms™!) =0.36 gem 2571,
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Tlak roste rychlosti 0.36 gramii na centimetr ¢tvereéni za sekundu.
14.5 Kuzel s predepsanym tvarem

Kuzel ma pomér poloméru podstavy r, vysky h a délky strany s ve tvaru
r:h:s=3:4:5.
Kuzel muze ménit velikost, ale tento pomér zistava zachovan. (To odpovida napiiklad skladovani sypkého
materialu na hromadé nebo skladovani tekutiny v trychtyfovitém zasobniku.) Objem a povrch plasté jsou
1
V = —nr?h a S = nrs. Z Gvah o podobnosti na prednéasce vime, 7e vzorce pro objem a obsah musi byt pro
vhodné konstanty a, b, ¢ tvaru
V=ar®, S=0br? §=cV?5.

Potvrd'te tyto obecné zavéry pro nas konkrétni pripad pfimym vypoétem a pouZzitim uvedenych vzorci a
poté vypoctéte a podejte interpretaci derivaci

dv dSs

dr’ dr’

Na tomto prikladé si oveérime platnost poucek, které jsme si na prednd$ce zminilo o objemech a povrsich téles,
které jsou si navzdjem podobné, tj. vznikaji jenom vhodngm zvétSenim nebo zmenSenim stejného referenéniho
objektu.

- 5 .
ResSeni: Ze zadéani vime, ze plati s = —r a h = gr a pifimym dosazenim vidime

3
1,4 4

V = §7r7“ g?" = §7TT
4 5 5
S =mr-r=—nr’
3
Derivovanim dostavame
w1,
dr 3
a
ds _ 10
a3

Tyto derivace vyjadiuji zménu objemu a povrchu plasté kuzele, pokud se kuzel zvétsi tak, Ze polomér
podstavy vzroste o jednotku.

7 rovnice pro objem dostavame

9\ 1/3 1
— (= /3
T (47r> 14

2/3 1/3
) 5 9 3
S=ar?="n(-— V2/3 — 5pl/3 V2/3
37 T 37 <47r) ™\ 16

a po dosazeni

14.6 Chemicka smés

Chemikalii rozpoustime v nadrzi tak, Ze do nadrze pumpujeme vodu a smés od¢erpavame. Objem smési roste
podle vztahu 20 + 2t. Mnozstvi chemikélie y kles& rychlosti, kterd je imérna y a nepfimo tmérna objemu
roztoku v nadrzi. Vyjadrete proces kvantitativné pomoci derivaci.
ReZeni:

dy 1

at - Yoot
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14.7 Vysila¢ Kojal

Moravsky vysila¢ Kojél nedaleko Vyskova je tfeti nejvyssi stavbou v CR a m4 priblizné tvar hranolu o vysce
340 metri. (Jeho dvojce, vysila¢ KraSov je jesté o dva metry vyssi a od roku 2018 tvofi i hlavni soucast
nejvétsich slune¢nich hodin na svété. Nejvyssi stavbou v CR je vysila¢ Liblice B s 355 metry.)

Odhadnéte hmotnost vzduchového sloupce, ktery by zaujimal misto vysilace. Pro tyto potfeby budeme
vysila¢ uvazovat jako hranol. Pidorys odhadneme jako rovnostranny trojthelnik o strané tii metry, coz je
pomérné realisticky model (http://www.dxradio.cz/jidxc/kojal.htm). Hustota vzduchu se méni s vyskou

h (v metrech) podle vzorce
p(h) = poePos/Po,

kde po = 1.225 kg m ™2 je hustota vzduchu u zemé&, py = 101325 Pa normalni tlak vzduchu a g = 9.81 kgms™
je tthové zrychleni (podle Wikipedie). Porovnejte vysledek s vysledkem, ktery byste dostali, kdybyste igno-
rovali zménu hustoty s vyskou a pouzili pro hustotu konstantu pg.

2

Reseni: Hmotnost m je dana vztahem m = pV, kde p je hustota a V = Sh objem hranolu o podstavé S a
vysce h. Odsud
m = Shp.

Protoze p se méni s vyskou, musime uvazovat jednotlivé vrstvy o vySce Ah samostatné, tj.
Am = SpAh

a posecitat integralem od zemé po vysku vysilace H = 340.

H

— [ Spee= " an

1 3
Protoze podstava je rovnostranny trojuhelnik, plati S = 3 Sin(GOO)a2 = G2T’ kde a = 3m je délka strany.

Pro zadané hodnoty vychézi
m = 1590.85 kg

Pokud by se hustota neménila s vyskou a pouzili bychom hustotu u zemé, méli bychom

m = SHpg = 1623.14 kg.

Pro zajimavost, pokud bychom pro vypocet pouzili bychom hustotu uprostied, méli bychom
_pro9H
m = SHpge 2P0 = 1590.75 kg
a pokud bychom pouzili pramér hustoty vzduchu u zemé a na vrcholku, dostali bychom

1 _pogH
m = SH (po + poe” %6 ) — 1591.07 k.

Pokud by zavislost hustoty na vysce byla linearni, musely by dva posledni vypoc¢ty vychazet stejné, coz neni
nas pripad.
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14.8 Hmotnost dfeva s proménnou vlhkosti.

Soucésti mola je dfevény svisly metrovy tram konstantniho priarezu. Blizkost hladiny, vlhkost, obcasné
za$plouchani nebo zaneseni kapek vody vétrem, vynoreni pii odlivu a dalsi efekty zpusobily, Ze smérem doli
roste vlhkost a tedy i hustota dieva. Pfedpokladejme, Ze hustota v bodé h (méFeno shora dolit) je dana funkei

p(h) = pol1 + kh),

kde po je hustota dfeva nahofe (nejdal od hladiny, kde je tram nejsussi) a k je konstanta imérnosti souvisejici
s hustotou vody a s tim, jak smérem dold narista vlhkost. Potfebujeme odhadnout hmotnost tramu bez
zésahu do mola, tj. nemtzeme vazit na vahach. Uréete hmotnost tramu vypocétem.

Napiste jenom piislusny integril a okomentujte, jakou metodou bychom ho pocitali. Vlastni vypocet provadét nemusite. VSim-
néte si, Ze tloha je v podstaté stejné jako tloha o vysila¢i Kojal z minulého cviceni, ale vzhledem k jinému tvaru funkce popisujici
hustotu tentokrat integrujeme linearni funkci. Pro vypocet integralu linearni funkce je mozné vyuzit stfedni hodnotu, ktera je
primérem funkéni hodnoty na zac¢atku a na konci oboru integrace (viz pfednaska).

14.9 Mrkev a vitamin A
Mrkev ma tvar rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivky
flz)=V1d—x
okolo osy z na intervalu [0,12], kde z je v centimetrech. Koncentrace vitaminu A se méni podle vztahu

1 —x/12 -3
c(r) = —e mgem™°.
(@) =15 g
Jaky je objem mrkve, obsah vitaminu A a priamérna koncentrace vitaminu A v mrkvi?
Napiste jenom potiebné integraly a vztahy, integraly nepocitejte.

(Volné pieformulovdno podle University of British Columbia, Sessional Examinations April 2009.)

Regeni: Pro konstantni f by mrkev byla ve tvaru vélce o poloméru f a objem by byl V = 7f2h, kde h je
vyska valce (délka mrkve). Pokud se f méni s z, musime misto soucinu uvaZzovat integral a dostavame

12 12
V:/ 7rf2(x)dx:7r/ 14 — z dz.
0 0

Pokud by koncentrace byla konstantni, staéi pro vypocet mnoZstvi vitaminu A vynésobit objem koncentraci.
Protoze se koncentrace méni, musime ji do sou¢inu zapocitat jeSté pfed integraci, tj.

12

12
1 .
m= / me(x) f2(z)de = 71— (14 — z)e~ /12 d.
0 12 Jo

Primérna koncentrace je hmotnost délené objemem a stac¢i tedy vypoctené hodnoty vydélit.
14.10 Pesticidy a jatra bylozravcia

Pfiblizna hodnota C' koncentrace jistého pesticidu v jatrech byloZravei (méfena v mikrogramech pesticidu
na gram jater) v ¢ase T' po zaneseni tohoto pesticidu do Zivotniho prostiedi je dana vztahem

C=e 0% / " 032000 .
0

Vypoctéte hodnotu C jako funkci T a ukazte, ze maximalni hodnota C' je pfiblizné po dvou letech.
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(Podle J. Berry, A. Norcliffe, S. Humble: Introductory mathematics through science applications.)

Reseni: -
C — ¢0-25T { 8'2260.6415] L 1670.25T . 1€*0~89T
: 0
Odsud
dCc 1

1
— 2(_0.95)e"925T _ 2 (_q —0.89T
T 2( 0.25)e 2( 0.89)e
a maximum je pokud je derivace nulova, tj. pokud

1 1
5(—&2@6_0%T——5(—&8%6_0”T::&

Odsud dale dostavame

0647 0.89
0.25
a pomoci inverzni funkce

89
AT =1n —
0.6 n o5

: 1 89

= —1In— =~ 1.98.
064 25

14.11 Rist bunky

Buiika ve tvaru koule o poloméru r ziskava ziviny rychlosti tmérnou povrchu a spotiebovava ziviny rychlosti
amérnou objemu. Ziskavani Zivin a spotfeba Zivin jsou tedy tmérné po fadé r2 a r3. Pfedpokladejme, 7e
rychlost, s jakou roste objem s ¢asem, je imérné rozdilu mezi pfijmem a vydejem. Sestavte diferencialni
rovnici pro polomér buiiky, najdéte jeji konstantni feSeni a posudte jeho stabilitu.

Podobnou tvahu lze provést i pro jiné Zivé organismy a odsud plynou omezeni dand efektivitou stavby téla.
Napriklad butiky vétsi neZ 1mm se nevyskytuji piilis casto. Volné podle L. Edelstein-Keshet: Differential
Calculus for the Life Sciences.

Reseni:

Budeme pouzivat kladné konstanty tmérnosti a soucin nékolika konstant budeme vzdy pieznacovat jako
novou konstantu, aby vysledné rovnice byla co nejjednodussi.

Podle zadani a se zohlednénim tvaru koule (objem tmérny t¥eti mocniné poloméru a povrch tmérny druhé
mocning poloméru) plati

piijem = k1S = ar?,
vydej = ko V = Br3,
rychlost riistu objemu = k3(pifjem — vydej) = ks(ar® — gr3) = r*(A — Br),
kde A = ksa, B = k33, o = 47kq, ... jsou konstanty.

Podle zadani plati

av
= =12(A-Br).
- r)

4 dVv d
Pro objem V = §7TT3 plati FT 47rr2d—: a po dosazeni do piedchozi rovnice

47rr2% =7r%(A — Br).
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dr

Po vydéleni rovnice vyrazem r2, osamostatnéni vyrazu a a pfeznaceni konstant dostaneme

— = Ay — Byr-.
at 0 or

A
Tato rovnice mé jediné konstantni feSeni pro r = EO' Protoze plati
0

d

d’I”(AO — B()T) =-—By < 0,

je toto feSeni stabilni. Pokud buiika pfesahne tuto hodnotu, je vydej vétsi nez piijem a buiika neudrzi
vyrovnanou bilanci.

14.12 Konstitutivni vztahy pii konstantnich parametrech

Roura je dlouhd L = 5m, ma primér d = 0.8 m a je zanesena piskem. Koeficient filtrace z Darcyho zakona

dh
= —Ki
q ds

dh
mé hodnotu K = 3m/den, kde ¢ je tok na metr ¢tvere¢ni a — hydraulicky gradient (rozdil vySek pfi

atmosférickém tlaku, nebo odpovidajici rozdil tlaki, vztaZzeny na jednotku vodorovné délky). Jedna strana
roury je o h = 1.6 m vySe nez druh4 a roura je na obou koncich zaplavena vodou po horni okraj. Vypoc¢téte tok
vody rourou. Zkraceni vodorovné vzdélenosti konct pfi Sikmém poloZeni roury neuvazujte. (Podle Charles
Fitts, Groundwater Science.)

V tomto prikladé prepocitavime na zdkladé materidlovijch vlastnosti rozdil vysek na tok vody. Snadnost pri-
kladu tkvi v tom, Ze podél celé roury predpoklddame konstantni fyzikdlni charakteristiky a proto naptiklad
hydraulicky gradient poc¢itdme z celé délky roury. V obecném piipadé musime mit informaci ne o primérnyjch
zméndch hydraulické vysky, ale o zméndch okamZityjch. Proto je podil nutno nahradit derivact (v jednorozmér-
ném piipadé) nebo gradientem (ve vicerozmérném pripade). Stejné se pracuje s Fickovym zdkonem pro pohyb
vody ve difevé, roli pisku hraje dievo a roli rozdilu vySek hraje rozdil koncentraci. Analogickyj je i Fourieriv
zdkon, ale misto vody tece teplo a namisto rozdilu vijsek pracujeme s rozdilem teplot.

_ d\?
Reseni: Tok (@) uréime vynasobenim toku jednotkovou plochou (¢) s obsahem prifezu roury (S = 7 () ).

2
dh
Hydraulicky gradient uréime z rozdilu vysSek a vodorovné vzdalenosti, tj. — = I Odsud pro velikost toku

ds

dostavame

2
Q=7 <c21) K % = 0.48 m®/den.

14.13 Divergence v 1D a sniZeni prutoku pti kapkové zavlaze

Pr1i kapkové zavlaze uvazujme trubici, kterd ma podél své délky otvory a témito otvory unika voda k rostlinam.
Vime Ze na tseku 15 metrt se snizi prutok z 20 litrtt za minutu na 19 litrd za minutu. Pfedpokladejme,
ze otvory pro zavlazovani jsou rovnomeérné rozlozeny podél celé délky. Jaka je linedrni hustota zdroju podél
trubice? Predpokladejte rovnomérné rozlozeni zdroju.

Tento priklad ukazuje na velmi jednoduchém priklade, Ze zmeéna v toku souvisi se zdroji. Pokles toku signa-
lizuge, Ze voda nékam mizi, coZ je v tomto pFipadé Zdidouct jev. Ztrdta na pritoku je vlastné zdporné vzatd
divergence. V odvozeni rovnice kontinuity postupujeme stejné jako v tomto pFipadé, jenom uvaZujeme pro-
ménné parametry (derivace misto podiu), trojrozmérny prostor (tii sméry misto jednoho) a moZnost, Ze
zmeéna toku miiZe kromé zdroji a spotiebici byt zpisobena i akumulact.
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ReSeni: Na tseku 15m se “ztrati” litr vody za minutu a tento litr se spot¥ebuje ve spotfebidi, tj. ve zdroji

se zapornou vydatnosti. Vydatnost zdroju je

11/min
15m

g =

14.14 Rovnice podzemni vody

Stavovou veli¢inou pro popis podzemni vody
je piezometrickd hladina h méfend v metrech
(hrub4 pfedstava muze byt hladina spodni vody
nebo, v pripadé Ze je shora ohraniCeni nepro-
pustnou vrstvou, tak hladina, kam by vystou-
pila voda ve vrtu). Prostor, kde voda tece, se
nazyva zvodeti (aquifer). Tok podzemni vody
ve dvoudimenzionalni horizontalni zvodni, kdy
zanedbavame vertikalni tok, popisuje pritok na
jednotku $iky ¢, ktery ma smér toku a veli-
kost vyjadfuje v metrech krychlovych na metr
za, den, kolik vody protece za jednotku Casu
jednotkovou délkou kolmo na smér toku.

Zdroj obrazka: Jacob  Bear,
https://www.interpore.org/

= —0.0671m ™' min~!.

Rez zvodni s napjatou hladinou (vyska zavodnéné ¢asti

je dana vzdalenosti mezi nepropustnymi vrstvami).
Well

-~ Around surface

A
Piezometric
-~ surface

: I
g dauter s +
p— . 2
Datum Level

Rez zvodni s volnou hladinou (vyska zavodnéné ¢asti
je rovna rozdilu mezi piezometrickou vyskou a dolni
nepropustnou vrstvou).

Ground suriace

{Phreatic surface)

LTI AT i /S

Zapiste pomoci vhodnych veli¢in, operatorti a rovnic nasledujici vztahy, zakony nebo pozorovani, odpovézte

na otazky a splitte tkoly.

A) Darcyho zdkon vyjddieny pro celou zvoderi (od povrchu k nepropustnému podlozi): Prutok na jednotku
§itky, ¢, ma v izotropnim prostfedi smér maximalniho poklesu piezometrické hladiny a co do velikosti

je umérny tomuto poklesu. Koeficient amérnosti
oznacuje se T'.

ruzné vlastnosti?

Casto pracujeme s veli¢inou filtracns rychlost Uy,

se nazyva koeficient prito¢nosti nebo transmisivita a

Jak zpravidla modifikujeme pfedchozi odpovéd, pokud zvoden neni izotropni a ma v riznych smérech

ktera udéava, jaky objem prote¢e jednotkovou plochou

kolmo na smér proudéni za jednotku cCasu. Jaky bude vztah mezi ¥y a ¢7 Uvazujte pouze specialni
ptipad, kdy je ¥y konstantni v celé tloustce zvodnélé vrstvy b. (Tloustka zvodnélé vrstvy b je u proudéni
s volnou hladinou rovna vzdélenosti piezometrické hladiny od dolni nepropustné vrstvy a u proudéni
mezi nepropustnymi vrstvami rovna vzdalenosti té&chto vrstev.)

Zdkon zachovdng pro vodu: MnoZstvi vody v daném misté (v metrech krychlovych vody na metr ¢tvere¢ni

povrchu zvodné) oznaéte v. Rychlost s jakou se kumuluje voda v daném misté v kubickych metrech (vody)
na ¢tvereéni metr (povrchu zvodnég) za den, tj. derivace v podle ¢asu, je souttem

e vydatnosti zdroji v tomto misté (o, v kubickych metrech vody na metr &tvere¢ni povrchu zvodné
za den, miZe se jednat napiiklad o zasakovani srazek) a

e rychlosti, s jakou v daném misté klesa tok ¢.
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F)

Vyjadiete tento zdkon kvantitativné pomoci vhodné rovnice.

Objem vody v podzemi souvisi s hladinou podzemni vody. Zdsobnost Ss udava, jaky objem vody se uvolni
na metru ¢tvereénim povrchu zvodné, pokud se piezometrickd hladina v tomto misté snizi o jednotku.
U zvodné s volnou hladinou je tato veli¢ina dana zejména poérovitosti pidy nebo horniny, u zvodné s
napjatou hladinou souvisi se stlacitelnosti a proto je v tomto pfipadé zasobnost velmi mala. Jaka je
jednotka takto definované zasobnosti a jak souvisi rychlost s jakou roste objem vody v daném misté
zvodné s rychlosti, s jakou roste piezometrickd hladina v tomto misté?

Ptedchozi odpovédi spojte do rovnice podzemni vody v anizotropnim prostiedi.

Podle Jacob Bear, Modeling Groundwater Flow and Pollution a Charles Fitts, Groundwater Science.

Reseni:

A)

@ = —TVh kde T je koeficient pritoc¢nosti a —Vh je vektor mifici ve sméru nejrychlejstho poklesu
piezometrické hladiny h a vyjadiujici rychlost tohoto poklesu.

T je 2 x 2 matice

q = bvy

Ov

— =0 —divg

ot 1

Zasobnost je vlastné zména objemu (vody) na jednotkovou plochu (zvodné) vyvolana jednotkovou zménou

délky (zména piezometrické hladiny), tj. derivace v podle h a jednotkové vychazi bez rozméru. Plati tedy

dv
an =

kde v je objem vody na metr ¢tvereéni povrchu zvodné v daném misté. Po vynasobeni rychlosti s jakou
se méni piezometricka vyska dostavame

dvdh  _ dh
dhdt — "Cdt
a po vyuZiti derivace slozené funkce
dv dh
dat — Ttat’

Toto se déje v libovolném misté zvodné. Protoze v a h jsou i funkcemi proménnych = a y a protoze
soufadnice x a y jsou nezéavislé na ¢ase, staci pro korektni zapis pouzit parciadlni derivace namisto obycejné
derivace, tj.

o _ g o
ot ot
oh .
Ssa =0 —div(-TVh)
t.
oh .
S‘ga =0 +div(TVh)
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14.15 Rovinné proudéni podzemni vody podruhé

Prozkouméame podruhé rovinné proudéni, kterému jsme se vénovali v prikladé 14.1.

A) Rovnici podzemni vody ve 2D rozepiste do slozek. Uvazujte pro jednoduchost izotropni prostiedi (transmi-
sivita je skalarni veli¢ina, tj. ne matice a voda tece ve sméru spadu piezometrické hladiny).

B) Napiste rovnici z pfedchoziho bodu pro staciondrni piipad bez zdroji a pro piipad, Ze funkce h nezavisi na
y. Uvazujte homogenni prostfedi a zvoden s volnou hladinou a vodorovnou dolni nepropustnou vrstvou,
kde volime nulovou hladinu A (tj. transmisivita je tvaru

T = kh,
kde k je realné ¢islo, ne funkce proménnych z a y)

C) Ukazeme, Ze rovnice se da vyFesit i bez znalosti feSeni diferencialnich rovnic. Upravte vztah z pfedchoziho
bodu pouzitim zfejmé identity (h2)’ = 2hh’ pro h jako funkci proménné z, kde ¢arka znaci derivaci podle
z. Vysledkem bude podminka, kterou musi spliiovat funkce k2 a odsud jiz najdete hledanou k¥ivku sniZeni
piezometrické hladiny. (Pokud je h z&vislé jenom na z, plocha ohrani¢ujici zvodnélou vrstvu se z boéniho
pohledu promitne do kiivky.)

ReZeni:
A)
oh 0 oh 0 oh
Ss—— = — (T — — | T—
ot U+8w ( 8:v> +3y ( 8y)
B) Protoze mame uvazovat stacionarni piipad, funkce h nezavisi na t. Podle pfedpokladu h nema zaviset

ani na y. Proto plati h = h(x), tj. derivace h podle t a podle y jsou nulové. ProtoZe nemame uvazovat
zdroje, je o také nulové. Protoze mame uvazovat homogenni pfipad a T = kh, mizeme konstantu k a

dat pred derivaci. Rovnice méa tvar
0 oh
0=k— (h=—
Oz ( 833)

0= k(hh').

v

C) Dostavame hh' = ~(h?)’ a po dosazeni

1
2

o_k<;m%><

Po vydéleni rovnice konstantou k£ a vynésobeni faktorem 2 dostaneme
0= (h?)".

Druhé derivace funkce h? tedy musi byt nula. Proto je h? nutné linearni funkci proménné z, tj. existuji
konstanty C7 a Cs tak, Ze plati
h? = Cix + Cs.

Kfivka odpovidé vysledku prikladu 14.1, kde je

h? = qu ~+ const.
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14.16 O Otesankovi.

Otesanek se vykrmil do tvaru koule o priméru 2,4m a dale basti. Jeho objem roste konstantni rychlosti
0,002m? /hod. Jak tato tloha souvisi s derivacemi a jak rychle roste primér koule (Otesanka)?

1
V = Eﬂ'd?’

14.17 Dlouhy a Bystrozraky.

Dlouhy ma na ramenou Bystrozrakého ve vysce 4 metry. Bystrozraky hled4 princeznu a vzdélenost, na kterou
vidi, je ddna vzorcem pro vzdalenost k horizontu, tj.

H = kVh,

kde H je vzdalenost k horizontu v kilometrech, h je vySka pozorovatele nad povrchem v metrech a k je
konstanta. Dlouhy roste rychlosti 0,1 ms~!. Jak tato tloha souvisi s derivacemi a jak rychle roste vzdalenost
na kterou Bystrozraky vidi?

14.18 Nabytek bez atestu

Formaldehyd se z dfevéného vyrobku v malé nevétrané mistnosti uvoliiuje jenom do dosaZeni uréité rov-
novazné koncentrace. Rychlost, s jakou pfibyva mnozstvi formaldehydu ve vzduchu v mistnosti, je Gmérna
mnozstvi, ktera do této rovnovazné koncentrace chybi. Zapiste tento proces pomoci vhodného matematického
modelu (diferencialni rovnice).

14.19 Kontaminovany salat
Bakterie na kontaminovaném salédtu se mnozi rychlosti
2e%1% milionti bakterii/den,

kde t je ¢as ve dnech. Pokud je to mozné, urcete, o kolik se zméni mnozstvi bakterif za ¢tyfi dny. Pokud neni
dost informaci, vysvétlete, jaké dalsi informace potiebujeme.

14.20 NAadrz na zavlaZovani
N&adrz ma tvar vélce a je do poloviny naplnéna vodou. Mame tfi razné tlohy.
(A) Do nadrze tece voda konstantni rychlosti. Rychlost, s jakou roste hladina, je konstantni.

(B) Dirou ve dné vytéka voda. Rychlost, s jakou klesa hladina, je imérna odmocning z vysky hladiny.

(C) Z nadrze vytéka dirou ve dné voda (tj. stejna situace jako v pfedchozim modelu) a navic konstantni
rychlosti odebirame vodu na zavlazovani.

Kazdy déj zapiste pomoci vhodného matematického modelu. Zajimé nas hloubka vody v nadrzi. Vyska
nadrze nas nelimituje (nadrz v tloze A nepfetece).

14.21 VI¢i mak

VI1¢i mak je oblibeny letni plevel s obrovskou nadprodukei semen. Predpokladejme, Ze rychlost s jakou roste
populace vI¢iho méaku je tmérna velikosti populace. Vyjadiete tento rist pomoci vhodné diferencialni rovnice.
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14.22 OsSoupané medaile

Dana Zatopkova vozila svoji zlatou medaili po besidkach a nechavala ji zde kolovat mezi divaky. Tim se
medaile otirala a ztracela hmotnost. Pokusime se popsat tento déj. Predpoklddejme, Ze s odstupem od

olympiady intenzita besidek sldbne a rychlost otirani se snizuje. Jaky bude ibytek zlata na medaili za prvni

d 1
rok, pokud predpokladame, Ze rychlost s jakou se méni hmotnost m medaile je d—T;L = T mikrogramu
za tyden?

14.23 Bryle

1. Necht ¢ = f(a) je funkce, ktera udava jak zavisi pocet dioptrii ¢ pro korekei kratkozrakosti na vzda-

d
lenosti a (v metrech), na kterou jesté oko vidi ostfe. V jakych jednotkiach bude vyjadiena derivace dicp
a

a jakd bude slovni interpretace této derivace?

1
2. Funkce z ptfedchoziho bodu je ¢ = ——. Necht ¢ = 10m a necht se a zkracuje rychlosti 0.1 metru za

a
rok. Napiste, jak souvisi rychlost s jakou se méni a s rychlosti, s jakou se méni ¢ a pro dany piipad
urcete, jak rychle se méni pocet dioptrii nutnych pro korekci této vady?

14.24 Rychlost zvuku ve dievé

E
Rychlost zvuku v pevné latce je dana vzorcem ¢ = 4/ — kde c je rychlost zvuku v metrech za sekundu, FE
0
Yougtv modul pruznosti v pascalech a ¢ hustota v kilogramech na metr krychlovy. U dfeva predpokladejme,
dc
ze v zavislosti na vlhkosti se ¢ miize ménit a E je konstantni. Urcete derivaci 1 Pokud napftiklad pro bfizu
o

p = 640kgm ™3 je tato derivace ¢iselné rovna hodnoté —3.3, doplitte jednotku a napiste slovni interpretaci
této derivace.

14.25 Raist ryb

Na rozdil od jinych Zivoc¢ichi jsou malé ryby jsou pfiblizné zmengeniny velkych ryb a proto je u nich hmotnost
priblizné ameérné tieti mocniné délky. Najdéte souvislost mezi rychlosti s jakou roste hmotnost kapra a
rychlosti, s jakou roste délka kapra.

14.26 Termohrnek z rozemleté televize

Termohrnek bez atestu, vyrobeny z rozemletého plastu ze staré elektroniky, uvoliiuje do napoje zdravotné
zévadné materialy. Napiiklad zpomalovace hoteni, BFR. Pfedpokladejme, Ze tempo se kterym se BFR vy-
lu¢uje do napoje se snizuje s rostouci kontaminaci napoje a s klesajici teplotou napoje, tj. kleséd v cCase.
Vhodnym modelem miuze byt napiiklad

r(t) = (10 — 2t) pug/hod,

kde r(t) je rychlost vyluovani BFR do napoje v Case t v mikrogramech za hodinu a t je ¢as v hodinach.
Vypoctéte, jaké mnozstvi BFR se do nadpoje uvolni za prvni hodinu a porovnejte s hodnotou, které se uvolni
za druhou hodinu.

14.27 Padani sndhu s proménnou intenzitou
O pilnoci zacal padat snih rychlosti 6 centimetri za hodinu. Intenzita slabla a v poledne prestalo snézit.

V tomto obdobi je mozné modelovat rychlost padani snéhu funkei r(¢), ktera splituje r(0) = 6 a r(12) = 0,
kde t je pocet hodin od pilnoci v hodinach a r je rychlost v centimetrech za hodinu. Kolik snéhu napadalo?
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ZapiSte obecné a poté pro nejjednodussi funkci, ktera splituje uvedené pozadavky, pro funkci
1
t)=6— =t.
") =6-5
(Slunce nesvitilo a bylo pofad pod nulou.)

14.28 Vyzarovani tepla

1. Vyzafovani ve wattech na metr ¢tvereéni je dano Stefanovym-Bolzmanovym zakonem

Q=oT",
kde T je teplota (v Kelvinech), o konstanta a @) vyzafFeny vykon ve wattech na metr ¢tverecni. Vypoctéte
derivaci
d@
dT’

2. Derivace z pfedchoziho bodu pro T' = 300K je ¢iselné rovna 6.12. Dopliite jednotku a napiste slovni
interpretaci této derivace.

Poznamka: Termodynamicka teplota v Kelvinech je teplota ve stupnich Celsia zmensené o hodnotu 273.15.
14.29 Odvozeni rovnice vedeni tepla v 1D

Pokracujeme v tloze s vedenim tepla v 1D. S vyuzitim vysledku této tlohy zapiSte kvantitativné néasledujici
zékony.

a) Tok tepla (smérem doprava) je amérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem doprava).

b) Rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je timérna rychlosti, s jakou roste
teplota v daném bodé, jako funkce Casu, tj. teplo které “ztratime” na toku tepla se projevi odpovidajicim
zvySenim teploty.

Poté oba zékony spojte do jednoho vztahu a odvodite rovnici vedeni tepla v 1D. UkaZte, ze pokud bude ty¢
homogenni, po nastolen{ rovnovahy bude teplota linearni funkci polohy.

Reseni:

a) To, Ze tok tepla (smérem doprava) je mérny rychlosti, s jakou klesa teplota (smérem doprava) vyjadiime
rovnici

or
= —k —_—
q 1 O

oT
kde k1 je konstanta timérnosti a o udava, jak klesa teplota smérem doprava.
x
b) To, ze rychlost, s jakou v daném bodé ubyva tok tepla jako funkce polohy je timérna rychlosti, s jakou

roste teplota v daném bodé, jako funkce ¢asu, tj. teplo které “ztratime” na toku tepla se projevi zvySenim
teploty, vyjadiime rovnici

oT
kde ko je konstanta timeérnosti a — udava, jak roste teplota jako funkce casu.

ot

65



Spojenim dostaneme

0 or or
(122) -0,

a po upravé

éastéji se tato rovnice piSe ve tvaru
OT _ 0 () 0T
P = 0z \ M ox )

protoze konstantu ks muZeme vyjadiit pomoci fyzikalnich charakteristik hustota p a mérna tepelna kapacita
c.

V rovnovazném stavu je derivace podle ¢asu nulova a dostavame

0 oT
— k=) =0
Ox ( ! 81’)

a pro homogenni ty¢ je k; konstanta a proto

0 (0T
bge (5r) =0

Druh& derivace podle z je tedy nulova, coz znamené, ze T je vzhledem k x linedrni.
14.30 Kapka vody I

Predpokladejme, Ze kapka vody ma kulovity tvar a pii desti roste tak, Ze objem jako funkce ¢asu se zvétsuje
rychlosti imérnou povrchu. (Kondenzace vodnich par probiha na povrchu a vysledek této kondenzace, voda,
zvétSuje objem.) PrepiSte tento scénaf do matematického modelu a vSechny zévislé proménné vyjadrete
pomoci objemu.

Klasicky pripad, kdy v zaddni figuruje rychlost s jakou se méng objem, tj. derivace objemu, a tento vztah
zformulujeme matematicky. ProtoZe tato formulace obsahuje povrch koule, je nutné tento pouvrch pFepocitat
na objem.

- dVv
Reseni: Je-li V objem a S povrch koule, je T rychlost s jakou roste objem koule a pfepisem zadani do

kvantitativnich vztahi dostavame
v 5 S
dr — N1,
kde k je konstanta tmérnosti. Protoze diky podobnosti pro kouli plati S = ko V2/3 kde ko je vhodna konstanta,

dostavame

v 2/3
T = k1k V2.

Spojenim obou konstant do jediné k = ki ks obdrzime vysledny model

av
— = kV?/3,
dt

14.31 Kapka vody II
Predpokladejme jako v predchozim prikladé, ze kapka vody ma kulovity tvar a pfi desti roste tak, Zze objem

jako funkce ¢asu se zvétsuje rychlosti tmérnou povrchu. Ukazte, Ze polomér jako funkce ¢asu roste konstantni
rychlosti.
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Klasicky pFipad, kdy v zaddni figuruje rychlost s jakou se meéni objem, tj. derivace objemu, ale protoZe nds
zagimad jind velicina, musime jeSté najit vztah mezi rychlosti, s jakou roste objem, a rychlosti, s jakou roste
polomeér.

- 4
Reseni: Je-li V = 5777'3 objem kulovité kapky, plati (derivovanim)

L

dt dt

a (pfepisem zadani do fedi derivaci a s vyuZzitim vzorce pro povrch koule)

d
% =k 4712,
kde k je konstanta amérnosti. Odsud
d
47r7"2l =k 4mr?
dt
¢ d
r
— =k.
dt

Napravo je konstanta, polomér tedy roste konstantni rychlosti.
14.32 Vypocet 7

Pro n # —1 vypoctéte integraly
1 1
1
/ z™dx a / —— daz.
0 0 1 +x

Poznamka: Vzorec pro soucet geometrické fady s kvocientem —a2 je

1

Tyl

po integrovani (a po zapojeni teorie nekoneénych fad, ktera ospravedlni integrovani ¢len po ¢lenu a to, Ze
v horni mezi je x = 1, pfestoZe fada pro x = 1 nekonverguje) dava

1y 1 1 1 1
/ de:/ 1dx—/x2dx+/ x4dm—/x6dx+~-.
o 1+z 0 0 0 0

Po zintegrovani vlevo dostaneme veli¢inu obsahujici 7w a vpravo soucet racionélnich &isel. Tim je mozné
odhadnout hodnotu 7. Tato technika, pouzivana v jistych obménach v 17. a 18. stoleti, je mnohem efektivnéjsi
pro vypocet 7, nez starsi metoda pravidelnych mnohothelnikt vepsanych do kruznice. Dnes mame k dispozici

fady, které k hodnoté 7 konverguji mnohem rychleji.

ReSeni:
Plati
L 1 1 ™
/O P dx = [arctg x], = arctg 1 — arctg0 = 1
a ) )
1 1
/ 2" dx = "t = .
0 n+1 0 n+1
Proto integrovanim vztahu
1 2 4 6
1+x2:17x +at -+
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dostaneme

T 1.1 1
PR T
a vyjadfeni m pomoci fady je
W:4_é+é_é+...
3 5 7

Cim vice ¢lent zapocitame, tim je aproximace Cisla m presnéjsi.
14.33 Tlak v pneumatice

Tlakem v pneumatice rozumime ve skuteCnosti pretlak viac¢i atmosférickému tlaku. Poskozena pneumatika
ztraci vzduch tak, ze mnozstvi vzduchu v pneumatice klesa rychlosti, ktera je imérna tomuto tlaku. Tlak
v pneumatice a mnozstvi vzduchu v pneumatice jsou také navzajem tmérné. NapisSte matematicky model
popisujici pokles tlaku v Case.

Reseni:

Je-li m hmotnost vzduchu v pneumatice a p tlak, z Gmérnosti mezi ob&ma veli¢inami plyne

dm _ . @
. tdt”
Podle zadani plati
dm _
a 2P-
Odsud d
p
= _
dt P,

kde k je konstanta, ktera vznikne slou¢enim konstant ki a ko.

14.34 Kvadraticky moment kruhu

14.35 Stacionarni vedeni tepla ve valcovém prostredi

14.36 Chemicka reakce

P1i chemické reakci se spotfebovava enzym tak, Ze spolu za pritomnosti katalyzatoru reaguji dvé molekuly
tohoto enzymu. V dusledku toho rychlost s jakou se snizuje mnozstvi enzymu je tmérné druhé mocniné
koncentrace a tedy i druhé mocniné mnozstvi tohoto enyzmu. Napiste diferencidlni rovnici popisujici tento
déj.

14.37 Omndatra

V roce 1905 vysadil na svém panstvi hrabé Colloredo-Mansfeld nékolik para ondatry, které dovezl z Ameriky.
Ondatra se diky absenci pfirozenych nepratel rychle rozsitila po celé Evropé. Predpokladejme, Ze oblast
zasaZend rozsifenim ondatry ma tvar kruhu o poloméru 230 km a tento polomér roste rychlosti 30 km/rok.
Jak rychle roste plocha kruhu? Jak rychle roste obvod kruhu?

14.38 Akumulator

Teplota studeného akumulatoru preneseného do mistnosti o pokojové teploté roste rychlosti
1 —t o
5¢ C/hod

kde t je ¢as v hodinach. Najdéte zménu teploty akumulatoru za prvnich pét hodin.
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14.39 Kmen stromu

Kmen miZzeme v uréitych ¢astech stromu primitiviné modelovat valcem. Uvazujme délkovy metr kmene, tj.
valec o vySce 1m a poloméru r. Hmotnost valce je

m=Vp=mpr

kde p = 700kg/ m? je hustota dieva. Polomér kmene roste rychlosti 0,01 m /rok. Najdéte vztah mezi rychlosti
rastu polomeéru valce a rychlosti ristu hmotnosti valce. Urcete rychlost s jakou roste hmotnost v okamziku,
kdy polomér kmene je r = 0,20 m.
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