7 Diferencialni rovnice



7.1 Reseni ODE a IVP
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Uméni nagit 7eSent diferencidlni rovnice je sympatické, neni to vsak nic proti umént
sestavit model (naucili jsme se jiZ ve druhém tydnu, pFipomeneme si v ndsledujicim mo-
delu), umeéni posoudit jednoznacénost Fesent (vétsina modeli se Fesi numericky a musime
byt presvédcéeni o smysluplnosti takové cinnosti) a stabilitu Teseni (FeSent, kterd nejsou
stabilni, jsou sice v souladu s pFirodnimi zdikony, ale pravdépodobnost jejich spontdn-
niho vyskytu je nulovd). Jednoznacnost a zjednoduSenou verzi stability Teseni (stabilita
konstantnich teseni) jsme vidéli na predndSce a pripomeneme v dalsich pFikladech.



dy
1) == =2 -9?
1) 3,
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
y* =0,
tj. je jediné konstantni feSeni
y = 0.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

vy 2dy = zda
a integrovanim
—i = %x2 +C.
(2) dy =t-eY



e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
eV =0.

Protoze tato rovnice nema reSeni, zadana diferencialni rovnice nemé konstantni
feSeni.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
e Ydy = tdt
a integrovanim

1
—e V=t +C.
e 5 +

®) L=vvi

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice

vy =0,

tj. jediné FeSeni



e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci
1
—dy = xdzx
VY
a integrovanim

2y = :E +C.

(W) =25 0=

e Konstantni feSeni
y=0
(viz predchozi priklad) nespliuje pocateéni podminku a proto jej nemusime
uvazovat
e Obecné feseni
2y = :v +C

dava po dosazeni x = 0 a y = 1 rovnici

2V/1=0+C.



Odsud dostavame C' = 2 a FeSeni zadané pocatecni ulohy je
L o

d
(5) 3 =k-1% 7(0) =70 >0

e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice

tj. jediné konstantni feSeni je
r=20
a toto TeSeni nespliuje pocateéni podminku.
e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

r73dr = kdt

a integrovanim

1
—57"_2 =kt + C.



Dosazenim pocateéni podminky ¢ = 0, r = rg dostavame

1
_57"62 = C

Tim je ddna konstanta C' a po pouziti této konstanty v obecném feSeni dosta-
vame TeSeni pocatecni tlohy ve tvaru

1 1
——r 2=kt — =ry
2

—=m+2, m0)=0
e Konstantni feSeni jsou TeSeni rovnice
m+4+2=0,
tj.
m=—2
a toto TesSeni nesplhuje pocateéni podminku.

e Pro nekonstantni feSeni dostaneme po separaci

1
———dm =dt
m+ 2



a integrovanim
Inm+2=t+C.

Po dosazeni pocateéni podminky ¢t = m = 0 dostavame
C=1In2
a pocatecni uloha ma reseni
In(m + 2) =t + In(2).

(Vzhledem k pocatecni podmince je m kladné a nemusime pséat absolutni hod-
notu.)

dm
(7) rr =m+2, m(0)=-2

e Konstantni feSeni jsou FeSeni rovnice
m+2=0,

tj.
m = —2.

Toto feSeni spliiuje po¢ateéni podminku.



e Prava strana ma ohranicenou (dokonce konstantni) derivaci podle m. Proto je
feSeni kazdé pocatecni dlohy urceno jednozna¢né. ReSeni z piedchoziho bodu
je jediné a dalsi nemusime hledat.



7.2 Tloustka ledu

Takzvany Stefaniiv zakon (J. Stefan, Uber die
Theorie der Eisbildung, insbesondere iiber die
Eisbildung im Polarmeere, 1891) vyjadfuje Ze
tloustka ledu na hladiné mofe roste ve stabil-
nich podminkich rychlost{ nepfimo dmérnou
této tloustce. Zapiste tento fakt pomoci vhod-
ného matematického modelu a najdéte feSeni
vzniklé diferencialni rovnice.

Zdroj: pixabay.com

ResSeni:

dh_k
dt  h
hdh = kdt
/hdh:/kdt
2
L

2



7.3 Model vypousténi nadrze

7 fyziky je znamo, ze rychlost s jakou vytéka
tekutina otvorem u dna nédoby je timérna
odmocniné vysky hladiny (protoze se méni
potencialni energie imérna vysce na kinetic-
kou energii tmérnou druhé mocniné rychlosti).
Proto je i rychlost s jakou se zmenSuje objem
vody v nadrzi imérnad odmocniné vysky hla-
diny.

Ukazte, ze matematickym popisem procesu
je diferencialni rovnice. NapiSte rovnici pro
vysku hladiny vody v nadrzi jako funkci ¢asu.
Uvazujte tii pripady: nadrz cylindrického
tvaru (valec postaveny na podstavu), nadrz
zele otoGeného vrcholem doli (trychtyt).

Zdroj: www.rodovystatek.cz

ve tvaru kvadru a nadrz ve tvaru ku-

V tomto prikladé vystupuje derivace jak rychlost, ale po prepisu zaddni do modelu mame
v rovnici dvé riuzné veliciny, které se meéeni: objem vody a vysku hladiny. Musime jesté
najit a pouZit vztah mezi rychlostmi zmén téchto velicin. Fyzikdlni zdkon je formulovdn
pro derivaci objemu a nds zajimd derivace visky.



ReSeni: Bud V objem vody a h vyska hladiny od dna. Podle zadani ve viech piipadech
plati

av
= _kh
dt 1Vh

) o dve . d
a musime derivaci o vyjadrit pomoci e

Pro cylindr, kvadr nebo jakoukoliv nadrz se svislymi sténami je objem tmérny vysce
d dh
hladiny, V' = kgh, a proto di‘t/ = kga. Odsud

tj.

k
a pro k = k—l ma model tvar
2



Pro kuzel plati V = ksh® (diky podobnosti je objem pffmo Gmérny tieti mocniné libo-

volného délkového parametru) a proto T ks X 3h25. Odsud

dh d
3kah?— _dV_ —kVh,

dt dt
tj.
dh _ _ K M p=3/2
At~ 3ks

a po preznaceni konstanty ma model pro kuzelovou nadrz tvar

dh

—kh™ 3/2
dat



7.4 Problematika jednoznac¢nosti v modelu vypousténi nadrze

Ve cviceni [7.3] jsme odvodili rovnici

dh

— = —kVh

dt
popisujici ibytek hladiny vody v nadrzi tvaru
kvéadru, ze které vypoustime vodu.

A) Zkontrolujte, Ze pro h > 0 ma kazda po-
Catec¢ni tloha jediné feSeni. Interpretujte
tento vysledek prakticky.

Zdroj: www.rodovystatek.cz

B) Pro h = 0 by feseni nemuselo byt urceno
jednoznacéné. A opravdu neni. ReSenim je naptiklad h(t) = 0 nebo

1
kK <0
h(t)=1< 4
0 t>0.
Zkontrolujte dosazenim (pozor: pro ¢ < 0 plati V2 = |t| = —t) a rozmyslete, jestli

nejednoznacnost je jenom matematicky trik, nebo jestli ma fyzikalni interpretaci.



Reseni:

A) Nabidneme dvé varianty, pro argumentaci je mozno pouZit kteroukoliv z nich.

e Podle obecné véty o jednoznacnosti: Staci ovérit, ze pravi strana ma
ohrani¢enou parcialni derivaci podle h. Protoze plati

1 k
kVh) = k=h~1? = "_

a tato derivace je definovana a ohrani¢ena v néjakém okoli libovolného bodu
spliwujictho h > 0. Podle véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni obecné dife-
rencidlni rovnice ma pocatecni tloha pravé jedno reseni.

9
oh

e Podle véty o jednoznacnosti pro rovnici se separovanymi promén-
nymi: Stadi ovéfit, ze ¢ast zavisla na h je nenulova. Toto jisté plati, protoze
pro h > 0 je Vh # 0.

Pokud je tedy v nadrzi néjakd voda, je jednoznacné dano, jak bude vytékat a je
mozné vypocitat, jaka bude v libovolném okamziku hladina.



1
B) Proh = Zk2t2 a t < 0 dostavame

dh 1 1
— = k%2t = k%
dt 4 2

1 1 1 1
— = — iy 2:— — . = —K— — = — 2
kvVh k,/4k t gkl - [t = =k k(=) = k%

a obé€ strany rovnice jsou stejné. Pro h = 0 je dosazeni trivialni.

Je-li h(tg) = 0, miZe to byt proto, ze voda v ¢ase to pravé vytekla, nebo proto, Ze

vytekla pfed hodinou nebo proto, ze v nadrzi nikdy voda nebyla. Proto je nejedno-

znacfnost prirozena. Napiiklad h(t) = 0 je FeSeni odpovidajici tomu, Ze voda v nadrzi
1

nikdy nebyla. Funkce h(t) = 1]4:2152 pro t < 0 odpovida tomu, Ze pro t < 0 v nadrzi

voda byla a vytekla v ¢ase t = 0.



7.5 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: model

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mecha-
nickymi vlastnostmi materialu a je nezavisly
na objemu. Predpokladejme, Ze personél sta-
vebnin prisypava na hromadu material kon-
stantni rychlosti (v jednotkach objemu za jed-
notku ¢asu). Tato hromada je vSak v pomérné
oteviené krajiné a vitr rozfoukdva material po
okoli. Je rozumné predpokladat, Ze rozfouka-

vani (opét v jednotkich objemu za jednotku - ‘m
¢asu) se déje rychlosti tmérnou povrchu nave- ’

trné strany plasté. Vyjadiete proces kvantita- Zdroj: vlastni
tivné pomoci derivaci. Napiste rovnici pro derivaci objemu hromady podle ¢asu.

Toto je podobny model jako model vypousténi nadrze, ale kratsi. Opét mdme po prepisu
zaddni do matematického modelu dvé veliciny ménict se s casem v jedné rovnici. Derivace
objemu, kterd nds zajimd, jiz v rovnici pritomna nastésti je. Staci vyjadiit obsah pomoct
objemu, nejlépe pomoci rozmeérové analijzy.



- dVv
Reseni: Rychlost s jakou se méni objem je e rychlost pfisypavani ozna¢me R, povrch

navétrné strany S. Podle zadani plati

dVv

T R — koS.
Protoze kuzel ma stéle stejny tvar, objem jednoznacné determinuje rozméry, povrch
kuzele, nebo i povrch poloviny plasté, tj. povrch navétrné strany. Z rozmeérové analyzy na
zakladé Buckinghamova Pi-teorému z pfednésky je zfejmé, Ze musi platit tmérnost mezi
takovymi mocninami téchto veli¢in, pro které jednotky “pasuji’, Existuje tedy konstanta
takova, ze ,

S =KVs.

Spojenim téchto dvou vztahi dostavame

Y _R_EkV3
i R Vs,

kde r a k = kgk1 jsou konstanty.



7.6 Stavebniny vedle ¢ebinského nadrazi: stabilita FeSeni

Hromada sypkého materidlu mé tvar kuzele.
Uhel u vrcholu je konstantni, dany mechanic-
kymi vlastnostmi materidlu a je nezavisly na
objemu. V predchozim piikladé jsme sestavili
diferenciélni rovnici popisujici rist hromady

ve tvaru qv
— —R-kV3,
dt

kde R je rychlost pfisypavani a k konstanta.

Zdroj: vlastni

e Existuje konstantni feSeni? Pokud ano, je stabilni nebo nestabilni? Zdavodnéte.
e MiuZe hromada skoncit i pfi neustalém pfisypavani cela rozfoukana?

e Mohou pracovnici navrsit hromadu do libovolné vysky anebo pro velkou hromadu
je jiz rozfoukavani rychlejsi nez pfisypavani?



Reseni: Oznacme f(V) = R — V3. Konstantni fegent je TfeSenim rovnice f(V) =0, tj.

R—kV3=0.

R 3/2
VOZ(k) |

Protoze f klesa v bodé Vj, je toto feSeni stabilni.

Odsud

Protoze f(0) > 0, malad hromada vzdy roste a proto nemiize skonéit celd rozfoukana.
Pro maly objem je prisypavani intenzivnéjsi nez rozfoukavani.

Protoze f je pro velké V zaporna, pro velkou hromadu objem ubyva (vice se rozfouka
nez piisype) a hromadu nenf mozné navrsit libovolné velkou.



