4 Lokalni extrémy



4.1 Lokalni extrémy bez slovniho zadani

V tlohéch z praxe Casto vime, Ze existuje optiméalni feSeni a studované funkce ma je-
diny bod s nulovou derivaci. Pokud studujeme funkeci bez jakéhokoliv kontextu, musime
posuzovat to, zda v daném bodé& opravdu extrém je a jaky. Nejlépe tak, Zze soucasné
ur¢ime i intervaly monotonie. Za povSimnuti stoji, Ze pii hledanf bodi, kde jsou lokalni
extrémy, vlastné ani nemusime znat puvodni funkci. Sta¢i nam o ni informace tykajici
se spojitosti a poté staci znat derivaci. I s takovym pifipadem se v praxi setkavame.

Najdéte lokalni extrémy a intervaly monotonie nésledujicich funkci. Spolu s funkei je
zadéna i jeji derivace.
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Nulové body derivace jsou FeSeni rovnice
1—2=0.

Tato rovnice ma jediné FeSeni

xz=1.

Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(x+1)*>=0.
Tato rovnice mé jediné feseni
r=—1.

Body nespojitosti a nulové body rozdéli redlnou osu na t¥i podintervaly.

e Interval (—oo, —1). Dosazenim reprezentanta @ = —2 z tohoto intervalu mame
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a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

e Interval (—1,1). Dosazenim reprezentanta x = 0 z tohoto intervalu mame
1-0
'0)= —=>0
y'(0) 0+ 1)3
a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste.

e Interval (1,00). Dosazenim reprezentanta « = 2 z tohoto intervalu méame
1-2
'2)= ——= <0

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

V bodé x = 1 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si
schema) a funkce mé lokalni minimum.

V bodé x = —1 se monotonie funkce méni z rostouci na klesajici, ale lokalni extrém zde
neni, protoze funkce ani jeji derivace v tomto bodé nejsou definovany.
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Nulové body derivace jsou feSeni rovnice
x(r+2)=0.
Tato rovnice ma dvé feSeni
T = 0, X9 = —2.
Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(x+1)*=0.
Tato rovnice mé jediné feSeni

r=—1.

Body nespojitosti a nulové body rozdéli readlnou osu na ¢tyti podintervaly.

e Interval (—oo, —2). Dosazenim reprezentanta x = —10 z tohoto intervalu mame
(—10)(—10+2)
(...)?

a proto je derivace na tomto intervalu kladné a funkce roste. Vsimnéte si, Ze
jmenovatel je stale kladny a znaménko podilu nijak neovlivni.

y'(—10) = >0



e Interval (—2, —1). Dosazenim reprezentanta @ = —1.5 z tohoto intervalu mame

~15(-1.5+2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

y'(—1.5) = <0

e Interval (—1,0). Dosazenim reprezentanta = —0.5 z tohoto intervalu mame

~0.5(—0.5+2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu zaporna a funkce klesa.

Y (—0.5) = <0

e Interval (0, 00). Dosazenim reprezentanta = = 1 z tohoto intervalu mame

1(1+2)
()2

a proto je derivace na tomto intervalu kladna a funkce roste.

>0

y'(1) =

V bodé = —2 se monotonie funkce méni spojité z rostouci na klesajici (nakreslete si
schema) a funkce mé v tomto bodé lokilni maximum.



V bodé x = 0 se monotonie funkce méni spojité z klesajici na rostouci (nakreslete si
schema) a funkce mé v tomto bodé lokalni minimum.

V bodé = —1 se monotonie funkce neméni. Navic funkce v tomto bodé ani neni
definovana a existenci lokalniho extrému tedy ani neuvazujeme
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Nulové body derivace jsou FeSeni rovnice

Tato rovnice ma jediné reSeni

Body nespojitosti derivace jsou feSeni rovnice
(> +1)*=0.
Tato rovnice nema v oboru redlnych ¢isel zadné feSeni.

Body nespojitosti nejsou a jeden nulovy bod rozdéli readlnou osu na dva podintervaly. Z
derivace je ziejmé, ze derivace ma stejné znaménko jako x, tj. derivace je zaporna nalevo



od nuly a kladné napravo od nuly. To znamena, Ze v nule se funkce méni z klesajici na
rostouci a funkce mé v tomto bodé lokdlni minimum.



4.2 Krabicka z papiru

V kazdém rohu papiru A4 vystfihneme ¢tverec
a zbyly papir podél stran poohybame nahoru,
aby vznikla (aZ se to slepi) krabicka bez hor-
niho vika. Jak velké ¢tverce musime odst¥ihat,
pokud chceme, aby vysledna krabi¢ka méla co
nejvétsi objem?

Toto je klasicky priklad pritomny snad v kazZdé
ucebnici diferencidlniho poctu. Zajimavy je
tim, Ze AJ md ve vjuce zpravidla kaZdy pied
sebou a mize si tipnout, jaky ocekdvd visledek
a kolik maximdlni objem bude. Pro odhad ob- Zdroj: vlastni
jemu st muZeme predstavit treba litrovou kra-

bici mléka a porovndvat s timto referencnim kvadrem.

Reseni: Papir A4 ma rozméry 210 x 297 mm a je-li vystfizeny ¢tverec o strané z, ma
krabicka rozméry (210 — 2x) x (297 — 2x) X x a objem

V(z) = (210 — 22)(297 — 22)x = 4a® — 101422 + 62370.



Derivovanim dostaneme oV
— = 122% — 2028z + 62370
dx

a nulové body derivace jsou feSenimi rovnice

1227 — 2028z + 62370 = 0.
Tato rovnice méa pro nasi ilohu jediné smysluplné fegeni x = 40.4 (dal3i fegeni x = 128.5
neodpovida realizovatelnému vyrobku). Optiméalni krabicka vznikne vystfizenim ¢tvercii

o stranach 40.4 mm. Objem je

V(40.4) = 1.12 x 10° mm?® = 1.121.



4.3 Plot ze tfi stran pozemku

Chceme oplotit pozemek obdélnikového tvaru,
jehoZ jedna strana je rovna pfirozena hranice.
Stavime plot tedy jenom na zbylych t¥ech stra-
néch.

(1) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
délka pletiva a chceme mit plochu po-
zemku co nejvetsi?

(2) Jaky tvar pozemku zvolit, pokud je dana
plocha pozemku a chceme mit co nejmensi
spotfebu pletiva? Zdroj: pixabay.com

NezZ zacnete Tesit, tak si zkuste tipnout jestli optimdlni je ctverec mebo obdélnik. Po-
kud obdélnik, tak zda podél prirozené hranice nebo kolmo na ni. Také si zkuste tipnout,
zda je TeSent obou uloh stejné (tj. stejny tvar obdélniku, napiiklad stejny pomér stran).
Ulohy teste s co nejmendim mnoZstvim parametri. UvaZujte tedy, Ze mdte jednu délko-
vou jednotku pletiva v pronim pripadé a Ze chcete oplotit pozemek o jednotkovém obsahu
v pripadé druhém.



ReSeni: Obsah obdélnika o stranach z a y je souin délek dvou sousednich stran
S =uxy

délka plotu bude délka strany podél hranice (napf z) a dvojnasobek délky strany kolmé
na hranici (napf. y)

L=x+2y
Maximalni plocha pFi daném obvodu. Méfeno v nasobcich délky plotu je L =1 a
ze vztahu

r+2y=1
dostaneme

r=1-2y.
Potom plati

S=ay=(1-2yy=y—2y"

Derivaci obdrzime

ds

—=1-4
dy Y

1
a derivace je rovna nule pro y = T tedy kratsi strana je ¢tvrtina celkové délky plotu.

Na delsi strana tedy zbude polovina (dvakrat odkrojim ¢tvrtinu) a obdélnik ma pomér
stran 2 : 1.



Minimalni obvod pfi daném obsahu. Méfeno v jednotkach, ve kterych je obsah S
roven jedné (tj. v nasobcich délky strany ¢tverce o stejném obsahu jako nas obdélnik)
dostavame ze vztahu

zy =1
vztah

y=—.
x

Potom plati
2
L=x+2y=ao+==x+22""
T

Derivaci obdrzime L )
— =142z ?=1-=
dz +2(=1)z 2

a derivace je rovna nule pro z? = 2, tj. pro z = V2 (uvazujeme jenom kladné hodnoty

x). Ze vztahu y = — dostavame
x

1 N

YTV 2 T2
a kratsi strana je polovinou délky delsi strany. Jako v predchozim piipadé, obdélnik mé
pomér stran 2 : 1.



4.4 Optimalni tram vytrezany z kulatiny

Ukazte, ze pro vyfezani nebo vytesani tramu
o maximalnim objemu z kulatiny valcového
tvaru je nutné vyfezat tram se c¢tvercovym
prufezem. Navod: Uvazujte vélec, ze kterého
chceme vytiznout hranol. Zvolte jako jednotku
délky prumér kulatiny a hledejte maximum
druhé mocniny obsahu prifezu. Zdavodnéte,
ze tento postup je korektni. Maximum para-
boly najdéte ze znalosti toho, Ze vrchol para- Zdroj: Harry Rogers, youtube.com
boly lezi v poloviné mezi kofeny.

Poté zopakujte predchozi tlohu pro maximum veli¢in bh? a bh3, kde h je vyska a b sitka
prufezu tramu. V prvnim piipadé maximalizujeme nosnost a ve druhém tuhost nosniku.
Pouzijte stejny postup jako v minulé uloze, ale uz nebude stacit najit vrchol paraboly.
(Poznamka: Jedna z téchto funkei se maximalizovala na prednasce a proto tento p¥ipad
nemusite dopocitavat.)

Tento priklad je zajimavy spiSe z aplikacniho hlediska: nejvice dieva neznamend nej-
VELST nosnost a nosnik, ktery nejvice unese, vychazi jinak, neZ nosnik, ktery se nejméné
prohybad.



Reseni:

V jednotkach priméru plati h? +b? = 1 a maji se postupné maximalizovat funkce obsah
S = bh, nosnost N = bh? a tuhost T = bh>. Protoze b se pomoci h vyjadiuje pomoci
druhé odmocniny a naopak, bude vyhodné&jsi maximalizovat funkce, kde aspon jedna
mocnina je suda. To je jenom u nosnosti, u obsahu a tuhosti si sudé mocniny vyrobime
umocnénim na druhou a budeme dosazovat

b =1-h?
tj.
S%(h) = b?h? = (1 — h?)R?,
N(b) =b(1—b*) =b-1",
T%(h) = b*h8 = (1 — h?)h® = h® — 18,

Postup je korektni, protoze veli¢iny jsou kladné a funkce y = z2 je pro kladné z rostouci.
Proto bude veli¢ina maximalni tam, kde je maximalni jeji druha mocnina.

Obsah: Funkce f(h) = (1 —h?)h? je parabola v proménné h? a proto ma maximum pro



. Druhy rozmér vychazi

11
b=+V1—-h2=/1->= "
2 V2

a tram m4 v tomto pripadé (maximalizujeme objem) prufez ¢tverce.

d
Nosnost: Funkee f(b) = b—b® mé derivaci d—i = 1—3b? a derivace je pro b > 0 nulova,

1
jestlize b? = =, tj. b = —=. Druhy rozmér vychazi

3 v
h:m:,/l_;zg

a tram ma v tomto pripadé (maximalizujeme nosnost) prifez obdélnika s pomérem stran

h:b=+v2:1.
Tuhost: Funkci f(h) = h® — h® jsme maximalizovali na pfednasce a tram ma v tomto
piipadé prifez obdélnika s pomérem stran v/3 : 1. Vskutku. Funkce f (h) = h% — h® ma

d
derivaci d—;: = 6h° — 8h" = 2h5(3 — 4h?) a derivace je pro h > 0 nulova, jestlize h? = z,



3
tj. h = 5 Druhy rozmér vychazi

b=V =102

a trdm ma v tomto pfipadé priifez obdélnika s pomérem stran h : b = V31



4.5 Ryba migrujici proti proudu

Ryba ve vodé vydava za Casovou jednotku
energii amérnou ti¥eti mocniné rychlosti vzhle-
dem k vodé. Pro piekonéni urcité vzdélenosti
proti proudu o rychlosti v je proto potieba
energie

1
E=k —(x+v)?
x

kde x je rychlost ryby vzhledem ke bfehu a
x + v rychlost vzhledem k vodé. Najdéte pro oy

rybu optiméalni cestovni rychlost pfi migraci Zdroi: pixabav.com
na dlouhé vzdélenosti, tj. rychlost, pfi které je minimalizovan nutny energejti]ci(y Vj{fc(laj

i

.

Nez zalnete TeSit, uvédomte si, ze pokud mérime rychlosti v jednotkach rychlosti vody v fece, plati
v = 1 a po vynechani konstanty k, ktera nemé vliv na polohu a kvalitu lokdlnich extrémi, hledame
lokalni minimum funkce

(z+1)°

T

(Podle Stewart, Day: Biocalculus. Calculus for the life siences.)



Reseni: Méfeno v nasobcich rychlosti vody méame minimalizovat funkci

x+1)3
CEY
x
Plati
dy 3@x+1)?-1-2—(@2+1)>%1 (z+1)2*Bzr—(x+1) (x+1)*(2x—1)
de x? N 2 N 2
Derivace je rovna nule pro x = —1 (ryba plave rychlosti stejnou jako voda, ale po proudu)

ar= 3 (ryba plave proti proudu takovou rychlosti, Ze jeji rychlost vzhledem k biehu je

1
polovi¢ni ve srovnani s rychlosti vody v protiproudu). Smysluplné je pouze feseni z = 3

tj polovina rychlosti proudu. Napiiklad v proudu o rychlosti 20 km hod ™! ryba plave
tak, ze vzhledem k nehybnému pozorovateli na brehu plave rychlosti 10 kmhod™!. Ve
vodé tedy plave rychlosti 30 km hod ™!, proud 20 km hod ™! ji strhava zpét a vysledna
rychlost je 10 kmhod™*



Pozorovdni poturdila, Ze migrujici ryby “znaji” FeSeni piedchoziho prikladu a proto plavou proti proudu

rychlosti o polovinu vétsi nez rychlost proudu. Vzhledem ke biehu je tedy jejich “cestount rychlost proti
proudu” poloviéni jako je rychlost proudu. Mimo jiné, v rychlé vodé plavou rychle a v pomalejsi pomaleji.

Priklad typu jaky jsme Tesili u migrace ryb se ale ve skutecnosti casto objevuje naopak. Naptiklad
ndsledovné.

o Pozorujeme specifické chovdni ryb. Nékdo si to toho nevsimd, nékdo to bere jako fakt, ale nékomu
to vrtd hlavou. Proé to tak je? Asi si pfirozené minimalizuji energii.

e Jakou musime ucinit hypotézu aby tato hypotéza vedla k pozorovanému jevu? Jakd musi byt

souvislost energie s rychlosti, aby minimalizace energie vedla k tomu, co pozorujeme?

e Po nalezeni odpovédi na piedchozi otdzku je pFirozené piedpoklddat, Ze jsme nasli podstatu jevu.
Tedy treba, Ze energie je umérnd tieti mocniné rychlosti. V tomto smyslu matematika zviditelnila
neviditelné.

e Nékdy je potteba pti konfrontact s jingmi pozorovdanimi hypotézu poopravit, zpiesnit nebo bohuzel
zamitnout. To viak je pTirozené pri pozndvdani svéta.



